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INTRCDUCCION

La representacién de una funcién arbitraria por medic de
una serie trigonométrica fué estudiado por algunos investigadores
a finaleg del siglo XVIII y principios del siglo XIX.

Uno de estos investigadores fué Joseph Fourler, el cual did
una primera " demostracion " de que cualquier funcién admite una
representacién en serie trigonométrica.

Después de esto se presentéd el problema de encontrar
condiclones necesarias y suficientes bajo las cuales dicha serie
converge.

En el presente trabajo analizaremos las condiciones bajo las
cuales se da la convergencia de la serie trigonométrica a la
funcién que la genera. 7

En el capitulo uno analizaremos la convergencia puntual de la
serie de Fourier, iniciando con una breve resefia histérica de la
forma en la cual se estuvdé atacando ‘el problema de la
representacién en serie frigonométrica de una funcién y de 1la
convergencia de dicha serie.

En otra seccién del capitulo uno analizamos dos resultados
fundamentales en el desarrollo de este trabajo en los cuales nos
apoyaremos, para demostrar los criterios de convergencia que se
analizan en este capitulo.

En el capitulo dos, anallzamos otro tipo de convergencia,
comoe lo es la convergencia abscluta y uniforme de la serie de
Fourier y la convergencia de las sumas de Féjer.

En el tercer capitulo , nos enfocaremos en demostrar que para
toda funcién en el espacio de las funciones de cuadrado integrable
en un intervalo cerrado, su serie de Fourier converge a ella.

Por Gltimo en el capitulo cuatro, a diferencia de los tres
iniciales , analizaremos el conjuntc de funciones continuas cuya
serie de Fourler diverge y daremos una idea de la cardinalidad de

este conjunto.
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CAPITULO UNO.
CONVERGENCIA PUNTUAL.

En este capituleo, iniciaremos con una breve resefia de la

forma de como se atacd el problema de la convergencia de la serie

‘de Fourier, y menclonaremos algunos resultados recientes.

Definiremos también el concepto de serie trigonométrica y
serie de Fourier, analizando resultados importantes, los cuales
nos permitiran demostrar algunos criterios que nos proporcionan
condiciones para que se dé la convergenclia puntual de la serie de
Fourier.

Por 1Ultimo analizaremos la relacién que existe entre los

criterios.

1.1.- BREVE INTRODUCCION HISTORICA.

En esta seccidn nﬁestro préposito es el de dar una breve
resefia histérica del desarrollec que tuve la teoria de las series
de Fourier.

Es importante aclarar que el analisis en esta seccién es el
de conbcer el tratamiento que hicieron algunos personajes, al
problema de 1la cuerda vibrante, asi como el problema de la
convergenclia de la serie de Fourier.

El problema de la cuerda vibrante es el de encontrar una
funcién f(x,t) que represente el desplazamiento de la cuerda.

A mediados del siglo XVIII , se 1llegb a la ecuacién que

representa el movimiento de la cuerda vibrante, la cual esta dada

por:

dy _ kz dy (A)

donde "y" es el desplazamiento transversal en el instante "t" del
punto "x" de una cuerda uniforme sujeta por sus extremos a dos

puntos en el eje "x", distantes entre si mw. Esta ecuacidén fué
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estudiada, principalmente por Leonhard FEuler, Jean Le Rond
D’ Alembert, Daniel Bernoulll, Joseph Lagrange y Joseph Fourier.
D’Alembert y Euler en 1747 y 1748 respéctivamentg,
encentraron que la solucién a la ecuacién (A) es:
' y = f{x + ct) + g{x - ct) (B)
donde f y g quedan determinadas por las condiciones iniciales.
Después de ésto el problema fué el de ver qué caracteristicas
deben de cumplir las funciones f vy g en (B). .
Por un lado Euler afirmaba que ééigs funcionesfﬁﬁgZian
sustituirse por funciones arbitrarias y D'Alembert sosteﬁia que la
funcién g debia de tener propiedades que la restringieran al
conjunto de funciones conocidas hasta entonces.
' Posteriormente en 1753, Daniel Bernoulll, afirmd que el
desplazamiento de la cuerda se podia expresar como:
o

y = X bn Sen nx Cos nt

n=1

la cual para t = 0 se reduce a:

o]
fix) = Z bn Sen nx
n=1
sin embargo no ofrecié argumentos matemdticos para calcular los
coeficientes bn.

Una de ias objeciones que presentaba Euler a la serie
trigonométrica de Bernoulll, era el caricter periédicoc e impar de
las funciones senos, que la integran, que impediria gue .se pudiera
representar de esta manera una funcidén arbitraria, ‘

Lagrange en 1759, presentdé un analisis nuevo del problema
defendiendo la ecuacién (B) y la interpretacién hecha por Euler,
sin embargo en este analisis obfiene formulas muy parecidas a las
de Bernoulli. '

En 1807, Fourier presenté una monografia sobre la transmisidn

del calor, en la cuidl presentaba la ecuacién de difusidén que tenia

la forma:




dy _ dy
z  dt (€)
dx

donde "y" representa la temperatura en un punte "x" de una barra
horizontal en el instante "t" y resolviendo por el método
de separacion de variables las ecuaciones resultantes y sustitu-

yendo la ecuacién inicial y = f{x) para t = 0 obtuvé:

[s4]
fix) = —%— aec + z (an Cos nx + bn Sen nx) (D)

n=1
donde losg coeficientes estadn dados por:

1 21 2R
o = —- J fix) dx, an = —— J f(x) Cos nx dx,
0 0

1 2T
bn = — J f(x) Sen nx dx, x<[0,2n]
0

En el caso de ciertos cuerpos y ciertas condiciones iniciales
solo aparecian en (D) los términos en senos, del tipo en el que
habia insistido ya, Bernoulli, al tratar el probiema de la cuerda
vibrante y en el caso de otras configuraciones solo aparecian los
términos en cosenos y la constante ao.

Otra cuestidn fundamental relativa a las series de Fourier
mencionada al inicle de esta seccidn:fué el de su convergencia.

Debemecs mencionar que este problema constituyé un reto muy

interesante para el anilisis matematico de la época, no solo por

la importancia que estaba alcanzando el analisis de Fourier para

la matemitica aplicada, sino también para la mezcla de funciones,
limites e integrécién que aparecian en torno al preoblema de la
convergencia.

Una deflas primeras demostracicnes fué publicada en 1820 per
Poisson, posteriormente, Cauchy en 1826 intentdé demostrar
la convergencia integrando término a término la serie, es decir
suponia la convergencia que se queria demostrar. |

Un afic después Cauchy presentd otra demostracién, en esta
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también hace algunas hipétesis de convergencia y es muy
restrictiva al tipo de funciones que se puede aplicar.
Unc de los errores de Cauchy era el de suponer que si;

[as] . os]
an - bn ——» 0 y si Z an es convergente entonces X bn
n=1

n—om
n=1
también convergen.
Este error fué detectado por Peter Lejeune-Dirichlet, en

1829, dando el siguiente contraejemplo:

an = (_l)n n—1/2 y bp = n—l n (_-1Jn n—1/2-

Dirichlet desarrollé su propia demostracién con el objeto de
establecer condicionés para la convergencia de la serie de
Fourier, estas condiciones agudizaron el choque con el Teorema de
Cauchy sobre la cdntinuidad de la funcién suma de una serie
convergente de funciones continuas, debide a que incluian la
pesibilidad de que la fuﬁcién representada fuera discontinua en un
numero finito de puntosa

La contribucién mds importantes de la teoria de las series de
Fourier degpués de que Dirichlet estableciera sus condiciones, fué
la de Bernahard Riemann en 1854 sobre series trigonométricas. El
trabajo de Riemann fué publicado hasta después de su muerte, por
su amigo Dedekind en 1868.

En ese trabajo. Riemann construyd funciones con una cantidad
infinita de discontinuidades y estudié sus integrales asi comeo la
posibilidad de representarla por series de Fourier.

Riemann buscé condiciones necesarias para la convergencia de
la serie de Fourier, posteriormente Rudolph Lipschitz en 1864
aborda el problema de como extender las condiciones suficientes de
Dirichlet al casc de un nimero infinito de discontinuidades8

Durante el resto del siglo XIX se obtuvieron éondiciones
todavia mas generales para la convergencia de la série de Fourier
incluyendo la posibilidad de convergencia uniforme.-

En 1876 Paul du Bois Reymond, refuté una conjetura de

TEOMIS i3S
LEANDEZ R

R




Dirichlet y de.Rieménn acerca de que toda funcién continua tiene
una serie de Fourier convergente. o

En 1904 el matemdtico hungaro Leopold Féjer obtuvé
importantes resultados al considerar en lugar de convergencia
puntual la convérgencia de las medias aritméticas de las sumas
parciales de la serie de Fourier.

Henri Lebesgue en 1906, probd el resultado segin el cual la
serie de Fourier de una funcién continua puede integrarse término
a término si la serie integrada converge y aun mas esto mismo se
puede realizar si la serle diverge.

Algunos resultados mas reéientes sobre condiciones
suficientes de la convergencia de la serie de Fourier son:

F. Riesz y E. Fisher probaron en 1907 que existen condiciones
suficientes para que una serle trigonométrica sea una serie de
Fourier,

Se ha mencionado que existen funciones continuas que no son
la suma de su serie de Fourier. En 1935 J. P4l y H. Bohr demostra-
ron gque esta situacién puede corregirse mediante un cambio de
variable. .

Otra correccién fué dada por D. E. Menchov:

"Si f es medible sobre [0,2nl, entonces, existe una funcién
continua g, tal que f(x) = g(x), excepto sobre un conjunto de
medida cero y la serie de Fourier de g converge uniformemente",

Jean P. Kahane y Katznelson, en 1966 han probado que, dado

Lo A i e e

cualquier conjunto de medida cero existe una funcién continua cuya
serie de Fourier diverge en cada punto de ese conjunto.

L. Carleson probd en ese mismo afio que es imposible construir
una funcién continua cuya serie de Fourier diverja sobre un
conjunto de medida positiva. Su resultado fué: Si f es una funcién
en L2(0,2n) (en particular si f es continua) su serie de Fourier
converge excepto sobre un conjunto de medida cero.

R. A. Hunt extendié el resultade de Carleson en 1967 para
funciones en Lp( 1 = p) v C. Fefferman lo extendié en 1971 a serie

de Fourier mﬂltiples.




1.2.SERIESV TRIGONOMETRICAS Y SERIES DE FOURIER.

DEFINICION 1.1:Una serie trigonométrica, es una serie de la forma:
o]

L aa + z ( an Cos nx + bn Sen nx )
2 ' n=1 : :
donde los coeoeficientes ao,. ai,...,b1, be,..., son independientes

de x.

El problema de la representacion de una funcién f(x) por una.
serie de esta forma fué planteado por Fourier en el pf@blema de 1la
conduccidén del calgr. Consecuentemente éste jugd wun papel
importante en la teoria de funciones de variables reales.

Primeramente analizaremos 1la férmula para los coeficientes
Ao, a@n Y bn, en términos .de la funcién f(x).

Supongamos que la serie converge a una funcién integrable
f(x) en el intervalo [-m,m], es decir:

e
fx) = 1 ao+z ( an Cos nx + bn Sen nx } (1)
2 n=1 -
y que ademas la serie puede integrarse término a término., Para
calcular los coeficientes multiplicaremos ambos lados de la
igualdad (1) por las funcioneg del sistema trigonométrico basico
{1, Cos x, Sen x, Cos 2x, ... }.
Multiplicaﬁdo por la funcién Cos mx obtenemos:
- co

! _ £(x) Cos mx = — a0 Cos mx + X ( an Cos nx Cos mx
’ 2 n=1

+ bn Sen nx Cos mx )

i
4
4

e - integrando ambos lados de la igualdad:

T 1 T ) o T
j f{x) Cos mx dx = — ao ICDS mx dx +z ( anJCos nx Cos mx dx
e84 2 |4 S 1 4

n=1
‘i 4
© BIBLIOTECA + bn|Sen nx Cos mx dx).
7 DE CIENCIAS EXACTAS do
' 3 Y NATURALES
| Ry

| | |



OBSERVACION 1.1: Comé Sen nx es una funcidén impar y Cos mx es una

funcién par, el producto de ambas es una funcidén impar por lo que:

(4
I Sen nx Cos mx dx = 0.
-

De la observacién anterior se tiene que:

b1 1 it w T
j f(x) Cos mx dx = ao ICOS mx dx + E a?fCos nx Cos mx dx .
7 2 =7 n=1 W '

Como .
" 0 sin#nm
. J Cos nx Cos mx dx = (1.a)
- T sin=m
AL

(ver Apéndice 2), .~

entonces: .

Si m = 0 resulta que:

(4 ' 1 :
I f(x) dx = 5= o (2n)

=T

-de donde

f(x) dx

a9 = =—

Hl—
ey

S1 m # 0, por el resultado (1.a) tenemos que:

E ™ 1 1
; I f{x) Cos mx dx = —— Ao I Cos mx dx + am (m)
' =S S T
. =g am
de donde
1
am = —— I f(x) Cos mx dx m=1, 2,
L7




Para calcular ' los coeficientes bn se multiplica (1) por

Sen mx con m = 1,2,3,..., e integrando ambos lados de laigualdad;

y procediendo de manera andloga se obtiene:

T
J f(x) Sen nx dx = @ bn
- 1[ .
de donde
1 T
bn = - *j f(x) Sen nx dx n=1, 2,
¥ 1§

DEFINICION 1.2: Sea f una funcién integrable de [-m,m]. Los
‘coeficientes de Fourier o de Euler-Fourier de la funcién f(x)

se definen. por:

1 (" 1"
o = — J f(x) dx , ' an = —— J f(x) Cos nx dx
T " =1
1 T '
y n = —— j f(x) Sen nx dx para n = 1,2,3...
T

A la serie trigonométrica formada con estos toeficientes se
le llama Serie de Fourier de la funcién f.

En la discusién anterior, para calcular los coeficientes de
Fourier suponemos que la serile trigonométriéa converge a f(x),
y por lo tanto f(x), tiene que ser periédica con periodo 2m, ya
gue la serie estd formada por funciones periddicas con periodo 2m,
[6] pag. 51.

Por lo tanto de aqui en adelante trabajaremos con funciones

periédicas con periodo 2m.

Siempre que f(x) sea integrable podemos calcular dichos coe-
ficlientes y por tantoe "formar su serie de Fourier, pero esto no
indica que la serie converja y aunque esto suceda su suma puede
ser una funcidén distinta de f(x) (La igualdad se da cuando se sabe
que la serie de Fourier converge y gque su suma es f(x)).

Ejemplos en los cuales se calculan los coeficientes de

Fourier de algunas funciones se pueden observar en apéndice (1).




1.3 NUCLEQ DE DIR.ICHLEir Y TEOREMA DE RIEMANN-LEBESGUE.

DEFINICION 1.3: Para n € N, x € R, definimos la funcién

Dn(x) = —%~ + } Cos kx,
k

1

Il [~-]a

la cual llamaremos NUCLEO DE DIRICHLET.

Demostraremes algunas propiedades del nuclec de Dirichlet que
enunclamos en el siguiente teorema.
TEOREMA 1.1: El nicleo de Dirichlet satisface:
i).= Dn(x) es par, es decir, Dn(x) = Dn{-x).
ii).- Dn(x) es una funcién periédica con periodo 2r, es decir,

Dn(x) = Dn(x + 2m).

14

iii).- —%— J Dn(x)dx = 1, es decir,
et 1o
'3 0 '
1 _ 1 _ 1
_T.'.'- J. Dn(X)dx = '-—'n_—' I DD(X)dX = —2—
o T
Sen [ n +-—%— ] X |
iv}).- Dn(x) = con x # 0 en [~-u,n]. E
1 :
2 Sen [T X] : ) o
Demostracién:

n
1).- Dn(-x) = —%~ + z Cos (~kx].
k=1

Ahora como Cos(-kx)= Cos{kx), entonces:

Cos kx = Dn(x).
1

Dn(-x) = —%— +
Kk

1l [~—]5




Cos ki(x + 2n)
1

1
- +
k

ii).- Dn{x + 2mn)

I [~z

= —%~ + Y Cos {kx + 2kmu).

1

np~is

k

como Cos(kx + 2km) = Cos kx, entonces:

BIBLIOTE
DE CIENCIAS EXAC?A@
Y NATURALES

n
Dn(x + 2m) = —%— + z Cos kx = Dn(x).
k=1

iii).~
T n n n T
1 1 _ 1 1
— J ( o+ Z Cos kx ] dx = — [ f 5= dx + Z J Cos kx dx ]
-7 k=1 o 1 4 k=1 =mw .
i n ki N
1 1 1 i
- j [ - + [ Cos kx ] dx = T [ I 5 dx ]
-m k=1 T

iv).~ Basta demostrar que:

2 Sen[w%— x] anx) = Sen[n + _i_] X .

De la definicién 1.3 se tiene:

1 1 1 &
2 Sen[ 5 x]Dn(x) =2 Sen[—iﬁ x] [ (—E—J + kz Cos kx ]

10

Ll B R —

Lig



n
J + 2 Sen[ww—-x] z Cos kx
k=1 :

x] Cos kx

Como:

2 (Sen x)(Cos y) = Sen (x + y) - Sen {y - xJ},
2 Sen 1 ¥|Dn(x) = Sen _1; x| + i Sen 1 X + kx -
2 2 W& 2

sen (- ) )

= Sen[wém x} + Sen[—%— X + x] - Sen [ t “%_ x}
+ Sen ~1— X + 2x| - Sen |[2x - _l, x| + Sen 1 x + 3xi -
2 . 2 2
- Sen [3x - —l— x| + Sen —l— X + 4x{ - Sen |4x -~ —l- X| + --- +
2 2 2

=--- + Sen [fggé:—i) x - Sen [—Eg—é—gh]x +

"

+ Sen{ml— x + nx] -~ Sen [~g§¥:~1—]x - : i

2 2
= Sen —E— X + nx| = Sen —l— +n X t
2 : 2 )
‘Por lo tanto:
1
Sen {n + —2—— ] X
Dn(x) = para X # 0

1
- 2 Sen[——z——— X]

11




TEOREMA 1.2:(Integral de Dirichlet) Supongamos que :
f:R —— R es integrable, periddica con periodo 2m. Sea Sn(x) la
~n-ésima suma parcial de la serie de Fourier generada por f, defi-

nida por:

T

Snix) = .1 ao +'Z( am Cos mx + bm Sen.nx ). (2)
2 m=1

Entonces Sn(x) se puede representar como integral deéfinida en la

forma

T

Snlx) = —— J'

- f(t+x) Dn(t) dt. (3]
¥ o

Demostracién:

Sustituyende los valores de los coeficientes, ao, am Yy bam

generados por la funcién fit) en (2), se tiene:

Lo ]
foq ’

i

1 bid n 1 ®oLE T.-!. .
Sn(x) = f £(t) dt + z{ L J £(t) Cosht Cos mx dt +
T m=1 =T
'IIL,‘_.)d:-’—
+ _%- Inf(t) Sen mt Sen mx_dt)}
g7 L )

n

T
Sn(x) = —%— I { —%— + Z Cos mt Cos mx + Sen mt Sen mx } flt) dt =
-7 m=1 ‘

T (1 R
= — IH { 5= +m21Cos m(t - x) } f(t) dt , ya que

Cos (x - y) = Cosx Cosy + Senx Seny.
De la Definicidn 1.3 se tiene:
1 i g
Sn(x) = Tf £(t) Dnlt - x) dt.

=1

12
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Haciendo t = x + u'ié u=1t - x, tenemos
1 (X
Sax) = = [ £0x + W D) au.

=M-X

Puesto que f toma los mismos valores en el . interwvalo

(-mt—x,m-%x) que en el intervalo (-m,w), la ultima igualdad puede

escribirse como

i 4
J £x + u) Da(w) du. _
<

1
T

Snlx) =

Esta foéormula es conocida como la INTEGRAL DE DIRICHLET, que

- puede escribirse haciendo u = -v en el intervaleo [-m,0] en la
forma: '
1 (4
Sn(x) = TJ Da(w) [ £(x +u) + £fix - w] du. (3.2)
] o |
Supongamos que f{x) = 1 V¥ x, entonces los coeficientes de

Fourier son:

o

13 T T
aoza_}bjf(x)dx=_LJ‘dx=Lx =%(Ti+ﬂ)=2.

1 ™ : 1 1 T

g a:;=—-—-jf[x) Cosnxdx=-—J.Cosnxdx=-—~(Sen nx) =
3 T s nmw

, s _ T -n

|
1 |
4 . = —— (Sen nm + Sen nm) = 0, :
' ) nm .

J 1 1 -1 m

E bn=—'[f(x) Sennxdx=——JSennxdx=—(Cosnx] =

il T n nr

4 < N 4 -

3

1

] = 1 (Cos nt - Cos nm) = 0.

4 nr

13




Entonces Sn(x) '_= 1 ¥Yyn=zo0.

En este caso la férmula (3), puede ser escrita de la siguiente

forma:

/4

1= *%~ f Dn(t) dt
o BIBLIOTEC
. DE CIENCIAS EXACTAS
y por el Teorema 1.1 iii) se tiene: : Y NATURALES
EL SABER BE MIS ALOS
HAIA\GIGIANDEZA

1 i 4
1= J‘ 2 Dn(t)-dt.
T (4]

Sustituyendo Dn(t) como en el Teorema 1.1 iv) se tiene:

1 T Sen [ n + -—;-J (t)
L=+ —7 (2) dt.
‘ . 2smg

Si multiplicamos por s € R, obtenemos:

¥4
lJ' Sen(
s =

| o -
( 28 ) dt
t)

== s

NlH‘NIH

Q

Restando a Sn(x)} se obtiene:

B BEE ST RWE D i

1 T[Sen{n+—;—}(t)
Sn(x)~s="J 1 [ f(x +t) + £f{x -t) ] dt
2 Sen — (t) '

o : 2 .
" I[SenLn+—%~--J(t) é
‘TJ 1 ( 2s ) dt = z

2 Sen — (t)

o 2

1 TISen(n+—-—21—](t)
= I [f(x+t)+f(x-t)-25]dt. (4)

T 2 Sen (t)
0

Por lo tanto, una condicién necesaria y suficlente para que
la serie Sa(x) converja a s es que (4) tienda a cero, entonces, el

problema de la convergencia es encontrar condiciones bajo las cua-

14




les (4) tiende a cerc y en ese caso, s €5 el limite de la serie.

En el desarrollo de la teoria es fundamental el siguiente

resultado.

TECREMA 1.3 ( RIEMANN-LEBESGUE ): Si f(x) es integrable sobre

{a,b), entonces:

b ' : b
lim J f(x) Cos Ax dx =0 , lim I f(x) Sen Ax dx = 0.
ADw Ya A Ya

Demostracién: Para la demostracién se seguirdn los siguientes

pdsos:
i).~-Lo haremos para cuando!f(x] es una funcién constante,
i1i).- después para cuando f(x) es una funcién escalonada,
iii).- cuando f(x) es una funcién simple no-negativa,
iv).~ para f(x) no negativa y,

v}.- por ultimo para cuando f(x) es una funcién integrable.

i).- Sea f(x) = C (cte.)

b b
lim j C Cos Ax dx = C lim j Cos Ax dx = 0. :
A Va A T a ’

m

ii).- Sea f(x) = Z ot XAi con ai constantes y Ai  intervalos,
i=1

contenidos en (a,b), donde:

Ai = { xe(a,b)///'f(xJ = i } vy,

_ 1 0 six¢As
Xai™ {

RO e R L SR

1 si1 x € Ai

b b m
J f(x) Cos Ax dx = J X ai X, Cos Ax dx
A
a a i=1
15
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m b

I al X, Cos Ax dx
Al

i=1 Ya

bi

aif Cos Ax dX ————— O
ai A

donde Ai = (ai,bi).
iii).- Sea f(x) una funcidén simple, no negativa, que toma los
. valores «i, a2,...,om, Y por supuesto, f es acotada, y puede

representarse en la forma

m
_f(x) = E ol XAi
1=1

con Ai conjunto medible.

y £ . -
Dado £ > 0., sea € 5~ con M=max { «1,e¢2,...,0m }.
Para cada conjunto Ai, existen intervalos abiertos Ii.I;....,I;ﬂ
tal que si Gi =j§i Ij , - entonces, (AL A Gi) < €, donde A1 A Gi
es la diferencia simétrica entre estos conjuntos [SLpé.g_LWGZ.
a
Definamos la funcién escalonada wix) = Z o XGi. '
i=1 :
entonces,
i
m m !
| £(x) - y(x) | = | Xou XAi—[ou X, |
i=1 i=1
§
. m i
=]Za1XA—-mXGi| ‘
o i=1 ]
4 m
= ) a] X - X, |
i=1
Y,
b . b m
f]f(x)—w(x)IdXSI ZailXAi— Xo, | ax
a a i=1
16
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It

b b ' _
| If(x) Cos Ax dx | ]I [ £(x) + wix) - ¢(x) ] Cos Ax dx

I r[ f(x) - ¢(x) ] Cos Ax dx +

+ rw(x) Cos Ax dx |

b : ‘
< ]J [ f(x) - ¢{x) ] Cos Ax dx | +

b
+]f Y(x) Cos Ax dx [
a

para £ > 0 dado, existe No tal que para toda n = No,

17

[} b
~ - Zm ,[ X(Ai A Gi)dx
i=1 a
m BIBLIOTEC
= ):oci u( A1 A Gi ) DE C‘;EHC!AS-EXACTA
=1
P s e NATURALES
=mMe
= £
2
Tomar Ae suficientemente grande tal que:
b .
J- Y(x) Cos Ax dx < —;— para todo A > Ao
a .

iv).~ Sea f una funcidn no-negativa, entonces, existe {yn} una
sucesién de funciones simples no-negativas que converge a f

[2] pag. 51, entonces, por el Teorema de Convergencila Monétona




Jh[ f(x) - yn(x) 1 dx < -g_ )
a

Por lo tanto,

b b
| I f(x) Cos Ax dx | = | J [ £(x) - yn(x) + yn(x) ] Cos Ax dx |

b
| j [ £(x) - yn(x)] Cos Ax dx +

+

.b
I yn(x) Cos Ax dx |

A

b .
f.J [ £(x)} - yn(x)] Cos ax dx | +

-+

b
| Jt/}n(x) Cos Ax dx

3 = [ 11 £60 - n0)] Cos ax ax | +

1 a

|

?p b

+ '[ |¢n(x) Cos Ax dx |

; a :
;ﬁ £ £ < s

3 < 5~ +-—>- paranz No y A suficientemente
1% grande

:

H = £.

§

é v).- Sea f(x) una funcién integrable, entonces, existen £*,
3 - -

¥ f funciones no-negativas tales que f = [

|
|

3]
3!

18




b © b
j f(x) Cos Ax dx I ( £- £~ ) (x) Cos Ax dx

b b
J £ {x) Cos Ax dx - j f (x)} Cos Ax dx

Tomande limite en ambos lados de la igualdad por iv) tenemos
que:

b
lim I f{x) Cos Ax dx = 0.
A2 Ya

Analogamente se demuestra la otra parte del teorema..

El Teorema de RIEMANN-LEBESGUE tiene las siguientes
consecuencias importantes: |
1).- Los coeficientes de Fourier de wuna funcién
integrable tienden a cero,
2).- El comportamiento de la serie de Fourier para un
valor determinado de x solamente depende del compor--
tamiento de la funcién en una vecindad de ese punto.
1) se sigue de la definicién de los coeficientes de Fourier y
para probar 2), sea 8 un nlUmero positive menor que m y sea
g(t) = f(t) en el intervalo x ~8<t<x + 8 -y g(t) =0 ‘

en el resto del intervalo ( x - m, x +=x ).

Sea S: la suma parcial de la serie de Fourier de g(t}. o

Entonces, por (3.a)

T 1
- 1 Sen [ n -'2—- ] (U.)
Sn(x) = 1 gix + u) + g{x ~ u)y du =
T 2 Sen —— f{u)
o 2
1 JS Sen { _%_ ] (u)
= flx +u) + f(x - u)} du.
7 > Sen L (
o] 2
19




Ahora:

1

T 2 Sen T (u)

. 1 TSen [n + _%T_J (u)
Sn(x} - Sn{x) = fix +u) + f(x ~ u)} du -

1 8 Sen {n + —%~ ] (u)
- \ fix +u) + f(x - u)} du
T 1
2 Sen —— (u)
: 2
1 " Sen [ n + —%— J (u)
= f{x +u) + f(x -~ u)} du.
T 2 Sen 1 {u) :
3 2
Ahora la funciédn:
H(u) = Csc —%— u { f(x + u) + fl{x - u) } es integrable en el

intervale (8,nr) si &8 > 0 y entonces por el teorema de

RIEMANN~LEBESGUE:

T -1
1 Sen [ n + - ] (ul
lim - T flx +u) + f(x - 1)} du =
n-o 5 2 Sen wz— (u} '

- . :
= 1im _%_ J Sen [n + _%— ] (u) H(u) du = 0, entonces:
n-w I
*
lim Sn - Sn = 0.

-3

Sin embargo, haciendo & suficientemente, pequefia, el

*
comportamiento de Sn(x) depende solamente de la naturaleza de f(t)
en el intervalo (x -~ 8, x + 8) y no se afecta por el valor que

tome f{t) fﬁera del intervalo.

20
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1.4 CRITERIOS DE CONVERGENCIA.

El siguiente tecrema tiene la ventaja de que es facil
comprobar si una funcién dada satisface sus hipétesis, y ademas,
nos da condiciones para que la serie de Fourier de una funcién
f(x} converja a f(x).

Es importante observar que las hipdtesis del teorema son

suficientes pero no necesarias.

A las hipétesis de este tecorema se le llaman CONDICIONES DE
DIRICHLET.

TEOREMA 1.4 (De Fourier): Sea f una funcién periddica con
periocdo 2m y suave por partes ( es decir, f y f’ son continuas por
partes ) en [-mw,n], entonces, la serie de Fourier de f converge en

cada punto del intervalo a

—é— [f(x+) + £(x-) ]

OBSERVACION 1.2.: El numero ~%—[ fix+) + f(x-)] es la media

aritmética de los limites laterales de f en el punto x. Por tanto

gl f es continua en x :

—} [f{x+) + F(x-) ] = % [f(x} + Fx) ] = f(x).

OBSERVACION 1.3.: Una funcién g es continua por partes si g es

continua en cada intervalo [a,b]l, excepto posiblemente, en un

conjunto finito de puntos x1,x2,...,Xn:
a <% <x2<...<xn<b B_'BL'OTECA
. DE CIEXCIAS EXACTAS
en los cuales los limites laterales ) g YNATURALES
EL SABER OF M8 ipog ;
g{xi+) y glxi-) (1 = 1,2,3,...,n) existen. PARAMIGRsNDEZA
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Demostracién: Probaremos

1} .
lim[ ! ao + [ { am Cos mx+ bm Sen mx )} = »l—[f(x+) + f(x-)]
n—»w 2 .
2 m=1
Del Teorema 1.2 tenemos
1 (4 q o
Sn(x) = —n—f £(t + x) Da(t) dt = TJ £(t + x) Da(t) dt +

i 4 -

1 T
+ TJ- £(t + x) Dalt) dt.
O

Por otra parte de 1) y iii) del Teorema 1.1 se tiene

1

1 © l'l T
———J Da(t) dt = ———J Dn(t} dt = —,
14 14 2
7 0

multipliquemos por f(x+) en ambos lados de la ultima igualdad

tenemos,

1

1 (4
5 flxs) = — fo £(x») Dn(t) dt (5)

y analdgamente obtenemes

(#]
J £(x-) Dalt) dt. (6)

=

1 1
- fx) =+

Sumando ambos lados de las ecuaciones (5) y (6) tenemos:
1 ™

[ fx+) + £(x-) ] = I f(x+) Dn(t) dt +

o}

£
2

=T R DA AT R KT N AR e i o -
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o

. —LJ £(x-) Da(t) dt,
T

o
entonces
1 1 °
Sn(x) - —2—' [f(x+) + f(x-)} j[ = —TI_,[ f(t + x) Dn(t) dt +
oS4
1 1 "
. __J £(t + x) Da(t) dt - TI £(x+) Dn(t) dt
Tody o
o
- __LJ f(x-) Dn(t) dt
T oAy
3 = ———[ J [f(t + x) - f(x-)] Dn(t) dt] +
T \dg
1 s
v L [ f [f(t+x] . f(x+)] Da(t) dt ]
Q-
Sen[i + —%—l t
Sustituyendo Dn{t) = : en ambos términos
2 Sen[—%~ t] '

del lado derecho tenemos:

1 1 ([° '
Snix) - - [ fix+) + f(x—) ] = —Em[ I [f(t + x) - f(x—)]
=~

i?? . Sen[n + —%— l t
dt]+

?? 4 Sen[n + m%~ ] t
F _}f_ [ f [f(t+x) - f(x+)] dt ]
© 2 Sen[—%— t]

23
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y tomando lim en ambos lados:
n->w

1

lim Sn(x) ~ —— [ flxs) + Fix=) ] =
n->0 2

(o} Sen{n + “1_-] t
. 1 2
x]}_lm —T[__[ j [f(t + XJ = f(X‘)] dt ]

e =TT 1
2 Sen [T t]
1
1 T : Sen[n + - ] t
+ lim — [ J [f(t+x) - fix+) dt J
n->o _ 1
© 2 Sen[mz— t

Si demostramos que el lado derecho de la igualdad es igual a
cero el teorema quedara demostrado. Por el Teorema de
Riemann-Lebesgue es suficiente probar que las funcicnes:

g(t) f{t+x) - f(x-)

= para t # 0y g(t) =0 para t =0
ZISen[-%— t]
h(t) = fltex) - Flx) para t # 0 y h(t) = 0 para t = 0
1 .
2 Sen [—*2— t]

son funcioneg continuas por partes en [-w,0) y (0,n], respectiva-
mente,

Como f y Sen ( —%- t ) son continuas por partes en [-u,0),
entonces g también lo es, y de la misma forma h(t} es continua por
partes en (o,n].

Para ver que g es continua en t = 0, obtendremos lim g(t).
t0—

PO I R S

R AN L



Multiplicando y dividiendo por —é~ t el lado derecho, en (7)

obtenemos ’

(f(t+x) - f(x-—}] (,_é,_ t]
l1im g{t) = lim

50— t20— 1 1

Reescribiendo tenemos:

£(t+x) - £(x-) -é—- ¢
Iim g(t) = lim
t0— L>0— £ Sen{—-g-— tJ
. 2
' 1
f{t+x) - f{x-) -5 t
= lim lim
t>o— t 30— Sen ( 1 t] |
2 i
= £  (x).
izq.

existe en x.

R W w—

Como f es suave por partes entonces f’
1z

% )
i
Por lo tanto g(t}) es continua en t = 0, entonces g(t) es é
continua para toda t € [-m,o]. _ p
Asi mismo h(t) es continua por partes en el intervalo [o,n]
puesto qﬁe: ;
lim hit) = £7 (x). i
der g
L0+ 3
BIBLIOTECA 3
DE CIENCIAS EXACTAS i

Por lo tanto - Y NATURALES

L SAREX DE MIS HUOS

WARA WT GRANDEZA




1

lim Sn(x) = >

n-»0-

{ fix+) + £x-) ].

Por lo que la serie de Fourier de f converge a :

1

‘“Z— [f(x*) + lf(x—) ]

Ahora expresaremos la condicién necesaria y suficiente para
la convergencia a una suma en una forma mas conveniente.
Si 9(u) = f(x+u} + f(x-u) - 2=, entonces la condicidén (4)

donde f es integrable en [-w,w] puede escribirse en la forma:

" Sen { n + ,%, ] (u)
lim T d(u) du =0 . (8)
e ), 2 Sen —— (u)

Podemos reemplazar esto por

o Sen[ n
1lim

] {u)
&(u) du = 0, donde 0 <48 < m, (9)
2 Sen {u

)

N30 0

N[H NLA

puesto que por el teorema de Riemann-Lebesgue la diferencia

de las integrales (8} y (9) tiende a cero.

Enseguida cambiamos (9) por:

S Sen [n + —%— ] {u)
lim d(u) du =20 (10)
N J o u
. ‘1 1 2
puesto que la integrabilidad de | Csc —-u- — | en (0,8) y el

Tecrema de Riemann-Lebesgue implican:

26

Ll

St FREF PO RELTL e P

b ImEdar AEAT,



3

lim Sen [ n + -%— ] (u) { ! 1 - 3 } $(u) du = 0.
n->w 0 Sen 5 u

criterios de convergencia. En el resto del capitulo, f es siempre
una funcién periddica integrable en [-w,n] y & es la funcidén que

se definié en la discusidn anterior.

1.4.1 CRITERIO DE DINI

TEOREMA 1.5: Si ‘I’fl“’

es Iintegrable sobre (0,8), entonces
la serie converge a la suma s.
Este teorema resulta obvio después de haber obtenido (10)

vy el Tecorema de Riemann-Lebesgue. Recordemos que la integrabilidad

de @iu) en el sentido de Lebesgue implica integrabilidad absoluta.
Demeostracién:
Por el Teorema de Rlemann-Lebesgue tenemos que si —Eigl— es
integrable, entonces
8 Sen [ n + —%— ] (u)
lim ' ¢(u) du = 0.
e ] u
Comc ya demostramos que: e d oo
r - . “: P PAE T S e R 4
R e A
ta}
R 1 1
lim Sen | n + —— (u) i - ®(u) du = 0,
e J o . Sen =R u
- '\‘Y’\,, g ,I.‘J,)f" 4

entonces, .-~ S #f b

Ahora tomaremos postura para algunas condiciones de los




n->w

o Sen [ n + —%—-L(u)
lim J $(u) du = 0 .
0

1
2 Sen —- (u)

Por lo tanto Sa — & ya que:

T Sen [ n + -é-_ ] (u)
lim J d(u) du =
0

-0 2 Sen ——%— (u)

8 Sen [ n + —;— (u)
= lim 1 o(u} du = 0,
e | 2 Sen 5= (u)

. rs@;n[n —%w] (W)
Sn - 8 = &{u) du.
" 1 (u
0 2
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1.4.2. CRITERIO DE JORDAN.

TEOREMA 1.6: Si f{t) es de variacién acotada(v.a.) en una

vecindad de t = x entonces la serie converge a la suma:

s = _%, { fixs+) + f(x—)}.

Demostracién:

Dado que de v.a. quiere decir de v.a. sobre un intervalo,
entonces esta condicidn es para convergencila sobre un intervalo.

Por otro lado si f{x) es de v.a., entonces los limites f(x+)
y f{x-) existen dado que f(x) se puede poner como una diferencia
de dos funciones crecientes.

Entonces, como

P({u) = f{x +u) + f(x - u) - 2s

la podemos expresar de la siguiente manera

Tt o e

d(u) = F{x + u) + f{x - u) - flx+) - F(x-) ;

la cual es también de v.a. en un intervalo a la derecha de u = 0. :

Si u tiende a cero por la derecha entoncesg :

fix +u) — f(x+) y fix - u} ——— f(x-)

de aqui que &(u) tiende a cero cuando u tiende a cero.

Por lo anterior, podemos escribir
#(u) = él(u} - Qz(u)
donde Ql(u) y Qz(u) son funciones crecientes no-negativas; vy

ademas cada funcién tiende al mismo limite cuando u tiende a cero.

Sin pérdida de generalidad, supongames que el limite comin es 0.
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Sea 8 lo suficientemente pequefia para que ¢(u) sea de v.a. en
(0,8). Entonces:

R T e i S

1 1
3 Sen{n + '"2—-] u 3 Sen[n + —E'—] u 1
o .(I’(uJ du = J 5 QI(UJ du -
(,,,’ p . f ;' ‘ 1
, ., 5 Sen [n +7] u
-J' Qz(u) du f.
0 “ |
' i
=J -]
1 2

consideremos la integral Jl. Dado € > 0, elegimos 7 tan pequefia

que tI>1 (n) < e, entonces por el segundo Teorema del valor medio
[10] pag. 66,

1 a3 1

" Sen[n + —2—-] u 0 Sén[n + '-2‘—] u
J ¢1(u) dy = @1(73) J du
0 u £ u
é..& u;’l,g?
- Sen v e B
<I>1(11) ‘[a————v dv
tn+ 1/2)€

donde 0 < £ < 7. BIBLIOTECA

DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

EL SARER DE, Wif HUIOS
HaRa M1 GRANDEZA

(n+ 172)7
; Sen v
Ahora bien, para ver que J——gl—\}——-— dv esta acotada, sea

(n + 1/2)€




A>0y B> A, entonces

B
Sen v dv - - Cos v _ Cos v dv
v v 2
A A AV
5 -
< - Cos v + Cos v dv
v 2
A A 7
1 1 1 3
R U iy W}
Por lo tanto
o5
n Sen|n + —- u
J ~ ® (u)} du <Ke, ¥neil
u 1

0

donde K es independiente de n.

Fijando n, por el Teorema de Riemann-lLebesgue, existe no tal

que

J $ (u)dul <e {¥n?>no ).
u 1

Entonces J1 ~—— 0 y similarmente J2-~—a—~9 0 .Esto prueba

el teorema..

P A e AR AT A R A B A R
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En particular si f(x) tiene un nimero finito de maximos y
minimos y un nimero finito de discontinuidades en el intervalo
(0,2r), la serie de Fourler es convergente para todo valor de x

a la suma

- { £xe) + f(x-—J'}

puesto que f es de varlacién acotada en todo el intervalo.

e . L LY
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TEOREMA 1.7: Si la funcidn:

¥t} =

|

t
J ${u) du

o

es de variacién acotada en un intervalc a la derecha de t = 0,
entonces, la serie es conhvergente.

Si s se elige tal que ¥(t)— O cuando t—— 0, entonces, la
serie converge a s.

Demostracién: Por el Teorema Fundamental del CAlculo,

3(t) = —dE { t w(t) }= W(t) + t ¥ (t).
Entonces .
1
& Sen [n + —5— u
J m é(u)du =
9]

J m [¥(u) + u ¢’ (u)ldu
o .

Comoc ¥(t) por hipbétesis es de variacién acotada, el primer
sumande de la integral tiende a cero como en el criterio de Jordan
puesto que ¥(t) es de variacién acotada, entonces se puede poner
como la diferencia de dos funciones no decregientes, y como la
derivada de una funcién no decreciente es_intégrable, por lo tanto

(L) es integrable ( (8] Cap. v o), entonces, la

integral correspondiente a t¥'(t) tiende a cero por el teorema de
Riemann- Lebesgue. Procediendo como en el criterio de Dini,

podemos ver que Sn converge a S
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1.5 RELACION ENTRE LOS CRITERIOS

Consideremos la funcién:

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
Y RATURALES

E SANER ML MIS ALIOS
HARA MI GRANDEZA

[
1 si 0O<x<mn
1
fx) =4 In [ X }
L 0 sl # s Xx=2n
Tomande una vecindad de x = 0, vemes que la funcién es

mondtona(creciente) y  acotada. Por lo tanto es de variacién
acotada, es decir, cumple con el criterio de Jordan por lo que 1la
serie de f(x) converge en x = O.
Sustituyendo x = 0 en:
$lu) = fx + u) + flx - u) ~ fx+) = fx-)
se obtiene:
¢(u) = £fu) + fl-u) ~ £fx+) # f{x-)
¢(u) =~££Ei‘

Por lo tanto: e e

entonces
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1 - du
Sea t = 1ln *E— , dt = entonces du = - u dt sustituyendo
) 1
n —
o du s —u dt
| | T
uln _~_ : | 1 ut
0 In ——
u £
1
In !
S dt '
= Hp - !
<y 1 t :
" \ !
‘ 1 ;
1n _6 i
= lip - In t i
£330
|
1 i
In I
£
pero %
' ln ———
o]
1 1
- 1lnu = =Iln|ln_"_ | # 1n |ln —
- : €
.8
1
In ———
£

por lo tanto la integral diverge.
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O bien, haciendo el razonamiento de ver la integral del area
bajo la curva en una vecindad de cero, el area tiende al infinito.

Por lo tanto JORDAN NO IMPLICA DINI.

Ahora consideremos la funcién:

Xa“Sen —)1(- O<x<nmw
fix) = con 0 < ¢ < 1
0 T =X =20
®(u) = u* Sen 1
u
S $(u) 8 u” Sen _111_ o o-1 1
— 2 du = du = u Sen — du
u u
0 o} u 0 .
£
como: ‘
1
"
, o t
Wlsen L | < {u*| [Sen - ] < | ™! ¥
u u 3
3
S - S o o
u*? sen -1 fdu = w*? du = M =_9
u o o
0 0 0 ;
}
¢(u)
Por lo tanto, S5 integrable.

Por lo tanto f satisface la condicidén en el criterio de Dini.

Por otro lado f(x) = anen a}l(— no es de variacidén acotada,

puesto que sl tomamos la particidn.




2
= ——— de (0,8), entonces,

(2k + 1)m
n
Z]f(x)*f(x J|=Z |x Sen-——xa Sen 1 I
k-1 Kk~1 X
k k-1
k=1
n o
Sem — Lo - '
(2k + 1)n 2 E
k= (Zk+1)m
o 4
2 S ! b4
(Zk - D= en " £
s #
o Zk-1n. :

-
bRy o

n : o
_ 2 (2k+1)m
h }: [ 2k + 1)n ] Sen Z
k=1
[+4
2 Sen {2k-1)m i
(2k - 1)=n 2 i

I
LR

) 1
i 2 ,
l (2k 4 2k # 1)n [“1] Tl Tk - Dm [‘1] I

1




n o @
= ___L___ -+ —L__
{(Zk + 1)m (2k - 1)n
k=1
m n
_ 2 }: 1 + 1
™ (2k+1)% (2x-1)%
k=1
o
2 1 1
= o [ 1+ 3 * * 2n+1 ]
T )
por lo tanto
n o
o 2 1 1
Z f(xk) f(Xk_l) ’ 2_"‘"_":'_&"—'— [1 +~—3'—+ - +-—-—2'E;.w1—].
k=1 e

Es decir f(x) no cumple la condicién de Jordan.

Ahora bien el criteric de Dinli o el criterio de Jordan

‘implica el de de la Valleé-Poussin.

LEMA 1.1: Si g(u) es una funcién no-negativa, no-decreciente y

acotada, entonces, J
1 t
H(t) = ""*E-— g(u) du
0

cunple con las mismas caracteristicas de glu).

Demostracién: Es claro que H(t) es no-negativa y acotada,

para  ver, que sea no-decreciente tenemos que "demostrar que si
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0 < x1 < x2, entonces,

I

1 ta 1 t1
= g(u) du = =T g(u) du.
o 0

Analicemos la integral




1)

ta
t1 j glu) du =z t1 (tz~t1) g(t1)
t1

¥

t1 t1
(ta-t1) J g(u) du, dado que t1 g{t1) = { gl(u} du

0 G

ti ta
tz glu) du - t1 g{u) du, entonces,

o o

ta M t1 [ t1
t1 g(u) du + t1 g(u) du = t2 g(u) du, de donde,
ti Y o, Y0
o ;ﬂ
ta- t1 Eﬁ
t1 g(u) du = tz g{u) du por lo tanto Qg
Y o- 4o o &
g
i
tz t1 : 3,
1 1 I
=T J glu) du = 5 J gsu) du. b
0 0 g
] .

PROPOSICION 1.1: Sea g(u) de variacién acotada en (0,8), entonces,

i X
G(x) = ~ J g(u) du |

0.

* es de variacidn acotada por lo tanto cumple el criterio de de la

Valleé-Poussin.

Demostracién: Como g{u) es de variacién acotada ,entonces, se

cumple el criterio de Jordan, ahora sea glu) = gl[u) - gz(u) las

cuales son positivas y no decrecientes y acotadas, sustituyendo

obtenemos:




RN ) BIBLIOFECA
Glx) = —~ [ g (u) - g,(u)ldu DE CIENCIAS EXACTAS
o Y NATURALES
-, N HIJOS
RANDEZA

1 | 1 |
= = J ggu) du -~ —— J géu) du

[¢) 1]

= Gl(x} - Gz(x).

Por el Lema 1.1 las funciones G1 Yy G2 cumplen con las mismas -

caracteristicas de gy g,» por lo cual G(x)_ es de variacion acota-

da, por lo tanto, se cumple el criterio de de la Valleé-Poussin.

e

o
L
Supongamos que el criterio de Dini se cumple, es decir, la
funcidén
$(u)

es integrable.

t
Sea y(t) = J —Eiﬁl— du .

[¢]

la cual es de variacidén acotada, [8] pag. 101.

B ¢
. Sea y(t) = —%— J ®{u) du, dado que:
] .
, ¢(u) , .
¥’ (u) = T entonces, ®(u) = u ¥’ (u), sustituyendo:

—— 1

1 t
pit) = — J u x'(u) du

0

e integrando por partes
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a =u db = x' (u) du

da = du b = x(u)
1 t t 1 t
p(t} = - | u x(u} - xlu} du | = —— (W(x(w))| -
0 0 0
1 t
- —E"- J‘ x(u) du

o
t
sy = [ ¢ ) )] - _;,J X

yit)

N
>
ot
1
———y
.
£
o
c

Si x(t) es de variacién acotada, por la proposicidn 1.1

t
—%— [ %{u} du, es de variacién acotada.

0

Por lo tanto y(u) es de variacién acotada, es decir, se

cumpie'la condicién del criterio de la Valleé-Poussin.
Algunos ejemplos de funciones que satisfacen los criterios

mencionados anteriormente son vistos en el Apéndice (3).



CAPITULO DGO S.
OTROS TIPOS DE CONVERGENCIA.

En este capitulo, analizaremos algunas condiciones para la
convergencia absoluta y uniforme de la serie de Fourier, asimismo

la convergencia de las sumas de Féjer.

2.1 CONVERGENCIA ABSOLUTA Y UNIFORME
DE LA SERIE DE FOURIER.

LEMA 2.1: Suypongamos que f es continua en el intervalo
(-n,w], con f({-w) = f{m}, ¥y que su derivada es continua por
partes sobre (-n,n). Entonces si an y bn son los coeficientes de

Fourier de la funcién f, la serie

o
Z /(;ng + (bn)z
n=1 :
converge.
Demostracién: Sean
1 T 1 n .
oo = —— I f'x) dx . on = - I f’ (x) Cos nx dx
T -n -
1 1
Bn = - I f’ (%} Sen nx dx
-

los coeficientes de Fourier de f’(x), los cuales existen, debido a
que f’'(x) es continua por partes.
Es claro que we = 0, por otro lado, Iintegrando por partes,

para n = 1,2,3,... obtenemos
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k(4

an = L I £’ (x) Cos nx dx = 1 {f(x) Cos nx +
L g n -
T
+n I f(x) Sen nx dx}
-
1 n
= ——— f{x) Cos nx + n bn
n -
=n bn.
Analogamente se obtiene que fan = - n an, por lo tanto
an = — % by = 22 (11)
n n
Sea
N
= ’ 1
Sn Z ‘/(an)z . (bn)? (12)
n=1

sustituyendo (11) en (12) se tiene:

“ L /B

owin v

N
.y L »
= n /[ (an)® + (Bn)?
n=1 ’

utilizando la desigualdad de Cauchy que nos dice:

N
2 2
pl’l qn
n=

n=1 n=1

. RSN L

™1
o
e
IA




obtenemos

y ¢ N

N
(sn)? = Z L z @)?+ B3| w=1,2..)
n J .
' n=1 * n=1
r N 1 ( N N
= Z _12, Z (an)? + Z (Bn)>

\ n \

n=1 4 n=1 n=1

N N N
Es claro que las series E: -15 . E: (an)® y E: (Bn)z estéan
n=1 n 1 n=1

n=
acotadas.

Por otro lado, haciendo tender N a infinito tenemos que

X 2
B
2 6
n
n=1

y por la desigualdad de Bessel que nos dice

0

n[ ;°+E(an]2+(bn]2]5 el vfela
n=1 :

(esta desigualdad sera demostrada en el capitulo III) se tiene

que

[+1]

2 - 2 n 2
Z (an}™ + Z (Bn)” =2 I (£ (x)]° dx < w
1 n=1 - -

n=

y ademds son No decrecientes, lo que implica que (SN)2 converge,

Is

por lo tanto S converge, es decir la serie

o
Z %an}a + (bn)?
n=1

converge.
& n




TEOREMA 2.1: Supongamos que f es continua en el intervalo '!'
[-n,n], donde f(-r) = f(m), y que su derivada es continua por

partes sobre (-m,m). Entonces la serie de Fourier de f(x)

[+1]
é o + z (an Cos nx + bn Sen nx) (13)

n=1

converge azbsoluta y uniformemente a fix) en [-mw,n].

Demostracion: Sea f periddica con pericdo 2r, lo cual no

altera la hipétesis del! teorema, entonces por el Teorema 1.4, la
serie (13) converge a f(x), en todo el intervalo [-w,n].

Observemos entonces que | an | ¥y | bn |, son menores o

-

iguales que v/ﬁan}z + (bn)? ,

_]an Cos nx | + | bn Sen nx | =

1A

an Cos nx + bn Sen nx |

8 TR

| an |+ ] bn|

2 ‘/(ang + (bn)z

por el criteric M de Weierstrass [6] pag. 34 y el Lema 2.1, la

W

e
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1A
2

Ve

serie

o
Z {an Cos nx + bn Sen nx)
n=1

converge abscluta y uniformemente en [-u,w].

Por lo tanto la serie (13) converge absoluta y uniformente.
=
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2.2 CONYERGENCIA DE LAS SUMAS DE FEJUER.

DEFINICION 2.1: Sea So(x), S1{x), ..., Sn-1{x) las sumas

parciales de la serie de Fourier de f. Llamaremos a

Se(x) + S1{x) + ... + Sp-1(x) (14)

on(x) = n

sumas de Féjer de la funcién f.

Otra forma de representar on(x) se obtiene de la siguiente

manera:
Sustituyendo iv) del Teorema 1.1 y (3) en (14) tenemos:

T rn-1
_ 1 Sen(k + 1/2)(t-x)
on(x) = 5 L: {kzo S T2 T =5 } £(t) dt. (15)

Como

_1 -
Z Sen(2k + 1) u =
k=0

n

Senznu - :
“Senu (16)

sustituyendo (16} en (15), obtenemos

T Sen n

- 1
oni(x} = I J . -
- Senzt————jii

En la expresidn

f£(t) dt. {17)

1 2
Hn{ t - x ) = ey (18)
Sen2 _E_:df_
2

hagamos z =t - x , entonces, podemos escribir (17) en la forma :

T
on(x) =f F( x + 2 ) Hn(z) dz.
bt 1 4




FINICION 2.2: Sea n € Ny z € R, definimos la funcién

;1 cual llamaremos Nicleo de Féjer.
Esta funcién cumple con las siguientes propiedades:

1).—- Ha(z) =z 0O
i
2).- j Hn(z) dz = 1
-1
3).- Para todo & € (0,n) fijo , y n — w, tenemos
-3 s _
I Hn(z) dz = f Ha(z) dz = 7_(3) — 0.
- _ 3

La primera de estas propledades es obvia.
Para verificar la segunda propiedad, procederemos de la
siguiente manera.
Pueto que
x ‘
on(x) = I £( x + z ) Hn(z) dz,

-

‘y tomande f(x) = 1, se tiene,
w

oalx) = f Hn(z) dz.

-n

Calculando los coeficientes de Fourier de f(x) = 1, obtenemos que
= 2, an = bn = 0, sustituyendo estos coeficientes en (14),
tenemos que on(x) = 1.

n
Por lo tanto I Han{z) dz = 1.
-

Para demostrar la tercera propiedad seguimos el siguiente

procedimiento

47




por lo tanto

-3 1
J. Hn(z) dz =J- dz
-

-8 T T -3
= I 3 dz = 2 J. dz
-~ 8no 8no -1
== > [ 6 +=x].
8no

Por lo tanto nn(é) — 0.

Analogamente se puede ver que la integral

¥4
I Hn{z) dz —> 0 cuando n — .
3
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Sea0‘>0talque]Sen—§—|=zz,para6<]z]<rr
entonces,
2
z 2
Sen n{—~2—] [ Sen n ——2-——] 1 5
= = =< L
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TEOREMA 2.2: 5i f es una funcidn continua con periodo 2m, la
cesién { on } de sumas de Féjer converge a f uniformemente en

oda la recta nimerica (R).

Demostracién: Como f es continua y periédica, entonces, f es

gotada y uniformemente continua, es decir; exi;te M tal que
| £ [ =4 vx
ademas, para todo £ > 0, existe 8 > 0 tal que,

| £02) - £Ga) | = 5= si|xz-x | <3

Para demostrar el teorema hay gque ver que on converge a f.

m
F(x) - on(x) = £(x) - j £( x + z ) Ho(z) dz
-
"
= j [ £(x) -~ £( x + z )] Ha(z) dz | (19)
-

Descompeniende la integral en la ecuacidn (19) queda:

-3

J [f(x) - f{ x +.z )] Hn(z) dz + J

~r __8

3
[f(x) -f(x + z )] Hn(z) dz

T
d!
a

y utilizando la propiedad 3, podemos observar que

[f(x) - f{x + z )] Hn(z) dz

)

=

J

[f(x) -f(x + 2z J] He(z) dz

-




s

= f [f(x) - f( x + z J[|Hn(2) | dz =
-7
s BIBLIOTECA
< < DE CIENCIAS EXACTAS
2M J’_H| Ha(z) | dz = 2M 7 (8), ; N NSTURALES
- --:xlmm
e W GRANDEZA

similarmente podemos observar que

s
I I [f(x) -f{x + z )] Hn(z) dz
8

= 2M nn(a).

A

3
U [f(x) - f(x + 2 )] Ha(z) dz
—_5

3
< I |[£(x) - £( x + 2z )| Hn(z) dz
-8

1A

o
£ £
- J,aHn(Z) dz < —

1A

esto Ultimo por las propiedades (1) y (2) del Niacleo de Féjer.

Con esto tenemos, entonces, que

o
J', [£G) = £ x + 2 )| Ha(z) dz < &M 7_(8) + ——.
_T[ -

Si tomamos no tal que n = no y & dado se cumple que

4M nn(al < *g_

de donde

L4
J |f(x) -f(x +z )| Hn(z) dz < &
-7
por lo tanto
| £(x) - onlx) | <€

lo que implica que on converge a f cuando n tiende a infinito..




CAPITULO TRES.
CONVERGENCIA EN La.

En eeste capitulo demostraremos algunos resultados importantes ¥
acerca de la convergencia de la serie de Fourier en el caso general ' 4
de un espacio euclideanc cualquiera V y estos mismos los retomare-- _ﬁ
mos para el caso particular del espacio Lz2([a,b]l) (De aqui en

adelante denotaremos Lz([a,b]) como Lz). _F

3.1 ANALISIS DE FOURIER EN LOS ESPACIOS L,.

En el Apéndice 7 se definen algunos conceptos de los espacios

euclideanos .

DEFINICION 3.1: Sea V un espacio euclideano, ¢1, ¢2, Ceey ¢n,..

una base ortonormal en V'y sea f € V. A los numeros Ck = <f,¢k>,
k = 1,2,3,..., se les llama los COEFICIENTES DE FOURIER de f

respecto al sistema { ¢k } vy a la serie:
4]
Z Cé, (20}
k=1
se le llama la SERIE DE FOURIER de f respecto a { ¢k }.
. ) o
OBSERVACION 3.1: Entendemos por E:Ck¢k como el elemento en V que
k=1

es limite ( en la norma de V ) de las sumas parciales:

Il
); C2,- (21)
El primer resultado que analizaremos es: ' j

3.1.1 DESIGUALDAD DE BESSEL.

TEOREMA 3.1: Sea ( V, < , > ) un espacio euclideano, { ¢k }

con k € N un sistema ortonormal, y f € V , entonces:




QSHfW

a la cual se le 1lama DESIGUALDAD DE BESSEL.

Demostracién:

Para n fijo escogeremos los coeficientes ak arbitrarios

(k=1,2,...,n ) y consideremos la distancia entre f y la suma

n
Sn = E o @ . (22)
k=1

Entonces

=]

' . n
Ilf ~snlf =<f-Sn £-~Sn>=<f- Yoo . f- Zakqbk

n n I
=<t £ -2, Z“k¢k> +<Zak¢k' ZP‘k‘t’k)
=1 k=1 k=1

. n n
2
=llflf -2 [ak<f, g, >+ [ak<¢k. s, >
k=1 k=1
2 & L
- =lff|l~2):ockck+{:¢xk
k=1 k=1

n
_ 2 2 _ 2
=1l £l Ck+k£1(ak c )"

I [~go

k=1

Esta expresion alcanza su minimo cuando el dltimo sumando es

igual a cero, es decir, « = Ck para k = 1,2,...,n.
En este caso:
n 5 -
Hf-salf=1lgIF - §c (23)

Y Sn representa la suma parcial de la serie de Fourier de f.




Por lo tanto, entre todas las funciones de la forma (22) para
n fijo, la de menor distancla de f es la suma parcial de la serie
de Fourier de f.

Puesto que: || f - Sn IP = 0, entonces,

. n n
IfIP - E Ci =1 f -6 If =0, de aqui que !l £ IF = Z Ci Vnen
k=1 k=1

haciendo n tender a infinito, como el lado izquierdo no depende de

n, tenemos que:

24
[elf = Z ci (24)
k=1

Como segundo resultado, tenemos:

3.1.2 IDENTIDAD DE PARSEVAL.

DEFINICION 3.2: Sea { ¢k}keN un sistema ortonormal, decimos que
{ ¢k} es completo en V espacio euclideano, si V es el minimo
subespacio cerrado que ;ontiene a { ¢k }, es decir, toda funcion en
YV puede aproximarse con combinaciones lineales finitas de elementos
en { ¢_}. '

DEFINICION 3.3: Un sistema ortonormal { ¢k. } se llama cerrado

cuando para cualquier f €V se cumple la igualdad

c]‘f=ufu2 (25)
1

u~18

k

llamada IGUALDAD DE PARSEVAL.

Recordemos que un espacio métrico X se dice separable si

contiene un subconjunto denso numerable Y, es decir, Y = X.

TEOREMA 3.2: Sea ( V, < , > ) un espacio euclideano separable.
El sistema ortonormal { ¢k} donde k € N , es completo, si1 y solo

$i, es cerrado.




Demostracién: ( « )} Si | ¢k} es cerrado, entonces, por la

jgualdad (23), para toda f € V las sumas parciales de la serie de
n ' .
. Fourier z Ck ¢k converge a I, es decir, cualquier f € V se puede
k=1

aproximar mediante combinaciones lineales de { ¢k} lo cual implica
que { ¢ } es un sistema completo (definicién 3.2).
( = ) Sea { ¢k} completo, dade € > 0, existe { « }, k € N tal

que
n
I1f - Za ¢ ll<vVe .
k "k :
k=1
Por la igualdad (23) tenemos que
I2 nz Ty 2 n >
el - Yer=lle - Yo e IFstle - Ya o IP <e
k=1 k=1 k=1
Tomando limite cuando n tiende al infinitec se tiene que
2 e 2 2 -
el - [ C° =0, es decir, I F I = X c? por lo tanto { ¢ } es
k k k
k=1 k=1 C
cerrado.

PROPOSICION 3.1: En un espacio euclideanc separable V, todo siste-

ma ortogonal es a lo mas numerable.

Demostracioén: Sin pérdida de generalidad, supongames dque
¢k
{ ¢k} es ortonormal ( de otra forma se sustituye por { ——— -} ),
e Il
k

1 siae=8

es decir, i ¢k”2 =< ¢a,'¢B >=10 sia®g "

Tomemos:

W 9= 9 1P = < 0,05 0, - 05>
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= <Gy B, 7 T2 By, By > < Bo, B >

g, IF —2<6,, 85> +11gg1F

1 -2(0) +1
2.

11 ¢a'¢3|‘=/2 s-ioc:tB.

Consideremos el conjunto de bolas B(¢a' 172 ). Estas bolas no

se intersectan, dado que las distancias entre dos elementos del
. : ' / 2
sistema es igual a .

Como el espacio V es separablé; contiene un conjunto { Xn}
denso numerable en V,

En cada B( ¢a , 1/2 ), hay al menos un Xn, por lo tanto el
‘conjunto B( ¢a , 1/2 ) es numerable, es decir, el sistema

{ ¢a } es a lo mas numergble..

De la desigualdad de Bessel, se deduce que para que los nUme-
ros C1, Co,..., Cn,..., representen los coeficientes de Fourier de
f € V, respecto a un sistema ortonormal ¢n}, una condicién

necesaria es que:

e 2
):C < .
k

k=1

Veremos en el siguiente teorema que esta condicién también es

suficiente.
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3.1.3 TECREMA DE RIESZ-FISCHER.

RIESZ - FISCHER ): Sea { ¢} un sistema
V y sean

TEOREMA 3.3 (
ortonormal arbitrario en un espacio euclideano completo

[r+]
. 2
los numeros Ci, C2,..., Cn,..., tales que la serie [ Cm < o,
n=1

entonces existe f € V tal que:

Y
BIBLIOTECA
f =1l fIP DE CIENCIAS EXACTAS
WLy ok ' Y NATURALES
Demostrécién: Sea fn = Z C ¢k, entonces:
k=1
2 n+r n 2 n+r
Hoe - talP=11 Yc g - Y o IF=11 } c o If ‘
k=1 k=1 k=n+1 I
- n+r 5 _ n+r 2 5 :J:;é};_“
= an+1H c ¢ !l L c. g I E}j
}i«fi
n+r 5 wﬁfl}'ﬁ
= C puesto que Il ¢ |l = 1.
k=n+1ti n

o0
Como z C2 < o se tiene que { fn } es de Cauchy en V.

Por lo tanto converge a un f en V.

Ademas podemos representar < f, ¢i > = < fn, ¢i > + < f-fn, ¢i >

para toda n € N, como
, l

n
< fn, ¢ > = <kZ1 C ¢ » 8> = <kZ1 C <¢.,6>=0C

+<f—'fn,¢'l>.

entonces < f, ¢1 > = Ci

Por la desigualdad de Cauchy-Buniakowsky tenemos que:
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| <f-1fn, ¢ >| = [If-falillg Il = Hf-fnll
-
como fn ———> f = £ fn”——~——-—)n_>m 0

por lo tanto < f, ¢ > = Ci.

Por otro lado
2 k13 n
Nf-mllf=<f-Yc g,f - JcC 9 >
k=1 k=1
n n
=<f, f>-2¢<f1, [ C ¢ >*< Z C, ¢,
k=1 k=1
v & c 2
=Ielf -2 Yc<f, 9 >+ JC<o.¢
k=1 k=1
2 & 2 L 2
=1 £} —2[ck+):ck
k=1 k=1
2 e 2
=llf1IF - ZCk
k=1
cComo
2 & 2
IHf - fa IF =11£ 1l —kZICk _ —— 0

entonces

>




PROPOSICION 3.2: El espacio Lz[a,bl] es separable.

Demostracién: Para demostrar que Lz es separable debemos

encontrar un subconjunto de Lz numerable denso.

Sea D = Qfx], el conjunto de 1los polinomios en la
indetgrminada %X, con coeficientes en los racionales, entonces D es
denso y numerable.

La densidad es consecuencia del Teorema de Weierstrass y la
densidad de las funciones continuas en L2[a,b] [4] pag. 318 ademas
del hecho de que es posible apréximar uniformemente un

pdlinomio en los RIx] por elementos de D.

T. Welerstrass CgaJﬂ—EEEEE“—e Lz[a,b]

D — RIx]

Por Gltimo analizaremos la convergencia de las sumas parciales
de un elemento de V a él1 mismo, el cudl lo enunciamos de la

siguiente forma:

3.1.4 TEOREMA DE CONVERGENCIA.

TEOREMA 3.4: Si ( V, <, > ) es un espacio separable, y { Y, }
con k € N es un sistema ortonormal complefto, entonces, para toda

f € V las sumas parciales:

Sn = < f, ® > ,
k=1

convergen a f , es decir, Hl f - Sn !l = > 0.

Demostracion:

n n
2
- = - > - > >
Il £ - Sn |l < f k§_1<f, o, >0 > f k_§1<f, P>




1l
A
»
]
v .

I
N
A
s ]

|

A
o
;S
v
;G
v
+

k=1 k=1 '?
n 2 n 2
=l|fll2~22<f,gok>+ ):<f,cpk> <o, >
k=1 k=1
n 2 n 2
=lfif-2 Y<f, 9 5%+ Y<f, g >
k=1 k=1

SHEIP - Vg, g 52
k=1

Por la igualdad de Parseval, tomando %3& en ambos lados se

obtiene:

n .
Hme—&|F=rm[Hfm— V<t o f]
n—o n-»0 = k

[e1]
ielf - [<n¢kﬁ
k=1

3.1.5 TRANSFORMACION DE LOS RESULTADOS
ANTERIORES Al CASO PARTICULAR DE L2,

Si en 1los resultados enunciados antericormente tomamos el
espacio ( V, < , > ), como el espacio L2([0,2r]) de funcliones de
cuadrado integrable con la norma establecida en este espacio, estoes

resultados quedan enunciados de la siguiente forma:
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1) .- DESIGUALDAD DE BESSEL,

Para toda f € L2([0,2n]) se tiene:

[1¢]
Hfflzzn[ 2 .7 an2+bn2)
n=1

2
BIBLIOTECA
donde: DE CIENCIAS EXACTAS
~ Y NATURALES
;_,HF_“D!.HIKM
< f, 1> < i GRANDEZA
do =
(111l
2
< f, Cos nx > < f, Cos nx >
an = , bn =
|| Cos nx || [} Sen nx ||
, 2 2
2}.- IDENTIDAD DE PARSEVAL.
Para toda f € L2([0,2n]) se cumple:
{ a v 2 2
||f||2=_7t[ 2 47 an® + bo ]
n=1
3).- TEOREMA DE RIESZ-FISCHER.( Lz2([0,2m]) es un espacio

normado completo [8] Cap 6).
Para toda f € Lz2([0,2r]) se cumple :

23]
Ilf!f2=n[ 2 47 an2+bn2].
n=1

4}.~ TEOREMA 3.4.

Para toda f € Lz2([0,2n])} las sumas parciales

k
Sk = —%_ ao + E an Cos nx + bn Sen nx
n=1

convergen a f, es decir:
INf - s ||l —— 0.
k — o




El sistema trigonométrico basico es un sistema ortonormal
completo.

La ortonormalidad se sigue del Apéndice 2. Para ver que el
sistema es completo, primero podemos observar por el Teorema de
Féjer (Teorema 2.3) que toda funcidn continua , puede aproximarse
uniformemente (y en L2} con polinomios trigonoméiricos, y por la
densidad del conjunto de las funciones continuas en Lz, tenemos que
toda funcién en Lz se puede aproximar con funciones continuas, por
lo tanto teoda funcién en Lz se puede apfoximar con peclinomios

trigonométricos, lo cual hace que el sistema sea completo.
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CAPITULO CUATRO.
FUNCIONES CONTINUAS CON SERIE DE FOURIER DIVERGENTE.

L]

En este capitulo demostraremos que existe un conjunto de
funciones continuas cuya serie de Fourier es divergente. Asimismo
probaremos que dicho conjunto tiene por lo menos la cardinalidad

de los numeros reales.

4.1 EXISTENCIA DE FUNCIONES CONTINUAS
CUYA SERIE DE FOURIER DIVERGE.

DEFINICION 4.1: Si f: X — Y es una funcidn que mapea al espacio
lineal X en el espacio lineal Y, entonces, se dice que F es una
transformacién lineal si:

1).- f(x + y) = f(x) + f(y) ¥V x,y € X.

2).- flax) =« f(x) YV xe€e Xy aeR.

Sea F el espacic de las transformaciones lineales acotadas,
f: X—Y donde X y Y son éSpacios lineales normados.
DEFINICION 4.2: f es una transformacién lineal acotada si
[l £(x) 11

Sup < o,
xeX Hox 1l

DEFINICION 4.3: Sea f € F la NORMA de f es:

I £(x) 11
[l £ 1] = Sup txeXyx=0}, (26)
i ox 11
donde
Il £(x) || es una norma definida en Y.
Il x Il es una norma definida en X.
Verifiquemos que |} || es una norma, es decir, veremos que

cumple con las sigulentes condiciocnes:

i}.-Hfllz0 y £l =0siysolosif=0.
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i1).- |1 f1 + f2ll sl £1 |l + || f2 || para toda f1,f2 € F.

iii).-llef [} =| « [ Hf Il para toda « & R.

Se puede observar que la condicidén i)}

definicién de Il £ I

ii).- |l f1 +

Por lo tanto Il f1 + f2 il =l f1 1l + || £2 |I.

111). 4] af

f2 1| = Sup

= Sup {
= Sup {

I f1(x) H

s Sup

=[£Il +1)f21l.

i}

I

|a| Sup

= la] HEI.

es

Il (f1 + £2)(x) H

Ix 1

obvia por 1la

oIl

Il f1(x) + f2(x) 1 }

I il

I af (x)1
Sup { ————
I x I}

Jafl]
Sup _—
Hox 1]

f(xi

£

Ix 1l

Il x 1l

+ Sup

H 1) 1]+ 11 f2(x) 11 }

Il fa(x) |
Ix [l




) BIBLIOTEGA

Por lo tanto || |l es una norma. . DE CIENCIAS EXACTAS
K Y NATURALES i
1 MIS HUOS il
ANDEDA if
' OBSERVACIONES: : [
4.1: £l =Sup { 11 £0x) Il para x € X y [l x 1] = 1} y adenas
Hof(ax) 1 =11 af(x) 1] = |a|l] £0x) |1 ;

Notese que (26) y la observacién 4.1 son equivalentes, ya que

. P
i
l 3o

Il £0x) 11 X

= Ffl—

Hox 1l i x 1
1

4.2: Por definicién, || f || es el naimero mas peque$o que F |
[N
satisface: 3
I £(x) Il sli £illl x|l para toda x € X.

4.3: Toda f € F mapea una bola unitaria cerrada en X en una

bola cerrada en Y, con centro en 0 y radio Il £ |l , es decir,

xeX:lxlNs1y—5 Sirey: e Hslitll

puesto que:

He(x) 1]
Hfx)ils —————— =l £l porquell x|l = 1.
HxH

4.4: Se le llama Funcional a una transformacién £:X — R.
A continuvacién se demostraran algunos resultados en los
cuales nos apoyaremos para demostrar la existencia de funciones

continuas cuya serie de Fourier diverge.




TEOREMA .4.1: Para una transformacién lineal f de un espacio
lineal normade X en un espaclo lineal normado Y, cada una de las
siguientes tres condicicnes implican las otras dos.

1).- £ es acotada.

2).- f es continua.

3).- f es continua en un punto.

Demostracidon: Se demostrard siguiendo el procedimiento: b

1) == 2) == 3} == 1). \
|

a).~ 1) == 2), es decir, || fll < @« — f es continua. !

Por demostrar que dado € > 0, 38 > 0 tal que |l x1 - x2 1l < &
implica que |l f{x1) - f(x2) Il < €. P
Il £(x1) - £(x2) 1] = £x1 ~ x2) 1] porque f es una transforma-

cién lineal.

= [l f 1)l x1 - x2 |l por obs. 4.2).
<Iltflls _
< Ms donde |1 £ || < M.
. £
< =_&
£ . si é M

Por lo tanto f es continua.

b).- 2) = 3) obvia,

c).- 3) = 1), es decir, f continua en un punto de X —— f
aéotada.

Sea f continua en xo € X, entonces, dado € > 0 3 8 > 0 tal

que:

Ilx-xll<sd — [l fix} - fixe} ||l < e.

Il £{x~xo)} li

Hf(x) - £(xo) i

2 8 (x-x0)
=2 |ls
S 2
: I x-%o ||

2g
3 puesto que
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”' 3 (x-x0)

) H< 8

1l x-xo 1

2e
]

Por lo tanto {{ £ Il < , es decir, |l £ || es acotada.

DEFINICION 4.4: Un conjunto A en un espacioc métrico se llama
Abierto si tqdos sus puntos son interiores, es decir, para cada

X € A , existe una vecindad B(x)} totalmente contenida en A.

TEOREMA 4.2 (TEOREMA DE BAIRE): Si X es un espacio métrico
completo, la interseccién de cada coleccién numerable de sub-
conjuntos abiertos densos en X es densa en X.

En particular, la interseccidén es no vacia (excepto si X = @)

Demostracion:

Supongamos que Vi1,V2,..., son densos y abiertos en X.
2 : o
Sea W cualquier abierto en X, probaremos que nIVn es densa en
n=
s oo . .
X, es decir, nr_'\IVn tiene al menos un punto que pertenece a W, si

W * o

Paraae€e Xy r > 0, sea B(a,r) = { beX: dla,b) <r } con

d la métrica de X y B{a,r) su cerradura.

Procederemos inductivamente. Como Vi es denso y abierto y W
es un ablerto, entonces, WnVi es un conjunto'abierto y no vacio,
es decir, todos =sus puntos son interiores, esto significa que
podemos encontrar, a1 € Wn¥1 y r1 talque :

Bi(a1,r1) < WaVi y0<rt <1,
Tomemos VznBi, podemos encontrar az € VanB1t y r2 talque:
Eé(az.ra] c VanB1 y 0 < raz < —%— .

Sin> 2, sean an € VnnBn-1 y rn escogidos tales que:

En[an,r‘n) < VorBn-1 ¥y O € n < -%—

lo cuil es posible por la densidad de los Vn.
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Probaremos que {an} es de Cauchy, es decir: Para £ > O,

3 N tal que d{ai,aj) < esii >Ny j>N.
Si it >ny j>n, por construccién ai y aj caen en Bn{(an,rn),

asi que d(at,aj) < 2 ran < —%—, por lo tanto:

2

d(ai,a;) < e sin >N donde N = — |

Por lo tanto {an} es una sucesién de Cauchy.

Esto nos permite afirmar que existe un x € X tal que:

lim an = x.
n-0

Comoe ai cae en Bnlan,rn), si i > n , entonces, x cae
Bn(an,rn) por lo que X € Bi y ademas x € VnnBn-1,

X € Vn para toda n, entonces, x € Vi, es decir, x € WnV1.

Por lo tanto x € W, esto significa quenBIVh es densa en X..

COROLARIO-4.1: En un espacio métrico completo, la intersec-

cién de cualquier coleccién numerable de G (ver Apéndice (4))

8's
densos es otra vez un Ga denso.

. s ] N
Demostracién: Sea Gn =k910: denso, donde O: es abiertc para

toda k,nconn =1,2,3,...

L+s]
Por demostrar gque ann es densoc y G,.. Como cada Gn es denso,
n=

5
esto implica que O: es denso para toda k,n, entonces, por el Teorema

de Balire se tiene gue:
1]
ann es densa en X y como
n=

o [+¢]

n
Gn = n n 0O entonces, es G..
1™ ThP1 k=1 ok ’ un fag n

128
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TEOREMA 4.3 (DE BANACH-STEINHAUS): Sea X un espacio de Banach

¥ Y un espacio lineal normado ¥y { fa } una coleccién de
oA

transformaciones lineales acotadas de X en Y. Entonces, existe un fl
M <« tal que : .
[l fa Il =M para toda a € A é |

Sup Il fa(x) Il = « para toda x en alglin conjunto | ‘]

denso Ga en X. !




Demostracién: Sea H(x) = Sup |l fa(x} |l, por el teorema 4.1 2) ;
' aecA ' , !

ge tiene que cada fa es continua, y la funcién NORMA es continua
(ver Apéndice (5)), el mapeo x — [} fa(x) || es continuo, por lo

tanto los conjuntos de la forma:

Vn = { xeX: Hx)>n } con n=1,2,3,... son abiertos, ya que: ¥
Vn = { x € X : Sup Il fa(x) || > n } = v { x € X : | fa(x) Il > n}, f
xeA a€A

Consideremos los siguientes dos casos:
i).- 5i los Vn son todos densos en X, entonces, por el

S
en X y por construccién de.los Vn se sigue que H(x) = w, para cada

. 9 . .
Teorema de Baire, nIVn es densa en X, y ademas es un conjunto G
n=

[+ +]
X € N Vn.
n=1

1i).- Si uno de los conjuntos Vn no es denso én X, supongamos

que VN es éste conjunto, entonces, existe un xe en X y r > 0
tal que |l x Il < r implica que xo*x ¢ VN, es decir H(xe) = N y
H(xo+x) = N, 6 escrito de otra manera: _
Il fa(xo) Il = N y Il falxo+x) || = N para toda « € A y para toda x
con norma menor o igual que r.

Como x = (Xo+x) - xeo, entonces:

o fax) [ =1 fal{xo+x) - xo) |l

Il fa(xo+x) - falxo) ||
Il falxo+x) 11 + |l fa(xo) I

1A

<N +N
= 2N.
|| fa(x} |l = 2N para toda x, talque |l x|l < r
Como | fo(x) I - 3 ” fo [ X r ] H j'.
I x 1 HxIl 2 !
< AN l
r : ;
.
-
Dado que ” _x T H <r. !
xIt 2 |




, es decir, |l fa !l s M, para toda

Por lo tanto || f¢ Il = 4N
4N
r ]

x e Ay M=
4,2 SERIE DE FOURIER DE FUNCIONES CONTINUAS.

Tomemos el conjunto de las funciones continuas en [-m,n]

(C[-m,m]), con la norma del supremc, es decir,
Il g i = Sup { Mg H: x € [-n,=a] }.

Denotemos a Sn{x) como Sn{g,x), la n-ésima suma parcial de

g(x), por el Teorema 1.2 se tiene que:

Sn(g,x) = — J'-" g(t+x) Dn(t) dt.
i T BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

Si x = 0 se tiene:
EL SARER DE mIS HUOS

1 HARA M1 GRANDEZA
Sa(g,0) ) = —— j“ g(t) Dn(t) dt.
-
Definamos fn(g) = Sn(g,0), entonces,
1 [=n
- Da(t) dt
| ala) | | = f_n g(t) Dn(t)
Hgll Ingll
n
1 [} g(t) Il | Da(t) |
= - dt
ilgll
s—Lj" | Da(t) | dt.
11
-
Por lo tanto!lfnlls—%[—Jn | Da(t) | dt =1 Dnll (27}
-

Se probaran dos cosas:
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1) HDnll —>», cuando n —— w.

2) En (27) se cumple la igualdad.

Demostracién: Para demostrar 1) se utilizara

Teorema 1.1 y la desigualdad | Sen t | = | t |.

T 1
| Sen (n + — )t |
—%— J "] Da(t) | dt = i J 2 dt
- 1
-11" 2 I Sen ( "-2—' t) l
T 1
| Sen (n + — )t |
> i J 2 dt
. | & ]

n ] Sen (n + —%— It |
> T dt
0 t

-

1
) 0+ 5 ™) gen ¢t |
= % dt
0 t
1 nn | Sen t |
> - dt
0 t
|t "t | sen t |
= _E_E: dt
k=1" (k-1)m t
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kit : -

=-"-L—Z-1— [ | Sen t | dt o
ks kT : .

(k-1)m

n "

2 1 j

- % ® ;

1[2 n— o L

k=1 ‘Ii.

i

Por lo tanto || Dn Hl———e w. ¥

Para demostrar 2), definimos g{t) en [-m,m] como: il

_ 1 si Dn(t) =z O -
g(t) = { 1 si Dn(t) < o PBFa@ D fijo.

Existe una sucesién { Ry } en C[-n,n], tal que -1 = Ry = 1 y

—_— .
Rj(t) r — g(t) para cada t

Utilizando el Teorema de Convergencia Dominada [8] pég.88.

et

et

=
Hy

]
_—
=1

LS9
L

il

-

1 T
 1in -—~I Ry(t) Dn{t)dt =
Be wo )

1 " '
- __I 1im Rs(t) D(t)dt

1
-

1 (* :
—n—[ g(t) Dn(t)dt
-n

{| Dn ”1
puesto que g{t) Dn(t) = | Da(t) |, por lo tanto:

_;Ollg fn(RJ) = “ Dn ”1

Es decir, |

li
J
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»

l”Dn”ll -Ifn (Rj)l‘—‘lfn (RJ)‘”Dn”1|<B, es

decir,

IIDnII1 s | fa(Ry) | + &, con J = 1,2,.

. Como |I Ry |l = 1 entonces: 2 gEICIBEkCIuOS g’xfc(%‘g |
e Y NATURALES
< v WIS BUOR
IDnll = Sup | fa(h) | + ¢ B,
S N |
HDnllll s|| foll + ¢
HDn||lsl|fn||. (27)

Por (27) y (28) se tiene que:
il fnll =1l Dn ”1

1) y 2) implica [l fn || ——— w .
n—>® ‘
Utilizando el Teorema de Banach- Steinhaus gse tiene que:

Sup | Sn(g,0) | = w

para toda g € G6 denso en C[-m,m)], es decir, la serie de Fourier
de toda funcidén en el conjunto G‘s diverge en el punto x = 0.

El punto x = 0 se tomd por conveniencia, pero el mismo
resultade se tiene para cualquier punto x, es decir:

Para cada x € [-m,w], 3 un conjunte Ex ¢ Cf-n,n], tal que:

Sup | Sn(g,x) | = » para toda g € Ex. (29)

Por lo anterior se puede observar que existe una gran

cantidad " de funciones continuas cuya serie de Fourier diverge en

un punto.




Este resulta&o-sg puede extender de la sigqiehte.manerd;

=]

Sea { Xi } una sucesién de numeros reales vy sea Ei los
1=1 .

correspondientes conjuntos densos GS’S en C[-w,n].

00 a
Sea E =191E1 , entonces, por el corolario del Teorema de

Baire, E es un conjunto denso y Ga en Cl-n,n], por (30), se tiene:
Sup | Sn(g,x1) | = w, para toda g € E, i = 1,2,...

es decir, la serie de Fourier de toda funcién en E diverge en los
puntos { xi }.
Nota: Los puntos xi’'s pueden ser un conjunto denso en R, por
ejemplo los racionales.
Una pregunta que surge al observar este resultado, es el
saber, " (cuantas funciones existen en el conjunto E?. "
El siguiente teorema nos pefmite dar respuesta a esta

pregunta.

TEOREMA 4.4: En un espacio métrico completo X, sin puntos

alslados ningin conjunto denso numerables es GS"

Demostracién: Sea E = { xi1,x2,...} un conjunto denso y

numerable en X, supongamos que E es Gé’ entonces, E ¥n51Vn donde

cada Vn es denso y abierto.

Sea Wn = Vn —kQI{Xk}, entonces, cada Wn es densc y abierto,

por lo tanto:

>
F
n
28
-
—
5
I
=
HCe
—
e
o
=
Nyt

. o :
por el Teorema de Baire, ﬂ1Wn tendria que ser denso, es decir,
n= :
[+1] s sz
nQIWn # @, esto nos 1lleva a una contradiccién, por lo

tanto, E no puede ser Ga. u




Por lo tanto la cardinalidad del conjunto de funciones
continuas cuya serle de Fourier diverge es cuando menos el
continuo, ya que entre la cardinalidad de los ceonjuntos numerables

(Ro} y el conjunto R (C), no existe oira .

74 ll




APENDICE 1.
DETERMINACION DE LOS COEFICIENTES DE FOURIER
) DE ALGUNAS FUNCIONES

Encontraremecs los coeficientes de Fourier de algunas funcio-

- nes.
JEMPLO 1.1:Sea f periédica con periodo 2m, definida en (-m,w] por

“f(x) = x . Calcular sus coeficientes de Fourier.

a":TL"d"“T[z _n]
4358 g 1BLIOTECA
‘Kﬁ 4] Dt CIENCIAS EXACTAS
1 Y NATURALES
= —— [ 0 ] 1. SABER DE a8 HUGOS
m . ~ARA MI GRANDEZA
= 0.
4
an = —l~ I X Cosnxdx = 0
® ¥ 4

puesto que f(x) es impar y Cos nx es par, su producto es una fun-

cién impar por tanto su integral es igual a cero.
1 (T
bn = — I ¥ Sen nx dx

1
: fat 14

€ integrando por partes obtenemos que:

. « LIS
bn = — [ - —— Cos nx + f —— Cos nx dx]
T n n
Y
: n
= L [ - X Cos mx + -1 Sen nx] , k
T n 2
n = |
= 1 [ - " Cosnm + —— Sen nw - ~*— Cos (-nm)
T n n2 n




=R

= [ - 2n Cos nk + —gm Sen nn ]
. , n n2

= 1 [ .2 Cos nm ]
n

A

2
= - — COS nm
n

= -2 (-1)n
n

Por lo tanto la serie de Fourier de la funcién f es:

) n
-2 Z _1111_ Sen nx.
n
n=1

fi{x) = xz. Calcular su série de Fourier.

Encontraremos primero sus coeficientes de Fourier,

T 3 1[ 2

ae = ._.1_ xz adx = ._..1_.. _X_ = 2 n
° T T n 3 3
%1 § -
1 "2
an = EE J X Cos nx dx , e integrando por partes obtenemos:
L
2 4 U4
an = 1 [ X Sen nx -2 J X Sen nx dx ]
T n n .
-7 in
1 x° 2 x 1
an = —— [ Sen nx - — [ - — Cos nx + —— Sen nx )]
n n n n n2
1 }n)z
an = - [ =~ Sen nw + Cos nm -~ Sen nm
n n
(-m)2 2 n 2
- -——?r—-Sen (-nm) + 2 Cos (-nm} + — Sen (-nn)]
n n ’
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EJEMPLO 1.2: Sea f de periodo 2nm definida en (-n,n]

n

-

por




1
an_ “_1[

4
an = 5 Cos nm.

i1
J- x2 Sen nx dx, integrando por part_es: E
..n -0

bn =

n
L
T
2 ud
bn=—1—[,~~x—Cosnx+~2—j xCosnxdx] [
T n n -
-
L
n
L
T

2 2 s n
ba = [—LCosnx+-—(isennx+-——Cosnx)]
n n n 2
n -
(~m)? 2
bn = [ - g Cos (nm) + T Sen nm + Cos nm
n n
? ' 2 2
+—E— Cos (-nm) =+ " Sen (-nm) - — Cos (-nm)
n n
1
bn = - (0) 5
ban = 0.

Por lo tanto la serie de Fourier de la funcién f es:

N

f(x) =

ofn

m -
+ 4 Z —-1—2 Cos(nm) Cos nx
n=1 n

Cos nx .

f(x)z—’;—+4




APENDICE 2.
ORTONORMALIDAD DEL SISTEMA TRIGONOMETRICO BASICO.

TEOREMA : (ORTOGONALIDAD DEL SISTEMA TRIGONOMETRICO BASICO.)

La ‘integral sobre el intervalo -w = x = n del producto ”
de cualquier pareja de funciones distintas del sistema ﬁ
trigonométrico basico: il
' 1, Cos x, Sen x, Cos 2x, Sen 2x, ... }
{ ) gE[ctlaEilfc‘ OTECA
es cero, es decir: S 1AS EXACTAS
£~ Y NATURALES
i n=1,2,3 ey
i).- I Sen nx Cos mx dx = 0 m=01.2...
=7
n msin=m=1,2,3,...
ii}.- I;Sen nx Sen mx dx = 0sin#m
Osin#m
n
1ii).- J Cos nx Cos mx dx = rsin=m=1,2,3,.
o 2 sin=m=0
Demostracién:
i).~ Como el producto de Sen nx Cos mx resulta ser una
funcién impar su integral es igual a cero.
ii).- Seam=n
n T '2
I Sen nx Sen mx dx = I Sen nx dx
~ ~1
como Sen‘nx = —%— ( 1 - Cos 2nx}, entonces: ‘%
T 1 " 1 U T .
J'Sen nx dx = -5 J (1 - Cos 2nx) dx = = [ J dx - J Cos 2nx dx ] ‘ i
e (4 ¥ 14 ¥ (4 <7 ‘
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i

(4

-1

ademas como

f Sen nx Sen mx dx

1
5o Senlfim + m + .

b

1
T Sen 2nm ] =

ii).~ Sin #m, de la férmula

1

Sen x Sen y = — [Cos (x-y) - Cos (x+y)] se tiene que

]

[Cos{n - m)x - Cos(n + m)x] dx

1 T (4
= = J. Cos(n - m)x dx - ‘[ Cos(n + m)x dx =
R =~
= ~2—(—IT1L-_——T— Sen (n - m]x - Hz—(?ll;—ﬁ-)— Sen (n + m)x "
— m}. . -

1 1
AT Sen (n - m)w -

Sen (n + min + ji)'

2(“ + m) o

1 : : . 1
m— Sen (n - mjw - -—m— Sen (n + m)m.

Como n y m son enteros (n - m) vy {(n + m) también lo son y

la funcién Sen kn OV k € Z, obtenemos que

4
I Sen nx Sen mx dx = 0.
et 1§




iii).- Sin # m, de la férmula

Cos x Cos y = —l-[ Cos (x + y) + Cos (x - y)]

2
se tiene que
1 1 r
J Cos nx Cos mx dx = - J [ Cos (n + m)x + Cos (n - m)x] dx =
-1 =T
1 n _ n
= —= [ J Cos (n + m)x dx + I Cos (n - m)x dx ] =
-~ =n
1 T
= — [ o m’Sen (n + m)x + o - Sen fn - mlx ] .
=1 1 Sen (n + m)m + Seﬁ (n -~ mlm +
2 n+nm n-m
_1 Sen (n + mlm + Sen (n -~ m)a| =0
n+nmn n-m
porque Sen kr = 0 ¥V k € Z.

Sean=m=20

n U
J Cos nx Cos mx dx = I dx = Zm.
LY 14 <

Sin=m=1,2,3,..., aplicando la férmula
2 1
Cos'x = - 1 + Cos 2x
obtenemos
T T 2 1 T
*'J Cos nx Cos mx dx = I Cos nx dx = 5= J [ 1 + Cos Z2nx ] dx =

in ' = ok 4 £
1 T T 1 1 L E
= 5 { J dx + I Cos 2nx dx ] = - [x + T Sen 2nx] = :ﬁ
ol 4 bk (4 - i
j
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1 1 N N .
——-E—[H+HSen2nn+u+2n Senanr]-

APENDICE 3.
EJEMPLOS DE ALGUNAS FUNCIONES QUE SATISFACEN
LOS CRITERIOS DE CONVERGENCIA

EJEMPLO 1.3: Sea f(x) = x x € [-mml y fix+2n) = f(x),

entonces, su serie de Fourler es:

3]
-2 Z—-!—— Cos nm Sen nx.
n=] n

Ahora como f(x) es de variacidén acotada, ya que f es mondtona,

entonces, satisface el criterio de Jordan. Por lo tanto:‘

o]
lim —22—1—AC05 kn Senkx=-—1—[f(x+) +f(X-)]=
n-m k=1n 2
=—%—[f(x)+f(?<)]=—~;—*[x+x]
-1 _
—2——(2)(]-)(

es decir, la serie converge a la funcién, en otras palabras:

[+4]
X = —2[—3—1—- Cos nm Sen nx.




1 si m<x <D0

EJEMPLO 1.4: Sea f(x) = f(x+2n) = f(x).

0 si O0<x<mn
BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
" Y NATURALES
Calculemos su serie de Fourler: . -l
1 " 1 ° o q T
ao=-—f £(x) dx=———f £(x) dx+—‘[ £(x) dx =
e T T
-7 M= .0
0
1 ° T 1
=-—————[J-dx+‘l.0dx]=——(x) = 1.
- T
-n 0
-
T o ©
an=—i—ff{X)COSde=—1-ICOSde=M = 0.
n T nm
- -
-
3 o °
bn=—-1-~J-f(x)Senmdx=—i—ISenmdx=-£gﬂx— =
T T nn
-1 -
! -n
- - Cos(0) + Cos(-nmn) | + -"
nm nm nw - nm
entonces:

; n
[ -1 + (~1) ] Sen nx.
X nw nm

Para n par, los términos de la serie son iguales a cero, y si

n es impar, entonces, los términos de la serie son iguales a

-2 Sen nx, por lo tanto, podemos reescribir:




o .
-1
£(x) = 1 2 z Senéir_l1 Ix .

Como:

1 si ~-Tr<x<¢0
f(x) =

o si O0<x<nm

es de variacidén acotada, puesto que, para cualquier tk particion

de [-m,mn], tenemos:

N
1

. 0 ' =i f(tk) = f(tk~ ]
£(t) - f(tk_IJ[ =

n=1

roostof(t) = £(t )

Por lo tanto:

N

f(tk) - f(tk-1) < 1.
n=1

Es decir, cumple con el criterio de Jordan, entonces, la
serie converge a:

L [f(x+) + Flx-) ]

igual a = six=0y f(x) six=0.

ya que

1 si x € [-n,b)
fix+) =

0 si x e (0,%]




1 si x € [-n,0]

f(x-) =
0 si x e (0,m]
AN IO
2 gi x ¢ (-m,0)
fix+) + f(x-) = si x € (0,m)
1 si x =20
APENDICE 4.

CONJUNTOS G, .
é's

DEFINICION: Un conjunto es G6 si es la interseccion de una

coleccién numerable de conjuntos abiertos, es decir, A € GS si

L] = s
A =kQ10k con Ok conjuntos abiertos.

APENDICE 5.
CONTINUIDAD DE LA FUNCION NORMA,

TEOREMA: La funcion Illl': X — R es continua.

Demostracién: por demostrar que dado £ > 0 existe & > 0

talque:
Il x1 -~ x2 1] <& implica | I x1 H~IIx2ll] <e.

| Hxt H-1lxall | =] llx1-x21l| < e, si hacemos e = 3.
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7 APENDICE 6.
DESIGUALDAD DE CAUCHY-BUNIAKOVSKI.

TEOREMA: Para todo x,y € V, se cumple:
[< %,y >| st x1IHyll
Si y = 0, ambos lados de la desigualdad son cero y no hay ]
nada que probar.

Si y # 0, entonces la desigualdad equivale a probar:

[&_JL_] <l xll
Uyl

0 bien

j<x,y > =l xIl sillyll=1 para toda x en V.

Ahora bien si

0=llx-<xy>IiP=<x-<xy>,x-<xy>y> ]
= < X,X > - 2<%, <X,y >+ ‘
+ < < X,¥ ?Y,< X,¥ >y > |

=<X,X > - 24Ky ><X,y >+
+ < X,¥ >2 < Y.y »
2
=illxI®-2] <xy> |2+

+ ] <xy> |2yl

Hx 1P - | <xy> |?

por lo tanto

[ <xy> |P=HxIP

entonces i

| <xy> | =lxilsillyll=1. | a
| |
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APENDICE 7. -
ESPACIOS EUCLIDEANOS,

DEFINICION 1: Un espacio EUCLIDEANO es un espacio :lineal V, con
producto escalar, es decir, una funcién real <. , >: VxV —> R

que satisface las siguientes condiciones: S

1).- <%, x>20, <x,x>=0 & x= 0.
2).- <x,y>=<y, x> :
3.~ < o«x, y> =< x, y>para cada ¢ € R.
4).- < x, y+z>=<x,y>+<x, z>

DEFINICION 2: En un espacio euclideano definimos la norma como:
Ilxll=/ <x, x> VxelV. ' (A)

Para determinar si una funcién P : V — R.es una Norma de un

espacio V debe de cumplirilas siguientes caracteristicas:

1).- P(x) =0, P(x) =0 & x = 0.
2).- Plx +y) sP(x)+Ply) x,yeV.

3).- Plax) = |«| P(x) para cualquier « .

Comprobaremos que la funcién || || definida por (A) es una

norma, es decir, cumple las siguientes propiedades:

1).- Ilxllz0yaque <x,x>z20y

[l xll=0 & x=0dado que < x, x>=0 & x = 0.
2).- por demostrar que: |l x + y Il S it x|l +1lyll

lx +y P =<x+ Y, X +y >

<X+ty, X>+<X+Yy, ¥2>
=< X, X>+t+<y, x>+<x,y>+<y,y>

=llxIP+2<x, y>+llylF
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slUx Pz (<x, y>| +llylf
sHxIB+2lxllyl+HylP

dado que |< x, ¥y >| =}l x 1l y |l (ver Apéndice 6), por lo tanto .
Hx+yif=s(Nxl+1lyh)?

extrayendo raiz cdé.drada chtenemos:

Hx+yns.llx|1+”Y”- # BIBLIOTECA

DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

3) Por demostrar que: Hax Il = || I x 1l

||ocxi|=/<ax,ocx>

Haxll=/a<x,ocx>

||ax|l=/oc2<x,x>
2
/oc /<x,x>

Haxil= |a] il x !k

Por lo tanto la funcidén (A) es una NORMA en el espacio V..

!

Hoax 11

Y

Ahora bien, sl x,y € tRz, y < x, ¥y > =0, entonces, 8 = n/2 y
se dice que x y y son ortogonales. Generalizando, podemos

enunciar lo siguiente:

DEFINICION 3: Un sistema { X }
o “oel

cero se llama ORTOGONALES si < X“, XB

¢ ¥ con X , distintos de
o's

>=0paraa#B, a8 € I.

DEFINICION 4: Diremos que un sistema { }'{0c } ¢ V es ortonormal
si es un sistema ortogonal y la norma de cada elemento de { Xoc }

es igual a uno { || X, }| = 1 para toda a« }.
Estd claro que siendo { Xu } un sistema ortogonal, el sistema

X
{ NS } resulta ser ortonoermal.
b

X I
o




Es decir, un sistema { Xa} tal que :

se le llama sistema ortonormal. _ f

Uno de los espacios normados es el de funciones medibles de

potencias integrables, en especial el espacio Lz de funciones de
cuadrado integrable. Estudiaremos algunas de sus propiedades y

analizaremos algunos resultados en este espacio.

DEFINICION 5: El espacio Lz([a,b]) es el conjunto de todas las

funciones £ : [a,b] — R tal que:

fb [£(x)]1? dx < w.

a

% Veremos, si el conjunto Lz([a,b]) estd bien definido como

espacio lineal. Para esto veamos que cumpla con:

PROPOSICION 1: Séan f,g y h € Lz([a,b]).Entonces La([é,b]) es un

espacio lineal, 'es decir, satisface las siguientes propiedades:

1}).- f+g=g+ ¢ 4
2).- £+ (g+h)=(f+g)+h
3).- V¥ f € Lz2([a,b]), 3 j € L2([a,b]) tal que, f + j =°f
é 4).- V¥V f € L2([a,bl), 3 ~f € L2([a,b]) tal que, £ + (-f) =]
5).- VaeRyf f ela(la,bl), af € L2([a,b]); a(Bf) = {(«B)f
6).- V¥V f e L2([a,b]l), 31 €R tal que (f)(1) =f
7).- Vea,BeR, (¢ +B)f =af + Bf
8).- VaeR, alf + g) = af + ag.




Demostracién:Estas propiedades se desprenden de las propiedades de

los numeros reales y de comprobar dque:

1).- El producto de dos funciones f y g € Lz{a,b] es integrable
(f-g)%=1f"-2fg + g°

(f-g)Y+2fg=1"+¢g° 5
< £2 2 £ BLIOTECA
g =1 * (82 =9 DE c;e:cus EXACTAS
fg = —— (£ + g) i ATURALES
2 A e
1
JfgﬁTHfa*Igz] X
como f f2 <{w y I g2 < wm, entonces, I fg < om. ?‘
2).- Toda funcién f € Lz([a,bl) de cuadrado integrable es integrable, es

decir, si f ¢ L2 = I f < o, fg

Esto es obvio si hacemos g{x) = 1 en el resultado anterior.
3).~ f,g e L2([a,b]) =2 f + g e L2({a,b]) ‘ %

(f + g)2 =£%+2fg + g°

Como cada una de las funciones del miembro derecho son ;
integrables, entonces, (f + g }2 es integrable, por lo tanto f + g i

pertenece a L2{([a,b]).

4).- Si f e L2([a,b]l) y « € R = af € La([a,bl)
Si I £2 < w, por demostrar que, I [ of ]2 < o,

Dado que:

I [af]? = J of £2 = o J ° <@ = af el2(la,bl).

39
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DEFINICION 6: Sea f y g € Lz2([a,b]) el producto escalar es:
b
<f, g>= [ 160800 ax.
. a

Nos resta, demostrar que este producto escalar esta bien

definido, es decir, que cumple con las siguientes condiciones:

1).- <f, g>=<g, f >

2).- < f1+f2, g>=<f1, g>+ < fa, g>. ~

3).- <oaf, g>=a<f, g >
4).—.<f,f>=_'0'y<f,f>=03'13)sélosif=0casi
dondequiera. ‘ .

Estas claramente se cumplen aplicando las propiedades de la
integral.

Definiremos la norma en Lz([a,b]).

DEFINICION 7: Sea f € Lz([a,b]) entonces la norma de f es:

' Ilfll=/<f.f>=/J'f2(dep
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