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INTRODUCCION.

La teoria de control trata con sistemas que evolucionan en el tiempo y cuyo
comportamiento puede ser influenciado para alcanzar ciertas metas. En la década
pasada se dié un notable resurgimiento en el estudio de las aplicaciones y teoria
de los problemas de control estocéstico, cuya raiz proviene de los afos 50’s. Los
modelos de problemas de control estocastico tienen ganado reconocimiento en
varias dreas tales como ecologia, economia, ingenieria, etc.

Los problemas de control estocidstico(programacién dindmics estocastica), son
modelos para tomar decisiones secuenciales. Estos modelos consisten de estados,
acciones, costos(o ganancia), y probabilidedes de transicidn, los cuales se relacio-
nan de la manera siguiente: en un estado dado se elige una accién, generandose un
costo(o ganancia) y el siguiente estado se determina por medio de la probabilidad
de transicion. Las acciones se eligen de acuerdo a una polftica o estrategia, asf
que el objetivo primordial de los Problemas de Control Optlmo es el de encontrar
politicas dptimas en algiin sentido.

El objetivo principal de este trabajo es analizar el articulo AVERAGE COST
OPTIMAL STATIONARY POLICIES IN INFINITE STATE MARKOV PRO-
CESSES WIHT UNBGUNDED COSTS de Linn I. Sennott, y dar una intro-
duccién a los Problemas de Control Optimo (PCO) en tiempo discreto con espa-
cio de estados numerable. Para ello, en el Capftulo 1 introducimos y definimos
los elementos y terminologia necesaria. En el Capitulo 2 estudiamos el PCO en
horizonte finito y damos dos ejemplos: un modelo de juegos v un modelo de pro-
duccién/inventario. En el Capitulo 3 estudiamos el PCO con horizonte infinito y
costos descontados, lo cual es dado de la manera siguiente: en la seccién 3.1 damos
una breve introduccion . En la seccién 3.2 introducimos una ecuacién funcional
llamada Ecuacién de Optimalidad y mostramos que existe una tinica solucién a
esta ecuacion, a la cual llamaremos funcion de valor dptimo, y de la cual pode-
mos encontrar una politica éptima; ademas damos un métedo para calcular tal
solucién. En la seccién 3.3 damos condiciones bajo las cuales considerando cos-
tos no acotados existe una solucién a la Ecuacién de Optimalidad y por lo tanto
una politica éptima; discutimos también el método de aproximaciones sucesivas
para la funcién de valor éptimo. Finalmente, en la seccién 3.4 damos un ejemplo
de un modelo de reemplazo de miquinas. En el Capftulo 4 estudiamos el PCO
con harizonte infinito en costo promedio, €l cual es dado de la manera siguiente:
en la seccién 4.1 damos una breve introduccién. En la seccién 4.2, mostramos




mediante 2 contraejemplos que a diferencia de los capitulos anteriores aquf no es
suficiente restringirse a las politicas estacionarias y que no necesariamente existen
las politicas 6ptimas. En la seccién 4.3 estudiamos condiciones bajo las cuales

considerando costos acotados, existe una politica éptima y discutimos brevementé
un enfoque de reduccién al caso descontado. En la seccién 4.4 estudiamos condi-‘
ciones bajo las cuales, considerando costos no acotados, existe una politica esta-
. ;iona;ia dptima. Por dltimo, en la seccién 4.5 damos un ejemplo de un modelo

e colas.




1. PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

' 1.1. INTRODUCCION

La teoria de control trata con sistemas dindmicos, es decir, sistemas que evolucio-
nan en el tiempo y cuyo comportamiento puede ser influenciado o regulado para
alcanzar ciertas metas; asi uno de los temas centrales de la teoria de control es el
Problema de Control Optimo(PCO), el cual consiste en controlar un sistema de
manera que su comportamiento sea dptimo en algin sentido especificado.

El estudio de los problemas de control puede clasificarse en problemas en
tiempo continuo o discreto, dependiendo de si la evolucién del sistema es observado
en un intervalo de tiempo o solamente en un conjunto discreto de puntos en
el tiempo; y como problemas estocdsticos o deterministas, si los modelos que
describen la dindmica del sistema incorporan o no componentes aleatorias.

Nosotros estamos interesados en el estudio de los sistemas estocdsticos marko-
vianos en tiempo discreto, cuya teoria bésica se ubica en el contexto de la Pro-
gramacidn Dindmica..

Para el planteamiento del PCQO en forma precisa, tanto para el caso continuo,
como para el discreto, determinista o estocastico, se requieren los siguientes ele-
mentos: '

(2) un modelo de control;
(b) un conjunto de estrategias o politicas de control admisibles; y
(¢) un indice de funcionamiento o funcién objetivo. :

El objetivo de este capitulo es introducir cada uno de estos elementos para los
sistemas estocdsticos markovianos en tiempo discreto. Para ello presentaremos
primeramente un ejemplo, el cual nos permita ilustrar el tipo de problemas que
nos interesan en este trabajo.

1.2. EJEMPLO: UN SISTEMA DE PRODUCCION/INVENTARIO

Consideremos un sistema de produccién/inventario con capacidad C < oo, para
el cual: ,

a) z; representa el nivel de inventario de cierto articulo al iniciar el periodo ¢
(=0,1,2,-.4).




b) a, representa la cantidad de articulos ordenados & la unidad de produccmn para
abastecer la unidad de inventario, al iniciar el periodo ¢ (= 0,1,2,- - -), la cual
suponemos es suministrada en forma inmediata.

c) we representa la demanda en el periedo ¢ (= 0,1,2,- - -) y suponemos que la
coleccién {w:} son v.a. .i.d. con valores en los enteros no-negativos y funcién de
probabiﬁdad q.

Nos referiremos a las variables =; y a;, ¢ > 0, como las variables de estado
y control, respectivamente, del sistema de produccién/inventario; mientras que a
los conjuntos donde estas variables toman valores las denotaremos por X y A,y
les llamaremos espacio de estados y espacio de controles, respectivamente.
Observe que X = A .= {0,1,2,---,C}; ademss, si x; = z, entonces sélo
podemos ordenar a la unidad de produccién una cantidad a; = a € A(z) =
{0,1,2,--.,C — x}, puesto que el sistema tiene capacidad C. Es decir, cada
elemento z € X tiene asociado un subconjunto no-vacio A(zx) el cual especifica
los controles admisibles para el sistema cuando este se encuentra en el estado z.
Si denotamos por 3 a la cantidad de producto vendida en el periodo ¢, la
‘dinamica’ de las variables de estado es modelada por €l sistema de ecuaciones

xt+1=$t+a't_yt; t=1:2:"': Y o= (11)

Por otro lado, y, puede expresarse en términos de las varables x;, a; y w; en -
la siguiente forma:

Yo =min [z +a, we], t=1,2, --. (1.2)

En vista de lo anterior, (1.1) se transforma en

Tepr = (T + ap — wt)+ , t=12,--+, y zp=12. (1.3)

Ahora supongamos que la evolucién del sistema de produccién/inventario se
ha observado hasta el tiempo ¢, de manera que se conocen los valores tomados
‘por las variables zq, ag, 2y, - -, %;, @; ¥ supongamos también que z, = z y a; = a.
Lo que nos interesa encontrar es

PI'[-T::.{.l':yl:Uo,aﬂ,iBl,"‘ xt:i!aﬁ:a’]: (1 4)

para cada z,y € X y a €A(z), en términos de la funcién de probabilidad ¢ (- ) de-
las variables aleatorias wg, w;, -

De (1.3) y la independencia de las-variables wp,wy, - - -, tenemos que
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P =Pl‘[ﬂ7t+1 =¥ | Xo, o, X1, Tt = T, at=ﬂ]

=PI' [($t+at—wt)+ =Y l Zg, 0o, Xy, ", e =&, Oy = G,]
=Pr [(:c-i—a — w¢)+ = y] (1.5)

=3 q(w),

weB

donde B = {wzo: (:z+a—w)+ =y}._

Un hecho importante que se desprende de los calculos anteriores es que la
probabilidad. en (1.4) sélo depende del iltimo estado observado z; = z y del
control a; = a, sin importar la “historia” previa del proceso y el valor de . Es

decir,

Pr [$t+l = y’$0: ag, Ty, ", Tt =T, 0y = CL] =_PI‘ [$t+1 = ylmt =Z, 0= G.] H (16)

Vz,yeX,ae€ A(z), t > 0.
Por lo tanto, (1.3) puede expresarse equivalentemente por medio de la funcién

_ Doy (a) =Pri{ze =y |z, =z,a,=q, (1.7)
para todo z,y € X, a € A{z), t > 0, la cual representa la probabilidad de que el
sistema (de produccién inventario) se mueva en un ‘paso’ hacia el estado y dado
que el sistema se encuentra en el estado z y se eligié el control a € A(z). Es por
esta razén que a la funcién en (1.7) se le lama probabilidad de transicién(en un
paso) del sistema.

Por otra parte, en cada periodo £ > 0 se recibe una ganancia

r=qye—car—hz +al, t=0,1,2,--- (1.8)

donde ¢, ¢, y h son constantes positivas y representan el precio de venta, el costo
de produccidn y el costo de almacenamiento unitario, respectivamente.
De (1.2), tenemos que

r; = qmin [z, + a;, wy] — ca; — h[z, +a;), ¢=0,1,2,--- (1.9)

Supongamos que nuestro objetivo consiste en encontrar una politica de pro-
duccion que maximice la ganancia esperada en N etapas. Puesto que los niveles

7
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de inventario son variables aleatorias, una politica de produccién queda bien es-
pecificada s nos dice que control debe elegirse cualquiera que sea el estado del
inventario, para cada una de las etapas t = 0,1,2,---,N — 1. De esta manera,
una politica de produccién puede representarse como una sucesién § = {f;},_,

de funciones f; : X —A tales que

fi(z) e A(z), VzeX,t=0,1,--- ,N-1 (1.10)
La ganaencia esperada en N—etapas bajo la politica de produccién (o control

del sistema de inventario) § = {f; z—{) ! dado que el estado inicial del sistema es
1o = Z, estd dada por

N-1

J(6,z) = E, Zo {gmin [z, + f; (z:) ,we] — cfi (ze) — Az + fie (ze)]}, (1.11)

donde la esperanza es con respecto a la distribucién conjunta de las variables
wO’ . ')wN—].'

De lo anterior nuestro problema puede plantearse de la forma siguiente:
encontrar una politica é* tal que

J(6",z) =supJ(6,:1:) , VzeX (1.12)

donde el supremo se toma sobre todas las politicas admisibles, esto es, que satis-
facen (1.10). -

1.3. MODELO DE CONTROL

Definicién 1.3.1.Un modelo de control markoviano (MCM) en tiempo discreto
consta de los objetos (X,A,{A (z) C A, z € X}, p,c) donde:
a) X, el espacio de estados, es un conjunto numerable;
b) A, el espacio de controles, es un conjunto numerable;

c) A(:z:) especifica el conjunto de controles admisibles para el estado z € X
Denotaremos por K :={(z,a): z€ X, a € A(z)}.
d) p es la ley de transicién entre los estados, es decir,

1) Py (a) 20 Yz, yeX,VacAlz)y

i1) szy (a) = 1.

. y . .
e)c: K —R, es la funcién de costo.




Un MCM puede considerarse como la representacién de un sistema estocastico,

_ para el cual denotaremos por z, al estado del sistema en el tiempo ¢ y por a, al
control aplicado al sistema en dicho tiempo. La evolucién del sistema ocurre en
la forma siguiente: si z; = z € X y se elige un control a; = a € A (z), entonces
se genera un costo c(z,a) y el sistema “transita” a un nuevo estado Ziy; = y
con probabilidad p,,(a) = Pr{zy; =y | . =z y a; = a]. Una vez ocurrida la
transicién al estado x,,; =y, se elige un nuevo control a;y; = &' € A (y) con un
costo ¢(y,a’), y asi sucesivamente.

1.4. POLITICAS DE CONTROL

Para definir las politicas de control admisibles introducimos los siguientes conjun-
tos:

Hg = X (1.13)
H, : :KXchi, t=1,2, (114)

Notemos que un elemento h: € H; (una t—historia) es un vector de la forma

ht =($9)a’0)m1)a15'”:at—l_:a;t): . (1.15)

y.deécfil.)e la historia del proceso hasta el tiempo t. Introducimos también el
‘conjunto

F={f:X—>A| f(z)cA(z) V:z:GX} (1.16)

y a cada f € F le llamaremos selector.

Definicién 1.4.1.
a) Una politica de control (admisible) es una sucesién 6§ = {f;} de funciones
ft: Hy —A tales que f; (b)) € A(zy) Yh € H,, t=0,1,2,---.
b) Una politica markoviana es una sucesién § = {f;} de selectores.
¢)Una politica markoviana es estacionaria si existe f € Ftal que fy=f V&> 0.

Denotaremos a las politicas estacionarias simplemente por f y A representard
el conjunto de politicas de control admisibles.




Sea N < oo. 8i 6 = {fo, f1,..-, fn-1} €s una politica de control admisible y
1o = Z es el estado inicial, entonces la funcién

pf: (h‘N) = 63 (.’Do) Pzg,zy (&0) Pz 22 (al) P18 (aN—l) (1'17)

donde at = ft (Eo,‘ Qg, Ty1,-.-;%¢—1, T3, xl‘-) 3 t= 0: 1)'":N - 11

es una funcién de probabilidad definida en Hy. Si N = oo, entonces el Teorema de
~ Jonescu Tulcea(Ver Bertsekas-Shreve, pag. 140, 1978) nos garantiza la existencia
de una tinica funcién de probabilidad p? definida en H, tal que

P} (He) = 1 (1.18)
pi (Tey1 =Y | hsy 0) = Doy (@)

Denotaremos al valor esperado con respecto a pé por ES.

En adelante utilizaremos la siguiente notacién: paracada xz, ye Xy feF,

c(z,f) + =c(z,f(z))
Poy (f} + =puy (f ().

Notemos que una politica markoviana es una politica de control (admisible)
que sélo depende del estado actual del proceso, esto es, si f € F, entonces
flh)=f(xe) Y he H,t=0,1,.... Porlo tanto, cuando se aplica una politica
markoviana § = {f;}, el proceso de estados {z;} es una cadena de Markov en el
sentido usual y las probabilidades de transicién en un paso son dadas por p;,. (¢} ;
ademds si § = f es una politica estacionaria, entonces el proceso de estados {z,} es
una cadena de Markov homogénes con probabilidad de transicién Pz, (f). Debido
a estas caracterfsticas se dice que {z:} es un proceso de Markov controlado.

1.5. INDICES DE FUNCIONAMIENTO

Para plantear el PCO sélo nos resta introducir el indice de funcionamiento o
funcién objetivo, por medio de la cual se evaluars el “rendimiento” de las politicas
de control. Si denotamos por J (6, ) tal funcién, entonces el problema de control
éptimo consiste en hallar una politica §* tal que

J(8",3) =infJ (6,2) VzeX. (1.19)

10




A una politica 8" que cumpla (1.19) le llamaremos politica dptima, y a

J(x) = irJ1fJ(6, ), z€X (1.20)

le llamaremos funcidn de valor éptimo. _
Por ejemplo, si deseamos operar el sistema hasta un cierto tiempo fijo N > 0,
podriamos considerar el costo total esperado

Iy (6,z) := E? [Ni:lc(:n;,at) +cr (:EN)J | (1.21)
t=0

como indice de funcionamiento, donde ¢r (z) es una funcién definida en X y puede
interpretarse como un ’costo terminal’. En los capftulos 3 y 4 consideraremos
problemas en horizonte infinito (N = +o00) en cuyo caso tomaremos cr (-) = 0.

11




PCO EN HORIZONTE FINITO

1. INTRODUCCION

En este capitulo consideramos el modelo de control markoviano
MCM =(X, A, {A(z) CA,ze€X},p,0),

“introducido en la definicién 1.3.1 con un horizonte de planeacién finito V. Luego,
el Problema de Control Optimo consiste en hallar una politica §* € A tal que

Iy (6%,z) = irngN (6, z) =: Jn (z) (2.1)
donde
Iy (6,z) :== ES z_: c(zs,az) +cp (:z:N)] (2.2)

y cr es el costo terminal.
' La teoria bdsica para el estudio de los procesos markovianos de control en
" tiempo discreto se ubica en €l contexto de la Programacién Dindmica. En forma
- general, podemos decir que el enfoque de la Programacién Dinidmica para el PCO
con horizonte finito N consiste en descomponer el problema de optimizacién en
N etapas, en IV problemas de optimizacién de una etapa. En otras palabras,
el problema se “reduce” a encontrar una sucesién {fi; t=0,1,---,N —~ 1} de
selectores, con la caracteristica de que cada f; haga minimo el costo de la etapa
correspondiente en adelante. Esta es la idea subyacente en el llamado Algoritmo
de la Programacion Dindmica.
Definimos asf,

: vy (z) © =cp(a), (2.3)
| w(@) = it (e(@0) + Srm @uali)] 1= N =100, @24)
E S y

] Intuitivamente

12




a€ A{zT)

ot @ = ot [o(e,0) + Tpm @er )

representa el costo minimo en la Gltima etapa y entonces esperariamos que v; ()
represente el costo minimo esperado en las ultimas N — ¢ etapas. Veremos que
esto es efectivamente as{ en el siguiente teorema.

2.2. ALGORITMO DE LA PROGRAMACION DINAMICA
Teorema.2.2.1. Si paracada t =N —1,N —2,...,0 existe un selector f;' tal que

v (z) =c(z, f)+ mey ([ v (y) YVzeXk,
v

entonces,

1} vg () = Jn (z) para todo = € X.

i) §* = {f(;‘, ft- .,f;(,_l} es 6ptima, es decir, Jy (6*,z) = Jy (z) = vo (z) para
todo z € X.

Demostracion. Sea § = {ft}ﬁal una politica admisible y definamos

N-1
Ct . :Eg lCT(mN)+ZC($n,%) I h't H t=0311”':N_1 (2°5)
CN L= Ef: [CT (:I:N) I h.N] . (26)

Notemos que C; representa el costo total del tiempo t al tiempo N, dada la
historia h;. '

Probaremos que:
a) Cy > v (z;) para todo t y

b) Si § = 6*, entonces C; = v (z,) .

Puesto que a) implica que Cy > vp (o) y asi por T. 1.4.(iv) del Apéndice
tendriamos
In(b,z) 2 w(z) YzeX, (2.7)

13




usando (b)

Jnv(6%z) =w(z) VzeX (2.8)
De (2.7) y (2.8) y puesto que § es arbitrario se sigue que

vo(z) = Jy (z) = Jn (6", ) para todo z € X,

que es lo que deseamos probar.
Haremos la prueba de (a} y (b) por induccién: por definicién Cn = er (zn) -
Supongamos ahora que

Cer1 2 Vey1 (Te41) (2.9)
y probemos que se cumple
C; 2 v () -
Por T.1.4 (iii) del Apéndice tenemos que
N-1

Co= Bilec(@eae) [ h]+ES | Y c(znan) +erlan) | by

n=t+1
y usando la férmula (2.5) y T.2.6. del Apéndice tenemos
Ce = B [e(xi,a0) | he] + BZ [Craa] B -

Asi, por la hipétesis de induccién: . 4

Cy 2> c(ze, fi) + Z'Ut+1 (%) Pouy (fi) (2.10)
¥
y como é es arbitraria
Ci 2 v (ze), (2.11)
lo cual prueba (a).
Por otra parte, si se tiene la igualdad en (2.9) y § = §*, entonces se cumple la

1gualdad en (2.10) lo cual implica que también se cumple la igualdad en (2.11).
Esto prueba (b). B

£ e e B e SR Tt

Si nuestro objetivo es maximizar ganancias més bien que minimizar costos,
podemos usar este algoritmo intercambiando inf por sup en todas partes, puesto
que sup B = —inf (—B} V B C R. En adelante emplearemos la funcién c(z, a)
indistintamente para costos o ganancias. '

14




3 EJEMPLOS
2.3.1. UN MODELO DE JUEGOS

‘En cada ronda de un juego, una persona puede apostar cualquier cantidad de su
ﬁ_capital disponible y puede ganar o perder ese monto con probabilidad py g = 1—p,
respectivamente. El jugador va a hacer N apuestas y su objetive es maximizar
la esperanza del logaritmo de su fortuna final. ;Cudl es la estrategia de apuesta
. para lograr este fin?. :

Solucién:
Para plantear este problema en el contexto del Algoritmo de la Programacién

- Dinédmica, denotemos por z; al capital disponible del jugador en el tiempo ¢ y por
~ ay la fraccién del capital que el jugador a decidido apostar en dicho tiempo, esto
es, a; = a para algin a € [0,1]. Observemos que X =[0,+00) y A = A (z) =
~[0,1] ¥ z € X. Por otra parte las probabilidades de transicién estan dadas por

_J psiy=z+az
ny(a)'“{q, si y =z — ax.

Notemos que aunque en este problema el espacio de estados y el espacio de
controles no son numerables, tinicamente podemos pasar de un estado z al estado

z+az o al z ~ az; por lo cual, podemos emplear el Algoritmo de la Programacién
Dindmica(T.2.2.1) para la solucién de este problema. Tomando

c(x,a) 1 =0
er(z) : =ln(z),

el problema consiste en encontrar una politica de control §* (una estrategia de
apuesta) tal que

JN(a*Jx) = SuPJN(énx)
6
= supBlIn(zy).
§

Asi, por el Algoritmo de la Programacién Dindmica obtenemos
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ons = max |e(@az)+ 3 Pay (@) vyoses (y)}

0<a<l

= max [puy_¢1 (T +0x) +qun_pa{z —az)], t=1,-- -, N, (2.12)

0<a<l

con costo terminal vy (z) = Inz.

Podemos ver ficilmente que si p < %, entonces v (z) = Inz y la estrategia
4ptima es apostar siempre 0. En efecto, usando

vy (z) =Inz,

tenemos por la ecuacién (2.12) que

un-1(z) = max[pln(z+az)+qln(z - az)]
= max [Pln(1+a)+gln(l —a)]+Inz (2.13)

1
ycom01+a51 para todo 0 <a < 1,

—aQ

In(l +a)<-In(1-a),0<a<1

pln(l+a)+gln(l—a)<Oparatodo0<a<1.

Por lo cual el méximo se alcanza en a = 0, de donde obtenemos

Un-1 (:r) =Ilnzx
v usando (2.12) con t = 2 obtenemos de igual forma que
UN_—2 (.’l)) = 11117,

siguiendo este mismo argumento podemos ver facilmente que

Jn (z) =vo(2) =Inz con a = 0.
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Supongamos ahora que p > 3. De (2.13) encontramos por simple cilculo que
el méximo es alcanzado en a = p— g y asi,

un-1(z) =C+ Inz
donde C =1n2 + plnp + glng
Usando nuevamente (2.12) con ¢t = 2 obtenemos
UNn_2 (T) =max[pln(z + az) + qln(z - az) | +C

por lo tanto en comparacién con (2.13), vemos que la decision éptima estd nue-
vamente dada. por la fraceién p — g de su capital y

uy-2(z) = 2C+ Inz.
Es facil ver que
v (z) =nC+ Iz

y la accidn éptima es apostar siempre la fraccién p — ¢ de su capital disponible.

2.3.2. UN PROBLEMA DE INVENTARIO

Consideremos un sistema de produccién/inventario como el introducido en el
capitulo I, pero con espacio de estados X = Z y espacio de acciones A = N,
Ademds, supongamos que wg,wy, ... son v.a. i.i.d, acotadas y con valores en los
enteros no- negativos, funcién de probabilidad ¢ y esperanza finita. Asf,

A(z) =N paratodoz € X

¥ la dindmica esta dada por

g = T

Iy = mt+a't_'wt1 t=0)1:2)"‘

de donde
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Pz (0) =q(z+a-2).

Nuestro proposito es encontrar una politica que minimice el costo esperado en
cierto periodo IV, el cual estd determinado por las siguientes componentes:
a) ca, donde ¢ es €l costo por unidad de produccidn. :
b) hmax (0, z¢ + a; — w), donde h es el costo de almacenamiento por unidad y
c) pmax (0, wy — z; — a;), donde p es el costo por demanda no satisfecha en el
- momento solicitado. Suponemos que ¢, h, y p son constantes positivas con p > c.
Entonces el costo por etapa es

(s, ar, we) = cag + hmax (0,2, + ay — wy) + pmax (0, wr —z, — @), t=0,1,...
iuego, la funcion de costo queda dada por
c(z,a) =E[FE(z, @, w) | Te =2,0; = aq]
= ca + hE [max (0, z + a — wy)] + pF [max (0, w: —x—d)]

Ahora, si se aplica la politica de control § = (fy, - -, fx-1), dado que el sistema
inicié en el estado = € X, el costo esperado en NV etapas es

I (6,0) = B¢ 3 et )

t=0

y el problema de control éptimo consiste en encontrar §* tal que

Iv(z) = JIy (6, z)
= il}fJN(rS,:c) para todo z € X.

Definiendo

L(y) := hE[max (0, y — w;)] + pE [max (0, w; — y)] (2.14)

observemos que
c(z,a) =cat+ L(z+a).
Asi, por el Teorema de la Programacién Dindmica obtenemos
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vy () = 0 para todo z € X,

v (z) = ;gg [ca—i- L(m+a)+2vt+1(z)q(m+a—z)].

Haciendo el cambio de variable y = x + a obtenemos

v (z) = ;'IZIE {cy +L{y) + D> v (2)g(y— z)} — cz. (2.15)

zLy

Luego,

vn-1(z) = inf fey + L (y)] —cz.

Como las funciones max (0, ¥ — w¢) y max (0, w; — y) son convexas en y para
cualquier w fijo, se sigue que L (y) es convexa (Ver T.3.2 y T.3.3 del Apéndice),
por lo tanto la funcién Gy_; (y) := ey + L (y) es convexa.

Probaremos ahora que Gy_; (y) — +oo cuando |y| — 400 . Para hacer esto,
consideraremos a la funcién Gy_; como una funcién definida sobre los niimeros
reales. De la suposicién de que las w; son acotadas, tenemos que existe una
constante M > 0 tal que w < M V w. Luego, de (2.14) y ¢l T.1.4.(iii) del
Apéndice se sigue que la derivada de Gy_; (y) esta dada por

c—p,siy<0

G;V—l (y) = {

c+h siy>M

¥ como p > ¢ observamos que I llim Gn-1 (y) = +o0. Por lo tanto del T.3.4. del
yi—+oo

Apéndice, tenemos que Gy_; (y) tiene un minimo en R; por lo tanto, también
tiene un minimo cuando su dominio se restringe a los enteros, al cual denotamos
por Sy_i.

Si z < Sy_1, entonces y* = Sy..; alcanza el minimo en ;xg ey + L (y)] lo cual

implica que

a* =SN-1 — X (2.16)
y si £ > Sy_1, entonces y* = z alcanza el minimo en inf ey + L ()] lo cual
y2x

implica que
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a* =0. (2.17)
De (2.16) y (2.17) tenemos: '
Sy_1—%, siz < Sy
a* = fivy (@) = { A
Luego,
. c¢(Snv-1—z)+ L(Sn-1), siz < Sy
o1 (2) = { L{z), siz> Sy
Probaremos ahora que MEIEOO un—1 (¥) = +oo:
Denotemos por I, a la derivada por la derecha de la funcién L. Como
—c, siy < Sy_1
L'(y), siy> Sn-s

y puesto que Sy_; es el minimo de Gy_; (y) tenemos que

'U:N—l (y) = {

G;\r—1+ (y)=c+ L'+ (y) >0 paray> Sn_1.
Por lo tanto L, (y) > —c, asi lim wn_1(y) = +oo.
[y —+eo

Ademés como L (y) es convexa, uy_; lo es. Por lo tanto, podemos de (2.15)
determinar v; para t = N —2, ..., 0 usando argumentos similares al anterior; como
sigue:

Supongamos que vt4; es convexa y que ]yll—ig-loo ve+1 (y) = +oo. Entonces G, (y) :

cy + L{y) + D vey1(2) g (y — 2) es también convexa.
z<y

Ademds como por hipétesis | lh'r_xl} ve+1 (y) = +0o y las wy toman un niimero
Y=o

finito de valores por ser acotadas, se sigue que I |ljm G (y) = +o0. Luego G; (y)
Y|—+oo
tiene un minimo en un punto S, asf

Si—z, sz < S

2.18
0, siz> 5 (2.18)

fi (@) = {

Luego,
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Lz)+Y v (z)g(z—2), siz > S,

z<y

c(Se=2) + L(S)+ 3 v (2)q(S.— 2), siz < S,

z<5,

"Asi, por T.2.2.1
v (z) = Jw (8*,2) = Jy (z)

con &* = (f&‘, S f;,_l) determinada por (2.18).
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. EL PCO CON HORIZONTE DE PLANEACION IN-
FINITO Y COSTOS DESCONTADOS.

3.1. INTRODUCCION.

En este capitulo estudiamos el PCO cuando N = +o0 e intoducimos un factor
de descuento 0 < & < 1 en los costos. El uso de un factor de descuento ests
econdémicamente motivado por el hecho de que un costo en el futuro puede tener
menos valor gue un costo en el presente. Asi,

oo

Jo (6,x) == EZ [Za"c (mt,at)] , 6€A, zeX, (3.1)

=0
cuando la expresion de la parte derecha esté bien definida. En este caso a una
politica §* tal que :

Jo (6%,2) = i{}f Ja(6,2), z€X, (3.2)

le llamaremos politica dptima «—descontada, y a
Jo (2) := irgf Jo(6,2), z€X, : (3.3)

le llamaremos funcién de valor 6ptimo (@—descontada).

En la seccién 3.2.1 probamos que la funcién de valor éptimo J, () satisface una
ecuacién funcional{ecuacién de optimalidad) y mostramos que existe una politica
éptima a—descontada estacionaria, a la cual llamaremos politica estacionaria
a~dplima o simplemente politica a—dptima. En la seccién 3.2.2 discutimos un
método para calcular J, (x) conocido como Método de Aproximaciones Sucesivas
y en la seccién 3.3 consideramos lo anterior(con una suposicién adicional) para el
caso en que los costos son positivos no-acotados, esto es, 0 < ¢(z,a) < co para
todo z € X y a € A. En la seccién 3.4 consideramos un ejemplo para ilustrar el
Método de Aproximaciones Sucesivas.

3.2. CRITERIO EN COSTO DESCONTADO CON COSTOS ACOTA-
DOS.

Supondremos en esta seccién que se cumplen las siguientes hipétesis:
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Condicién 3.2.1.
(a) A(z) es finito para cada z € X.
(b) e (z,a)] < M, para todo x € X y a € A(z), para alguna constante positiva

M.
Notemos que bajo la C.3.2.1(b), el costo total esperado a—descontado

Jo (6,) := E2 [Z ote (:Bt,at)] , 6eA reX,
1=0

est4 bien definido, ya que en este caso

M
IJa ((5, .’L‘)I < -1“—_05

3.2.1. LA ECUACION DE OPTIMALIDAD Y POLITICA o—OPTIMA

Probaremos aqui, que bajo la condicién 3.2.1 existe una politica a—éptima. Para
ello mostraremos que

Ja(z) = min [ (=, a)+a2p;y Ja (y)] (3.4)

y que f es una politica a—dptima si y sélo si, f minimiza el lado derecho de (3.4).
A (3.4) se le conoce como Ecuacién de Optimalidad.

Para este propdsito necesitamos introducir los siguientes conceptos y resulta-
dos:

Sea

B(X)={u:X — R | u es acotada}.
Definamos la norma de € B (X) por

llell = sup | (z)],

zeX

y consideremos la métrica d dada por

d(u,v)=|v—ul, u,veB(X).
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Observemos que con esta métrica , B (X)) es un espacio de Banach.

Definamos los operadores Ty y T de B (X) en B (X) por

Tyu (o) == (@, f) + & 3 pay () uly) (3.5)
Tu(@) = min |c(z,0)+a X pa (a)u(y)], | (3.6)

respectivamente.

Proposicién 3.2.2.
(a) Ty y T son operadores mondtonos, es decir, si u < v, entonces Tru < Tyv y

Tu <Twv
(b) Si u € B(X) y k es una constante, entonces

() T (u+&) () = Tu(z) +ak y
(i) Ty (u + k) (z) = Tru(z) + ak
(c) T¢ y T son operadores de contraccién.

Demostracién. Las demostraciones de (a), (b) y la primera parte de (c) son

directas, por lo cual tinicamente probaremos que T es de contraccién.
Como

v(z) < ul@+lu -0l ¥
u(z) < v(z)+|lu- vl

tenemos por (a) y (b) que

Tu(r) < Tv(@)+aju—-v| ¥
Tv(z) £ Tu(z)+alu—1v].

Luego,
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Tu{z) - Tv(z) < allu—v|]| ¥y
Tv{z) ~Tu(z) < afu—1|

|Tu(z) — Tv(z)| < a||u — v| para todo z € X.

" Por lo tanto
ITw ~ Tv| < o flu— o],
lo cual prueba lo deseado. W

Proposicién 3.2.3.
(a) T tiene un tinico punto fijo en B(X)
(b) Para cada selector f, el operador T} tiene un tinico punto fijo en B(X).

Demostracién. Se sigue de la proposicién anterior y el Teorema de Punto Fijo
para operadores de contraccién(T.6.4 Apéndice) B

Lema 3.2.4.
(a) El punto fijo de Ty es J, (f,-), es decir,

Jo (f,z) = Ty Jo (f,z) para todo z € X.
(b) Una politica 6§ = {f;},_, es a-6ptima si, y solo si, J,, (6, z) es punto fijo de 7.

Demostracién (a):
Como

Ja (f,z) = BI ia‘c (z¢, ar),

t=0

usando el T.1.4(iii) y el T.2.3 del Apéndice se obtiene que
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Jo (f,2) = clz,f)+ Bl (f,z1)
= c(:l:,f)-{-az:pzy (f)Ja(fr’y)

= TfJa (f, :23) . :
Por lo tanto J, (f,-) es el punto fijo de T}. *

(b) Supongamos que u(z) = J, (§,z) es punto fijo de T,
Tenemos entonces que

u@p=mnF@@+a§mﬂ@mﬁ.

acA(z)

Sea § = { fg}t:u una politica arbitraria y consideremos
Eg [a**1y (-’Bt+1) | hs, 0] = ot Zpaw (ftr) u (y)
¥

donde h; es la historia del proceso hasta el tiempo .
Entonces

B o o) o] = of[(ou £) +o e (1) w) - oe(ous)
2@@%&@@.
As,
ofu(z) = BE [0"1u (2u41) | heva] < ae (o, f])

y por T.1.4(iii) y T.2.3 del Apéndice

! 1 !
' B u(z) — oM EL u(3e41) < &FES ¢ (x4, a,)
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sumando desde ¢t = 0 hasta n obtenemos

4

E;u(®) — "B u(2as1) £ By Y a'c(,a) (3.7)
t=0

como () es acotada y a € (0, 1} obtenemos tomando limite en (3.7) cuando
n— OO que

u(z) < Ju (6',:1:) ,
es decir,

Ja(8,2) < Ju (6,3)

y puesto que & fue arbitraria
Jo (6,z) = Jo ().

Por lo tanto § es a-éptima.

Supongamos ahora que § es a-6ptima, es decir, u(z) = J, (6,z) = J, (z).
Probaremos:
(u>Tu
(i) v < Tu

[= o)
Para demostrar (i) consideremos u(z) = EX Y ofc(x,ar) .
t=0

Asi,
u(z) = c(z, fo) + BT, (6, 1)

donde § = {fi,- + far- -}
Y por lo tanto

w(z) > o(z, fo) +aBu ()

de donde se obtiene que

u(m)zalelga) c(z,a) +a) poy(a)uly)!,
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lo cual prueba (i). '
Para demostrar (i}, sea g un selector arbitrario y definamos § = {g, 6}.

Asi,
u(z) < Jo (6’,:1:)
de donde
u(z) < c(z,9) + B Ja (8,2)
y como u (z1) = J, (6,21) se sigue que

u(z) < c(z,9) +a)_pay (9) v (y)
¥
y ya que g fue arbitrario

w(z) < min [c(w,a)mgpw (a)u(y)],

acA(x)
lo cual prueba (ii). B

Definicion 3.2.5. Una funcién u € B (X) se dice ser una solucidn de la Ecuacidn
de Optimalidad si u = Tu, es decir,

u(z) = nﬁ?) [c (z,a) + @Y poy (a) u(y)] , z€X. (3.8)
acAlxT . v
Probaremos ahora el siguiente Teorema.
Teorema 3.2.6.
(a) Jy es la tinica solucién acotada de la Ecuacién de Optimalidad.
(b) f es a-6ptima si, y sélo si, f minimiza el lado derecho de la Ecuacién de

Optimalidad, es decir,
Ja(@) =c(z,f) + ) pay (f) Ja (y).-
¥

Demostracién (a): _
Como T es de contraccién y B (X) es completo, existe una tinica funcién u €
B (X) tal que
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u(z) = Tu(z) = min_|c(z,a)+a) psy(a)u (y)} i

a€ A(x)

Sea g el selector que alcanza el minimo, entonces u (z) = T,u(z) y por el Lema

3.2.4(a)
u(z) = Jo(9,), lo cual implica que g es o-éptima y asf, que u(z) = J, (z).
(b) Supongamos que f es a-Gptima. Entonces por el Lema 3.2.4(b)

TJa(f,2) = Ja(f,2) = Ja(z)

y asi,

min (xc; +azpmy(a ) Ja (y)] = min [ (z,a +aZPW(G)J f,y)]

aEA(T) a€A(T

y como por el Lema 3.2.6(a) J, (f,z) = T Ja (f, :v) ,

ac A(x)

@)+ T e () 10 6) = i [c(m,a)+az:pw (@) Ja (y)]-

Por lo tanto f minimiza el lado derecho de la Ecuacién de Optimalidad.
Supongamos ahora que f minimiza el lado derecho de la Ecuacién de Opti-

malidad.
Entonces,

Jo (x) = TiJo ()
y por el Lema 3.2.4(a)
Jo (2) = Ja (f,2),

lo cual implica que f es a-6ptima. B .
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3.2.2. METODO DE APROXIMACIONES SUCESIVAS

Del Teorema 3.2.6 observamos que conociendo la funcién de valor éptimo J, po-
driamos conocer la politica a-6ptima, esto es, la politica estacionaria que cuando
el proceso esta en estado z, elige un control que minimiza

c(z,a)+ad pmy(a)Jaly).

Discutimos enseguida un método para obtener J, como un limite de la funcién
de valor éptimo en n—etapas.
El método es como sigue:

Sea u € B(X)}, y definamos

Joo0(z) :=u(z).

y parat > 1,
Jag () = ag}‘ig) [C (z,0) + _a %:Pmy (a) Ja-1 (y)J :

Notemos que J,; es el costo minimo esperado a-descontado en {—etapas con
costo terminal J, g (y) si z; = y.

En la siguiente proposicién mostramos que J,; converge uniformemente a J,
cuando £ — oo.

Proposicién 3.2.7. Para cualquier funcién acotada v € B(X), J,.:(z) —
Jo () uniformemente cuando t — co.

Demostracién. Por el Teorema de punto fijo(T.6.4 Apéndic‘e) y T.3.2.6(a). M

3.3. CRITERIO EN COSTO DESCONTADO CON COSTO0S NO ACO-
TADOS.

Suponemos aqui la condicién 3.2.1(a) de la seccién anterior, asf como las siguientes
hipétesis:

Condicién 3.3.1.

(a) c(z,a) > Oparatodor € X ya € A(z).

(b) Jx () es finito para cualquier estado z € X y factor de descuento c.
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Nétese que bajo la C.3.3.1(a), el costo total esperado a—descontado

Jo (6,2) = B} {i a‘e(z, a—t)jl

t=0

est4 bien definido (posiblemente como funcién en los reales extendidos) para todo
0<a<lydeA.

Verificamos enseguida que si .J, (x) es finito para cualquierz € Xy0 < a < 1,
entonces J, () satisface la Ecuacién de Optimalidad y que la politica estacionaria
determinada por ella, es una politica éptima a—descontada; veremos también que
Jo (2) es la menor solucién no-negativa de la Ecuacién de Optimalidad.

~ 3.3.1. LA ECUACION DE OPTIMALIDAD Y POLITICA a—OPTIMA.

Teorema 3.3.2. Si se satisfacen las condiciones 3.2.1(a) y 3.3.1, entonces J, ()
satisface la Ecuacién de Optimalidad, es decir,

Jo{(z) = min [ (x,0) +O.'mey (a) J, (y)} r€X. _(3.9)

a€A(x)

Demostracion. Sea § = {f;} una politica arbitraria.
Se sigue del T.1.4(iii) y T.2.3 del Apéndice que

Jo(6,2) = c(z, fo)+ EES ro a‘e(z;, a) Iz:o,ao,azl]

= c(z, fo) +aE'sE§ [Za 1c (s, a;}

t=1

donde § = (f1,- -+, fa,- - )
Luego,

Jo (8,2) = ¢(z, fo) +aBiJ (6', ml)
y como J, (z) < J, (5’, ;r:) para todo z € X tenemos que
o (21) < Jo (6',21),
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de donde se sigue por el T.1.4(iv) del Apéndice que

Ju(6,2) > c(z, fo) +aEST, (z1)
= C(m’fﬂ) +azpmy(f0) Ja(y)

asi,

Ju (6,2) > min [c (z,a) + o) pay (a) Ja(y)} para toda & € A.
v

: ac A(z)

Por lo tanto,

Jo () > min {c (z,0) +ad pgy(a) Ja(y)] (3.10)

a€ A(x)

Reciprocamente, sea ag tal que

(@,20) + 03" Py (0) Ju(y) = min {c(m,auazp@(a) Ja(y)}. (3.11)

ac A(x)

-Sea £ > 0 dado, y sea & la politica que elige aq en el tiempo 0 y si el siguiente
estado es y, consideremos 6, de manera que

Jo (8y,9) < Ja(y)t €

y definamos § =8pent =0y 6 = §, det =1 en adelante si z; = y.
Asi,

Jﬂ (65 .7,') = ¢ (:I}, a'O) +a pry (aﬂ) ‘Ia (63;1 y) (3'12)

< clz,a0) + @) Day (a0) July) + ae.
v
Como J, (z) < J, (6, ), tenemos de (3.12) que
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Jo () < c{x,a0) + @) Pay (20) July)+ ae

por lo tanto, de (3.11) se sigue que

Jo () € min [c (z,a) + amey (a) Ja(y)] + ae,

ac A(x)

‘haciendo £ — 0 obtenemos

Jo () € min [c (z,a) + @) Py {a) Ja(y)] (3.13)

ac A(x)

y (3.9) se sigue de (3.10) y (3.13).

Teorema 3.3.3. Supongamos que se cumplen las condiciones 3.2.1(a) y 3.3.1,
esto es, se satisface la Ecuacion de Optimalidad. Si f, es un selector que minimiza
la parte derecha de (3.9) , entonces f, es una politica estacionaria a—dptima, es

decir, Ju (fa, Z) = Jo (x) para todo z € X.
Demostracién. Sea f, un selector que minimiza la parte derecha de (3.9).

Entonces

Ja(x) = c(2, fa) + @) Pay (fa) Ju(y) para todo z € X,
¥

luego

Jo (:C) =c ($: Ja) + azp:cy (fcz) ¢ (y: fa) + a? z Zpa:y (fa)pyz (fa) Ja (2)
v v oz
lo cual se puede escribir como
1
Jo(z) = Ef= Y alc(z,a,) + 2Bl T, (2,)

¢t=0
y siguiendo este mismo procedimiento, podemos ver que

n—1

Jo(x) = EI* Y ey, a0) + @ EL*J, (zn) - (3.14)
=0

Como J,, (x) > 0 ( todos los costos son no-negativos ) vemos que Ef=J, (x,) > 0,
asi
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n—1

Ef= ]iz ate (zy, at)J < Ju(z),

t=0

haciendo n — oo,

JO‘ (faa‘r) S Ja ($)

lo cual prueba que f, es a-éptima. R
Veremos ahora que J, {z) es la menor solucién no-negativa de (3.9).
Proposicién 3.3.4. Bajo las condiciones del Teorema anterior, J, (z) es la
minhima solucién no-negativa de (3.9)

Demostraciéon. Sea u(z) una funcién no-negativa tal que

ac A(z)

%(z) = min [c (z,a) + a ; Day (@) u(y)] : (3.15)

Si g es la politica estacionaria determinada por (3.15), entonces

cm.0) +o X @uy) = min o) +aT o (@)

ac Az
= u(z).
Por los mismos argumentos dados para obtener (3.14), se deduce

n—1

u(z) = B [Z ole(, at)] + " Efu (zn)

t=0

lo cual implica, puesto que u > 0, que

Eg [f ate(z, at)} <u(z),

t=0

haciendo n — oo,
Jo(3,7) < ulz).

Como J, (z) £ Jo(g,z), el Teorema queda probado. &
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3.3.2. METODO DE APROXIMACIONES SUCESIVAS.
Sea

Jao(l‘) =0

¥

y parat > 1,

Jai(T) = ag}\ig) c(z,a) + szy (a) Ja,t_l(y)}, z &X.
¥

Observemos que como los costos son no-negativos, Jo ¢ (2) < Jost1 (2).
Definamos Jo, (z) = lim Jo (z) . Entonces, como
— OO0

Jot (.’5) < Jo (z) para todo t,
vemos que
Joo () < Jo (z).

Teorema 3.3.5. Bajolas condiciones 3.2.1(a) y 3.3.1, Jo (z) = Ju (z), z €X.

Demostracién. Ya mostramos que J,, < J,-
Para probar la otra desigualdad demostraremos que J,, satisface la Ecuacién

de Optimalidad y asi, por la proposicién 3.3.4, J, < J .
Como cada A(z), z € X es finito se sigue que

Joo (T) = lim Jo . (z)

= lim min [c(a:,a)+azy:p$y (a) Ja,t_l(x)]

t—oo GEA(Z)

~ min { lim [c (z,a) +a; Pay (@) Ja,t_l(y)] }

acA(z) | t—oo
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y usando el Teorema de Convergencia Monétona ( puesto que {J,: (z)}, es una
sucesion creciente ) obtenemos,

Joo (T) = axerga ) {c (z,a) + @ pay (a) hm Jo. l(y)]
’ v

= min [C (.’B, G-) + azp::y (a') Jw(y):'

ac A(z)

Por lo tanto J,, satisface la Ecuacion de Optimalidad, lo cual prueba lo deseado. M

3.4. EJEMPLO: UN MODELO DE REEMPLAZO DE MAQUINAS.

Dependiendo del estado de cierta méquina, debemos tomar la decisién de cam-
biarla o no por una nueva. Si tomarmos la desicion de reemplazarla, obtenemos un
costo f{ y el estado del siguiente periodo de tiempo es 0, el estado de una méquina
nueva. Si el estado actual es z € X ={0, 1,...} y hemos decidido no cambiarla,
entonces la probabilidad de que el siguiente estado sea y es py,. Ademds, ya que
en el inicio de cada periodo de tiempo la magquina se encuentra en un cierto estado
z, en cada periodo de tiempo existe un costo operativo ¢(z).

Si J, (x) es el minimo costo total esperado a-descontado, dado que el estado
inicial es z. Entonces J, satisface la Ecuacién de Optimalidad

Jo {z) = ¢(z) + min [R + aty(0), @ puyda (¥)

Parece razonable esperar que J, sea una funcién creciente de z. Veremos que
esto es efectivamente asi, bajo las siguientes condiciones:
(i) ¢ (z) es creciente en z.

(ii) Para cada k, ) _ psy crece en z.
=k
Proposicién 3.4.1. Bajo las condiciones (i) y (ii), J. (z) es creciente.

Demostracion.
Sea

Ja (2) = ¢(x)

vy paratl > 1
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Jat (z) = c(x) + min [R+ ador-1(0), @Y poyJas-i (v)
¥

De la condicién (i), se sigue que J,; (z) es creciente en = y suponiendo que
Jat—1(y) es creciente en y, de la condicién 2, vemos que Z PzyJa—1 (y) crece en

v
z,y asi, Jo: (x) crece en z. Por lo tanto, por induccién J,, (z) es creciente para
toda t, y como J, () = li{n Jot (T), se sigue que J, () es creciente. B

Veremos ahora que:

Proposicién 3.4.2. Bajo las condiciones (i) y (ii), existe un %, # < oo, tal
que la politica a-6ptima reemplaza cuando el estado es z si £ > Z y no reemplaza
siT < I A
Demostraciéon. Se sigue de la Ecuacién de Optimalidad que es éptimo reem-
plazar en z si

> pmda(y) > R+ ad, (0).

Puesto que J, (y) es creciente en y, vemos que

meyt]a (y) es creciente en z.
v

Por lo tanto

T=min(z:a) puyta(y) > R+ al.(0)],
¥

con T = oo si el conjunto anterior es vacio. W

37




4. EL PCO CON HORIZONTE DE PLANEACION IN-
FINITO EN COSTO PROMEDIO.

4.1. INTRODUCCION.

" En este capitulo consideramos el PCO con indice de funcionamiento dado por

V (6,z) := limsup S (6z) (4.1)

n-—co n

donde
n—1
Jn(6,2) = B {): (a, at)]
t=0

es el costo total esperado para las primeras n—etapas usando la politica § y el
estado inicial zg = x.

Asi,

Jn (6, )

n

es e| costo promedio esperado por unidad de tiempo y nos referiremos a (4.1)
simplemente como el costo promedio{ CP). En este contexto a una politica 6* tal
que

V(6 x)= irgf‘V(&,:c) para todo z € X

le llamaremos politica CP-dptima(o simplemente dptima) y como en el capitulo
anterior,

V(z):= ir‘}f V{6,z)

es la funcidn de valor dpiimo.

En la seccidn 4.2 presentamos dos contraejemplos: el primero de ellos nos mues-
tra que no necesariamente existe una politica dptima y el segundo nos muestra
que en €l caso promedio, no es suficiente restringirse a las politicas estacionarias.
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En la seccidn 4.3 estudiamos el Criterio en Costo Promedio con Costos Acotados
y damos condiciones bajo las cuales existe una politica estacionaria éptima, asi
como una condicién bajo la cual el Problema en Costo Promedio puede reducirse
al! Criterio en Costo Descontado. En la seccién 4.4 abordamos el Criterio en Costo
Promedio con Costos no-Acotados, y en la seccién 4.5 damos un ejemplo(un mod-

elo de colas).

4.2. CONTRAEJEMPLOS

El siguiente ejemplo muestra que para el criterio en costo promedio no necesaria-

mente existe una politica éptima.
Contraejemplo 4.2.1. Consideremos un proceso con espacio de estadas X
= Z — {0}, conjunto de acciones A = {1,2} y con probabilidades de transicién

Pra+1 (1) = Pz,=z (2) = 1} T2 1,

P-z,-2(l) =P-z-2(2) =1, 221
Y costos dados por

c(z,a) =1, z2>1,0€ A(z)

1
c(—a:,a):;, z2>1,a€ A(x). .
Es decir, podemos decidir pasar del estado z al estado z + 1 con un costo igual a

1 o bien, podemos decidir pasar al estado —z con un costo igual a — para cada
T

periodo de tiempo posterior.

Obviamente, V (6,1) > 0 para cualquier politica 8. Sin embargo, podemos
obtener un costo arbitrariamente cercano a cero escogiendo la accién 2 por primera
vez en el periodo n (para n grande), asi

iIng (6,1) =0
por lo tanto, no existe §* € A tal que
V(1) = il}fV (6,1)

Esto muestra que para el caso promedio no necesariamente existen las politicas
Optimas.

Countrasjemplo 4.2.2.

Consideremos ahora un proceso con espacio de estados los enteros positivos y
con unicamente 2 acciones admisibles, tal que las probabilidades de transicién y
costos son dados por
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=1,

1
(:E 2) = ;
Fs decir, el sistema se mueve del estado r al estado z + 1 con un costo igual a 1,

o bien, permanece en z con un costo igual a =
Si zg = 1 y f es una politica estacionaria, existen 2 pos1b1hdades
(i) Que f siempre elija el control 1. En cuyo caso, V (f,1) = 1.
(ii) Que f elija el control 2 por vez primera en el estado n. En cuyo caso, el
proceso va del estado 1 al estado n y como en este estado f elige la accidn 2, el

proceso nunca deja tal estado y siempre se obtiene un costo igual a — en todos
T

1
los pasos signientes. Por lo tanto V (f,1) = b 0.

Si ahora consideramos una politica no-estacionaria 4, tal que en cada estado
z, elija T veces consecutivas el control 2 y luego elija el control 1, se sigue( ya que
el estado inicial es 15 = 1 ) que los costos son dados por la sucesién:

11 111_1111_1
1111"')"_:1)'_:_)_111_1—1_:—: IR E R
227 '3'3'3° 4444 5
Como el valor promedio de esta sucesién es igual a 0, V (6,1) = 0 y por lo
tanto la politica no-estacionaria 6 es estrictamente mejor que cualquier politica
estacionaria. De esta manera, hemos probade que no es suficiente restringirse a

las politicas estacionarias.

4.3. CRITERIO EN COSTO PROMEDIO CON COSTOS ACOTA-
DOS.

Reasumimos aqui la condicion 3.2.1:
(a) A (z) es finito para cada z € X.
(b) lc(z,a)| < M, VzeX yae€ A(x), para alguna constante positiva M, y
presentamos un tedrema que puede considerarse como la versién en Costo Prome-
dio de la Ecuacién de Optimalidad.

Teorema 4.3.1. Si existen una funcidén acotada H (z), z € X y una constante
g tal que ;

g+ H(z)= min |c(z,a)+ ipzy(a)H(y) , zeX, (4.2)

a€A(x) ¥=0
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entonces cualquier selector f* que minimize la parte derecha de (4.2) es tal que B

g=V(f*z)= il’ﬁlfV((S,.’l’?) para todo z € X.

Demostracidén. Sea h; = (2q, aq, -, %z, ;) la historia del proceso hasta el

tiempo t.
Por T.1.4(iii) y T.2.3 del Apéndice, se sigue que, para cualquier politica § € A,

B3 (H ) - B () 1)) = 43)

t=0

Pero,

BSH (5n) (b = 3 H(g)pay (a2)

= c(@, 0 + Y. H()pay (ar) - ¢ (a1,0:) (a.4)
y=0
> aﬁa) [C (fL'r,a a) + iﬂH(y)pm:y (G)J —C (mt: ag)

= g+H($t) ""'C(.’Et,ﬂt),

por lo tanto, sustituyendo esto en (4.3) obtenemos
T
0<E] {Z [H (ze41) — g — H (ze) + ¢ (2, at)]}
t=0

o lo que es lo mismo

ic(mt,at)

g < E® H (Zn41) _ gt H (z0) LB |0
-l on Fln+1l * n+1

Haciendo n — oo y usando el hecho de que H es acotada, obtenemos que

g XV (6,z) para todo z € X.
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Si suponemos en los clculos anteriores que § = f*, es la politica que minimiza
la parte derecha de (4.2), entonces obtenemos la igualdad en (4.4} y por lo tanto,
también obtenemos la igualdad en los siguientes pasos, es decir

g =V {f* z) para todo z € X.
De esta manera, el teorema queda demostrado. @

Observemos que si se satisfacen las condiciones del teorema anterior, entonces
existe una politica estacionaria éptima, la cual puede ser caracterizada por la
ecuacién funcional (4.2).

En lo que resta de esta seccidn, estudiaremos condiciones suficientes para la
existencia de las hipétesis del Teorema anterior.

Recordemos que bajo la condicién 3.2.1,

Jo () = min [c (z,0) +a) poyla) Ja(y)] , zeX. (4.5)

aEA(x:)

Teorema 4.3.2. Si existe un N < oo tal que |J,(z) — Jo (0)] < N para
todo 0 < @ < 1y todo z € X, entonces existen una funcién acotada H (z) y una
constante g tal que

g+ H () = min [c(m,a) + iopw(a)ﬂ(y)], zeX

Demostracién. Sea H, (z) = J,{(z) —J, (0).

Por hipétesis H, (z) es uniformemente acotada en z y a. Como cualquier
sucesién acotada posee una subsucesién convergente ( T. Bolzano-Weierstrass ),
existe una subsucesién a1 n — 1 tal que lim Ha,, (1) = H (1) existe. Similar-
mente, como la sucesion H,, ,(2) : n > 1 es acotada, existe una subsucesién
{onn} de {1} tal que lim Ho,, (2) = H (2) existe. Continuando el proceso,
se obtiene una subsucesién {o3n} de {@2n} tal quelim Hy,, (3) = H (3) ex-
iste, y asi se continua. Tomando ahora oy = ann, vemos que H,, (z) — H (z)
cuando n — oo para cada z € X, ya que {@,} es una subsucesién de cada
sucesion oy, @ k = 1,2,- ... Y como los ccstos son acotados, se sigue que
(1 — e,) Ja, (0) es acotado, por lo tanto existe una subsucesién {0z} de {a,}
para la cual lim (1 — agr) Jo (0) = g existe. Asf, de (4.5) obtenemos que
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(1 — ag) Jo (0) +H,_(x) = min_|c(z,a) + aﬁipzy (a) Ho_(y)|.

e€ A(x) y—0

De aqui, haciendo n — oo y notando que como H,_(y) es acotada,

Z Pay (@) Ho Z Doy (@ ) cuando n — oo (T.4.3 Apéndice)

el resultado se sigue. ¥

Observacién: como (1 — a) J, (0) es acotado, para cualquier sucesién {an}
existe una subsucesién {ag} tal que lim (1 — ag) Ju (0) existe, y por la prueba
del Teorema anterior se sigue que este limite debe ser g. Por lo tanto, g =
iigll(l_a) Ja (0) |

Para la demostracién del siguiente Teorema necesitamos el siguiente resultado,
conocido como desigualdad de Jensen y cuya prueba damos en el Apéndice.

Lema 4.3.3. Sean f una funcién convexa y ¥ una variable aleatoria. si E [Y]
y E[f (V)] existen, entonces

E[f(Y)] = f(E]Y]).

El siguiente Teorema nos da una condicién suficiente para que J, (z) — J, (0)
sea uniformemente acotado, lo cual implica la conclusién del Teorema 4.3.2.

Sea Myq (f) el tiempo medio para ir del estado z al estado 0 usando la politica
I

Teorema 4.3.4. Sea o € (0,1) y f, una politica a—éptima. Si existe una
constante N < oo tal que mqo (fo) < N paratodo0<a<lyze€ X, entonces
Jo (x) — J4 (0) es uniformemente acotado.

Demostracién. Puesto que estamos considerando costos acotados, podemos sin
pérdida de generalidad suponer que
0<c(z,a) < MparatodozeXyac A(z).

Sea T := min {t : 7, = 0}, entonces

I

Jo ()

E! |TZ a‘e(z,, at)J +E/ L;a c(a:t,a.t)]

< MEL(T)+J,(0) E (") (4.6)
< MN+ J,(0}).
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Por otra parte, ya que
Ja (z) 2 Ja(0) BL (o7),
obtenemos que
Jo(0) < Ju(2) + [1 — B (aT)] Ja (0)

y asi, como
M

l—a

J. (0) < y E (aT) > afM > oV

( desigualdad de Jensen ) se sigue que

Ja 0 <ch z + 1_0‘N %
() —_ () ( )1 x (4.7)
< Ju(z)+ MN '
pues
N
1-a =14+a+..+a" 1 <N
l—-a

De las desigualdades (4.6) y (4.7) obtenemos la desigualdad deseada. M

ENFOQUE DE REDUCCION AL CASO DESCONTADO.

Si en un proceso dado, ademas de la condicidon 3.2.1 se cumple la siguiente
condicién:

Condicién 4.3.5. Existe un estado, el cual denotamos por 0 y un nimero
0< B <1 tal que

pxofa) 28, VzeX, acA.

Entonces podemos reducir el problema en Costo Promedio a uno en Costo
Descontado, donde podemos emplear el Método de Aproximaciones Sucesivas para
la funcién de valor éptimo J, (z) . Este enfoque de reduccién es como sigue: dado
un proceso que cumple la condicién 3.2.1 y la condicién 4.3.5, consideramos un
nuevo proceso con el mismo espacio de estados y espacio de controles, asi como
los mismos costos; pero con probabilidades de transicién dadas por
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Py (a)
—g Y #0
Py (@) = (4.8)
Pxol(‘i)ﬂ— B Cy=o.

Tenemos entonces que

Teorema 4.3.6. La politica (1—f)-6ptima de este nuevo proceso es la politica
CP-6ptima del proceso original.
Demostracién. Sea

y denotemos por J, () a la funcién de valor éptimo para este nuevo proceso.
Haciendo

obtenemos de (4.5) que

a€A(x)

7. (0)+ Ha(z) = min [c(:c,a)wzmy (o) Ha (y)]

= min [c(w,a)+zy:pmy (a)Ha(y)}, “9)

acA(zx)

donde la tltima ecuacién se sigue de (4.8) puesto que H, (0) = 0. Asi, por el
Teorema 4.3.1, g = §J, (0), y la politica éptima en costo promedio es la que elige
el control que minimiza la parte derecha de (4.9). Pero esta es precisamente la
politica (1 — #) —ptima del nuevo proceso. B

4.4. CRITERIO EN COSTO PROMEDIO CON COSTOS NO ACO-
TADOS.

En esta seccién asumimos las hipétesis dadas en C.3.2.1(a) y C.3.3.1:
(a) A(z) es finito para cada z € X.
(b) c{z,a) > O para todoz € X ya € A(z).
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(¢) Ja(z) es finito para cualquier estado z € X y factor de descuento a.
Asi, como las siguiente condicién:

Condicién 4.4.1.

(a) Existe una constante no-negativa N tal que

~N<Hy(z), YVzeX, ae(0,1),

donde Hy (z) := J, (z) — Jo (0).
(b) Existe una funcién no-negativa b: X — R tal que

Hy(z) <b(z), VzeX ac(0,1).

(c) Para cada z € X, existe una accién a (z) tal que Y puy (a(2)) b (y) < 0.
y

Veremos aqui que bajo estas condiciones existe una politica estacionaria éptima
en costo promedio; pero la Ecuacién de Optimalidad (4.2) puede no tenerse. Sin
embargo, si ademds de las hipStesis anteriores se cumple lo siguiente:

Condicién 4.4.2. > p,, (a)b(y) < oo, VzeEX, a€A(z).
v

Entonces se cumple la Ecuacién de Optimalidad (4.2).

Lema 4.4.3. Si{a,} C (0,1) es una sucesién de factores de descuento tal que
@n 11y {fan} e una sucesién de politicas estacionarias éptimas o, —descontadas,
entonces existe una sucesién {f,} C {@.} y una politica estacionaria f tal que

flz) = Jim fa, (z) YzeX. (4.10)

Demostracién. Como para cada z € X, A (z) es un conjunto compacto con
respecto a la topologia discreta, puesto que es un conjunto finito (Ver C.3.2.1(a)).
se sigue del Teorema de Tychonoff(Ver Ash 1972, p.383) que el conjunto

[[ A=) (4.11)

zeX

es compacto. Por otro lado, toda politica estacionaria puede considerarse como
un punto del espacio (4.11), de manera que{f,,} es una sucesién en (4.11) y por
lo tanto admite una subsucesién convergente; es decir, existe una sucesién {8}y
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una politica estacionaria f que satisfacen la relacién (4.10). B

Lema 4.4.4. Si existen una constante g, una funcién H(z), con —N < H(z)
para todo z € X y una politica estacionaria f tal que

g+H(z)>c(z, )+ pny () Hy), z€X, (4.12)
entonces , ’
V{(f,z) < g para todo z € X.
Si en (4.12) se tiene la desigualdad contraria y H{z) < N para todo z, entonces

V(f,z) > g para todo z € X. ,

Demostracién. Sean zp = &, z1, Z3,..- la sucesién de estados del proceso bajo
la politica estacionaria f. De (4.12) se sigue que :

g+ H(z:) > c(ze, ) + EL (H (zt41) |z ), t2>0. (4.13)

Mostraremos por induccién que

B! (H(z,)) <tg+ H(z), t=0.

T

El resultado es obviamente cierto para t = 0. Supongamos que es valido para ¢.

De (4.13)
Bl (H (z141) | 7)) < g+ H (),

por lo tanto, tomando EJ en ambos lados y usando la hipétesis de induccién,

g"‘Eg(H(th))
g+tg+ H(z)
{t+1)g+ H(z).

Ei (H (2111))

(A IA

Tomando E! en ambos lados de (4.13) obtenemos que

Ef (c(ze, f(ze))) < g+ BL(H (ze11)), t 20. (4.14)

Sumando los términos de (4.14) desde t = 0, ---,n—1 y dividiendo por n obtenemos
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REc@f) o, HE)  EL(H (@)
=0 n - 7 )
< g+ H:Lm) + %

Tomando el limsup en ambos lados se obtiene el resultado. La demostracién
de la segunda afirmacion es similar. B

Lema 4.4.5. Para cualquier politica 6 € A,

limsup (1 - a)J, (z) < V{(6,z),z > 0.
atl

Demostracién. Para cada x € X y 6§ € A se sigue por el Teorema Tauberi-
ano(T.7.2 del Apéndice)} tomando

n—1

o= Blc(zp,a) ¥ 8= Flc(zy,a,),
=0

que

limsup (1 — @) J, (z) < limsup (1l —~a)J, (6, 1)
Tl atl

= limsup(l —a)E? [i a’e (xy, a,t)]

afl t=0

= limsup(l — )  a’Elc(z,a)
afl t=0

oo
= limsup(1— o)) o'c
afl t=0

i s
< limsup =
n—oo T

= V(éz).

Donde la primera desigualdad se debe a que J, (z) < J, (6,z),6 € A yla segunda
igualdad es por el Teorema de Convergencia Monétona (T.4.1 del Apéndice), pues
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c(r,a)>0, VzeX, acA &

Teorema 4.4.6. Supongamos que se satisfacen las hipotesis dadas en C.3.2.1(a),
C.3.3.1 y C.4.4.1. Entonces
(2) existen un selector f € F, una constante g y una funcién H(z) tal que

-N<H(z)<b{z) VzeX

que satisfacen

g+H(=z) > clz,f)+ D poy (N H(y) (4.15)

> min [ (0:0)+ e (0 H(y)] zex
(b) El selector f es una politica estacionaria Sptima en costo promedio con un
costo promedio g. Més aiin, cualquier politica que alcance el minimo en (4.15) es
Optima en costo promedio.

(c) Si ademés se cumple la condicién 4.4.2, entonces g y H (z) satisfacen la
Ecuacién de Optimalidad

a€A(z)

g+ H(z)= min |c(z,0)+ > poy (@) H)|, zeX (4.16)

Demostracién. (a). Sean {ay,}, {8} y f como en el Lema 4.4.3. Para cada
factor de descuento a, (H, (z))}, es un punto en el espacio producto

II1-N,6(2)]. (4.17)

T
Por el Teorema de Tychonoff, el producto de espacios compactos es compacto,
por lo tanto, existe una sucesién {6,} C {F,} y un punto (H (z))_ en el espacio
(4.17) tal que lim Hs, (z) = H(z) para cada z.
Usando el T.3.3.2 y T.3.3.3, tenemos que

0 < (1-a)la(®)
= (@ fa) + O3 Puy (fa) Haly) ~ Ha ()
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< elz,a) +a) vy la(r)) Haly) — Ho (z) (4.18)

< efr,a () + ) poy(a(@)b(y)+ N, zeX.

donde la iltima desigualdad se sigue de la condicién 4.4.1.
La parte derecha de (4.18) es un niimero D,. Por lo tanto, ((1 — a) J, (z}),

es un punto en el espacio compacto

110, D]. (4.19)

&r
Por lo tanto, existe una sucesién {&,} C {6n}, ¥y un punto (g (z)), en el espacio
(4.19) tal que lim (1—¢,)J., (z) = ¢g(z) para cada =.
Entonces

lg (z) — g(0)|
lim (1 — &n) | He,, ()]
lim (1 — en)max {N, b(z)} =0.

VAN PANR FAN

Por lo tanto, g(x) es una constante g.
Fijemos un estado z € X. Como {¢,} es una subsucesién de {f,}, tenemos

fe. (z) = f (x) para n suficientemente grande y por lo tanto de (3.1)
(1—en) Je, (3) + He, (2) = (2, f) +€n 3 oy (f) He., ()- (4.20)
Haciendo n — oo en (4.20) obtenemos y
g+ Hlz) = c(@. )+ Jim 3pe (/) How 1) (4.21)

y por lo tanto, el limite de la parte derecha de (4.21) existe y asf, aphcando el
Lema de Fatou (L.4.2 del Apéndice) obtenemos

g+ H(z) 2 cf(z,f)+ > pay (f) Hy)

> c{z,a) + mey (@YH(y)|, zeX. (4.22)

aEA(:z:) [
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Lo cual prueba (4.15). » YRaio o _y
(b). De los Lemas 4.4.4 y 4.4.5 tenemos B AABCAOL MI; L8
V(f,z) < g=lim(1-¢n)Je. ()
< limsup(1l — a) J, (z)
all

< V(§,z) para cualquier politica § € A.

Esto prueba que f es 6ptima en costo promedio. Haciendo § = f mostramos
que g es el costo promedio minimo. Ademas, por el Lema 4.4.4, cualquier politica
que alcance el minimo en (4.22) es é6ptima en costo promedio.

(c). Para probar (4.16), observemos de (4.22) y la condicion 4.4.2, que para
cada accién a € A (z)

(1—¢n)de, (z) + H,(z) = cz,f,)+én Zp:cy (fen) He, (y)

v

< c(z,a)+en . poy(a) He (y)

Haciendo » — oo y usando el Teorema de Convergencia Dominada (T.4.3 del
Apéndice) en cada a € A (z) obtenemos (4.16). Esto completa la demostracién
del Teorema. 8

VERIFICACION DE LAS CONDICIONES.

Generalmente la condicién 4.4.1(a) se verifica mostrando que J, (z) es creciente
en z. Algunas veces es posible verificar las condiciones 3.3.1(b) y 4.4.1(b)-(c)( o
4.4.2 ) directamente, si no, el siguiente desarrollo es 1dtil. Antes probaremos un
resultado general para Cadenas de Markov.

Proposicién 4.4.8. Sea {z,} una Cadena de Markov ergddica e irreducible
en{,1,2,... con probabilidades de transicién (psy) y distribucién estacionaria (7).
Supongamos que en el estado = se obtiene un costo no-negativo ¢(z) y sea ¢y
(respectivamente, mng) el costo esperado (respectivamente, tiempo) de pasar del
estado r al estado 0. Los siguientes incisos son equivalentes:

(a) > me(z) < oo
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(b) para cada x, ¢z < 00O
(¢) existe un entero no-negativo N y una funcién no-negativa r (z) tal que

meyr(y) <oo, 0<z<N
¥

D poyr(y) —r(z) < —c(z), = >N.

Demostracion. Para probar la equivalencia de (a) y (b), supongamos que la
cadena comienza en el estado 0 y sea p, (0) el mimero promedio de visitas de la
cadena al estado T antes de retornar al estado 0., Sabemos por L.5.16 y T.5.18
que

_ Pz (0)
I moo
Por lo tanto
> ome(z) = p$;:0gm) = Trc{;}o (4.23)

Como la cadena es irreducible, ¢z < oo para todo z si y solo si cgg < 00 y por
lo tanto de (4.23) se sigue que (a) y (b) son equivalentes.
Supongamos (b). Sabemos que

cz0 =c(®) + ) Paylyo, >0, (4.24)

y>0

por lo tanto, escogiendo 7(0) =0, r(z) = co0 = > 1y N = 0 se tiene (c).
Sélo nos resta demostrar que (c) implica (a).

Si:noza:,:cl,---,:cn=0,con:vj>0para1Sjgn—l,K=0:E_<x}ca_<ch(k)y

R= D, Zy: Pry7(Y) mostraremos que

tw0 < r{z) + (K + R)n.
Lo cual probaré que

czo0 < () + (K + R)mgg < 00
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puesto que la cadena es ergodica.
Primero mostraremos que E (r (Zm)) < co para m > 0.
Como

E(r (zo)) = r(z) < o0,

el resultado es cierto para m = 0.
Supongamos que vale para m. Si 0 < z,, < N, entonces tomando valor

esperado obtenemos
E(r{Zm41)) < o0
Si x,, > N, entonces por (c),
E(r (Tms1) | Zm) <7 (2m) — c(Tm) S 7 (Tm),

por lo tanto, tomando valor esperado en ambos lados obtenemos el resultado.
Fijemos un z;, 0 < j < n. 8i z; > N, entonces de (c) tenemos

c(z;) < r(z;) — E(r(zin) | z5).
Tomando valor esperado de ambos lados, obtenemos
E(c(z;)) < E(r(z;)) - E(r(z;41))-

Si z; £ N, entonces F(r(z;1)/z;) € R,
por lo tanto,

E(r(z;+1)) < By R+ B(r(z;)) — E(r(zj41)) 2 0.
Luego, en cualquier caso,
E(c(z;)) < K + R+ E(r(z;)) — B(r(zj11)).
Sumando desde j =0 a n — 1, encontramos que

ez < T(z)+ (K + R)n,
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Io cual, junto con los comentarios anteriores completan la demostracién. M

Proposicién 4.4.9,
(a) Si un proceso de decisién Markoviano tiene una politica estacionaria f que
induce una Cadena de Markov ergddica e irreducible, el cual cumple alguno de
los incisos de la proposicién 4.4.8. Entonces, se cumplen las condiciones 3.3.1(b)
y 4.4.1(b)-(c).
(b) Si para cada z € X y a € A, existe una politica f;, que elige una accién a
en el estado T y satisface las hipotesis de (a), entonces se cumple la condicién 4.4.2.

Demostracién. Sea (m,) la distribucién estacionaria bajo f.
Entonces,

gr =Y _mzc(z, f) < oo por la proposicién 4.4.8.
x

Por el Lema 4.4.5, tenemos que

limsup (1 — @) J, () < gy,
all

por lo tanto, J, () es finito para « suficientemente cercano a 1. Notemos que
si # < a, entonces

Jp (z) < Ju(2)

y por lo tanto, se cumple la condicién 3.3.1(b).
Para demostrar que se cumple la condicién 4.4.1(b)-(c),

sea a(z) = f(z),b(0) =0y paraz > 1, b(z) = cwo (f).
Modificando ligeramente la prueba del T.4.3.4, tenemos que

Ha (:E) S Czo (f):

por lo tanto,

H, (z) < b(z) para todo z. ( Notemos que H, (0) =0 ).

De (4.24) se sigue que
2 Pay ()b(y) =3 pay (f (2)) 4o (F) < a0 (f) < 0o,

K} y>0
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por lo tanto, se cumple la condicién 4.4.1{b)-(c).
Para demostrar (b), sea b(0) = 0 y para =z > 1, b(z) = il}f Cz0 (f), donde el

infimo se toma sobre todas las politicas estacionarias que inducen una Cadena de
Markov ergddica e irreducible. Entonces para cualquier z € X ya € A,

Il

Z Py (2) b (y)

y>0

> Pey (@) cyo(fz,a)

y>>0
S cmo(fm,n) < oo

szy (a)b(y)

A

y por lo tanto, se cumple la condicién 4.4.2. B

4.5. EJEMPLO: UN MODELO DE COLAS

Consideremos un servicio de transmision de paquetes. En este sistema, los pa-
quetes llegan al servidor para ser eventualmente transmitidos, formandose una
cola. Suponemos periodos de tiempo de manera que si hay paquetes en el inicio
de un periodo, el servidor pueda transmitir un solo paquete durante ese periodo
v sl la cola es vacia en el inicio de un periodo, ningun paquete puede transmitirse
durante ese periodo. Ademés, suponemos que el nimero de paquetes que llegan
en cada periodo son independientes de la cola e independientes del niimero de
paquetes generados en cualquier periodo. Sea pg, > 0, la probabilidad de que
se generen T paquetes en cualquier periodo, y el estado del sistema, el niimero de
paquetes en el inicio de un periodo. En el inicio de cada periodo, el transmisor
elige o bien aceptar los nuevos paquetes {a) o rechazarlos (b). Las probabilidades
de transicién estan dadas por

Poy (@) =py, poy(b)=1 siy=0 ypo(b) =0 siy=>1,
yparaz > 1

Praiy-1(a) = Py, Poz-1(a) =D, Prz-1(0) =1 ¥ Praty-1(0)=0,y> 1

Luego, las Ecuaciones de Optimalidad a-descontadas son
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Jo(0) = min {c(O,a)+aZpyJa(y),c(O,b)—i—aJa(O):'
Jo () = nﬁn{c(m,a)+a2pyJa(:c—1+y),c(m,b)—}—aJa(z:—l)], x> 1.

Queremos determinar cuando existe una politica éptima en costo promedio.

Definamos

Si § es una politica que siempre rechaza los nuevos paquetes. Entonces

a®c (0,b)

> 0.
11— =

Ja(ésm) :ba(m)+ )

Como estas cantidades son finitas, se cumple la condicién 3.3.1(b).

Si suponemos que c(z,a) y ¢(z,b) son crecientes en z, entonces podemos
probar por induccién en n que J,, (z) es creciente en z para cualquier n. Asf,
por el T.3.3.5, se sigue que J, (x) es creciente en z y por lo tanto, se cumple la
condicién 4.4.1(a).

Para verificar la condicién 4.4.1(b)-(c), observemos que para z > 1, J,{z)} —
Jo(z —1) < ¢(z,b), por lo tanto H, (z) < b(x). Escogiendo a(z) = b, se cumple
la condicién 4.4.1(b)-(c). Para que se cumpla la suposicién 4.4.2, se requiere que
> pyb(z—1+y) < oo para todo z.

Y
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APENDICE

1. Esperanza de Variables Aleatorias Discretas.

Definiciéon 1.1. Sea X una variable aleatoria discreta con funcién de probabili-
dad fx. Si al menos una de las condiciones (i) o (ii) se satisface:

(i) E z; fx (z;) < oo;

x:>0
(i) > z:fx () > —o0.
T; <0
Se define la esperanza ( o valor esperado ) de X por

Definicién 1.2. Si tanto (i) como (ii) de la definicién anterior se cumplen, se
dice que X tiene esperanza finita.

Teorema 1.3. Sea X un vector aleatorio discreto n—dimensional con funcién
de probabilidad fx y sea ® una funcién de valor real definida en R”. Si Z = @ (X)
es tal que su esperanza esta definida, entonces

EZ =Y ®(z)fx (z). (1.2)

Demostracién. Si {z;} y {z;} denotan los distintos valores de Z y X respec-
tivamente. Entonces para cualquier z; hay al menos un z; tal que z; = @ (z;) .
Denotemos por A; la coleccion de tales z;'s, esto es, A, = {z;: ®(z;) = z}.
Entonces {z € A;} y {Z = z;} denotan exactamente el mismo evento. Asi,

Pr(Z=2)=Pr{ze &)=Y fx(z)

TEA;

Consecuentemente,
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Zzefz () = Z_zi Pr(Z = z)

=Y 2 Y fx(z)

i TEA;

=22 wfx(z)

t ZEA;

como & (z) = z;, para = € A;, entonces

Zzifz (z)=>_3 @(=)fx(z).

i IEA;

Por definicién, los conjuntos A; son disjuntos para valores distintos de 7 y su
unién es el conjunto de todos los valores posibles de X. Por lo tanto

Zzifz ()= _2(z) fx(z). |

Teorema 1.4. Sean X y Y variables aleatorias con esperanza finita.
(i) Si ¢ es una constante y Pr (X = ¢) = 1, entonces EX = c.
(i) Si ¢ es una constante, entonces ¢X tiene esperanza finita y £ (cX) = cEX.
(ili) X+ Y tiene esperanza finitay E(X +Y )= EX + EY.
(iv) SiPr(X > Y) =1, entonces EX > EY.
() |EX]| < BIX| |

Demostracién. Para probar (i) fijémonos que como Pr (X = ¢} = 1, entonces
X tiene densidad fx (z) =0 para z # ¢y fx (¢) = 1. Asf por (1.1)

EX =Y zfx(z)=cfx(c)=c

Para la demostracién de (ii) definamos @ (z) = cz,
asi

> lex| fx () = le] X |z| fx (x) < oo,

por lo que ¢X tiene esperanza finita y por (1.2)

E(cX)=> (cz) fx (z) = > _zfx (x) = cEX.

T
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Para la prueba de (iii). Sea @ (z,y) = z + y y sea f la densidad conjunta de
XyY.

Entonces,

Slz+ylf(@y) <X lof@y)+> 1yl f (=)
=Yz flz )+ WY f(zy)

=Y el fx @)+ D Wyl fr () < o0

y por lo tanto X + Y tiene esperanza finita.
Aplicando (1.2) vemos que

E(X+Y) =Y (z+v)f(z,y)

m!y

=Y zf (z,9)+y_uf(z,y)

=FEX + EY.

Para la demostracién de la parte (iv) sea Z = X~ Y = X + (-Y). ..
Por (ii) y (iii) tenemos que ,

EX —EY =E(X-Y)=EZ=3 2fz(2).
Y como Pr(Z > 0) =Pr(X >Y) = 1, entonces z; > 0 para toda % .
Asi,
szz (Z) 2 07

z

por lo tanto ,!
EX — EY >0,

lo cual prueba la parte (iv).
Finalmente, (v) se sigue de (iv) y (ii) pues ~ |z| < z < |z|. Esto completa la
prueba del teorema. M
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2. Esperanza Condicional de Variables Aleatorias Discretas.

Definicién 2.1. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto. Para z € R tal que
fx (x) > 0, sea fy|x (y|z) la funcién de prob. condicional de ¥ dade X =z, ¥
supongamos que FY estd definida. Entonces la esperanza condicional de ¥ dado
X = z se define como

E(Y | X =12):=> yfvx (ylz). (2.1)
v
Definicién 2.2, La esperanza condicional de Y dado X se define como

E(Y | X):=g(X) (2.2)
donde g (X)=E{(Y | X =1x).
Teorema 2.3. E(Y | X) tiene la propiedad de la doble esperanza, esto es
E[E(Y | X)] = EY.

Demostracion. Por el Teorema 1.3 tenemos que

EEY | X)]= 3 9{z)fx (2)

TERY

donde Rx es el conjunto de los posibles valores de X (rango de X ) y Ry es el
rango de Y.
Asi por la definicién 2.1

zERy €Ry

EEY|X) =Y (Z yfyix (ylx)) fx (=)

= Yy > frix ylz) fx (z)

yERy =®ERy

= Z yfy (v)

yERy

=FY. &

Definicion 2.4. Sea (XY, Z) un vector aleatorio discreto, si para z, ¥ € R
Pr(X =2z,Y =y) >0y EZ esta definida. Entonces la esperanza condicional de
Z dado X =z y Y = y se define como
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E(Z|X=xzY=y)=) 2Pt{Z=z|X=2zY =y).

Definicién 2.5. La esperanza condicional de Z dado X y Y se define como
E(Z | X)Y):=g(X,Y)
donde g(X,Y)=FE(Z| X =z,Y =y).

Teorema 2.6. E[E(Z | X,)Y) | X]=F(Z | X).
Demostracion. Por el Teorema 1.3 sabemos que -

E[E(Z|X,Y) | X =4] =S g(@nPrY =y| X =2)
asi, por la definicién de g, tenemos que
EE(Z|XY)X=12] =) 2Pr(Z=2/X=z,Y =y)Pr(Y =y|X =1)
v 2 ,
=3 2Y Pr(Z=2X=2Y =y)Pr(Y = y|X = z)
z oy

Pr(Z=2Y=y, X=xzx)

;-z; Pr(X =1zx)

=Y zPr{(Z=2z2|X=x)

=FE(Z|X=1), VzecRy,
asi

E[E(Z|X,)Y)|X]=E(Z|X).m
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3. Convexidad.

Definicién 3.1. Una funcién g:R—R , se dice conveza si,
i) para todo a € [0,1] se cumple

glez+{l-a)y)<ag(z)+(1-ajg(y), V= yeR. (3.1)

o equivalentemente (Ver D. Stirzaker pag. 99)
ii) para cada a, existe A (a) tal que

gz)2g(a)+Ar(e){z-a), Vaz (3.2

En el siguiente teorema usaremos la definicién de funcién convexa dada en i),

pero donde el dominio de la funcién es el conjunto de los enteros, el cual no es

un conjunto convexo y entonces tenemos que adecuar la nocién de convexidad a

tales dominios. En este caso entenderemos que g : Z — R es convexa si, para
cadaz, y€Zyzrz <L z<y, 2€ Zsecumple

9(z)<ag(z)+(1-a)g(y),
donde z=az+ (1 —a)y con a € [0,1].

Teorema 3.2.Sean g, h:Z—R con g convexa. Si H(z) = > g(y)h(z—y)
zeZ
es convergente para cada z. Entonces H es convexa.

Demostracion. Tomemos u = z — y, asi

H(z)= ;g(z ~u)h{u).
Luego para 21, 20 € Zy a € [0,1] tal que ez + (1 — @) 2, € Z, usando que
H (2) es convergente para cada 7 se obtiene
H(ozni+(1—-a)z) = > gloaa+(1—a)zz—u)h(w)
= Zu:g(a(h —u)+(1—-0)(z2 —u)) h(u)
< Ylogln—w) +(1-0a)g(z—u)h(y)

= X g(a—Wh)+(1-a) Yoz ~w)h
= aH(xn)+(1—a)H(z). 8
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Teorema 3.3. Si ¢, h:Z—R son funciones convexas, entonces
(1) Para ¢ constante positiva, cg es convexa.
(ii) g + h es convexa.
(iii) max (g, h) es convexa.
Demostracién. Directa de las definiciones. R

Teorema 3.4. Si g :Z—R es convexa y |llim g(z) = oo, entonces g tiene un

minimo.

Demostracién. Como | 1iim g (z) = 0o la convexidad es hacia arriba. Por lo
T;—00

tanto g (z) tiene un minimo. M

Teorema 3.5
.(desigualdad de Jensen). Sea X una variable aleatoria con esperanza finita,
y g (z) una funcién convexa. Entonces

E(g(X)) 2 g(E(X)). (3.3)

Demostracién. Tomando ¢ = E (X) en (3.2), tenemos
9(X) 2 g (E(X))+A(X - E(X)).

Luego, tomando valor esperado en ambos lados obtenemos (3.3). @

4. Teoremas de Convergencia.

Usualmente, estos teoremas son dados en la notacién de integral de Lebesgue, |
pero como una suma infinita es simplemente un caso especial de una de tales
integrales y nosotros requerimos estos teoremas solamente en el caso de sumas
infinitas, enunciaremos y probaremos tales teoremas para sumas.

Teorema 4.1(Teorema de Convergencia Monétona). Sea p = (p1, p2,---)
una distribucién de probabilidades bajo un conjunto numerable S denotado por
S§={1,2,...}. Sea {h,} una sucesién de funciones de valor real extendida en S tal
que 0 < hp(z) < hoyy () Yz, n=1, 2. yseah:S — [0,+o0] la funcién
limite h (z) = Jim h, (z). Entonces
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Jim 3 pahn () = pr lim ha (z) = me

z~1

Demostracién. Tenemos
o0 co
Zpa:h'ﬂ (.‘17) < zpmh (3) .
z=1 =1

Tomando limite, obtenemos

lim 37 pohn (z) < 3 pah (2)
=] z=1

Asi, sdlo resta probar la desigualdad inversa. Ahora, para cualquier entero N > 1
tenemos

lim meh,n () > 11111 szhn le:r:h (),

y tomando limite cuando N — +oo la desigualdad inversa se sigue. B

Teorema 4.2. Sea p = (p1, pq,...) una distribucién de probabilidades bajo un
conjunto numerable S denotado por S = {1,2,...} . Sea {h,} una sucesién de fun-
ciones de valor real extendidaen Stal que0 < h, (z) Vz, n=1, 2, ... Entonces

Z D= hmmf he () < llmmf E Pzha ().

r=1

Demostracién. Sea H,, = inf {h,,, Amy1,...} . Entonces H, < h, Vm<n.
Por lo tanto

2 PaHu(z) < D psha(z), m<m,
=1 z=1
luego
z PeHm (z) < liminf E pehn (2) .

Como la sucesién H,, () es creciente y converge a linmjnf hn () , tenemos por
—+ 00
el Teorema 4.1 que
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Z pe liminf hy, (z) = Jim_ > poHp(z) < lif{gigf > Pohn (z). W
z=1 x=1

r=1

Teorema 4.3. Sea p = (p;, ps,...) una distribucién de probabilidades bajo
un conjunto numerable S denotado por S ={1,2,...}. Sea {h,} una sucesién de
funciones de valor real extendida en S. Sea g una funcién también de valor real

00
extendida en S tal que > pzg(z) < ooy |ha(2)| < g(x) Vz, n=1 2.y

T=}

sea h: S — [0, +00] la funcién limite A (z) = lim Ay, (z). Entonces

lim 3" poha () = 3 poh(z)
=1 x=1

Demostracién. Como g(z) + hn(z) 20 Yz, n =1, 2,.., tenemos usando
el T.4.2 que

if:lpxg (=) + j'jlpxh(m) — Y5 (9(a) + h(2)) < liminf ij;p,,. (9(2) + b (2))

z=1

= liminf (prg (z) + prhn (z) )

n—oeo
=1

= Z psg () + llrmnf prhn

z=]

Por lo tanto, tenemos
o0 = o}
> poh(z) < liminf 3 pohm (). (4.1)
r=1 =1

Ahora, como g (z) -~ hy () >0 Vz, n=1, 2,.., tenemos aplicando nue-
vamente el T.4.2 que

ing(m)—izpzh zpm x))<hmmfzpm(g — b ())

= Z P9 (%) — hmsup z pzh, (),

=]




de lo cual se sigue que

limsup i pohn (z) < ij:lpzh (z). (4.2)

n—o0 =1

De (4.1) y (4.2) obtenemos la igualdad deseada.

5. Cadenas de Markov.

Definicién 5.1. Sea X= {X,, n > 0} una sucesién de variables aleatorias con
valores en un conjunto numerable S, lamado el espacio de estados.
a) Si, para toda n > 0 y cualesquiera valores z,y, Zg, ..., Zn—1, s cumple

PriXpt1=v| Xo=xz0,-, Xn=2]=Pr{Xpp1 =y | Xy, = 2]

entonces X se dice ser una cadena de Markov, o tener la propiedad de Markov.
b) Si, ademas se cumple

PrXonn=y| Xo=z|=Pr[X) =y | Xo=1z]
entonces X se dice ser una cadena de Markov homogénea.

A la funcién p}, dada por

Po=Pr{X, =yl Xo=2], z,ye S

paran 2> 1y por

0 = 1, stz=y
i 0,siz#y

se le lama funcién de transicién (en n-pasos) de la cadena. Denotamos p;, sim-
plemente como py,,.

Teorema 5.2(Ecuacién de Chapman-Kelmogorov). Si X es una cadena de
Markov con espacio de estados S, entonces para cualesquiera my n € Z1, tenemos

p;r;+ﬂ = Zp:;p’;y: z,y € S.
2e8
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Definicion 5.3. Una cadena de Markov X es irreducible si para cada z y
y € S existe un n < oo tal que

Pay > 0.

Definicién 5.4. Sea X una cadena de Markov con espacio de estados S y sea
z € § tal que p}, > 0 para algin n > 0. Definimos el periodo d, por

dy :=med{n>0:p;, >0}.

Definicion 5.5.
a) z € S es periddicosid; > 1,y
b)r € § es aperiédico si d; = 1.

Definicion 5.6. Para una cadena de Markov X con Xy = x, definimos
Toy=min{n>0: X, =y | Xo =1},

y mzy = F (T;y) es el tiempo medio de pasar del estado z al estado y.

Definicién 5.7. Sea X una cadena de Markov con espacio de estados S. Si

denotamos pg,.— Pr [sz < 00}, entonces:
a) Si, para cualquier z € S,

pm:z::'}-

la cadena se llama recurrente.
b) Si, para cualquier z € S,

Poz < 1

la cadena se llarma transitoria.

Definicién 5.8. Sea X una cadena recurrente.
a) Si, para cualquier z € S,

Mgy = 00

la cadena se llama recurrente nula.
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b) Si, para cualquier z € S,

May < 00

la cadena se llama recurrente positiva.

Definicion 5.9. Una cadena de Markov se dice ser ergddica si es recurrente
positiva y aperiddica.

Lema 5.10. Sea X una cadena de Markov. Si N (y) = > 1, (X,), entonces

n=1

o0
Ex (N () =2 poy-
n=1
Notemos que N (y) es el nimerc de visitas de la cadena al estado ¥.
Lema 5.11. Si y € § es transitorio, entonces

E. (N (y) = T%“ < 400, TES.
vy

Teorema 5.12. Si y € S es un estado transitorio, entonces

lim pp =0, z€ 8.

fi— oo

Definicion 5.13. Sea X una cadena de Markov con espacio de estados S y
funcion de transicién p. Entonces II = {m,,z € S} es una distribucién estacionaria
de la cadena si
a) ;20 VzeS, Y m=L1

zES

b) Zifrmpmy =7, YESI

reS

Teorema 5.14. Si Il = {n,,z € S} es una distribucién estacionaria, entonces
Ty = Z:rrmp;y YyelS.
x

Definicién. 5.15. 5i y € S es recurrente positivo (m,, < 0o), definimos
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2 (Y) :=ZP1‘[X”=:B, Ty>n|Xo=1y|.
n=0

Notemos que p; (y) es el niimero promedio de visitas de la cadena al estado x
entre dos visitas consecutivas al estado y.

Lema 5.16. Si y es un estado positivo de una cadena irreducible recurrente,
entonces existe una distribucién estacionaria Il = {n,, = € S} tal que

_ Pz (y)
r — : .
My

Lema 5.17. Si Il = {m,, =z € S} es distribucién estacionaria de una cadena
irreducible, entonces 71, >0 Vxz € S.

Teorema 5.18. Una cadena de Markov irreducible tiene una distribucidn
estacionaria II si y sdlo si todos los estados son recurrentes positivos, en cuyo caso
II es la vinica distribucién estacionaria y esta dada por

1 YVrelsS

My =

Nota: Las demostraciones de estos resultados pueden consultarse en cualquier
libro de Cadenas de Markov; en particular en los que enunciamos en la bibliografia.

6. Operadores de Contraccion.

Definicién 6.1. Un espacio métrico es una pareja { M, d), donde M es un conjunto
no vacio y d es una funcién de M x M en R que satisface las propiedades siguientes,
cualesquiera que sean los puntos x, y, z de M:

1. d(z,z) =0

2. d(z,y)>0siz#y

3. d(z,y) = d(y,z)

4. d(z,y) <d(z,2)+d(2,9)

Definicién 6.2. Sea (M,d) un espacio métrico. Se dice que (M,d) es un
espacio métrico completo si cualquier sucesién de cauchy en M converge en M.
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Definicidn 6.3. Sea (M,d) un espacio métrico, un operador 7 : M — M
se dice de @—contraccién (0 < a < 1}sid (7%, Ty) < ad (z,y) para todo z,y € M.

Teorema 6.4. (Teorema de Punto Fijo para Operadores de Contraccién). Si
(M,d) es un espacio métrico completo y T es un operador de contraccién, entonces
(1) Existe un tinico z € M tal que T'z = z.
(ii) Jim 7™y = z para cada y € M.
"Demostracion. Probaremos en primer lugar la unicidad del inciso (i).
Sean z, y tales que z =Tx y y = Ty con = # y. Entonces

d(z,y) =d(Tz,Ty) (6.1)

y como 1T es de contraccion

d(T'z,Ty) < ad(z,y), (6.2)

de (6.1) y (6.2) tenemos que 1 < a lo cual es una contradiccién, asi z = 3.

Sea ahora y € M, puesto que T" es completo:

{T"y} es convergente si y sdlo si d (T™y, T™y) — 0.

Por lo tanto supongamos que m > n (m =k + n), entonces puesto que 7" es
de contraccién: J

d(T™*y, T"y) < ad (T™*'y, T"7'y) < .. < 0™d (THy,y)
y por la propiedad 4 de la def. 6.1
d(THy,y) <d(T'y, T 'y) + ... +d(Ty,y)
asl

d (T”“‘y,T"y) <ot [d (T"y, Tk_ly) +...+d (Ty,y)]

< a® [ak_l + .+ 1]d(Ty,y) ,
tomando limite cuando n — oo tenemos
d(T"y, T™y) — 0
de donde {T™y} es convergente.

Sea entonces z = lim Ty, como T™y — z y Ty = T' (T™y) converge a

n—co

- Tz entonces Tt = x. A
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7. Teorema Tauberiano.
Lema 7.1. Sean a € (0,1) y {C:},_, una sucesién de nimeros reales no negativos

n—1 S .
y definamos S, = Z C; paran =1,2,... y So = 0. Entonces si limsup — < oo,

=0 n—oc T

Zatct = (1 — a) Zat3t+1.
t=0 =0

Demostracién. Observemos que para t > 0 se tiene que Sgyq — S; = G
Sea N un entero positivo:

N N
ZatC't = Za‘ (St-l-l — St)
t=0 t=0

N N
= ZatSHl - Zatst
t=0 t=0

N-1 N
_ ¢ N t
= Zast+1+a Sni1 —Za S
t=0 t=0
N-1 N
_ N
= Z &' Sep1 + oV Sy — Zatst
=0 =1
N-1 N
= Z O!tSH_] — Zatilsf, + O!NSN+1
t=0 t=1 :
N-1 N-1

= Z a'Spyy — Z ' Syi1 + ™ Syt

=0 t=1

N N-1
Zatct = (1 — a) Z atSt_H + O!NSN+1
=0

t=0 t

de donde
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N N-1
lim ) o'C; = lim [(1 —a) Z 'Sy + & Sy .
N—oo prd N—:oo =0

Por otro lado, como

S
o Sy =(N—|—1)aN-ﬁEfII — 0 cuando V — oo

puesto que la serie Y (N +1)a" es convergente si |a| < 1 y por hipdtesis
D0
limsup %‘L < 00. Asi, se tiene que

00

Zatct = (1 - O!) ZatSHl. ]
t=0 t=0

Teorema 7.2.(Teorema Tauberiano). Sea {C:},_, una sucesién de niimeros
n-1

reales no negativos y definamos So =0y S, = Y _ C; para n = 1,2, ....Entonces
t=0

- Sn
si limsup — < o0,
n—oo T

lminf Sn < liminf (1 — ) )_ ofC,

n—oo 1 afl- =0

< limsup (1 — @) ) o*C;

afl- t=0

S,
< limsup —

n—oo N

Demostracion. Por propiedades del liminf y limsup se tiene que siempre se
cumple

liminf (1 — @) Y o’C; <limsup (1 — @) > _ o’C,
all” t—0 afl- t=0
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por lo que sélo se tiene e que probar las siguientes desigualdades:

(i) limsup (1 — & Za‘Ct < limsup §—
afl-

rard n—co DBEIC'BFL ‘ f) T ~ o A
[ XY ad
(ii) liminf %= < liminf (1 — ) E o' C,. o yw“ w8
T—00 afl- 0 Eﬁfﬁﬂt\’f;"r‘uf{‘"m LR

Demostremos la parte en (i).
Del lema anterior sabemos que para o € (0, 1) se cumple

ZatCt = (1 — Q)EatSH.]
t=0 t=0

N-1
]. — z CitSt+1 + (1 — O.') Z atSH.]
t=N
N-1 oo S
=(1-0) Y 'S+ (1—0a) Y (t+1) ot
t=0 t=N t+ 1

—(1-a) Z_[:)atgt+1+(1—a) Lsup —i‘—J S (t+1)ct

>N+1 t=N

asi,

N-1 [
Zatct Za3t+1+(l—a [tsup —} Z (t+ 1) e

t=0 2N+1 =N

Ahora recuerdese los siguientes hechos:

Za =
(b) Zta‘ I—Z t+1)at:a%¢)25i la| < 1.

para |a| < 1
-

t=0
Entonces
oo N-1 S
(1- Q)Zatgt <(1-a)’ Z a'Spyr + sup =t
t=0 t=0 t>N+1
, Nzl
puesto que l_u;n (1-ea) Z a'Siy1 = 0 se concluye que

af1= t=0
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> S,
limsup (1 —a) ¥ a’C, < sup =
atl- = >N+

De la 1dltima desiguadad, tomando limite cuando N — oo se concluye que

S
limsup (1 — « Za C < hmsup —
all- =0 n—oo

Ahora demostraremos la parte en (ii):
De nuevo tenemos la relacién

(1-—a)d o'C, = (1—a22a5t+1+(1—a ZaSH]
t=0

=0 t=N

y asi,

De nuevo, usando propiedades de la serie geométrica

0 d aN+1
t =
Z(—!—l)a de {l—a}

it=N

B Nat¥ + o — NaVNt1
- (1-a)

Asi

. St [No”+a-NaM+!
I—Q)Zatc‘t 1""‘0{) Zast+1+(1— )t>1N§-1 tt[ 8 o

(1-a)®

=(1-a) Z at Sy igﬁl% [Na” + oV — NaN“] .
=0
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Tomando liminf cuando o T 17 se obtiene que mmmr.unm'ﬂ“

lim ( 1—&)20:6',: inf —S-P-

all- t>N+1 ¢

Ahora, haciendo N — o0 se concluye que

liminf (1 — Ea Cy > lumnfS— |

afl™ n—co T,
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CONCLUSIONES.

En el primer capitulo de este trabajo planteamos el Problema de Control
Optimo, para lo cual definimos:

— modelo de control,

— politicas de control admisibles, y

— indice de funcionamiento.

Antes de dar las definiciones de tales elementos, dimos un ejemplo(un sistema de
produccién/inventario) con el cual intentamos introducir de manera natural estos
elementos e ilustrar el tipo de problemas que desarrollamos en este trabajo. En
el capitulo 2 probamos el Algoritmo de la Programacién Dindmica y dimos dos
ejemplos, en los cuales para su solucién aplicamos este teorema. En el capitulo
3 estudiamos el problema de control estocéstico en tiempo discreto con espacio
de estados numerable y horizonte infinito tanto para el caso de costos acotados
como para el caso de costos no acotados, en ambos casos, dimos condiciones
bajo las cuales existen politicas dptimas y formas de conocer tales politicas; para
esto, establecimos la Ecuacion de Optimalidad y la existencia de soluciones a la
ecuacion de optimalidad, asi como sus relaciones con tal ecuacién; mostramos
como se caracterizan las politicas optimas y estudiamos un método para obtener
la funcidn de walor dptimo. En el capitulo 4 estudiamos el Criterio en Costo
Promedio para el caso en Costos Acotados y Costos no Acotados. En ambos casos
establecimos condiciones bajo las cuales existe una politica estacionaria éptima y
dimos un ejemplo{un modelo de colas).

Los primeros 3 capitulos y la primera parte del dltimo fueron estudiados prin-
cipalmente de M. Ross(1983) y el resto del capitulo 4 se basé en el articulo de
Sennott(1987). En el apéndice desarrolla mos el material necesario para este tra-
bajo.
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