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CAPITULO 1
LA SERIE DE FOURIER

El propésito de este capitulo es mostrar que toda funcién
peridédica continua con periodo 2m puede ser representada como
serie convergente en las funciones periddicas elementeles sen(kx),
cos(kx) con k natural. A dicha serie se le llama la Serie de
Fourier de la funcién cbrrespondiente. Se introduce también 1la

representacién compleja de la Serie de Fourier
1. FUNDAMENTOS DE LAS SERIES DE FOURIER,
1.1. ELEMENTOS DE ALGEBRA LINEAL.

DEFINICION 1, Sea V el espacio vectorial de las funciones
integrables periédicas de periodo 2t en R (f: R—R es periddica

con periodo 2t si f£(x + 2t) = £(x)).

Ahora se define sobre VxV la siguiente aplicacién:

T
F: VxV — R con F=<f, g>r= j fg dx
: -T

TEOREMA 1., <f, g> es producto interior.

a) Sean £ y g e V, entonces fg= gf y por lo tanto:

J

T T
fg dx= I gf dx

=T -T

por lo que:




<f, g> = <g, f>
b) Sean £, g, h € V, entonces:
f(y + h) = £fg + fh, y por lo tanto

T T - T
f f(g+h)dx=J' fg dx+_[ fh dx
-T -T -T

por lo que:

<f, (g + h)y> = <f, g> + <f£, h>

c) Sean c e Ry f, g € V, entonces:

cf e V

T T
J cfg dx = ¢ I fg dx
-T ~T
por lo gque:
<cf, g> = c<£f, g>

Por lo tanto el operador es bilineal.

d) Como

T
<f,f>=J fo-f dx =z 0
-T

se tiene que

<f,f>2z0 y <f,f>=0 (=) f£=0 si f es continua

por lo tanto, el operador es definido positivo.

Esto permite afirmar que V es un espacio vectorial, el

cuél resulta espacio de Hilbert (), con el producto interior < >.

Tomando en cuenta que si £ es de periodo 2t, entonces h(x) =

£ 25 X) es una funcién de periodo 2, fijaremos el periodo de

las funciones a considerar como igual a 2n




TEOREMA 2. El1 conjunto {1,¢% sen mx,v% cos mx} para m € N, es

un conjunto ortonormal con respecto al producto interno anterior.

La demostracién se encuentra en el apéndice C.

DEFINICION 2. La norma de un elemento £ de H, se define como
|[1£]] = <€, £>'°

1.2. LA SERIE DE FOURIER.

DEFINICION 3, Si f € # entonces se define la Serie de Fourier

de f como la serie

4]

Z (a cosnx + b sennx)
n n

n=0

v

T . 1 n
a = j_nf(x)dx ; a = A _[_nf(x)cos(nx)

(1)

n
1
b, = yi | £(xsen(nx) n=1, 2 3,...

Cada unco de los an ¥y bn se lldaman Coeficientes de Fourier de

la funcidén f y nos mide la "proyeccién" de f a lo largo de la

direccidn correspondiente.

En esta seccibén se mostrard la convergencia de la serie de
Fourier para toda funcién continua con periodo 2m .
Primeramente se tratara el caso de funciones periodicas con

segunda derivada acotada y probaremos lo siguiente:



TEOREMA 3. Si f(x) es una funcidén la cual tiene primera y
segunda derivada continuas excepto para un nGmerc finito de
esguinas en un periodo, y si a 'y bk son los coefieientes de su

serie de Fourier, entonces existe un nmero C independiente de k

tal dque

1A

| 2C |b | 2C
k kZ k k2

La convergencia de la serie es un corolario inmediato. La
importancia especial de 1la hipdtesis es que se aplica en
particular a una funcién cuya gréfica sobre algln periodo es hecha
de un nﬁmefo finitolde segmentos de lineas rectas por pedazos

unidas de extremo a extremo, o como podria describirse por

brevedad, una funcidén cuya grafica es una linea guebrada.

DEMOSTRACION: Siendo la primer derivada de la funcion continua,
aplicando integracién por partes, obtenemos para cada a,

n 14

1 - 1
na_ = [-—k-—f(t)sen kt] —TI £7(t)sen kt dt =
: -1 -1
1 T
- J £7(t) sen kt dt
=T

Como la segunda derivada es continua, salvo en un conjunto finito

de puntos tenemos

T 1 ' 1 T
J £7(t)sen kt dt = [""‘E“ £7 (t)cos kt] + o J £7¢{t)cos kt dt
=TT -TT -=IT
1 '
= I £77 (t)cos kt dt
-



Sea M el méximo de |f’’(t)|, entonces |f’/’(t)coskt| = M ,
i4

I £/7{t)cos ktdt| = 2Mm , y
-
oM - . _2M :
la | = 2 . Similarmente [b | = 2 . Se sigue que

|akcoskx + bksenk] = 4? y como _EE es el término general de una
k

serie convergente bien c¢onocida (1) es también ciertamente

convergente.

Las condiciones del teorema anterior son necesarias peroc no
suficientes ya que el matemdtico du Bois~Reymond en el afio 1873
did un ejemplo de una funcidén continua, en el intervalo [0,2m],

cuya transformada de Fourier nho converge en un nimero no numerable

de puntos.

2., CONVERGENCIA A CERO DE LOS COEFICIENTES DE FOURIER.

(Teorema de Riemann),

Sea f(x) ahora una funcién de periodo 2m 1la cual (con la
generalidad suficiente para los propésitos de esta tésis), es
continua excepto para un nimero finito de puntos en un periodo.

Sean a_y bk los coeficientes de Fourier (1) y sea Sn(x) 1la

enesima suma parcial de la serie (1)

Sn(x) = a_/2 + acos X + ...+ a cos nx
Q 1 n (2)

+ blsen X+ ...+ bnsen nx

usando las relacidénes de ortogonalidad se tiene que:



T T
J’ Sn(t)cos kt dt = I £{t)cos kt dt,
-7 -1

("

T
Sn(t)sen ktdt=J £(t)sen ktdt, k=n
- -1

A partir de estas relaciones, obtenemos

2 n
m a n
J‘_n £(t)Sn(t) dt = n[ s+ Z (a2 + bi):l - J'_n [Sn(t) ]2 at
_ ' k=1
Entonces
T 2 I 2 T
j [£(t) - Sa(t)]? dt =I [£(t)]% dt - 2J f(t)Sa{t) dt
-1 - -7T
IS
+ I [Sa(t) ] dt
-
T it
= I (£(t)]% dt - J [Sn(t)]? at
- -1
m

-

2 n
2 aO 2 2
_n[f(t)] at - n[ S 2 (a® + bk)] = 0
k=1

Como el primer miembro no puede ser negativo,'se tiene que
a’ . 1

o 2 2, 1 2

S+ E (a2 + bY) = J‘*n{f(t)] at

k=1

El hecho de que esto es verdadero para todo valor de n,

implica que la serie infinita
2 0
ao 2 ]
5 + zz:(ak + bk)
, k=1

es convergente. Y tomando en cuenta que la sucesidén de términos

de una sucesidn convergente converge a cero, tenemos



k—3> o k—> @

Entonces hemos demostrado el siguiente teorema:
TEOREMA 4. (Riemann) Si ¢(t) es cualquier funcién de periodo
2m la cual es continua excepto para un nfimero finito de saltos en

un periodo, entonces
14 4

lim — I é(t)cos nt dt = lim il I é(t)sen nt dt = 0
f It -1 n-—>::lo - -7t )

Una simple consecuencia de este teorema ser& mencionado
después como un lema. Estd claro que la hipdtesis de periodicidad
no es escencial, ya que las integrales a que se refiere el teorema
no involucran valores de la funcién fuera del intervalo (-m, m).
Si cualquier funcién es dada sobre el intervale, una funcién
periddica puede construirse .por sustitucidnes repetidas de los
valores en intervalos sucesivos de longitud 2m.

8i la funcidén original como se definié de -m a n presenta
diferentes 1limites en los dos extremos de este intervalo 1la
correspondencia de la funcién pefiédica tendria saltos finitos
seguramente, pasando de un intervalo a otro, perc tal
discontinuidad es admisible bajo la hipbtesis. Si ¢(x) es una
funcidén continua desde -m a w excepto para un ntmero finito de
saltos lo mismo pasard para  las funciones ¢(x) sen(—gm), y el
teorema puede aplicarse a estas funciones, prescindiendo de el
hecho de que cos(—%—) Yy senf—%—) no.tienen el mismo periocdo 2m
cuando se ha considerado por restriccidn de valores de x. Con un
cambio de notacién para la variable independiente, aplicando el

teorema a la combinacién



¢(u)sen (n + %)u = [¢(u)sen % u Jjcas nu + [¢(u)cos % u ]sen nu

da el

Corolario: 8i ¢(u) es cualquier funcidén continua desde -m a n

excepto para un niGmero finito de saltos, entonces
n

lim J .¢(u)sen (n + %)u du = 0
n—)% et 1 4

3. FORMULA INTEGRAL PARA LA SUMA PARCIAL DE LAS SERIES.

Ahora se estudiara la identidad trigonométrica:

n

1.1 : 1 1 1
sencv[- + cosv + €os2V +...+ COS nv]=—_—senv + sen -v cos kv

k=1

n
1 1 1 1 1
= - sen -v + = 2: [sen (k + - )v - sen (k - = }v)
2 2 2 2 2
k=1
1 1
= = + - )v
; sen (n 2)
se tiene que .
sen ( n+a ] v
— (3)
2 sen v

cos v+ ...+ cos nv =

e
+

Si 1los valores de a Yy bk dadas en (1) son sustituidos

explicitamente en (2), 1la expresién resultante para Sn es:
n

: (]
Sn(x) = —%— j f(t)[ % + E: cos kt cos kx + sen kt sen kx] dt
~1T ko1 .
n
1 n 1 - .
=1 I f(t)[ 1a Zcos X (t -'x)] dat
-n k=1
es decir, .
118 =~ ‘
Sn (x) = 1 I £(t) sen (n +z )(t - x) at (4)
n 1
- 2 sen E(t - X)




e R s i

con la sustitucién t - x = u esto convierte

1

sen (n +2z )ju du

s (x)=—~1--J' £(x + u) 1
" -T-X 2 sen s u

El integrando tiene periodo 2m cuando se considera una
funcién de u. Ahora, dado que la integral de una funcién
peridédica sobre cualquier intervalo cuya longitud es un periodo es
la misma y constante, obtenemos:

1
noo- =
S (x)= ; f £ (x+u)S&H (n +;2 Mgy (5)
" -n 2 sen ju

Por la integracidén de (3) se tiene que

1

n —

1 sen (n +2 )u -

—-_,-T—'— J- 1 du = 1 (6)
-n 2 sen Eu

{Esto es un hecho que se observa valuando S para f=1, ya que la
serie de Fourier para cualquier constante se reduce a la misma
constante). Si (6) se multiplica por f(x) para cualquier valor
particular de x, el factor f(x), siendo independiente de la
variable de integracién, puede ser puesto bajo el signo de 1la

integral, y asi obtenemos:

1
T -—
£(x) = i J £ (%) sen (n +}2 u du
-7 2 sen - u
2
Entonces
: n L
S,(x) = £(x) = = [ [f(x+w) - gy AT g4y (g
-1 2 sen U

El problema de convergencia de las series se reduce al



problema de demostrar que la Gltima integral aproxima a cero. Lo

cual queda demostrado en la siguiente seccidn.

4, CONVERGENCIA EN EL PUNTO DE CONTINUIDAD,

La atencién seréd restringida a la cuestidén de convergencia en
un punto donde f(x) es continua.

Supongamos que f(x) es continua excepto para un nfimero finito
de saltos en un pericdoc y due enlel punto particular donde se
quiere probar la convergencia de la serie de Fourier, ésta es
continua y tiene derivada finita en extremo derecho y una derivada
finita en el extremo izquierdo, las cuales pueden ser o no
iguales. Esto gquiere decir que su grafica es éontinua en el punto
en cuestién y podria ser lisa o podria tener una esquina ahi,
consaltos finitos en ambos lados para éu derivada.

Analiticamente la  hipdtesis implica que el <cociente

diferencial

f(x +u) - £{X)
u

tiene limite definido cuando u tiende a cero con vVvalores
positivos, y también cuando u tiende a cero con valores negativos.
Considerada como una funcién de u, el cociente tiene a 1lo méis un
salto finito para u = 0. Lo mismo pasa con la funcidén ¢(u)
definida por la férmula

_f(x +u) - £(x) _ £(x +u) - £(x) s u

1 u 1
2 sen — u sen = u

7

¢ ()

ya gue (% u)/(sen % u) tiene limite 1. Para cualquier otro valor
de u entre -m y w esta funcién ¢(u), considerada como una funcidn

de u para un valor fijo de x%, es continua de -m hasta n excepto

10



para un nimero finito de puntos.

Para el valor de X en cuestidn, por (7)
y 1 H 1
Sn(x)} - £(x) = - I ¢{u)sen (n + E)u du
-

Entonces por el corolario del teorema 4, Sn(x) - f(x) tiende

a cero cuando n tiende a infinito. Esto prueba

TEOREMA 5. Si f(x) es continua excepto en un nimero finito
de saltos finitos en un periodo, su serie de Fourier converge al
valor f(x), si f es continua en x y ademds, tiene una derivada en

el extremo derecho y una derivada en el extremo izquierdo.
5. CONVERGENCIA UNIFORME,

El teorema 5 se aplica en particular para cualquier funcién
que tiene primer derivada continua y segunda derivada continua

excepto-en un nimero finito de saltos ya que en este caso se tiene

la estimacidn o

| £(t)-Sn(t) |= 2C

2

=

@«
E: (akcoskx+bksenkx)

k=n+1

k=n+l

para un cierto valor de C constante. Ademis, como se tiene gue

__1_=J“ du<Ik du
x> k-1 k2 k-1 u®

entonces, podemos escribir

o o
YL o<y J" e - S B
k2 k-1 u2 n u2 n
k=n+l

k =n+1

11



dhshioh it ivn . p i S S

2C
n_ !

[£(t) - Sn(t)] =

para todos los valores de x. El hecho de gue el resto no exceda a
cierta cantidad es independiente de x y tiende a cero cuando
n tiende a infinito 1lo cual muestra gque bajo las hipotesis del
teorema la serie de Fourier converge uniformemente a la funcién en

cuestidn. Esto lo resumimos en el siguiente teorema.

TEOREMA IV, Si f(x) es una funcién la cual tiene segunda
derivada continua excepto para un nimeroc finito de esguinas en un
periodo su serie de Fourier converge uniformemente al valor de

f(x) para todo valor de x.

Mientras funciones continﬁas teniendo series' de Fourier
divergentes son de esfructura complicada, y no probablemente van a
ser encontradas excepto cuando expresamente se nmrencione por
propdsitos de el ilustracién, el hecho de que tales funciones
existan da significado al torema general de Weierstrass, lo cual

se sostiene para toda funcién continua sin excepcién.
6. TECREMA DE WEIERSTRASS POR UNA APROXIMACION TRIGONOMETRICA.

El precedente, como el teorema I, se tiene en particular para
una funcién o una funcién lineal por trozos. Su aplicacién para
tal funcién no es interesante en particular,.pero puede ser usada
para probar un importante . teorema general, conocido como el
teorema de Weierstrass, el- cual dice que cualquier funcién

continua de periodo 2m puede ser aproximadamente representada con

12



cualquier grado de asignacidén de ocurrencia de una suma
trigonométrica. Por una suma trigonométrica queremos decir una
expresién de la forma
ao/z + aICOs x + o Ccos 2x + ...+ o COS nx
+ Blsen X + sten 2x + ...+ anen nx,
con algunos coeficientes constantes o, Bk.

Sea f(x) cualquier funcién de periodo 2m y es continua para
todo valor de x. Es claro qué puede ser aproximada por una funcién
lineal por trozos g tan cerradamente como se guiera. Para 1la
funcién g su serie de Fourier cohverge uniformemente y por 1lo
tanto podemos encontrar una sucesién de sumas trigonometricas que

converga uniformemente a f.

Sea £ cualquier  nimero positivo arbitrariamente pequefio y
sea g(x) una funcién escalonada construida de tal modo que 1la
diferencia |[f(x)-g(x}| no séa meramente menor que £, pero menor
que /2, para todo valor de x. Sea Tn(x) la suma parcial de la
serie de Fourier para la funcién g(x)}, entre 1los términos
involucrados cos nx Y sen nx. Ya que la serie converge
unifdrmemente al valor de g(x), va a ser posible escoger n tan
grande para que |g(x)-Tn(x}| < €/2 para todo valor de x; si Co es
la constante dada por el tecrema - -I, y registrada dentro del
teorema IV, como se aplicd para g(x), esto es suficiente tomando
n>4Co/fe, tal que 2Co/n<e/2. Entonces

|F(x)-Tn(x)|<e
para todo valor de x, y esta es la esencia de la conclusién a ser

probada. Esto puede ser esrito como

13



TEOREMA V, (Teorema de Weierstrassg). 8i f(x) es cualquier
funcidn continua de periodo 2m y si € es cualquier nGmero positivo

arbitrariamente pequefio, es posible construir una suma

trigonométrica Tn(x)} tal que

|f(x)-Tn(x}|<e

para teodo valor de x.

7. COMPLETEZ DE LAS SERIES,

Una importante consecuencia para la teoria de la serie de Fourier,

es la siguiente

TEOREMA VI, Si f(x) es una funcidn continua de periodo 2n

cuyos coeficientes de Fourier son todos cero, entonces f(x) = 0

idénticamente.
La hipotesis quiere decir que

m

T .
f £(x)cos kx dx = f f{x)sen kx dx = O

=1 -

para todo valor entero de k. Se sigue que

V4
f f(x) Tn(x) dx = 0, si Tn(xX) es cualquier suma trigonométrica.

Sea M el méximo de |f(x)| en [-m,nm] y sea & cualquier cantidad

positiva, una suma trigonométrica Tn(x) construida de acuerdo al

teorema de Weierstrass tal que

|£(x) - Ta(x)| = 2n(M8+ 1)

para todo valor de x. Entonces

14




n n
I [£(x)]% dx = f £(x) [£(X) = Ta(x)]dx
- bt 14

T
€ _ Mc¢e
= J- Morm+s ¥~ msy1 <F¢

lo que implica £f=0,.
8, CONVERGENCIA A UN PUNTO DE DISCONTINUIDAD.

Desde el principio de 1la discusidn de convergencia se ha
supuesto que la funcidén es continua al menos en el punto donde se
ha probado' convergencia, si bien el teorema III puede tener
discontinuidades dondequiera. A manera de introduccién a un
tratamiento de convergencia en un punto de discontinuidad sea
Fo(X) la funcién particular obtenida por la construccién
siguiente: se define por la férmula (m - xX)/2 para 0 < x < 21w, se
hace periddica por la repeticidén de estos valores en intervalos
sucesivos de longitud 2m, y en los puntos de discontinuidad x =

2kn, k = 0 + 1, + 2,... se da expresamente dado el valor cero.

v wﬂx\\<i? fr\\\\\ T P S S »
. Y
Z

Su grafica, excepto para un punto aislado, es asi hecha por
una sucesién infinita de segmentos de linea recta, con pendiente
-—>—, el extremo derecho de cada segménto empieza m unidades abajo
del extremo izquierdo del proximo, mientras que los valores de las

X correspondientes a los quiebres en la gr&fica los valores de 1la

15



funcidén no es el final perteneciente a uno o a otre de los
segmentos mencionados,.pero estd a la mitad de ellos. Sean a y b
los coeficientes de .Fourier de esta funcién Fo(x); Ya gque 1la
funcién satisface la identidad Fo(~x) = =-Fo(xX), la integral

Fo(t)coskt desde -m a 0 cancela la integral desde 0 hasta m, y a =

0. Se encuentra facilmente por calculo explicito que b= 1/k.

Asi Fo(x) tiene la serie de Fourier
sen x + % sen 2x + % sen 3x + .... (10)

Se sabe del teorema III, sin investigacidén futura, que 1la
serie convergeria a Fo(x) para todo punto donde Fo(x) es continua.

Y cuandoc x = 0 o cualquier miltiplo enteroc de 2n 1la
convergencia de 1la serie para los valores ©prescritos es
inmediatamente visiblés, ya due cada término se reduce a cero
separadamente. Asi, Fo(x) esta representada por la serie de todos
los valores de x. El valor asignado a la funcidén en los puntos de
discontinuidad por supuesto no tienen influencia en la
determinacién de los coeficientes; la observacién escencial es que
la serie (10) converge a estos puntos, y el valor en el cual

converge es uno designado.

A continuacién se vera otra manera de representar la serie de
Fourier que serd de utilidad en el momento de introducir 1la

transformada de Fourier.

9. FORMA COMPLEJA DE LA SERIE DE FOURIER,

16



Haciendo uso de las identidades trigonométricas

cos nx = 1/2(e'™ + '™
sen nx = %._ (e}nx + e-lnx)
tenemos que la Serie de Fourier
o
f(x)= 1/2 a_ +n§1(an cos nx + bn sen nx) (11)
se gonvierte en
. =] . .
- inx
f (%) —ng_m Cn e (12)
donde
= 1 = 1 i . _1 ;
CO-_ 5 aO Cn— 2 (an J'brl) c-—n— 2 (an+lbn)

a la forma (12) se le conoce como Serie Compleja de Fourier de

f{x).

La Serie de Fourier constituye una poderosa herramienta en el
andlisis frecuencial de funciones periédicas. Pero para muchos
problemas practicos 1las funciones son no-periddicas, y es
conveniente hacer un andlisis del mismo tipo (frecuencial) para
tal tipo de funciones; por lo tanto, formalmente el periodo T sé
puede hacer tender a infinito en la serie de Fourier.

Por conveniencia, se tomara la representacidén compleja de la

serie

[+1]
£(t) = Y c e

n=-0w

10. PASO DE LA SERIE A LA TRANSFORMADA DE FOURIER,

17
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consideremos la Serie de Fourier de la funcién
0

£(t) =) c e'"“%" (13)
n=—00n
donde
‘ T/2 -
c=1 J £(t)e "™t at (14)
n T/ 2

siendo T el periodo de f.

Tomando en cuenta que = 2n/T y sustituyendo (13) en

(14), se tiene

£(t)= i [ = JT/;(x)e“""’o" dx]elnwot (15)

n=-0 =T/ 2

Aqui, la variable comodin x de la integral se utiliza para.

evitar confusién con t. Puesto gque 1/T = w0/2n, la ecuacidn

(1-16) se puede expresar como

£(t)= i [1 J'T/;(x)e"““’o" dx]w e'™¥t (16)
2m o]

n=-m -T/2

Ahora se hace que T-w, ya que W= 2 /T, w0, tiende a

cero. Sea W = Aw; entonces, la frecuencia de cualquier “arménico™

nw_ debe corresponder a la variable general de frecuencia que

describe el espectro continuo. En otras palabras, n»» a medida
que Aw»0, tal que el producto es finito; esto es,

nw0= nAw-w.

de este modo, (16) se convierte en:

@ T/2
_— 1 inAwx inAwx
£(t)= ) [EHJ‘_TE(x)e dx]e Aw

n=-m

18




En el limite, T»w, Awrdw, y la sumatoria se convierte en

la integral sobre w; es decir, la funcidén no periddica f(t) se

convierte en:
(=]
£(t)= %‘E J [J’ £ (x)e 'W* dx]e“"t dw
—00

o
-
donde se observa que en el limite cuando t- w, a-da.

si definimos

F(w) = f "ty et at

(16) se convierte en

Wt
w da

il

1 [i1]
(%) 57 J F(w) e

A la forma (17) se le conoce con el
Transformada de Fourier de una funcién f(x), Yy

(18) como Transformada Inversa de Fourier.

(17)

(18)

nombre de
a la forma

A semejanza de los coeficientes de la serie de Fourier

e interpretaremos el valor de la transformada de Fourier de f£(x) en

t como el modo normal de f(t).

19



 CAPITULO 2
LA TRANSFORMADA DE FOURIER

1. PROPIEDADES ANALITICAS,
B EFINICION 1: Sea C®= { £(t) | 3 £ vieN}

. TEOREMA 1: c” con 1la operacién + es un grupo al cual llamaremos

'f'ﬁxc”,+)-

§ DEMOSTRACION:

1) CERRADURA. Si f y g e C”
.3 4a'r d'g
Y

5 dx’' ax'
b ademas -

' a' d f S| g

- (g )= R
dx dx dx

-'2) ASOCIATIVIDAD

' f+(g+h)=(f+g) +h
'3) EXISTENCIA DEL ELEMENTO NEUTRO

. d'o
0 e C ya que " =0 V ieN
dx
4) EXISTENCIA DEL ELEMENTO INVERSO
Si feC . 13 ; f
1 dx i.

i d darf ‘
I Y ademas : {-f)= - s -f ¢ C°
' dx dx'

20



FINICION 2: Sea f(t) e« c”, definimos la Transformada de Fourier

f£(t) como el operador:

de o
FLE(t) ] =I £(t) e

O gt = F(w)

e ¥ Ixl 7>0. - Busquemos la transfomada de

r

Ejemplo 1) Sea £f(x)=

fourier de esta funcidn. Tenemos:

4] [er]
F(w)= I e'ﬂ"le'iwxdx = I e'“x!(cos wx - isen wx)dx
-0 ) .

o
= 2 f e Pcos wx dx
0

M 1ntegrando dos veces por partes, encontramos:

2

2

F (W)= 2
w o+

]
1
8 rjemplo 2) Consideremos f(x)= e . Tenemos
E | w

w‘- 2
. F(W) = I e ax e 1Wx dx

-0

.:'El integrando representa aqui una funcién analitica gue no tiene
| singularidades en ninguna parte finita del plano. Por lo tanto, en
§gvirtud del Teorema de Cauchy, la integral anterior no cambiara de
#lvalor, si, en lugar de tomarla respecto al eje real, se toma
3‘- respecto a cualguier recta z = x + 1y (y = const) paralela a este
eje. Es decir,
3 P caterly)® 1Wlxeiy) %oWy [ ~ax--2alxy-1W

E F(w) = J e Y TN gy = e yje ax mealym i W ax

-

2 2
=eay +Wy I e-—'ax -1x(2ay+W)dx

Escojamos ahora la constante y de manera que se anule la parte

-W

imaginaria en el exponente del integrando, esto es, tomemos y = >a

HEntonces
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W W ) W
. ¥ W
g(w)= e 4a 2a J' Rl [V e 42 T[/a'
~00
o 2
| ya que J. e ax = v "a.
X —00
B fn particular, tenemos para a = 1/2
2 2
z .l

£(x)= ez, F(w)= V2@ e °

2
X

. « 2 . P
. es decir, la funcidn e es elgenfuncidn del operador T.F. con

eigenvalor v2arm.

TEOREMA 2: El1 operador F[f(t)] es operador lineal T:c” » C” con

respecto a C.
DEMOSTRACION
sean f£(t), g(t) e ﬁly x, B e ©C . af + Bg € 21 Y

Flaf + Bg]= f (af + Bg)- e 'Yt ac

—c0

®  iwt it .
= af fe dt + BI ge dt = ¢ F{f] + B F[g]

Formalmente la transformada de Fourier de una funcién periédica
f(t)=£(t+T), donde T es el periode, no existe, porque con 1la
condicién Ifm¢(w)<m. Sin embargo, en otras &reas, como 1la
ingenieria, fisica, sistemas, etc., se obtienen transformadas de
Fourier de estas funciones wutilizando otras herramientas

operacionales gque quedan fuera del contexto de este trabajo.

PROPIEDAD 1: Si una sucesién {f } de funciones de 21(-m, ®) ,
converge en la métrica del espacio %(—m, w), la sucesidén de las
transformadas de Fourier g = F[f ] converge uniformemente en toda

la recta.
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- MOSTRACION:

sto se puede ver inmediatamente considerando

b ©
lg (%) - g (x)] = IJ- £ (x) e '®ax - J- £ (x) e '“ax]|
n m —o n . oo o
' ]
= |I [fn(}{) - fm(x)]e-iwxdxl 5J- l[fn(x) - fm(x)]e—lwxdxl
— LS
o
[Tl - e 17 ax
o " , 7
= I |£ (x) - £ (x)] ax
-0
7-_:-_y este Gltimo término por hipétesis tiende a cero. .

i;_ff_pRoPIEDAD 2: La transformada de Fourier g de una funcién

a..bsolutamente integrable f es una funcidn continua acotada, ademéas

f g(w) tiende a cero para |w]-e.

DEMOSTRACION:

como sabemos

lg(w) | SI |£(x) | dx

L de agqui se ve due g(w) es acotada. Ahora si f es la funcién

; '} caracteristica del intervalo (a,b), tenemos para ello

1w ~1(b
e

b
_ -1ldx - e —
g(w) = Ia e dx 1o

Como podemos ver inmediatamente cuando ww, g(w)-0; es decir,
tenemos que g(w) es una funcidén continua y que converge a cero
-';"- Ccuando w+w. Debido a la linealidad de la transformada de Fourier,
se ve dque la transformada de cualquier funcién escalonada es
continua y tiende a ‘ceroc para |w|+iw. Ahora bien como cualquier
funcién en 21(-w,m) es limite de alguna sucesién de funciones

®scalonadas se tiene gque su transformada de Fourier tiene la
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opiedad arriba mencionada.m

opIEDAD 3: Si f es absolutamente continua en todo intervalo
jnito y f’'e 21(-m, o)}, se cumple que

Fiw] = iw F[w]

como £ es absolutamente continua se cumple

x
£(x) = £(0) +I £7(t) dt
0
or las hipdtesis del teorema, el limite del miembro derecho debe

er cero, para garantizar la integrabilidad de la funcidén £, e

ntegrando tenemos:
~1{dx
e

> ]
+ iw J' £(x) e '“fax
-00

-

F{£/(x)] = J' mf’(x) e 'ax = f(x)

= 0 + iw F[£({x)]

orolario: Si f € 21 es absolutamente continua, tenemos que:

Mx)] = (iw)" FL£(x)]

F[f
EMOSTRACION: a3
‘Para n = 1 la igualdad anterior se cumple como se vidé. Supongamos

ue el corolario es valido para k = n -1, entonces:

(%) ]

{n) {n-1) (n-1}

FrE™ ()] = FIE V(%) ] = iw FIE
= iw (i0)"'FLE(x)])

= (iw)" F[E(x)] .

=}’R’C’PIEJL%[D 4: S8i f es absolutamente continua en todo intervalo

- t
finito y Ifdx € 21(—m,m), se cumple

- | I}-'dex]= 1= F[£]

EZ;DEMOSTRACION: Sea g=Ifdx, entonces g’=f y por lo tanto

Flg’] = iw F[g]

—iw ﬂ-‘dex]
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1

F[Ifdx]z 1 Flg’)= 35 FI£]. .

jpoPIEDAD 5: Si fef tiene n derivadas, entonces
' (k)
F[E
IF[f]I = l_%_Frl — 0,
W

EMOSTRACION:

.Eividiendo la igualdad

F[£™] = (iw)" Ff]

 hor (i?t)k y recordando que la tranéformaciéﬁ'de Fourier es siempre
na funcién que tiende a cero en el infinito (dada la propiedad de

ﬁﬁe la transformacién de Feourier y de una funcidn absolutamente

jntegrable f es una funcién continua acotada; ademids, g(w) tiende

(k)

k2 cero para |w|os), obtenemos que si f es absolutamente

‘integrable, se tiene:

(k)
|FLE]] = lELE__;ll — 0
| [w]

es declr, bajo estas condiciones, F[f] decrece en el infinito més

rapido que 1k. Luégo, cuanto mis derivadas tenga f en &, tanto
| v

B nds rapido decrece en el infinito su transformacién de Fourier. =

;;fPROPIEDAD 6: Si f" existe y pertenece a & (-», w), es

=‘‘gi;al:vsolutaxrnente integrable F[f].

"B DEMOSTRACTON:

En efecto, en estas condiciones, F[f] es acotada y decrece en el

2

T!infinito mas rapido gue r De aqui se desprende la
W .

§| integrabilidad. ‘ | -

{ (omo se ha demostrado anteriormente, cuanto mas derivadas tenga
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'dna funcién £, tanto mas ré&pido decrece en el infinito su
transfomacién de Fourier.
i vélida tambien la afirmacién dual, es decir, cuanto mas ré&pido

- gecrece f, tanto mayor grado de diferenciabilidad tiene su

j}ransformacién de Fourier.

§ PROPIEDAD '7: Supongamos gue tanto la funcidén f(x) como xf(X) son

_g ﬂfabsolutamente integrables. Entonces, la funcién g= F[f] es
diferenciable y

g’(A) = Fl-ixf(x)]

¥ DEMOSTRACION:
I En efecto, derivando respecto a A la integral

‘o0
f £(x) e 'Max
—00

W quc define g, obtenemos la integral
2]
—if xf(x) e

-0

—Ihxdx

Tque debido a la integrabilidad de 1la funcién =xf(x) converge
xiuniformemente respecto a A. Luego, la derivada de la funcién g
? existe y tiene lugar.

g’ (A) = F[-ixf(x)] n
' Cuando f es tal gue son absolutamente integrables las funciones
£(x), xf(x),..., x”f(x), se puede demostrar con razonamientos
andlogos que la funcién g tiene derivadas hasﬁa de orden p
inclusive y, adenas,

g™ (x) = FL(-ix)"f(x)], k=0, 1, ..., p

2, PROPIEDADES ALGEBRAICAS DE LA TRANSFORMADA DE FQURIER.
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REMA 3. La TF es un isomorfismo de x-C° a w-c”.

4OSTRACION: Sean f(x) y g(x) e X-C*

TF[f+g]
a H(w)3 w-c”

“TH(W) ]
sor definicidn

=TF[f]+TF[g]

deberi estar en X-¢”

emostraremos ahora due h(t)e

'y continuzndo este procesc un nimerc infinito de veces, se deduce
. oo
ue h{t)ex-C .

como F es lineal, basta demostrar que TF'[0]= O.

4 por lo tanto la transformada de Fourier TF, es un iscmorfismo.

| TEOREMA 4. (TEOREMA DE CORRIMIENTO)
Sea f(t) e L1’ entonces TF(f(t-to))= e

Demostracidén:

TF(f (t~to))

TF (H(w) )= o J‘-:H(w)el_w dw = h(w)

TF ' {H(w) ]

W I“H(w)e 19t 90

1 1 TR
TF [0]= 77 'f Oe dw = 0
=

TF(£(t))

1]
j £ (t-to)e "at
~=00

f:f(r)e



[14]
eiwto J‘_m f(‘c)e-iwtd‘c

“iwto

e TF(ft))

'TEOREMA 5, (TEOREMA DEL CORRIMIENTO EN FRECUENCIAS)
gea F(t)eli, y woeR, entonces TF ' (F(w-wo))=f (t)e'™"

pemostraciodn:
TF(E(t)e' Y- J':: £(t) ™t &' at = F(w-wo)

entonces aplicando la transformada inversa de Fourier,
P! (F(w-wo) )=Ff (t)e

iwot

3, DEFINICION DE CONVCLUCICN.

- E1 problema matemdtico de invertir 1la transformada 1la

. problema de manera general.

F(x) y G(x) respectivamente
»

f(t)= J'F(w)e_lmdw g(t)= IG(w)e"

-m

iwWt
dw

-0

1] 22

_ 1 -iwt 1 -1wt
F(x)=,o Jqf(t)e dt G(x)= 2nJ_£(t)e dt

es igual al producto de las dos transformadas:
H(w)}=F(wW)G(w)

o0 [+ +]

h(x)=J H(t)e T at= [ F(t)G(t)e ' Trat

o0 -0

]

H(w)=[ h(t)e"tat

28

tenemos

cual es

1 producto de transformadas ocurren muy frecuentemente
. (especialmente cuando se usa la transformada de Fourier para
. resolver ecuaciones diferenciales parciales). Estudiaremos el

. Supongamos que f(t) y g(t) son las transformadas de Fourier de

Determinaremos la funcidén h(t) cuya transformada da Fourier H(w)



o Lei]

|-
h(x)=—=| F(t) [ J g(t)e _lttdt]e 1

-0 —- 00
00 oy

h(x)=—%E J g(r)[ J F(t)e”t‘*‘t’dt]dr

~

pero la integral interior es f(x-t), entonces
o

h(x)= ;" J g(T) £ (x-T)dT

Esta Gltima integral es llamada la Convolucién de f£(x) y g(x) vy la
denotaremos por g*f. La transformada inversa del producto de dos
trasformadas de Fourier es 1/2m veces la convolucidén de las dos
funciones. 7

Un caso especial importante es aquel en el cual f{x)= 0 para x<0 y
g(t)= 0 para x<0. Entonces:

£ (x)= j wfl(t) £_(x-t) dt

se convierte en

£(x) = £,(x) * £ (%) = I £ (T) £,(x-T) dt

i TEOREMA 6: La convolucién cumple la ley conmutativa; esto es:
* =

£, (%) £, (x) £(x) * £ (x)

| DEMOSTRACION:

Por
£(x)= I £,(t) £, (x-t) dr,
se tiene
£,(x) * £ (x) = j_mfl(r) £, (t-T) dt

cambiando la variable t-x = vy,
£(x) * £ (x) = f_mfl(x-y) £,(y) dy

o= f_mfa(y) £ (x-y) dy
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= £ (x) * £ (%). "

TEOREMA 7: La conveolucién cumple la ley Asociativa; esto es:

[£,(x) * £ (x)] * £,(x) = £(x) * [£,(x) * £ (x)]

- DEMOSTRACION:
g1 se hace £ (x) * £(x) = g(x}, ¥ £, (x) * £ (x) = h(x), entonces

[£,(x) * £(x)] * £(x) = £ (x) * [£,(x) * £ ()]

e puede exXpresar Como

g(x) * £(x) = £(x) * h(x)

g(x) = [ £y £0ey) ay

g(x) * £,00 = [ 9(z) £,(x-7) ar

- I_:[I fZiy) £,(t-y) dy]fa(x-t)dr

ustituyendo z= T~y e intercambiando el orden de integracién, se

h(x) = I mfz(z) £ (x-2) dz
tiene
hi{x-y) = I_fz(z) fz(x-y—z) dz

? consigulente la integral se identifica dentro del paréntesis

gular en el segundo miembro de

g(x) * £_(x) = f_mfl(y) [j_?ztz) £, (x-y-z) dz] dy
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como h{x-y), de donde

g(x) * £.00 = [ £(y) h(xy) dy = £,(x) * h(x);
esto es,
[£,(x) * £,(x)] * £(x) = £,(x) * [£,(x) * £(x)] .
TEOREMA 8 (DE CONVOLUCION): Si F({f (x)] = F (0w}, y F[f(x)] =

Fé(w), entonces
FLE (X) * £,(x)] = F (w) F (w)
DEMOSTRACION:

La transformada de Fourier de fl(x) * fa(x) es
o0 o

Fie 0 » 5,001 = [ ]

—02 -0

£ (x) f_(t-x) dx]e‘”‘”" dt

cambiando el orden de integracién, se tien e
o]

FLE (x) * £,(x)] = J_mfl(x) [J' £, (t-x) e lot dt]dx

-0

Por la propliedad de desplazamiento en el tiempo de la transformada

de Fourier, se tiene
o« + »
J £ (t-x) e ax = F_ (w)e

-0

Sustituyendo el resultado anterior en

Fie, 00 * 1,00 = | 0]

£ (t-x) gt dt]dx
se obtiene
FLE (x) * £(x)] = J' £,(x) Fz(w)e‘i“’x dx = U fl(x)e'iwxdx]Fz(w)

- U_El(x)e‘i“’tdt]b*z(w)

Fl(w) Fz(w) ]

I

TEOREMA 9 (DE CONVOLUCION INVERSA): Si E—'_I[Fl(w)] = £(x) Y.

fﬂ{Fz(w)] = f_(x), entonces
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-

IF_l[Fi(w) * F(w)] =21 £ (x) £(x), 6

FLE (%) £(x)] = %ﬁ F (w) * F (w) = %EJ F (y) F(o-y)dy

EMOSTRACION:

2] :
or £(x) = F’i[F(w)] = %ﬁ I F(m)elwt dw, se tiene
00

F-i[Fl(w) * F (w)] = Fri[f_mFl(Y) Fa(w—y) dy]

iwt

1 U_:Flm F,(0-y) ay|e!™ q

T n

w
02

:sustituyendo w~-y por x e 1intercambiando el orden de 3,
_integracién, se obtiene

PR W) * @] = 5 [ R o[ F 0" tax]ay

i

1 re | jyt ® Ixt
¥ b4
: I_wFl(y)e U_wFa(x)e dx] dy

_ 1 © Jwt 1 ® Jwt
- zn[ﬁj’_mFi(w)e dw] [ﬁ I-sz(w)e dm]

= 21 (£ (x) £,(x)]
en donde las variables comodines de 1la integracidén se hap
ambiado.

‘La 1ltima ecuacién se puede expresar también como

FLE,(X) £,(0] = 35 F (@) * F,(0) = 5z [ F(y) F(w-y)dy

4. TRANSFORMADA DE FOURIER DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES,

'El concepto de la transformada de Fourier, consideraqe
- anteriormente para funciones de una variable, puede ser extendiqo
facilmente al caso de funciones de varias variables.

Sea f(xl, Xoreees xn) una funcién integrable en todo el espacig

n-dimensional R". Su transformada de Fourier es la funcidn

CTC P S W
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]

o o
1 A +x A+ X A )
= e 1 ..
J ...J mf(xi,xa, ,xn)e 1t 22 n n dx1 dxn
- -

gta integral n-ple, existente de antemano ya que f(xl,xz,...,xn)
¢ integrable, puede ser representada, de acuerdo con el Teorema
e Fubini, mediante la siquiente integral reiterada:

A A= ” Oo{ mf(x X X )e‘hﬁh1 ax e %t ax
(AoAyreeesd )= S AV REERES .} ,
— -

.._.} e_lann dx .
n

En otras palabras, el paso de una funcién de n variables a su
transformada de Fourier puede ser realizado aplicando
sucesivamente esta transformacién a cada variable (en un orden
‘ gualguiera). Invirtiendo cada una de las n operaciones sucesivas

que figuran en el miembro derecho de la filtima igualdad anterior,

' obtenemos la férmula

£ N S O Y B A )e™ata da
(X11x2:~°-rxn)_ n'J- J:{J. g( LA U n)e nn n}
(271’) - o Y-

eiﬁrqan—l da ...} elxlhi da
n-1 1

que puede ser representada mediante una integral n-ple

E(X, ,X_yeee X )= 1 I...Jg(l Ay e A et E AR A
1 2 n n 1 2 n
(2m)
dx ...da ;
1 n '
sin embargo, puesto que la funcidn g(aﬂhé,,..,hn) puede no ser,

en general, sumable en todo el R, es preciso indicar en que
sentido debe comprenderse esta integral y las condicones que deben
imponerse a f(xl,xz,...,xn) para dJue sea posible representar
f(xl,xz,...,xn) mediante la Gltima integral.

Una de las respuestas posibles a estos problemas la da el teorema

siguiente.

TEOREMA  10: Supongamos gue la funcién f(xl,xa,...,xn) es
integrable en todo el espacio R® y satisface las condiciones
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siguientes:
[+
]f(x1+t1,x2,...,xn) - f(xl,xz,...,xn)| < c|t1|

!f(xI,x2+t2,...,xn) - f(xl,xz,...,xn)| = C(x1)|t2|a

. o
|f(x1,xz,...,xn+tn) - f(xl,xz,...,xn)| = C(xl,..,xwd)|t$|

o =4 o
_donde Osa51,J-mC(x1)dx1<m,...,I_m...I-WC(xl,...,xmd)dxi...dxnd<m

fEntonces, la férmula de inversién [] es valida, si la integral en

ella se entiende como y

n

1 Nl n-1 N1'\ 1x A
e Hn, fﬂ{...n 1?3& IH {1im, J-Ng(?li,hz,...,}ln)xe o™ da )
i o ) o )
1 n

-1 n

e¥n1Maer dn }elﬂa1 da .
. n-1 1

DEMOSTRACION:
En efecto, como f(xl,xz,...,xn) es sumable en R", es sumable
también, de acuerdo con el teorema de Fubini, respecto a X  para
casi todos los Xopeeny X o Luego, existe la funcién

1x1A

[+s]
£(A % o0, X )= f—mf(x1,x2,...,xn) e™M ax,

De las condiciones del teorema se desprende que f(x“>%,...,xg

°

como funcidn de X, por lo tanto f(xl,xz,...,xn) puede ser

expresada a través de f1 mediante la férmula de inversién

N
. ] 1 1 ix?t
£(X, %, 000, X )= %1113100 i INfl(Al,XZ,...,xn)e 1M dx,
!
Ahora bien, si tomamos
[+¢]
£ (A, x)= [ £.(r,x x e e dx
2 1' 2""’ n 1 1’ zf."f n 2’

- 00
de las condiciones del teorema se deduciria gque para f1 es valida

la férmula de inversiédn

N

_ . 2 . Ix
f(hl,xa,...,xn)- %zgw ETi f(AI,Az,...,xn)e 2

hz dx
2

2
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a5 decir,

N —2w2m S0
1 _"1

e

ix A
1

o N N
- s 1 1 1 2 1x_A
f(xl,xz,...,xn)—— lim =— {%im oTT; J._N f(;\l,az,...,xn)xe 22 dhz}
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5. APLICACIONES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

5.1 BASES MATEMATICAS
Matemdticamente la teoria de la DIFRACCION estd fundamentada en
el teorema de Green, el cual se expresa como
[T au av
2 2
[V — - U — ]1dZ = [VV®U -V V°U] dv

an an
donde las funciones U y V representan fisicamente campos esaalares,;%
indica la derivada en la direccidén normal a la superficie X, d=
representa un elemento de superficie, dv denota un elemento de volumen

que encierra I (ver figura 1).

5.2 LA INTEGRAL DE KIRCHHOFF

La funcién que nos da distribucién de intensidad 1luminosa en
algGn lugar del espacio debido a una fuente luminosa es 1la llamada
integral de Kirchhoff, la cual se deduce a partir del teorema de
Green, es decir, si 1la fﬁente puntual es colocada en el punto §°
mostrado en la figura 2, el campo E_en P, (alGn tomando en cuenta gque
entre la trayectoria de S a P se cologue algfin obstdculo tal como una

pantalla u objeto) es de la forma

B P)= ik [ 1 1k(rl+r2)
L(P)= - — TR [ cos(n,r2)-cos(n,rl}] e das

4m s

donde los parametros rl, r2 estén definidos en la figura 2 y n es un
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vector unitario normal a la superficie S, A es la amplitud de 1la
fuente, {n,r1l) y (n,r2) son los angulos gue subtienen los vectores n y

rl y r2, respectivamente,

5.3 APLICACION DE LA INTEGRAL DE KIRCHHOFF A LA DIFRACCION DE

FRAUNHOFER

El sistema de coordenadad dque se usa para el estudio de
difraccién es el mostrado en la figura 2, donde S es el punto donde
estd colocada la fuente, ¥ es una pantalla donde estd colocada una
abertura Q y P es el punto de observaciébn; las ottras coordenadas
estidn definidas en la figura 2.

La difraccién de Fraunhofer considera frentes de onda que vienen
de una fuente Jluminosa colocada " ainfinito" incidiendo sobre un
objeto o pantalla con una abertura. El1 punto de observacién en este
caso (Fraunhofer) estd también colocado "en infinito",

Para fines practicos, la lejania entre el objeto y el punto de
ocbservacidn se simulan mediante el uso de lentes.

Podemos hace las aproximaciones cos(n,ri) = cos(n,R_}, cos(n,ri)
= cos(n,R_), 1/RieRae = 1/rirz. De la figura 2 se puede ver due ritra
se puede aproximar por )

rit+rz = R10 + R10 - (xsen@1 + ysenwz) —(xseneé+‘ysen¢2)

Si el &ngulo de incidencia k es como el definido en la figura 2,
cos(n,RzO) - cos(n,Rlo) 2 2 cos K

introduciendo una funcién T(x,y)definida como unorsobre toda }en los

puntos (x,y)que estan sobre la abertura, y cero en otro 1lado,. 1la

amplitud del campo eléctrico en P, de la P, de la ecuacidn 4.1, esta
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dada por

. ikA ik{R1oR2%) . ©,. ® 2
E (P) — ———— 2coske J I T(x,y})e"  dxdy
¢ 4nR_ R - V=
1o 2o
donde z= —ik[x(sene1+senez)+y(senep1+sen¢pa)}

como los detractores registran valores cuadréticos del campo Eo, lo
que se hace es escribir el campo por su complejo conjugado; es decir,

EE * el cual definimos (ya normalizado) como I
o O X

o o

I = J‘ J T(X,y) e—lk[x(senm+senea)+y(sen(p1+senqp2)] dxdy
N :
se puede identificar mediante un cambio de parémetros, la expresidn
> anterior como la Transformada de Fourier de T(x,y). Por ejemplo, para
una abertura circular de didmetro D en la gue la luz incidente llegue

normalmente a ella, o= 0, ez=0 Y ¢2=0, el resultado es

J ey
= 4
o
kD
‘donde J1 es la funcidén de Bessel de orden 1, Yy a=——7——Sene,_ es el

ﬁambio de parametro para esta geometria.
ara fines practicos la fuente y la pantalla de observacién colocados

"infinito" se simulan mediante la colocacién de lentes positivas.
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&. TRANSFORMADA DE MELLIN

La transformada de Mellin es especialmente Gtil por ser invariante a
la escala (Bracewell 1978). Esta surge en la restauracidén de .imAgenes
espacialmente variantes (Sawchuk 1974} y en el analisis de redes que
varian con el tiempo (Gerardi 1959); entre otras. La transformada de
Mellin en dos dimensiones de una funcién f(x,y) a lo largo del eje

imaginario, se define por (Casasent y Psaltis 1976a)

[=+] . -
M{iu,iv)= I f(x,y)x "y T laxdy (1)
0

por simplicidad s6lo consideraremos el caso unidimensional

4] ~iw-1
M{iw)=f f(x) x dx (2)

0
Y por comodidad, de agui en adelante M(iw) serd escrita como M(w).
Ahora bien, puesto que la operacién basica realizada por una 1lente
transformadora es la transformada de Fourier, debemos  lograr

involucrar la operacién de transformada de Mellin 6pticamente via 1la

transformada de Fourier. Afortunadamente es posible hacerlo, debido a
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que cualguier transformada integral que cumpla con la condicidén de
linealidad, puede expresarse en términos generales como (Arfken, 1981)
x2
g(a)=J £(x) K(a,x)dx
x1
donde g(a) es la integral del producto de una funcién f(x) con el
kernel o nildcleo K(«,x). Lo Gnico que diferencia a una transformada
integral de otra, es el ntcleo K{a,x). Asi, por ejemplo: para la

transformada de Fourier tenemos

g(a)=F £(x) exp(-ox)dx

-

donde exp(-ox) es el niicleo de la transformacién. i

Para la transformada de Mellin tendremos e
m H
g(x)=f £(x) x* Tax £

- ]

donde x%°1

es el ndcleo de la transformacidén. Otras transformadas ;&
integrales: LaPlace, Hankel, Hillbkert, etc., tienen diferentes nficleos
(Arfken, 1981). Podemos entonces,pasar de la transformada integral de

Mellin a la transformada dg'Fourier, haciendo un cambio de variable de- ;

la forma x=exp(q) en la ecuacidn (2), obtenemos

M(w)=l f£{exp(q)exp(-jwqg) dgq : (3)

La transformada de Mellin de la funcién f(x) queda escrita ahora como
la transformada de Fourier de la funcidén f[exp(qg)]. De esta forma,

tenemos la capacidad de realizar la operacién de transformada de
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Mellin épticamente.

considerando a bﬂ(w) Y b%(w) como las transformadas de Mellin de las
funciones de entrada fl(x)=f(x) Yy fz(x)zf(ax) respectivamente, donde a
es un factor de escala constante, y hacienao x=exp(q) y x’'=ax, que al

sustituirlo en la ecuacidén (2) obtenemos
o«

M (w)=J_f (ax) x 1t

dx

-iw-1 dx
=

-iw1

=[ £(x) (x/a)
o] . 00
= a'” FE(x) x dx ' (4)

= alel(w)

y al tomar los mbddulos de la ecuacidon (4), tenemos

1M, (w) |=| M, (w) |
Es decir, los mddulos de las transformadas de Mellin de dos funciones
que difieren en tamafio, son iguales. Esta invariancia en la escala no

se presenta en la transformada de Fourier. Tenemos entonces dos

situaciones:

INVARiANTE NO INVARIANTE
| M| escala corrimiento
|F| corrimiento ‘ escala

expresada en otra forma (Casasent y Psaltis, 1976 b)

[MLE(x)1]|=|M[£(ax) ]| Invariante a escala
|M[f(x)]|¥|M[f(x—xo)][ ‘ No invariante a corrimiento
]F[f(x)]|=|F{f(x-x0)]| Invariante a corrimiento
|F[£(ax)]|= (1/lal)F(w/a) No invariante a escala

El siguiente paso es combinar ambas transformaciones, la de Mellin y
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la de Fourier, para efectuar 1la correlacidédn ©éptica invariante a
cambios en la escala y corrimiento de la funcidén de entrada. Una

manera de hacerlo es formar primeramente la transformada de Mellin de

la funcién, y después realizar la transformada de Fourier de esta. Lo

anterior equivale a decir gque la invariancia simultdnea a escala y

corrimiento puede expresarse como

F(M[£(x)])
' Invariancia a escala

Invariancia a corrimiento
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CAPITULO 3
APLICACIONES A ECUACIONES DIFERENCIALES

1. METODO DE SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCTIALES LINEALES

1- Solucidén de ecuaciones diferenciales.
Pasos del método:.
1) Se supone una Y(w) que sea Transformada de Fourier de y(t).
2) Se transforma Jla ecuacién diferencial siguiendo 1las
reglas anteriormente establecidas.
3) Se resuelve la ecuacidn algebraica resultante para Y(w).
4) Se calcula la transformada inversa de Y(w) utilizando 1la
tabla correspondiente.
22 Solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales.
a) Se supone gue Yl, Yz,,.., YN son la transformada de Fourier
de Yoo Yorever Yo
b) Se transforman las ecuaciones del sistema bajo 1la
transformada de fourier result&ndonos un sistema de N
ecuaciones lineales. |
c) Se resuelve ese sistema para las incégnitas Y1, Y2,..., Yo
d) Se aplica el transformador inverso de Fourier a Y1' Yz,...,
Y Y se obtiene la solucidn al siétema original.
1.1. APLICACIONES
12 y" + 16y = e
Soluciodn:
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1

iw - 3
2. _ 1
Y[ls-w]-—-za—_——j-
_ 1 1
T o -3 16 -
Y = 1 :
T (lw - 3)(4 ~w) (4 + W)
+ B + C

" iw - 3 4 - w 4 + w
_ A(16 - &) + B(4iw-3wtiw’-12) + C(4iw-iw+3w-12)

Gw - 3)(2 - 0 (4 ¥ w)

- w’(~A+iB-iC) + w(4iB~3B+4iC+3C) + (16A-12B-12C)
(iw - 3)(4 - w) (4 + w)

-A + iB - iC = 0

4iB - 3B 4+ 4iC 4+ 3c = 0

16A - 12B - 12C = 1
-1 i -1 A 0
0  -3+4i 3+4i B|=1]o
16 -12 -12 C 1
A = —[-12(-3+4i) + 12(3+41i)] + 16[i(3+4i)+i(-3+4i)]

= -(36 - 481 + 36 + 481i) + 16i(8i)

= =72 + (-128) = =200
0 1 -1
AA = 0 -3+41 3+41 = 1(3+4i) + i(-3+41i) = ~4 -4 = -8
: 1 -12 -12
-1 0 i
AB = 0 0 3+41 = 3 + 41
16 1 -12
-1 i 0
AC = 0 =-3+41i O = 3 - 4i
16 -12 1
vy = 1 1 3 + 41 1 3 - 413 1
25 iw - 3 200 4 - W 200 4 + w
= 1 1 3 1 + 1 _ 41 1 _ 1
25 1w - 3 200 |4 - w 4 + w 200 (4 - w 4 + w
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Y=3— 1 _ 13 4

1 25 16 — w 100 42 w2
3

Y,= 70p Sen 4t, t>0

Y = w 2

3 1 '
m‘ sen 4t + ﬁ COS‘;-F

22 Aplicaciones a la Ley de Kirchoff.

Sea el circuito siguiente:

R = Resistencia
e L = Inductancia
D) )
. C = Capacitancia
/ ™|,/

v(t) = Fuente de vocltaje

: t
v(t)=IR+L%%+%—IIdt
4]

32 Aplicaciones a la ley de Newton.

—
i K = Constante de Hooke =
R T m = Masa
¥ = Constante de amortiguamiento
!
s f = Fuerza externa
“x dx '
m > + 7 3t + K x = £(t)
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42 Ecuacién de Calor.

Es de mayor importancia la aplicacién de la transformada de
Fourier a ecuaciones en derivadas parciales, donde permite, en
ciertas condiciones, reducir la solucidén de una ecuacidén de este
tipo a 1la solucidén de una ecuacién diferencial ordinaria.
Ilustremos ésto resolviendo el problema de Cauchy para la ecuacidn
de conduccién del calor. Busquemos para -« < X < o Yy t=20 1la
solucidén de la ecuacidn

au(x,t) _ du(x,t)

at sz

que se convierte para t= 0 en una funcidn prefijada L%(x). El
contenido fisico de este problema consiste en determinar 1la
temperatura de una varilla termoconductiva infinita para cualguier
momento t>0, si en el'mbmento inicial t= 0 su temperétura en cada
punto es uo(x), ua(x), ug(x) pertenecen a 21(—m, «), buscaremos 1la
solucidén del problema planteado en la clase de funciones u(x,t),
que satisfacen las condiciones siguientes:

1) Las funciones u(x,t),lﬁ(x,t) Y um(x,t) son absolutamente
integrables en todo el eje x para cualguier tz0 fijado.

2) La funcidn ut(x,t) tiene en todo intervalo finito 0=t=T una

mayormente integrable f(x) (que no depende de t):
(=]

lu, 0, 0)] = £, [ £(x) ax < =
-0

Realicemos en la ecuaciédn

gu(x,t) _ du(x,t)

at aXz

la transformada de Fourier respecto a x. Entonces, en el miembro
derecho tendremos

F[u*x(x,t)] = -2 v(a,t), donde v(a,t) = Fl[u(x,t)],
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mientras que en el miembro izquierdo, en virtud de 2), tendremos -
= - =9 ” -1A E
Flu] = I u (x,t)e dx = Fre I_;u(x,t)e “dx = v, (A, t) i

De esta forma, la transformada de Fourier convierte la ecuacisn

du(x,t) _ 3u(x,t)

at axz
en una ecuacidén diferencial ordinaria
dv .
£ (At = =A%V, t)

y debemos ahora buscar la solucidén de esta ecuacidn que para t=0

da
® -1Ax #
v (A) = Flu (x)] = J_wuo(x)e dx :
Esta solucidn es, evidentemente,
2
v(r,t) = e Yoa)

Ahora, para obtener la solucidén del problema inicial, resta
encontrar aquella funcién u(x,t) cuya transformacidén de Fourier es

la funcién encontrada v(A,t).
2
Recordando que para f(x)= e =, tenemos
AZ
¢ 4]

2 Ptakali
g(a) = J' e e—lhxdx = e 4a /T[/a.

-0

Por lo tanto,

via,t)

|

2 2
X .
Fleob e ] Flu(x)] = Flooke e * * u (%)
2vVnt 0 2vnt 0 '
es decir,

2

. . ..é.
W t) = gpme | et ag

Hemos obtenido la llamada férmula de Poisson para la solucién de

la ecuacidn de conduccidédn del calor.
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E-] . ] . L] )
5 Determinar el desplazamiento de una cuerda infinita con

velocidad inicial cero. E1 desplazamiento inicial estad dado por

F(x)}, pero —-w<x<w,

Solucién:

t(x,t) satisface la ecuacidén de onda

3%u(x,t) 1 8%u(x,t)

ax* c? at?

Las condicicnes iniciales se pueden. expresar como

u(x,0)=f(x)

du(x,t)

at t=0

NoTACION: U(w,t)=F{M(x,t)}

2
87°u(x,t)

H (x,t)s —————
X X axz

8%u(x,t)

Bo(xt)s ——————
Lt at2

—<X <m

ux

H

t

(x,t)=

(x,t)=

q)

(2)

(3)

ap(x,t)

ax

8u(x,t)

at

Obteniendo la transformada de Fourier de (1), tenemos

1 8°

2
v U(w,t)= — T
C at

U(w,t)
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Q sSea

o Ut L 2ye,e) = 0

y resolviendo (4) por los métodos convencionales tenemos

t 1wt

U(w,t)=A(w)e'™ + B(w)e

Aplicando la Transformada de Fourier a las condiciones

{2) ¥ (3) tenemos

F{u(x,0)}=U(w,0)=F{f(x)}=F (V)

a ) 48
F{' M(I;t)h:o 1 = - F{u(xrt)]‘ltzo = — U(w,0)=0

calculando U(w,t) en t=0 de (5) y usando (6) tenemos

U(w,t)=A(w)+B(w)=F () (8)

(4)

(5)

iniciales

(6)

(7)

Derivando (5) con respecto a t y calculando en t=0, tenemos

a
— U(w,t) = I iwcA(w)e'™" - iwcB(w)e '*" 1
at =0 I" -I =0

= iwcA(w)-iwcB (w)
y usando (7) se tiene

iwcA (w) —iwcB (w) =0 (9)
resolviendo el sistema (85 Yy (9) nos da

‘ 1
A(w)=B(v)= — F(w) (10)
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Por lo tanto, sustituyendo (10) en (5) obtenemos

1 1
fwct -1wct

U(w,t)= F(w)e ™ + — F(w)e (11

Encontrando la transformada inversa de (11), obtenemos

1 -1

HH}U=‘3—F [FWﬂgmq+[Fﬁneq“j

y por las tablas (propiedad de tranglacidn) se tiene finalmente

1 1
pix,t)= — f(x+ct)+

f(x-ct) (12)

Por lo tanto, la solucidén es una interpretacidén de dos ondas de
igual ©perfil, pero viajando en direcciones opuestas. En
particular, si f(x,t) es una onda arménica entonces se tendrd un

patrén de ondas estacionarias.
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APENDICE A

ANTECEDENTES MATEMATICOS

Definicién de qgrupo: A un conjunto no vacio G con una
operacién o satisfaciendo las siguientes propiedades se le da el
nombre de grupo (G,o9):

1) Si a y b € G, entonces acb € G
2) 8i a, by ce G, entonces (a e b) e c=ae (bec).

3) Existe e € G tal que para tocda a e G a e e =e o a = a.

4) para cada acG existe una a-i tal que a o (a"l) = (a'l) e a=e
Si aeb = boa para toda a y b € G el grupo recibe el nombre de
abeliano.

Definicién de. anillo: A un conjunto con dos operaciones (+ , o )

con las siguientes propiedades se le da el nombre de anillo (A).

1) (A , +) es grupo abeliano.

2) Si a y b € A entonces ach € A.

3) Para todo a, b, c € A tenemos (asb)ec = ae(bac).

4) Si a, by c € A entonces ae(b + ¢) = asb + aec.
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5) Si para todo a € A existe un 1 € A tal dque ael
Entonces A recibe el nombre de anillo unitario.
Si ademis se tiene 6) Si aeb = boa para todo a, b € A, el conjunto
% recibe el nombre de anillo conmutativo.
Nota: En el caso de gue halla inverso multiplicativo el

conjunto recibe el nombre se le llama campo.

Definicién de Espacio Vectorial: Un espacio vectorial V sobre
un anillo F es un conjunto dotado de dos operaciones (+,¢),
llamadas suma vectorial y producto.por un escalar, que satisfacen
los axiomas siguientes para todo vector u, v, w en V y todos los
escalares k vy 1.

1) Siuyveayv, entopces u+vev

2) u + v =v + Uu.

3) u+ (v +w)=(u+v) +w.

4) Existe 0 € V tal que 0 + u=u + 0 =u V u e V.5) Para cada u
€ V, existe un vector -u € V, conocido como negativo de u, tal gque
u+ (-u) = (-u) +u= 0.

6) Si k es cualquier elemento € F y u es cualquier vector en V,

. b2

i
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entonces keou € V.

7) ke(u + v) = keu + Kev.

8) (k + d)-u keu + geu.
9) ke{(lu)= (kl)ou.

10) 1lou = u,

Definicién de Homomorfismo: Sean (G,e) y (G’,®) dos grupos,
entonces una aplicacién 8: G — G’ en un Homomorfismo si B(aob) =
; B@eB() ¥ a, b € G.

Un homomorfismo se dice dque es un isomorfismo si a #= b

implica 6(a) # 8(b) y s1 a’ € G’ existe a € G tal que 6(a) = a’.

Definicidén de Integral de Riemann: Una funcién simple f se le
: llama integrable con respecto a la medida de Riemann si ¥ yn p(An)

: es finita, donde f toma el valor yn en cada punto x perteneciente

a An. A la sumatoria } yn p(An) se le denota como Ixf(x) du.

% Definicién de Espacio de Hilbert: Un espacio euclideano separable

y completo H se le llama espacio de Hilbert, si se satisfacen las
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siguientes condiciones:1) H es un espacio Euclideano.

2) El espacio H es completo en el sentido de la métrica s, (£,9) =

£ -g|, £ ygenH.
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APENDICE B

PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Las funciones son peridédicas con periodo T, a>0; b, t0 Yy u%=2n/T,

son constantes reales, con n= 1, 2,...

f ()
alfl(t) + azfz(t)

F(w)

aiF(un + azFa(w) _

o BE)
£(-t) F(-w)
£(t - t,) F(w) e %%
f(t)elwot Flw - wo)

_ 1 1
f(t)cos u%t 5 F(w-ug) + 5 F(w+u%)

1 1
f(t)sen wdt 5T F(w-wo) - 37 F(w+wo)

R(w)

£ (t) =35 [£(8) + £(-t)]

ix (W)

LI TN

£.(t) = 3 [£(t) - £(-t)]

£(£) = £ (t) + £ (t) F(w) = R(w) + ix(w)

F(t) 21 £ (-w)

£7(t) iw F(w)

£M (1) (iw)™ F(w)
Fl(w) Fz(w)

£ (t)*£ () = J £(x) £ (t-x) dx

55



£ (t) £, (t)

e tu(t)
e—-altl
2
e—at
p () = 1 para |t|<a/2
2 0 para |tf>a/2
sen at
nt
te™ u(t)
tn-l —at
wmooT e b

™" sen bt u(t)

e cos bt u(t)

Otras propiedades:

1 17°
3=F, (0) #F_(0) =§EI-mF1 (Y)F,(w-y)dy
1
iw + a
2a

2 2
a + w

2
/ Tf/a e-(.d 7/ (4a)

p, (w

(iw + a)?
1
(iw + a)”
b
(iw + a)® + b

2

iw +a
(iw + a)® + b°

E émlwl
a

[e~a|w-hl + e—a[&Hbl}

+ e-a|w+bi]

[+ IR

[ -alw-b}
2aj |°®

i - 2ni u(w)
(—iw) n-1

Tﬁ—_——i—)—!- [ﬂ'i - 2ni U(U)]

Jmmfl(t) £.(t) dt = - J'_sz(w) * F_(0) do,

-0

J f(x) G(x) dx =
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APENDICE C
DEMOSTRACION DEL TEOREMA" 2 DEL CAPITULO 1

1 1

TEOREMA: El conjunto {1,~ sen mx,;- cos mxtpara m € N, es un
conjunto ortcnormal con respecto al producto interno anterior.
Demostracidn:
i14 14
1 ‘ T | 1
1) 1 [ sen mx ] dx =’ sen mx dx = 0 =0
vom v o v
-TT bt 14
i T
2) 1 1 1
1 [ cos mx ] dx = cos mx dx = 0 =20
v v v
-TT -
n 0 si n#m
3) J.-T(tcos nmx) (cos nx) dx = { 1 =i n=m

Haciendo uso de la identidad trigonométrica

(cos A) (cos B)=1/2[cos(A+B)+¢os(A—B)]
si m#n se tiene que

i

4
I (cos mx) (cos nx) dx = 3 I [cos{min)x + cos(m-n)x] dx
-

=T
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1 114 1 "
= — j cos{min)x dx + — J cos(m+tn)x X
2 -T : 2 -n
13 T
i 1
_ sen{m4n)x sen{m-n)x
2 m+n - 2 m-n hat 14

+
m+n m-n

1 { sen(m+n)n+sen(m+n) sen(m—-n)T+sen(m-n)n }

Si m=n usamos la identidad trigonométrica cos 2u=2 coszu—l, de donde

cosau=(cos 2u+l) /2, lo cual nos da:

- n

2
(cos mx) (cos nx) dx I cos'mx dx
—TT bt 1 4

J

1 b1 1 W
-3 J dx + - J cos 2mx dx
-1 -1

sen 2mx

2m

T
Para demostrar que I_%en mx cos nx dx = 0 para cualquier valor de m y

n se hace uso de la identidad trigonométrica:
sen A cos B= 1/2 [sen(A+B) sen(A-B)]

y asi, para m#n:

4 Nt s n
I‘ﬁ (sen mx) (cos nx) dx = -3 j-nsen (min)x dx + I_%en (mtn)x dx
cos (mtn)x + cos(m-nj)x L
- [ m+n m-n ] =0
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Si se hace m=n#0, se puede utilizar

sen 20 =2 sene cose, de donde se obtiene:

la identidad trigonométrica

T 1 rid
I sen mx cos mx dx = -—— I sen 2mx dx
-TT 2 -
1 T 1 :
= cos 2mx = [cos 2mnm - cos{(-2mn)] = 0
4 m bt 14 4
La demostracién de que
0 si1 m#n

j sen mx sen nx dx =

T si m=n

se puede efectuar de una manera similar a la llevada a cabo para las

dos anteriores, haciendo uso de la identidad trigonométrica:

sen A sen B = 1/2 [cos(A-B)-cos(A+B) ]

con esto:

L4 _ 1 ¢
J_nsen mx sen nx dx =

2

1 1
= — { — [sen(m~n)m-sen(m-n) (-m)] -

para m=n, tenemos

L 2 1 n
I_nsen'mx dx = I_n(l—cos 2nx) dx = mn

con lo cual gqueda demostrado el teorema.
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J_ncos (m-n)x dx - 5 cos(min)x dx

[sen(m+tn)+sen(min)mn} }

n+m
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