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INTRODUCCION

David Hilbert, al tratar con algunos problemas sobre ecuaciones integrales

fué quien empezó a trabajar en estructuras que, posteriormente, llevarían

su nombre, los espacios de Hilbert. Varios matemáticos desarrollaron tra-

bajos sobre estos espacios, siendo J. von Neumann quien los axiomatizó -

pidiendo, entre otras cosas, que fueran separables. Esta condición la con

semen algunos autores; pero, en base a ella, puede considerarse que sólo

existe un espacio de Hilbert (en vista de que dos cualesquiera son isomor

fas) el cual tiene a 12 (que será definido posteriormente) como su - - -

"realización en coordenadas".

Un caso particular de esto: el isomorfismo entre 12 y L2 (el espacio -

de las funciones cuadrado integrables), esté relacionado con la teoría de

la mecánica cuántica. La mecánica cuántica originalmente consistió de dos

teorías superficialmente distintas: La mecánica de matrices de Heisenberg

y la mecánica de ondas de Schródinger, este último mostró posteriormente

que las dos teorías son equivalentes . Desde el punto de vista matemático

la diferencia entre las dos teorías se reduce al hecho que la teoría de -

Heisenberg usó el espacio 1
2
 mientras que la teoría de Schródinger usó

el espacio L2 •

La petición de separabilidad parece tener su fundamento en la seguridad -

de contar con una base ortogonal, en vista de que esa condición garantiza

la existencia de dicha base.

Fué también J. von Naumann quien descubrió una de las propiedades más —

transcendentales de estos espacios, la ley del parelelogramol que dió la -

pauta a otros matemáticos para buscar otras propiedades geométricas. De -

la copiosa producción acerca de espacios de Hilbert, en el presente trabe

jo se hace una exposición de algunos de ellos que ilustran algunas propia

dades oeomátrinag u. do nr+nnnnalirisH do 	 4as sl• asaa“a4-as 4s.as4asas
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Deliberadamente no se habla de dimensión en la definición ya que las

propiedades las cumplen un mayor número de espacios.

Se analizan, principalmente, cuatro caracterizaciones que están ínti-

mamente ligadas y que se intuyen a partir de la primera (la ley del -

paralelogramo). Inicialmente se trató de hacer un estudio sobre el -

desarrollo de las propiedades que caracterizan los espacios de - -

Hilbert, yendo a las fuentes originales; pero, como se dice antes, la

producción en este campo es abrumadora; además de que constantemente

hay nueves aportaciones.

El presente trebejo puede ser un ejemplo de lo que pasa en repetidas

ocasiones: El principio puede ser un problema o concepto físico, inge

nieril, biológico, socioeconómico, etc. en fin humano (que da una prue

be más de que en matemáticas se trabaja pera el óptimo aprovechamiento

de los recursos) a partir del cual se pueden obtener resultados más o

menos sofisticados, sin embargo, los resultados más transcendentales

ocurren en los conceptos básicos que son los más susceptibles de cam-

bio.

Quiero manifestar mi agradecimiento al profesor Enrique Va-

lle Flores por su dinámica paciencia y las energías gastadas en el de-

Serrallo de las matemáticas en Sonora.
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DEFINICIONES Y TEOREMAS PRELIMINARES.

1)	 ESPACIO LINEAL NORMADO. ESPACIO DE HILRPRT.

Un espacio vectorial (o lineal) consiste de un conjunto no vacío 	 L de

elementos f,g,h,..., un campo F de escalares a,b,c,... y dos operacio

nes	 + , • que satisfacen las siguientes propiedades:

I.	 f + g E L	 para todo f,g E L y es tal que:

f+g=g+ f

f + (g + h) = (f + g) + h

existe 0 E L	 tal que f + O f	 para todo f 1 L

Para cada f E L	 existe -f E L	 tal que f + (-f) O

II.	 Para cualquier escalar a y cualquier elemento f E L esté defini

do el elemento af E L de manera que:

a(bf)	 (ab)f	 para todo a,b E F y todo f E L

1.f f	 para todo f 1 L

III. Las operaciones estén relacionadas mediante las leyes distributivas

1)	 (a + b)f = af + bf

12)	 a(f + g) = af + ag

Si F es el campo real o complejo, se dice que L es un espacio vectorial

real o complejo, respectivamente.

Un esflacio métrico consiste de un conjunto L y do una distancia d, es

decir, una función univaluala real y no negativa d(f,g) definida para

dos elementos cualesqui(-?a f,j 1 17, que verifica las condiciones 2 4 4-n

t--2

d(f,g) 3; O y	 d(f,g) = O si y S010 si f g

d(f,g)	 d(glf)

3)	 d(f,h) S d(f,g) + el(g,h)	 f,g,h E L.

Una sucesión en un es pacio métrico es una función univnluads VeTV-1.7
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mentos del espacio. Se denota son 1f i31 a la sucesión 4,,42

Se dice que fin E L es Límite de la sucesión krn-5 si dado E > O exis

te	 N(E) E m tal que n N implica que d(fn,f0) < E.

Se dice que una sucesión es convergente si tiene limite.

La sucesión {1'n1 	es de Cauehy si dado E O existe N(E) E IN tal que

m t n > N implica que d(fapfn) < E .

Si una sucesión en un espacio métrico es convergente, su limite es único

Toda sucesión convergente es de coxal*.

Un espacio métrico se llama completo, cuando toda sucesión de Cauchy en él

converge.

•
Un subconjunto no vacío 	 L' de un espacio lineal L se llama subespacio, 

cuando es un espacio lineal con las operaciones de adición y multiplicación

por escalares definidas en L. O sea, L'CI L es un subespacio, cuando de

f E L', g E L' se deduce que af + bg é L' cualesquiera que sean a y b.

Una norma en un espacio vectorial L es un mapeo (f--14f11) de L en el

conglunto m de los números reales, con las siguientes propiedades:

Ad ?..1 0 para todo	 f é L

urg Q es equivalente a f = O

Gil = laIllfh para cualquier f E L y cualquier escalar a

+	 +	 para cualesquier f l g e L.

Un espacio normado es un espacio vretoriul

es una listancia en 1,, uct u e-:. acio linca l sor o

es siempre consilcrado como un espacio rótrico.

Un (topacio de Banach es un esnaci7,	 nor la o y completo reor

la métrica lada por la n:rLa.



complejo (f,g1 , llamado producto interior (o producto escalar) de f y g,

tal que valen la- aiguiontes re-rlact

(cf,a1 = c[f,g1

[f + g9 111 E yf,111 + Ig,LA

ii	 [g,f1 = Ef ,111	 (

lf,f1 3 0

£f,f1 =

De i) , iii) se tiene

£f , cil = "a[f,e5

f, g é L y c un escalar

f,g,h E L

denota el conjugado complejo de c )

+ ge 71 ni yr,gq + If,g t q

para todo f E L

sólo si f = O

1	 IS,g1

En el caso de producto interior real, denotado por (	 )9 se obtiene

(g,f) =	 La equivalencia entre las dos definiciones, real y comple

ja, es el tema del siguiente capitulo.

Por iv) podemos definir ufg, la norma del vector	 f E L, como la raiz cua

&rada no negativa ele (f,f)

ufe 
(f,f)

Las tres primeras propiedades de una norma son consecuencia inmediata de

iv), y), i), iii). La cuarta, la desijuallal lel triángulo, se obtiene uti

Usarlo la desigualdad le Sohwarz 	 W.f, �7;1\	 ne,A que se demuestra

cnsecui la.

Sean A = Ufe, B = Vf,2711	 c = 11,42 ;

exizte un número complejo	 a tal _lue lal = 1 (a será de la forma

x + iy 
-

iy = [f,j1 ) y alj,f1 = D. Para cualquier real
+

r 3, Sí' -Vi' fle

o	 -	 - rajl = tr,	 - rat-,	 - r7 [f ,	 +	 [2_,•

- 2 3. + r-
9 	,
C	O



AO,	 le

W di\ ∎ 	 Ijk\

Todo espacio 12 pro:uc tos interi ,22) ce norLado. Si a ,l ei.3 3 e) cern:Jeto ce

le llama espacio de niport.

Algunos, enteres riln. ade:,d) 	 sea
	

A11.. Se verá lespa.5)

mas definiciene,ojerplos y	 c 1 ):: le linr.rt

separables cualesquiera son isoriorfos.

B) TEORB:A. DEL 1_20:70171ZI.;7

DEriricTnr. Sean A y B dos subconj2(tos le un espaci ,) métrico R. Se dice

que A es denso en B si bq D B	 (donde [Al indica la cerradura de A, o sea,
el conjunto de todos los puntos de contacto de A). En particular, no dice

que A es denso donde quiera (en R) si [Al = 2.

Dariricinr. Un espacio métrico se dice separable si tiene un subconjunto

denso donde quiera numerable.

Los sirjuientes son algunos ejemplos de conjuntos densos.

El conjunto de todos los puntos racionales es dorso en la linea real Rl.

El conjunto de todos los puntos	 x	 ( xl ,x2 ..... xn) con coordenadas ra—

cionales es denso en cada uno de los espacios Rn , R o
n y R1 donde:

Rn es el espacio métrico formado de todas las n—edas ordenadas x = (xx 2'

...,xn
) de ndmeros reales xi,x2,...,x n, con distancia

i(x,y) a \ It=
1	

1

R
o 
es el espacio métrico formado por las n—alas ordenela- = (x	 . xn)1	 2' ' '

Como en R
n 
pero con distancia
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R1
 el mismo conjurto como antes pero ahora la distancia está asas por

á ( x' Y)1 
X1/4- yk I

kwa

El conjunto de todos los puntos x (XV XV • • • 9 Je k$ • • •) con un número

finito de coordenadas distintas de cero, cada una un número racional, es

denso en el espacio 12 , donde

12
 es el conjunto de todas las sucesiones infinitas

" (X19X21""ik"..)

de números reales x 1 9 x1" .. x 117	
que satisfacen la condición de conver-

gencia
ti

XK <
kr.%

donde la distancia entre dos puntos se define por

11( x9Y)	 r%	 %)

y el producto interior por
te

(X,Y) .4	 27 IX;
Itzt

El conjunto de todos los polinomios con coeficientes racionales es

denso en los espacios C(a,t71 
y C 	 donde

(sin

C1
c,b1	

es el espacio métrico formado por todas las funciones continuas

definidas en el intervalo cerrado (a,b1 con distancia

d(f,g)	 rnsx	 kt) 5u)I
attlle

C
2
ab1	 como el anterior solo qua la distancia está definida por la C,Ir-£

mula

(

h	

/

f
‘ £X(t)-buq	

t\.1

n ' n	 9
Los espacios anteriores	

' -o
?	 R

l'	
1,,	

Cto e]' j e",.9bl'
- son separa-

bles, puesto que los conjuntos en los cuatro ejemplos son numerables.



DEFIMCI07. Un conjunto de vectores 	 diRe(x -1 en	 se dice que es un«sistema

ortogonal si

( x xf )	 O	 para o< $ ti

y un sistema ortonornal si

(x x
.1 9 P' = (7	

pzira
para

es un sistema ortogonal, entonces claramente

es un si,Jten3.

DT7T7T7TCr. Se dice que los elementos x,y,...,w de un espacio vectorial L

son linealmente independientes si y sólo si

az + by +	 + cw 0

implica a . b =	 = o a O

TEOREMA. Los vectores en un sistema ortogonal 4x4 son linealmente indepen

dientes. (9).

Un sistema ortogonal	 ir «1 
se llama una base ortogonal si es comploto,

esto es, si .el más pequeño subespacio cerrado que contenga a kx,N es el

espacio total R. Similarmente, un sistema ortonormal completo se llama una

base ortonormal.

TEOREMA. Todo sistema ortogonal 4/2 en	 espacio de :reductos interio-

res separable R esa lo sumo numerable. (9 ) -

La existencia de una base ortos „a en s.uilqu'_	 proi,:tes

teriores separable está garantizada le,r el 	 ;J:ir n y su sorslario.

TEORE:A. (LE ORTOGOL1 7,11ACTI7T). Sea

f,rfn,...yrn,...	 (S;1.

cualquier conjunto (rna:.crabl) „le cL3L .illos linea'::



tal que

El sistema (&&) es ortonormal;

Cada elemento	 Tnes una combinación lineal

(11 = anlfl an2f2	 e ** 4- anntn
	 (ann , o)

te los elementos
	

f
2' ***' fn

3) Cada elemento	 fn es una combinación lineal

fn bni Ti 4- Ne ar2 ... bnnoyn(bnn ,1 o)

de los elementos Ti , 15,... , Ipn •

cri
tas condiciones, con un factor' de ± 1 . ( 9)

tonouRio. Todo espacio de productos interiores separable R tiene una–base
.	 .

ortonormal numerable. (5) •

Sean e1 , e2,- 9 e una base ortonormal en R2.1 Entonces cada vector x

puede escribirse en la forma

donde

= r e
x., K k

ck (x,ek)

veamos como esto generaliza al caso de un espacio de productos interiores
-	 •

infinito–dimensiónal R, Sea opp q12 ,...,Iple ... un sistema ortonormal en
•

R y sea f un elemento arbitrari .:, le R. Supftgase que con f asociamos

1 ‘ in 2ucesi5n lo :toros

!	 _.	 -

Ateas, dadS elemento del sistema (Di* está dnicamente determinado por es-
: 	-	 •

ck	 (e,41p,)	 (k = 1,2,...)
•

llanallz las elyr.onenteá o coeficientes le Psurir	 f zon ro7peeto al

zisvorc. IcP.1
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Que la serié anterior

se vé del siguiente

' TEOREMA. Dado un sistema ortonormal'

Ir11,92"'" Tic"'

laconverge y que la suma de serie coincide con

en un espacio de productos interiores R sea f un elemento arbitrario-

de R. Entonoes,la expresión

z %k 11-

alcanza su mínimo para

s' *le ( !id

Este'minimo es
11112 — 1/1a?

Aienuts
arr

ei2c 1.11112

Este resultado se conoce como Desigualdad de Bessel.

la demostración de este teorema se realiza desarróllanió

lo que lleva a
t

— sic Tke	 -	 +
kt.1	 icta

donde 1,29...01)

la expresión anterior alcanza su mínimo cuando su ultimo término

a sea, cuando

' ak mi sic

y su mínimo es

1,2,...,n)
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De donde la serie

2:: 02

k=t

oonvergente, tomando limite cuando n	 .0 se tiene

	

2	 2

	

Z sk 	Va
k=1

esto indica que la suma te los cuadrados de las proyecoionel de un vector.

f sobre un conjunto de direcciones mutuamente perpendiculares no puede -

exeder el medrado de la longitud del vector mismo.

DEPTRICION. Supdngase que vale la igualdad

's 2
sk 1112

Kra

para todo f E R. IbrUxneei el sistema ortonormal Ip ip1P29 ..., fid e.. se

aire que es serrado. (Este es otro sentido de la palabra oerrado). La

nrelidn'antérldr ' se - pótoce como igualdad de Parseval.

TEOREMA. Un sistema ortonormal ti,-1? 9 	 	 kp • • • sin' un espacio de .

productos interiores E es cerrado.si y Bao si- todo elemento f E R es la
,	 .

alma de sus Series ere Pourier.,C3Y.

TEOREMA. (#). Un sistema ortonormal^ 1' 	en un espacio

de productos interiores R es completo si 	 si es cerrado.C3).

-COROLARIO.-Todo espaóio le productos interiores separable R contiene un

sistema ortonormal cerrado 17 1,172 ,...,1? k,... (9).

TEOREMA. (RIESZ-FISCHER). Dado un sistema ortonormal 
(171c1 

en un espacio

de Hilbert R, sean los números e c tal que

co

21e2
Ic=1

converge. Entonces exints un elemento f E R con c1.02.1..,ok,... como



son isomorfos. •

Se - verd que todo espacio de Hilbert separable E es isomorfo a 1 2 Sea

144j .; cualquier sistema ortonormal completo en E (existe por el corolariO

- 12 -

ck (f2T9k)1,(9)

,DEFIVICION. Dos espacios de productos interiores R y 1/ 1 se dice que son

isomorfos si hay una correspondencia uno a uno xl*-41.x , , y	 y'

entre los elementos de R y los de R e (x,y E R	 x' , y' e 7 1\ ••ile

rroserve las operaciones lineales y producto escalar en el sentido que

x + y H x' + y'	 &X e--► 4x'	 (t'Y) = (XY1Y1)

TEOREMA. (DEL IMMORPISMO). Cualesquier dos espacios de Hilbert separables

del teorema de ortogonalización) y con cada elemento f 1 H asóciese sus

coeficientes deFourier lel con respecto a ff.11 1 . Comor

ck 1.•

por el teorema (//), la sucesión (c
1 9 c2 9"49 c1:7". ) norte/inc a a,	 . 

versamente, por el teorema de Riesz-Fischer, a todo elemento (ci,c7,...,

Ckp • • • ) en 1
2 le corresponde un elemento f I H ccn los números c

11

come sus coeficientes de 2ourier. La L•orre21:ondencia &s uno

a uno

si

f14-3,

f +	 (.4-1P ( C1 4	 +

a.f	 ( a c . . ack,	 « •

f	 (CpCny...,Cky..0.)



(F carpo escalar)
A
-->F

I'MR211-A. Una funcional lineal A es unc a uno si y

-- 13 -

(f,f) + 2(f,f , ) + ( 14 , 11, ) = ( f +	 + ft)

	

so	 os
c 2= e_ o + 2 ro o'k	 k k	ktt	 kr.%

y de aqui	 .0
(f,f')	 okol

.1co;

y se preserva el producto interior.

TEOREMA DE RIESZ.

Una transformación lineal.de un espacio vectorial L en un espacio

rial X es un mapeo As L 	 tal que

A(af + bg) = aAf + bAg

imaralodo escalar 441) y todo vector f,g L.

Si el espacio rango X coincide con el campo escalar

Oionales lineales.

)2

F se les llama' ft/2

Supongamos que . L es un-espacio de productoS interiores y que

gun vector fijo en L, el mapeo

es al-

t 
A

---0,(f9g)

representa una funcional lineal en L.

A(af' + bf") = (aí" + bf ,, ,g)	 a(f',J): b ( f" , g ) = a“-r )	 r")'

A(f) = O	 iciplita	 f = O

.2207.1E7A. Sea A ura func•cal	 ea._ en el

..toree-- "Y ci A e cortinuu. en fo C I. lobo r.lr 0.-/r-,11



DEFINICIOr. La funcional linual 1 en el espacio lineal normado -L se

dice acotada si existe una constante real k, tal 'lúe, para todo f E L

1A(f)1 1:111

.	 [.	 ..	 ,	 .
TEOREMA. La funcional lineal ,A. definida en el espacio lineal normado 1

.	 .	 :
es acotada si y solo si es Continua.

Supongamos que A es continua pero no acotada. Esto es, para cualquier

natural n, por grande que sea, hay algún punto, digamos f y tal que

1 41(tn)l > 4l \\
consideremos los vectores	 f

a
F

los cuáles tienen »Orna

hule+
y la sucesión

soso cualquier funcional lineal ~pea el' vector cero

A es continua, se tiene

A(gn)	 A(011 0

A(g) —Anilfz(rn)

esto impide que

lik(gnA> 1

aproxime a cero. Se tiene un resultado contra
l(gn) 

se

dictorio y la afirmación que A fuera no acotada debe ser falsa cuando. A

es continua,

Si A - es acotada	 A(t )l 	 klfl	 para todo' f E L. Si

hacemos	 A(f) • A(f - O)	 A(0) 

1A(f)i	 1A(f) - A(0)1 	 1A(f	 0)1	 4f -

1A(f) — At0)1 --O 0	 esto es	 A(41 —a *In\
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Al B son funcionales lineales acotadas sóbre el espacio

;lineal normado L. .AyB se dice que son'iguales,

A(f) B(f) para todo f 1 L. Se define A + B como la funcional lineal

cuyo valor en aualquier punto f, os A(f) + B(f) y para a , un escalar

/A como antes, aA será aA(f) en cualquier punto- f.

helase de tales funcionales lineales es un espacio lineal.

DBFIVICIOM. Si A es una funcional lineal acotada en el espacio lineal

normado L, definimos

11(f)1 1411	 sup
tt40

A es acotada, debe haber algun k tal que,

\AM\

supongamos que

41 donde para f f 0
1A(f) I k
Ilf

que, el conjunto de ndmeros reales

Aff trycol
tiene una cota superior y, de aqui, una mínima cota superior

la mínima cota superior).

denota por K el conjunto de todas las L que satisfagan

pl(f)I ,...1114

C K puesto que, para todo 	 f O	 Itrf» <IA1

y se tiene, para todo f	 A( f ∎ 11 A I1 Id
Al'espácio lineal normado que conlisto de todas las funcionales lineales

acotadas sobre L se llama el espacio con inde y' se 'lentita L

OS realmente una norma

11 ` IIAlt1 n

me. de



*
1A1 apara cualquier A E L 	 y oualquier escalar

B11
	 1A(f) 4. 	 C	 111(f)1	 .^;, 11/(4	 n"

1A 	 11 =faro	 f	 -f7-0 uf y	 + %Mg

Otras maneras equivalentes de expresar	 SOnt

)	 inf k
k E K

	

nAU 	 BUP 11(f)1
In 11

	

Y 1 A 1	 su» IA(1)I
14=1

Se enuncian los dos siguientes teoremas, sin incluir la demostración,

TEOREMA. Denotemos con 1, 3/ el espacio lineal normado- de todas las fundid:u
•

males lineales acotadas sobre el espacio lineal normado L Entonces L

es un espacio de B snack.

TEOREMA. (RIESZ). A es una funcional lineal acotada en el eépacio de Bil

bert L si y sólo si existe un vector dnioo g E L tal que

A(1)	 (f,g)

para todo f E L .

Alternativamente, denotando el espacio conjugado de L se podría

decir que

Ir • II' ( f)	 ( f , g)	 g E

Veremos ciertas relaciones elementales entre cada espacio lineal ocal3100

y un espacio lineal real asociado, de manera que, usando teoremas en el -,

caso lineal real -se puedan derivar en el caso lineal complejo.

Si L es un espacio lineal complejo, hay asociado 'a él 'wn capo-tic-lineal

real dnico M cuyos elementos son los de L y cuya, adición es la misma

que en L.



(a + i0)f	 en L . . 	 .

sj Ifl es una norma en L 	 entonces la misma norma se usará en X
- 	 .	 -

Si B E L
*
 , o sea/ si B es una ranció/1y lineal compleja / son valores

complejos en	 L , definimos RB / la parte real de B9 por A	 RB si

R(B(f)) para todo f.

A es una función con valores reales, por definición' definida en Ny pasul

'lo que L y /1 tienen los tomos elementos lineal real' PUes para fry

l oa „I y	 syb reales

i(af + bg) R(11(af + bg)) R(eB(f) + bP(C)) R(I0( f)) + R(1B(10)

IR(B(f)) bR(R(g)) as(f) + bL(g)

i RB «X	 el conjunto de funciones lineales reales, con valores reales en- - r

-21/k si B E Lt.

Si hacemos B(f) a A(i • - iA(if)

se obtiene una relación para retornar de A a 	 B $

B(f) A(f) = iA(if) R(B(f)) -iR(B(if)) • R(B(r)) - iR(iB(/))

R(B( f)) - iR(i[R(B(f))	 i/(BW)11 -

= R(B(f)) - 11/(IR(B(r)) - I(11(f))) =

R(B(f))	 ii(B(f))

TEOREMA. La función 	 R definida por RB = A si ,A(f)	 R(B(f))- :110 una.

:función uno a uno, lineal real, que preserva norma entre todo 	 M y todó L

Es uno a uno, osea,	 R(B) = R(C) implica B=C

Si - R(B) = R(C)	 t=4›	 R(D)	 R(c)	 Y

B(f) = A(f) - iA(if) = R(B(f)) - iR(B(if))	 R ( C ( f))	 iR(C(i.f))

pero esto es	 R(C(f)) + iI(C(f)) = C(f)

Ve.	 DO — A



= R(rR(B(f)) - riR(B(if)) + sR(C(f)) - su/(C(ut))) .

R(rR(B(f)) + riI(B(f)) + sR(C(f)) + sil(C(f)))

rR(B(f)) + aR(C(f))

Preserva norma: Si A RB .

lit(f)1 - IR(B(f))1 OB(f)1 para todo

B(f) • reir, entonces B(fe-it) . e -ierelil . r

B(fe-il) es real

Imre 14)1 \B(fe

mientras que
	

hu . Asi

su li(fell)1 
11/130 'fe

fild 
nfn ; o Id
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CArITULO II

ALGUNAS	 PROPIEDADES	 77 nspAcTos DE PRODUCTOS INTERIORES.

E4UIVALEWCIA	 ETTRE EL CA70 COMPLEJO' Y EL REAL.

Se verá que, si se tiene un espacio de productos interiores complejo

la parte real	 ( , ) nos define un espacio de productos interiores real.y.

visceversa.-Se puede enunciar el siguiente

TEOREMA. 'Un espacio lineal normalo co7plojo L es un espacio de produetoe'

interiores complejo si y solo si el espacio lineal real asociado IR se un

espacio de productos interiores real. Cuando esto pasa los productos inte

. 	,
rieres	 (f,g) en Id y [fa]	 en L están relacionados por las •etmeionle'

	

(f9 g) R( [f pg1) 	 fleal 	49t•ri

NECESIDAD.

es simétrico	 (g,f)	 (f,g)	 y real (te iii))

	

( f9 f)	 [fpfl
(f,f)	 es real	 3	 0

y')	 (f,f) = O si y solo si f	 O

ii ')	 (f + g, h ) ° (f,h) + (g , h )	 (se ii))

De i) (cf,g) oiclf,g) 441f,g1	 , en particular

ii)	 (rf,g) = r(f,g)	 para r real

i2)	 (if,ig)	 (f,g)	 (11410 [if,ig]	 £f981)

De bate dltino	 (f,ig) = (if,ii) = -(if,g)

se obtiene In) 8.

SUPIOI:NCIA.

De i e ) y i')2	 1



producto escalar puede expresarse conociendo la distancia

11112 +11h112 Y re tiene
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tropa 	 [eral Y	 £133fpg	 y se tiene i),

= (f,f) + i(f9 if)	 y por II)	 y ii)	 y la simetría de (

f,ig)	 -(gt if)	 por lo que	 (f,if)	 -(ftif)

fp ir) - O Y [l' y 1	 (z,r)

Ys de .10) y 110 ) se tiene vm) y iv),

Conociendo el producto escalar ( )	 puede expresarse la distaneia

	«f,«) 1f - en	 bajo la forma

d(f,g) = V(f - g, f -

se - ( f + apf 4. g) = (f,f) + (g,f)'+ (f,g)	 (s'a)

- Ríe + 1142 ± 2(f,g)

y se obtienen

(f,g) 2 L llf + gp2 - IIfN2 - agn

( fTS)	 we +	 -	 «e]
Se debe poder traducir en tdrminos de distancia las rondiciones impuestas

a los productos escalares e inversamente.

PROPIEDADES DE LA NORMA IKDUCIDA POR UN PRODUCTO IFTERIOR:

Partiendo de (l)_ podemos hicer lo siguiente:

2(f + g,h) - 2(f,h) - 2(g,h) -

uf g 1112 uf gu2 uhu2 uf 1112 4. 1112402	 h 2 +
 -

O sea

1

(2)



[cf, e gl el" tf,11., y de aquí

tlfu.o si f =0

Atl, se han obtenido proriolales para la norma partiendo de

-dueto escalar,

las del pro-

- 21

11er112
	 le‘211112

un caso particular se lifM - Iltq	 ( ( ity if )

Para s,r reales	 (sfyrg) 13 ( f ,g)

aplicanio (1) en ambos lados se tiene

br + re112 - 13211f 112 - r211/1 + re(If +	 121? Se ► -1

Il 
si rg112	 f112 r2ba2 ref..- +	 gam2 •

Iür Kg	 - 1,!% - 0142

111) para z, y, a reales

llar + YO * sht 	 +	
2 

+ Ihre	 +

4ffe - uy«? - fizhe
as tienes

the Ase /1181 5211h12

4. 75 + he	 ? Uhe}

+sx {ith + fe - ghe - vg21

xy{tf gu2 - %re - Use }

H	 ii")	 se obtienen ii1)
9 11") y i") para e real.--

9ara  in t ), IV')	 y v4 )	 se tienen/

lin")	 II -f11-	 11	 (un cazo particular de

11 f11	 es real

Si ahora so supone que a todo elemento f de un.espacio lineal se le
,	 . 	.

asocia un elemento Al f it que verifique las conticionea	 ii").

)
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(f9 g) = 1n 111f 4"	 - aff

Se verifica iii'); (f,g) es real por iv"); por (1) y haciendo

	

n 2, y II	 O en iin)

(f,t) .10121%2 - 211rn2 .. u re
ig, «e esto y de (1), r), iv"), v") se deducen U), iv'),
Haciendo . a •• O	 en ii")	 se obtiene 11); con r 1 se tiene

	

el 4-	 Aire + Iii? + s {lit + «112 - 11f112 -

list ge	 nide	
li
ge	 {lif .4. 02 ore

28(41)	 (sfa) a s(f,g)	 (a real) esto es•A

ISONETRIA ENTRE UN SUBESPACIO TRIDIMENSIONAL

Se verá que a todo sistema de cuatro puntos distintos f,g,h lk de un se

pacto lineal normado, se puede hacer corresponder cuatro puntos ',M'E'

de R3 . Y que todo subespacio tridimensional 	 L' del espacio abstracto L

es isométrico a	 R3 ; siendo esto una condición necesaria y suficiente para

que L sea de productos interiores.

Como todo espacio normado	 L se puede considerar como un espacio métrico

con
d(f,g) - ¡Ir - a

la desigualdad del triángulo

d ( f , h )	i(f, g)	 d(g,h)

a tres elementos distintos f,g,h ie L les corresponde un triJnjulo

suclidianü FGR, con lados do lonaitul 	 (.11,h),1 a ( 1 , f); i(f,g)



tener'

miembrosi consideramos el segundo

tenemos, suetituyendo Uf +	 )-	 - Ilge	 por

y lás otras dos correspondientes a g + h l h + f

y(g - k) + z(h - 42

.2,(k;f)2 „2,0k,.) 2 z2,(k,h)2

-yzwg,h ) 2 - d(k,g)2 -a(k,h)2
-a=9(h,f) 2 d(k,h) 2 - i ( c,f)21

-xywr,0 2 - .dorm 2 - oc,g)21

-a - ires elementos distintos g 2 11,14 le corresponden un

gag, son: lados ate longitud d(1410,

iteáináio Por

d(g,h)2 d(k,g)	 i(k,h)2 - 2d(k1g)d(k9 h)eos o<

ao, para hp f,k, y f9 g,k, se obtienen dos expresiones mame-

las cuales podemos despejar y sustituir en la expresión anterior (3)

d(k9g), i(g,h) con 4ngu-

h - 42 .2,(k,f) 2 „2, (k,g)2 z2,(k,h)2.

2i(k,g)d(k,h)3rzcosoC

2d(k,h)d(kp f)zxcos p

24(k,f)d(k,g)xycost

qeMol 'el primer miembro es sicrpre 	 09'--.f

ejle.na trinomio en l(k, g)i, So r^ tener un discriminante E O

-	 -
2 , 2	 2+ d(k,g)zrcor., r y — (yel (rz ,,․) + z ii(lco li) +

+ 2i(k,g)1(1c9 h)yzcosec) E O

se desarrolla, asocia y simplifica se llega a
n
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lo cual, si se considera como trinomio en d(k,g)y, debe

minantd

d(k,h)
22

1/4 e0S d - cosp cos
2	 (t(k,h) 2z2 si121 sen2

(coso( - °osé esos r )
2 

- san p seri2 r	 o

l'omemos un sistema de ejes rectangulares OXYZ. Veremoá que se puede hacer

Coincidir K con 0, S'

debalas 0,0,0 para K,

ra

sobre el eje OX, G en el plomó XOY con coor- .

a",0,0 para F, a i ,b , ,0 para G y - a,b,e lt

X

Se verá que se pueden determinar las coordenadas* de moid cine

d(k,f)

0 )2 4. 1:0 2	 ii(f9g) 2 ;

a
,2 

+ b ' 2 = d(k,g)
2
 ; - a' + 13 +c

2	 2	 2 
2 a

(a - a") 2 + b2 + e2 = d(f,h)
`„,
 ;

- a ) 2 + (b - 13 1 ) 2 + c2 = d(h,g)2

las tres, primeras, las tres últimas pueden reemplazarse

2a'a” = d(k,g) 2 + d(k,f) 2 - d(f,g) 2

2aa" = d(k, h) 2 + d(k, f)2
	 d( f, h)2

Zaa' + 2bb' = d(k,g) 2 + d(k,h) 2 - d(h,g

o también

a l a" = d(k,g)d(k,f)cosr

aa" = d(k,h)d(k,f) cosp

aa' + bb' = d(k,g)d(k,h) cos o<
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a s = d(k,P;)coski	 a = d(k,h)cos fi 

bb i = d(k,g)d(k,h)(ooso( — cos p ea. yo

de las primeras ecuaciones

b l2 = d(k,g)2

de donde:

- 8. 92 = d ( k, g ) 2 - d(k,g)2c0s2 
-c = d(k,g)2

= d(k,g)sen r d(k,h)(cos a - esos 13 cos r 
sena"

= d(k,h) 2 - a2 - b2 = dtk,h) 2 11 - cos2 (coso< - *os, cos 

seréé

2

	

d(k,h)	 2	 2

	

2 VI	
san r sen A - (soso( - sosa coa

son -

que es	 O y se puede calcular	 e, teniéndose así todan las.eoordenadas.
. 	-

Enseguida consideremos - dos puntos, m,n, del espacio abstrastol.quel--sean

combinación lineal de los cuatro anteriormente tomados f,g,h,k, y se

verá que	 d(m,n) es igual a la longitud entre los correspondientes 14,N

en R3 .

k + al (f - k) + bi (g - k) + el(h - k)

n = k + a2 (f - k) + b2 (g - k) + c2 (h - k)

a1 ,b1 , 0 1 ,a202 2 , son reales, restando n de m y haciendo

al a2 = x 9	
n b2 = y y el - e2 = z y se tiene

m - n = x(f - k) + y(g - k) +' z(h - k)

los correspondientes en R3 son:

M'= K + al(E - K) + b1 (G - X) + el(R K)

N K + a2 (h" - K) b2 (G -K)	 c2 (11 K)
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(3) se tiene

d(m,n) 2 = x
2
d(k,f) 2 + y2d ( k, g ) 2 + z2d(k,h)2

yz[d(g,h) 2 - d(k,g) 2 - d(k,h)2]

zx[d(h, f) 2 - d(k,h) 2 -d(k,f)21

xy[d(f,g) 2 - d(k,f)2 d(kIg) 2] -

de donde, con di distancia en R3:

d(m,n)2 x2 /
dikK,F) 2 +y2di(K,G)2

yz[di (G,H) 2 - di(K,G) 2 - di(K,H)2

zxlcli(H,F) 2 	 di(K,H) - di(K,F)21

xyldi ( F,G)2 - dl(K,F) 2 cli(K,G)21

la expresión de la derecha es la correspondiente del vector

N - = x(F - K) + y(G - K) + z(H - K)

por lo que	 d(m,n) = di(M,N).

1,	 5

Inversamente, si ahora suponemos que el subeepacio tridimensional 141
•

z2d1(119H)2

L es isométrico a R3

interiores.

se obtiene ii") y de ahi un espacio de productos

•
,	 u

En efecto, sean f,g,h,k, cuatro puntos del subeepacio tridlienSiOnal L

de L y supongamoslque les podemos hacer corresponder cuatroPuntesHrIG,

H,K„ en R3 y a dos puntos

m = k + al(f - k) + bi (g - k) + ci(h - k)

n = k + a2 (f - k) + b2 (g - k)	 c2(h - k)-

dos puntos



y que	 d(m,n)	 d1(M,N)

se tiene, en R3 ,

d1(M,N) =
2d1 (K,P)

2 + y2d1 (K7 G)
2
 + Z d (K H) 21 '

yztd1' H) 2 — d.3. (K,G) 2 — 1H)21

z4:13. (H,F) 2 — di(V,11) 2 — d

ayldi (P,G) 2 — di (K,F) 2 di(K,G)

x2d(k9f) 2 4. y2d(k98) 2	 z2a(ki2

yz[d(g,h) 2 — d(k,g) 2	 cl(k h)

zr[d(h,f) 2 — d(k,h) 2 — d(k,f)21

rtYYd( fc g) 2 — d( k, f)
2
	d(c,g)--2'1 -7

2°11 2 (	 + y(g — k) + :n(h — h)	 r
y se verifica ii"). De ii")	 salen las propiedadesi i ) de la norma, y,

ellas las propiedades 1 ) del producto interior real (1) visto al final

de B).
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CAPITULO III

CARACTERIZACIONES DE ESPACIOS DE PRODUCTOS INTERIORES.

-

Se analizarán cuatro condiciones que caracterizan a un espacio de produe-

'	 •	 '	 -
tos interiores. De la primera (ley del paralelogramo) pueden'intuirse las

siguientes: Ley del paralelogramo en la bola unitaria; Relación funcional
•

entre las normas de los lados y las diagonales del paralelogramo; y, con

sideral:do puntos de la bola unitaria, Relación funsional entre las normas

de las diagonales.

De la primera, se tiene que una condición necesaria y suficiente para que

un espacio normado sea de productos interiores es que todo subeepaeio bi-

dimensional	 de L sea isométrico a R2 ; lo que es un debilitamiento'

de la vista anteriormente: que todo subespacio tridimensional , sea isomé-

trico  a R3 y que nos permite, para las siguientes caracterizaciones,' tra

bajar en subespacios bidimensionales. En (A) se vé además un segundo teo-

rema del cual el primero es un caso Special.

A) LEY DEL PARALELOGRAMO

TEOREMA. (J.v.N.). Una condición necesaria y suficiente para que un

sic lineal normado L sea de productos interiores es que se cumpla

(J.v.N.)
	

g112
	 2( lir /12	 g )

NECESIDAD. Supongamos que L es de productos interiores, entonces

[f g, i El 4- [f - Zy f - ¿I = 2 ( 1f 9 f1 	 [21
[f + g,f + gI -	 - g,f 7 gl = 2([f,g] + [g,f])



De la segunda ecuación se obtiene:

R[f,g1 =	 + /42 - Il f -

[sfy il ' •fral	 para • = i	 [if,g1

RVif,g1 = Rilf, g1 ' -I[f9d71

Así, II f II determina R[f,g1 y I tf,g1	 Y te , il es
SUFICIENCIA. Supongamos que 	 (J.v.N.) se cumple,

R t ygl - ¡Uf + s112 — n= — gú
Val = R[f,g1 + ii[f,j1 a R5. , 15 --iRrif,g1_	 -

esto enexactamente la correspondencia entre el producto realtel/PrOduel.
, 	-

to complejo, por lo que bastaría ver que la parte real cumple las •ondil-:-

•iones para un producto interior.

Reemplacemos	 f,g en (J.v.N.) por	 riza, f"	 y restemos

Ilf , + g +	 + 11f , + g -	 -11ff - g + 1112 - tire _g
= 2{uri +	 44_	 +11„21

gn2 -	 - gA21 = 2{4.R[±",g]1 8R [t

reacomodando el primer miembro y sonsiderandon) se tiene

1ft	 + gil2 _ Apf f" 	2 + 	 f	 - f" + ge 11	 -

44±" + f",g\ + 414f 1 - f",i1 = 8Rlin

Y
(2)	 11[f' + fu y il +	 - f",g1	 2R1.19 ,g1	 Itt2f,,g1

,la Ultima igualdad de hacer f = O	 en (4.v.N„)	 (11x112
 1-02.

	

y de aquí, al hacer f = O en (1)	 (R£0,g1	 = O ), se tiene, en la ex-

presión anterior (2) para 	 f' = f"

42f 1 ,g1 = 2R[fi,g1
1Si ahora reemplazamos fl or	 por	 -(f. * + f"),

Rff , ,g1 + R[f",g1 = Rif" + f".*1

Únicos

definimos tf„g1

(a)
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ii)	 [fi + f",g7	 Vi l ,i1 + £f",g1

Si en la desigualdad del triángulo para espacios normados

II f + gA	 +

hacemos f = f" g = v - f" tenemos:

f +	
-	 I f" 11 I ft - 1.1

II PA	 - 111

si intercambiamos f f ,f", o sea, hacemos f = f', g f" -

+ t" - Earl +pm -

1/.11 -	 ‘.:11" - f'11 III"

de los ,dos resultados

\	 Ilfulb v - tul
de aquí

\lar	 -	 .±	 lar±.	 - (tpf ± e)11 = 11(a - b ) r II
si reemplazamos la condición para un espacio normado

ll ael = laIllf11

por la condición mas debil

	

Aafl---b 0	 si a --c O

VEMOS que si a --* b	 entonces	 a - b	 O Y

	

-3)fl	 0

esto implica que

af ± I\ bf±g ll

o sea, 11 af ± gg es continua en a y, por (1), R

tambien continuas en a.

Consideremos el conjunto S	 de todas las a para las cuales vale

Uaf,g1 = alf,g1

lES:	 a,beS 4)a+bES,	 ya que, por ii), si

af,g] = aíí,g-k 	 y	 5f/til =



y todo	 a . 0, + 1, + 2, ... 	 9	 E S.

Si aybES y 110 ==> Tap-ES

tif 	 = a	 gl = ti) lb	 = [f,gT\

y todas las a racionales están en S.

La continuidad de Uaf,g1 en a implica que S es cerrado, asi todas

las a	 reales están en S.

De la segunda ecuación de (1) 	 [if,g1 = 1Yr,g1, por lo que i E S. Asi,'

si al' a2 son reales,

	

1	 2	 1 i
– ia =a + —ES

a

y todos los complejos están en S	 y se tiene

i)
	

C af941 	 aVf9c1

De la primera ecuación de (1) se tienen

=111;47

R felf-1

combinando se tiene

álif,é1 = Rldif„igl:= 	 =	 Vf,igl = –Rli

de donde

iii)	 [f941 – iRtif,i1	 R[f,g] – i(–R[ig,f1) =

fl +	 Ce,f1

De i) y. iii)

tf,a4 =yag,f1= [s;f1.

[af,af-1 = art[f,f1 vak2(f4.1

ít t g t	 =	 á Usa

De la primera ecuación de (1)

R Cfyfl

= 411if 4. fa –	 g021': 211atl 2



y se tiene¡V) 9 y)

= 1(21f1 Se) O

1f 9 f1 ure - o =fe > o

. 	 (f,f)
Veamos ahora que una condición necesaria y suficiente para que un espacio

normado sea de produetos interiores es que todo subespacio bidilensional

1' de L sea isométrico a R2 .

Si L es de productos interiores tenemos , como en II.A.((1) y (2)),

(f,g)
	 ge Ifg2 Ig121

( f , g) 15f e 4- le: 1f -; 	 1
y, procediendo como en	 II.B., podemos llegar a 11) que es un caso espe

sial de ii") (cuando	 z = O) y la demostración se reduce a un -caso. es-

postal de II.C.. Sin embargo puede mencionarse la obviedad de .la maceál-S

dad dado que se cumple la ley del paralelogramo (como en todo eapacio-eu

clidiano) y, para la suficiencia, si fo , 
go e L, el espacio li t de to

-do af
o
 + bgo (a,b, ndmeros complejos arbitrarios) es de dimensión E 2,

si suponemos que es isométrico a R
2 la condición (J.v.N.) vele, por lo

que vale en particular para	 f=fo
,g=go y, como f,g son arbitra-

ríos, del teorema se_tiene la existencia del producto interior.
-	 .

TEOREMA. Seá L un espacio lineal normado. DefinamOs

1 af + ga2 + nf - ga2 
c
f9 g	 2	 IIf112 +II 4

Denoteljtes el sup de C,	 por b, y su
L/t,

1
a =

Dar

f,S é L

rantonces

Los espacios de-productos interiores representan el caso extremo



O < a < b ;	 de Ii f + a g I: II f il + Ilag

1f + g12 + Uf - g112 z 1 (Uf ll + IIgm2 c	 -
f g 2	

11 fit2 
+ 142	

` 
2	 f12-

(11a-Fitgo) 2 	 1f12	 itg	 2211x11thett
111 2 + kti2	

r
II f12 + Úg112

2(11f112
 

+ II gil
2

 )	 2

+ u €112

ya que	 294 1 gt1 ti 112 + 11e112	 ;

Si en 1 of = 1clllf p hacemos o	 2

c	1 1f + + f - ge +11f	 -
. f+g,f-g =2	

82
	 2

1 f + 1 4- 1f -81

y b e-2 .

f + «112 2 1 fe + «112 

Ilf+£112 + tl f-g112

de donde 1
a = • ya que f+69/.....gu 1	 < b•	 b 9	 -	 N, 

l'e
1 < 1

C	 afa

Así,	 13:97.. 2 z>.a	 -	 y	 az1.13	 al: 1	 b

de ambos 4
2 - 1..<„:b.. 2

Los espacios de próductos interiores se caracterilai por a = b 1

1 11r + ge + fif - ge2(life +11g112)
o2	 fo 2 + g112	 - 2 (It fu2	 n gii2)

)3)	 LEY DEL PARALELOGRAMO EN LA BOLA UNITARIA .

Por lo anterior se tiene que un espacio nornado es de productos interiores

si y solo si todo subespacio bidimensional es un espacio de productos in

Cf, g

riores, asi, consideraremos espacios bidimensionales.



un espacio lineal normado sea de productos interiores, (J.v.N.), vista

en (A), basta que se cumpla en la bola unitaria. La demostración se ba

sa en que un espacio bidimensional real es de produCtos interiores si y

solo si el conjunto de puntos de norma uno es una elipse.

LEMA 1 . Un espacio normado bidimensional 	 L es un espacio de productos

interiores si y solo si la esfera unitaria en L es una elipse.

NECESIDAD. Sea	 L un espacio de productos interiores bidimensional y

sean e
1

, e
2
, su base 	 sea	 f de la esfera unitaria

f =	 + 1e2
	 = 1

(del  4. e2' Yle/	 e2)

	
1

11.2(el' el )	 2119 (el' e2 )	 -52(e2'e2)

Al.2 + 2B	 + C 5
2 =

A . e 9 e
1
	 ,)	 (e2,e2)	 positivos

SUFICIENCIA. Sea L un espacio normado bidimensional con

base;	 f riel + tS e2	= 1 y supongamos que se

A	 + C 1
2 
= 1

con f	 Vt.	 e2	 g =	 +	 e2

hacemos

(3)	 (f,g) = rpl, A +	 YI. 54( e1 , e2 ) +	 10C (e2 ,e 1 ) +	 C

+	 b ‘5I + b	 + f l'C

(f, g) ffi (g,f)	 (todo es conmutativo)

, desarrollando

(af,g) a (a51 el + 1: eA, ni e, + T4en1

h =



e2	 1:el 	
1le2'

( f 9 f )	 (gfll Tre	 11±11
f	 ) = 1 f f1(1A 411 )

9	 n
t

= Ar1( '17' A	 12-11 + 3 c )

	

1/12 	112 If12

112(1) = 112 „, o

+ g,h)
	

+

ivt), v,)

LEMA 2, Si C es una curva convexa cerrada simétrióa,

única de área minina circunscrita a C

Sean El,	 elipses de área mínima circunscritas a C, hagamos una

transformación afín reduciendo ambas elipses a los ejes

modo que las ecuaciones para ellas puedan escribirse en

2	 2 . =	 2	 2x -.4- y	 . 1	 ax + by -

como son de igual área y el área de una elipse es lra f b l , donde:

son los semiejes, se tiene que él área de la primera es 1T- y'de
1

gunda	 (a = — 2- , b =	 2 ) y, por ser de igual área'arn a'	 b,

cr	 Tr
= nr6

ab= 1

La condición de que contienen C muestra que

2 
+ Y

2 
S. 1	 ax

2
 + by

2
 15.. 1

sumando se tiene que, para puntos de C,

láL 
2
JLIL x2 (b + 1) 5r2 c

2

y la elipse a + 1 2	 b + 1 2 ,
x +	 Y =2	 2

El área de esta elipse es



LEMA 3. La elipse mínima circunscrita a una curva C

simétrica, toca' C a lo menos en cuatro puntos.

convexa cerrada

+E)y2- 1x
2

+ (1
1 +

Y E.simetría hay al menos cuatro puntos de contacto de C

(D) 11 f 4- gn
2 4

- Uf - g n
2 

= 4	 si ufg = gel = 1

a menos que a =b = 1 y la elipse mínima es única.

Si la elipse mínima E se escribe en la forma x
2 

+ y
2 
= 1

es un punto de contacto de C y E, entonces las elipses

ciones

donde (1;0)

con 80118-

tanbien tienen área mínima-y no contienen C.

Para cada	 E> O sea PI un punto de C que no esté

ces hay una sucesión a	 Ó tal que P	 converge a

Como todas las P están en C, P está en C; además P

menos de E de E, así P está tambien en E.

Lea intersecciones de E y E L tienen por segundas Coordenadas

1 

7+ (2 +E)l/2

de aqui, el valor absoluto de la coordenada y de P es, al menos

De aquí, P no es ninguno de los puntos (±1,0) y está sobre C y E. Por

TEOREMA 1. Si L _es un espacio real lineal bidimensional y C

junto de puntos de norma uno, C es una elipse si y solo si

Antes de Tasar a la demostración del teorema veamos la definición siguiente:

Sea E un conjunto convexo. Entonces

PE(f) = indril- E E, r > 0-\

es una funcional convexa finita, llamada funcional de Minkowski del con

(Y)
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lema 3, sea C el conjunto de puntos f para los cuales

le elipse de área mínima circunscrita a C.

llueva norma en L de modo que E es el conjunto'de to-

a las cuales j ft = 1. Esto puede hacerse por la funcional

lema 1, 1 1 pue de ser definida de un producto interior,

(y) vale para I 1 . Como C está dentro de E , A1'Il71r5

dos puntos de contacto de C y E, Entonces.Sean f Y Ei¿If

- «12 En= + e +1= -
lf+ al f - g11 lf - g •

- 	.o y E se unen en dos puntos, entonces se unen en dos puntos,)
mente a medio camino entre los puntos Originales,

r inducción, C y E concuerdan en un conjunto, denso de

É, y se tiene demostrada la suficiencia. La necesidad es

2 teorema (J.v.N.), De lo anterior se tiene el debilitación

epacio normado L és un espacio de productos interiore

tisface la condición

11 f + gA
2 	

- ge = 4	 s 11 f =	 =

bilitamiento más en términos de propiedades de ortogonalidad;

:Liará en el capitulo IV.

Sea L un espacio de productos interiores y sean 'f,g E L.

dice que f es ortogonal a g, denotado f	 g, si (f g) =

.
productoS interiores

611 (J v N )5	 • • •

L son ortogonales se

1 fl = inftr l fE E, r >	 . Es facil ver que si f é E,

Y f,g



+ g =	 -	 (ortogonalidad isosceles)

11, 12 4_
(ortogonalidad Pitagórica)

ll f	 - tglk	 (ortogonalidad de Roberts

TEOREMA. Si la ortogonalidad isosceles implica la ortogonalidad Pitagó-

rica, esto es, si

+ gA = - 4 implica
gr ély2	 fu2

entonces L es un espacio de productos interiores.

analesSup6agase que Al1 Igt = 1, entonces f g, f - g son gr

isosceles, ya que

Ilr + g +	 1.112fg =	 2

It e+ t - f+	 2•112811 at 2110 = 2

de ambas

11 - (e + e) +	 f	 =11(e + g) — ( e r g)1

si esto implica que sean ortogonales pitagóricos, se tiene

4 = II 211	 \-1	 - in2 =	 +	 +	 - 102

que es la condición (D); así, es de productos interiores,

El inverso tambien es cierto, esto es, si L es de productos interiores

entonces la ortogonalidad isósceles implica la ortogonalidad pitagótica„

Si L es de productos interiores, se tiene

+ 2 + ilf - 
2 = 4	 para U fil =	 1

211f + gll2 = 4	 (puesto que ü f + d = II f - gll, art. isosc.)

YII f 	 2	 2	 2
+	 = 2 = 1 + 1 = 111	 liell

DELUNA RELACION FUNCIONAL ENTRE LOS LADOS Y LAS DIAMTALES

PARALELOGRAMO.



La condición (J.v.N.) puede, debilitarse por otras condiciones geométri-

cas que pueden ser resumidas en una relación funcional de las normas de

dos elementos del espacio y las diagonales del "paralelogramo" formado

por ellos. Dos condiciones geométricas son las siguientes: 1) Un trián-
-

Bulo es is6sCeles si y solo si dos de sus medianas son iguales.' 2) Si'-
. 	.

los tres lados de un triángulo son iguales respectivamente 'a los tres -

lados de otro, sus medianas correspondientes son iguales. Podemos visua

lisarlos en las figuras siguientes y la condición respectiva.

.1 4 2 	 ,+ 
431

	 f .

1) I I+ 3 111 = 11Z-3H (114+1 ►1-,11t-211)
	

14 4.101 = 1 1;11 (1111=1:11)
Podemos reemplazar. la Condición (J.v.N.) por la siguientirt

(R.L.) -Existe-una función no trivial de tres Variables reales--

F(u,v,w) tal que, para todo foz en L

IIf + gII 1-(111,114,1f - gq)

Esto establece que la longitud de la mediana Ilf + gli está coMpletamen-
2

te determinad& por las longitudes de los tres lados 11±11,11d, 11..-

La demostración de la suficiencia de la condición anterior se basa en el.

teorema que se enunciará enseguida del cual; aunque la necesidad es inme

dieta, _la suficiencia se demuestra con la ayuda de-una serie de lemas que
•	 .	 •

llevan a la condición de que la bola unitaria es una elipse. No será ana-

lizada aquí.

TEOREMA. Una condiCión necesaria y suficiente para que un espacio lineal

8-_:9



rf i = f + g r1 r .

ll f + Y g11 = 11ff + g ll = Il f - implica

11 ft + r	 = Ir'ry11	 = 11C11 implica

Pródn9toa

esto es, Ifn = 11 gl	 implica	 11 2f + gll = 11f +

Por La segunda formulación del teorema, el espacio L es de

(D) 11 f + g112 +	 - z112 = 4, Para 1111 11 g 11 = 1, seDe la condición

yk	 tal, que f,g e L y

Una formulación equivalente se obtiene haciendo

Existe una constante	 ,/ 0,1 tal que f',g' e L y

La necesidad de (R.L.) se vé de (J.v.N.).

SUFICIENCIA. ConsidereMos f,g E L con lifIl=k1g1 HagaiSs'
.

f t = f, f"	 g' = gm = f g ; entonces gi  

Así, se tiene 111'11 -11 t'U	 g '11 = 114 11 g1 - f '11 = 11 g" ---

Si aplicamos (R.L.) tenemos

11 g ' + f '11	 g" +
„ •

ll 2f +	 = f + 2gn

interiores.

RELACION FUNCIONAL ENTRE LAS NORMAS DE LAS DIAGOMALES -

DERANDO ELEMENTOS DE LA ESFERA UNITARIA 

,	 -	
función"vé quesi L es un espacio de productos interiores, existe una 

f—
.

que manda ilf + gll en lif — gil y visceversa y que es de la forma

o 1/2
F(x) = (4 — x')	 F está definida sobre el intervalo ro_l. en vintn



F (Il f 	211) = IIf — X1 1 se

( 4 — 11 f — al\2 ) 1/2 •

fobtiene sustituyen30 por su igual

TEOREMA. Una condición necesaria y suficiente para que un espació. lineal

normado L sea de productos interiores es que exista alguna . funciÓn.real-.-

F de una variable real, definida sobre el intervalo numérico [0,21 tal

que, si P y Q son puntos de la esfera unitaria para L, entonces

(s)	 FOIP + Q10 =IIP— QII

La NECESIDAD se vé en el párrafo anterior. La SUFICIENCIA se demostrará

por inducción, haciendo ver que la esfera unitaria coincide con un clr-

culo de radio 1 y centro en el origen. Se hace la consideración que

es bi-dimensional.

Denotemos por M la esfera unitaria para L y sea P algúnpunto de°

Consideremos ún punto PI de M y hagamos

G(ty = 	 t(F!	 F)	 ,np	 .1( p, _ pP ) 11 con O	 t	 1

Eá una función continua de t que describe a M y que va de TY-0,,jpe,-

sobre la esfera unitaria; así

va de O a 2.
1 F - aI 441 E: : 1M 1

Denotemos por Q a la G(t) tal que	 nP - G(t)1 = 1. EstablesOamOs.•

un sistema coordenado con P en (1,0) y Q en (cos - sen- .	 eno- .1

	

sw	 ir) D

	

3 9	 3  

	

. 	.

ternos por C el circulo con radio 1 y centro el origen.

.	 -
P y Q son comunes a C y M. Como I P 7 Q‘ =11P - Q1 = 1, se tiene que

V

P - Q pertenece a C y M. Por la simetría de M, Q - P, -P, , -,. son

tambien comunes a C y M. De aquí

P	 Q11 = 11Q - (Q -	 = Q - P - (-P ) = 11-P - ( ,-Q)11	 - P r - )11



P - Qg =-esto implica que

P(1) = o

P(1) = ;I , como

- (3) 1/2

IPCOMO ( + o4) 2 + (sem51) 211/2 = tl + Zoos.1

. -
suma (diferencie) de dos puntos determina la norma de su diferencia (su-

ma); por lo que

p + QII =	 -	 =	 - 211 =	 P -	 =	 - 2(4 = 12P -

(siendo P, Q, P - Q, de la esfera unitaria, por la ley del paralelogra--

mo se tiene que la última igualdad es (3)
1/2 ). Utilizando la condición,

denotemes IIP + Qll por c
2Q,- P 

y 
Q - 2P pertenecen a la esfera •

.	 •

o 

unitaria. Veamos la norma de su diferencia y la norma de su

11-
p 	 =	 P. ii _ 1

II 	 +	 11

	

\I  3Q - 	 = 3
c	 o	 c

-2.- ± Ja=se tiene I P al	 I1P +	 , por lo que el punto HP +Qw 
pértenece

- P
a CyM. Por un argumento similar 

11 2Q
2Q

 -	
pertenece a C y MI ijr‘

así para los demás; por lo que exp ( 
2Iri )	 pertenece

n12 

1, 2, 3,	 , 12.

Q-14	 rir 41.

• U,P -11



El intervalo numérico [0,21 es el dominio , y el rango de	 F. Además

F(0) = 2, 	 F(2) = 0 9 F(F(x)) = x para cada x	 en [0,21

Denotemos por E la transformación del intervalo numérico (0,115 al

conjunto F	 tal que

Pcos A> + Qsen.  11 11 p	 Peos 0.	 Qsene- 
II ( 9")	 P	

(IN
. reos. + Qsene it y U	 II Pcos + Qsen 9(111'

La transforimación H es continua, puesto que las transformaeiones . coorde-,

:nadas son continuas; ya que se trata de sumas, diferencias, productos y co'

¡cientos de funciones continuas y, además, II	 es continua ; esto se vd

de la desigualdad del triángulo II x + zo 41	 +1Ix
o 	 (sustituyendon 

x por x — x	 y luego xo	
o por o	 se nets 111(4 — 11 01 :1 11	 iol) •

El dominio de	 H, [0,1T1	 es cerrado y compacto. El rango de H	 es Pi por

lo que P	 es un conjunto cerrado ,y compacto. Y se sigue que F	 es conti-
,

nua; por ser cerrado contiene a todos sus puntos limite, por ser compacto

todo subconjunto infinito debe contener al menos un punto limite, así no

,
pUede ser discontinua porcine , toda sucesión (subconjunto infinito de F) tie-

ne un punto limite que es de F. De aqui se sigue que	 F	 es decreciente•

en [0,21	 Olx<yS. 2 y F(x)	 P(y), la continuidad y P(2) le O
.

implican que hay una y' 	 tal que x < y.„1„ y' 1; 2	 y .F(x) P(y'),, lo cual

es uma contradicción puesto que F -es su propia inversa.
- 	,

Supongamos que n .es un entero positivo y que la parte común de	 M y C

tiene comfln subconjunto algun conjunto de puntos K 	 consistiendo de 6•231
, 	-

puntos uniforMémente espaciados sobre C. Se ha mostrado que esta 'Suposición,	 • 
,	 -

es válida para n= 1, se mostrará que vale para	 n + 1,	 iMplicando que

la parte comun de M. y C ,es densa en 9 iy que	 M -es

Consideremos cuatro puntos de-Ki P . P.. Q . 	 colocados como indica



K son adyacentes uno a otrodos puntos de SOasí como Po y 
P
1
 (el que

bre C indica que para algun arco de C conteniendo loá dos puntos,"no-
.

hay puntos de 'K entre ellos sobre ese arco), Lae coordenadas están no-

tadas de manera que (1,0) esté a medio camino entre P o 
y p

1 
y (0 9 1) a

medio camino entre Qo y Qi.

Denotemos con P/ Ha  Po 
P

o	 1	 y con	 qf

Po + Pin
se mostrará primero que iffl l = Pl. Notemos que

I1Po + P1
11 = 	 o	

p

Inl 
1	 19'o ± 2-11 =



dose una contradicción. El caso 	 I Q I ‘ 111, daría una contradtcidn de

una manera similar,

Denotemos con P/	 el punto de	 K adyacente a Po	sobre C y con 1 el•

número  Po + Pll M es la frontera de un conjunto de puntos convexo;
2

los elementos de dicho conjunto son tales que 11x11‹. 1 	 Para x, y en el

conjunto y 0 t 1, el segmento que une z con y,. tz + (1 — t)y 9 es '

tá dentro de	 M; esto es,	 II tx + (1 — t)yg< 1 ,	 o 1- t

tx + (1 — t)yli	 tkg + ( 1 - t)liyil < t + 1 - t

''Si 15	 II	
IP	 Pil= 1 ;	 '1 =	 0,2	 C. VIPo t +1 I) = 1	 así,

zl?, I para cada punto	 z de	 M.

qrIDenotemos

	

	 por e , {)- es la mitad del ángulo entredos miembrOs
6'2x

cualesqUiera adyacentes de 	 K .	 Denotemos con 
11 la diStánCia del origetl'

al punto sobre el eje X	 que pertenece a la linea a traves de P y p1 ;

.--	 -.—
Por la conveXidad 1 zl fk U	 para cada punto z de M. Denotamos: oón:A

Y B a IPo 	 Pli y	 I P	 P11

	

o	 respectivamente; con Q2	 al miembro dEli

dyacente  a Q1 ;	 con s	 la pendiente de la linea a trates de	 Q, y Q2

donde fi*"	 indica conjugado complejo.

= eos-9. ;	 A .1P0 — Pl l	 2sen4}	 2cosI} ;

U = I + x	 donde	 tan24 sen

ya que el ángulo entre

2{}. Así,

P
o
 — P

1 y la recta que pasa por P*
o

U ='I + x = cose- + tan 2-9»	 = cose- + 
sen 26» 

sen-& ,---cos 2-9-

— Q:1 2cos(341)



tan
sen 2 9

- cos 20.

Q1 
tienen coordenadas (.121 , 	) , (	 9 2 ) respectivamente. Como

coseno es decreciente sobre ro, 'in y y 3 .9- están en este intervalo, se

tiene

cos 4 + coa 3 -9.cos 9 > cos 39	 cos.e. + cos 3 -9- > 2cos 3.9 2

> cos 3. adonis

O < coa 3$	 cosa- cos 2-9 - senil sen 2-8- < cose cos

cos 3-61- 2cos 29> ?cos

2oos 	 2cos -9-
II 	 7 '1 00 7	 I Cr I if Iln i =

y lo anterior as

2cos . cos-9-_  2  	 2cos z...	
2cos i9 ...... >

,	 U	 cost	 cos -e
cos29-

01

I Po + PlI	 que es algún ,
II 
Po+ P

es

(1 1 1)

z% con z C M corno
:1,1E11

11,

(de la convexidad I VI =

como	 zj	 IT). Lo anterior

Q2 n 
-	

1 -
/1.)1	 - Q 2

-

iTI7:715
es algun

magnitud 180° - 2 .9- y los ángulos exteriores son «de magnitud 2-19-. El

s)ángulo exterior que forma la 'recta que pasa por Q1
	 2
y Q* (con pendiente s,)

go	 1y Q por lo queestá formado con la recta horizontal que pasa-por

I n	 n4 i	 _



como este). Denoteios

De lo anterior

— Q11 > P. + Pin >	 924111

Esto implica que entre las dos cuerdas verticales

hay alguna cuerda vertical R
1
R
2	 de M,	 (continuidad dell n) R1- entre

1 Y Q2
 sobre M, tal que

a R1 - R2 11 =	 + P111

Por la hipótesis (P("1 — R211) a 1I,R1	 R211)	 121 R2 11 = 11Po

y se tiene

F(11,„++,1I)
IIQe+D,ll- Ih, +-P,11

A

11-Pb-t1-111?„-0 1 11	 I 6t I	 I

I1Q.+0,w - IIT.4-7111	 B -_ 13
Iti1

-	 111ZIA-1.111 -

n + ¿MI	 13	 II y-92 

	

1611 A -	 I Qi

(i9r].) YDenotemos a RI y R2 con ) respectivamente y.supon=

gamos que ri 3 r2 (el caso r
2 > r1 es/ 

por i . El punto Q es ( A , ••• ) y la linea a traves de1

tiene pendiente s . R
2
 no puede estar arriba de esta linea y la dife-

rencia máxima entre r
1 y 

r2 dejando x fija ocurre cuando

están cada uno tan alto como es posible. Como la linea a traves de Q
o y

es paralela al eje X y, como R1 no puede estar arriba de esta linea,

Similarmente,r 4 7 •
A.

r2 >, 
B	 7)- s(x - 	 • ya que si consideramos

- B + h) de la linea que pasa por 'C1 y Q- se tiene 'que
2 	 1	

que,

A



y, Come R2 no puede estar arriba 
de esta linea s r2 >

	

#	 — s(x —	 = s(x
Denotemos con	 r' e	 — s(x — 2A)	 '• lo cual dá

A
tvg..4-it	 -	 1111,ITTII"	 ni	 ' 111%411	 4°1

	

1	 _z_

	

tL 13	 19, —í2	 Ti C11411.1	 4'CZ

	

1/1	
Q1 1	

—	 1611	 101	 U;111

ya que, como r' r2	2r' S 2r2 	2r' + r1 	2r n

2r 1 +rr<r

como r'< r2

asi,

1— 2 '3/4- 1 + r 2.	 2r« + d	 r,O sea

como r < — —5 r
1". 2	 r1

iy

Si denotamos por I 1 la linea"a traves del origen y el punto R +1 R2 ,

d
la pendiente s1 de esta linea es '

y de la desigualdad anterior

s(x 4 7;)	 s131 < 
2r 2 

< 7 < s

Esto pone de manifiesto que . 1'1 no está tan empinada linea

a traves de Po y el punto (111 0) así,

algun punto z .

Si I2 es Vertical, entonces P f l = I y, como

Q0 Q 1.1 E 2 se tiene	 I Po + Pil  < 	 QiI 
2	 \II Qó+
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Por lo tanto 12
	

no es vertical y tiene pendiente positiva s2

	

R + R	 ‘111 +R21 
Notemos que 111/i +	 > I	 1	 2	 ya que	 z

P1 ÷ R21 •)11

Resolvamos para s(x0a0) entonces

(recta 1.1 )

- 11' 1 1 ) (recta

de donde

sustituyendo se tiene

2xs2 11"1

o 2a2 x - d.

/
I Ri + 11.2 	 1/4 4x2 + d2 n 1/2	

2s2x - d
R2I1> 	 z 

I	
Ipot

2

(
1

2	 42 \ 1/2	 pti	
I	 71-..

A., 

	 2
22	 d

2

de aqui, la desigualdad 	 (IP)	 puede llevarse un paso mas a

A	 25i )( -a
11% 14-1%11' —11,1 	 I?,	 si	 113 ' 1 112- 1A

13	 13 (211-YO)	 [/5_9.(11..5
1111	 IG?1	 1 al

Q1 elx- A — )(11 -2)( -

Iyr' (1X-h) S - 11.% I	 - -Fi1 „elx -h

-

donde se ha sustituido 	 =
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cos 
s2' < s2	 2. Puesto que so	 sen 241-

=	 (ya que

complemento de 249-) se sigue que

el ángulo de la linea es fi

AA sen 
(x 2 oda 241 ti _ A\ sen

2
(20-)	 Á

s	 cos	 2i 	 as	 < —
	2	

2/
ces

2
(24-)sen 2 é.

(ya que lo más que puede valer 	 y que es cuando seno vale mas y coseno

menod es 15° y entonces 
sen 	 l).-
coj(241)

La cadena de desigualdades puede ser terminada- 	 .	 .

s2

Wi

1,1

ao' I (ax - -ft )

(u-x--1)s

IQ I	 lel	 IG» I
111'1 5 	11,1 12 1 5	 • 21131 s

52.

t?'15 ii

111111
ir

Po -E Pli y	 1 pe t	 u
11'1

2
ya que 

l 
Q > I

1 Qo 	Q1 1 
puesto que

11, Q0 	 9111 d'

á
C2x-A.)--1 4'1 st

11)1 1 (ax-	 s

(porque pi l 	 1'	 1)11 rII Po. + Pilla
es un Izi donde z1M y tz] <U, por

la convexidad) de ahí, lo anterior es

oos	 2
cos (2.) 

'Us 2cos.  sen 2a.	 2sen 2 9-

cos 2.9- cos 20-

puesto que A = 2sen# , B = 2c0s44 ;

sen	 cos (2..) 
cose. i . 2sen 24)..

• multiplicando ambos lados por el producto de 10S

cando, obtendremos

IH

.4

denominadores y simplifi-

de lo anterior se tiene



seno	 cos22 se tiene
cos4	 2sen24

cos(24)cot(24)	 cos(2	
tan 4	 	 2	 n	 2tan(29-)

cómo <1
Ir

6 9 2* '
el mayor valor posible para e es

12

y para este velar la desigualdad es máxima, ya que - tan a tiene su.máxi

so valor y el cociente 
cote. 
tan 20 	

su minina valor; para n >1 tan4›

DE

disminuye,mientras que oos{20) 
tan 24) aumenta; para n 1 se tiene

2( ‘ 2679) - .5358 >

Esto es una contradicción Causada por la suposición que

y prueba'que I	 1(111

Para cada entero k, hagamos H(k). el punto tkeexp(ik4) y denotemos

por A(k) a I H(k)I . • Todos los'puntom H(k) pertenecen a M y, si

k es impar, H(k) pertenece a K y de aqui a C '(en este caso H(k)

-coincidiría con alguno de los puntos ya considerados, de ángulost-if,

Usando los resultados obtenidos, se mostrará que C contiene

n+1todos los puntos H(k), implicando que existen 6°2 	 puntosde M -
•

uniformemente espaciados sobre C .

/
Como -

Ir 
= 3'2111 los puntos H(2k) y H(2k + 3.2

n
 ) están relacionados	 • -.2

el uno al otró como lo están P , y Q'	 en lo anterior; así, para todo
- 	,

entero k, A(2k) = A(2k + 3 • 211)	 Si k es un entero impar, ambos

H(k) y H(k + 3 e 2n) pertenecen a K	 Así A(k)

todo entero k .

Supongamos que j es un entero . 0_<1<n_ v_ nara finan an+a-p.^



que j < n , puede ser mostrado que A(k) A(k + 3.2" -

todo entero k.	 Sean X, Y, U, V, como sigues

X .111 (k) + H(k .	 2A(k).0.(3.2n-i-1e) 
A (k 3•2n-j-1)

Y =113(k) -;11(k 3.2n-11$ 

u

2A(k)sen(3e2n-J-141.) 

A(k + 3 0 2 11"j-1 + 3.2")

2A(k)sen(3•221-j=19) 

A(k + 3•2 n-j-1 )

U =	 + 3 . 2n-J-1) + H(k 3 .2 3_1 + 3 . 2 11-j ) II

2A(k + 3.231-i-1)cos(3.21-3-1,9) 
A(k)

ue 11 H(k	 3.2 -j- _ H(k + 3 . 2 n-i -1 + 3•211-j)

2A(k + 3e211-J-1)sen(3.2n-j-14>) 
A(k)

si se supone que X ,L U, entonces

F(X) - F(U) 
x- U

Y -
X - U

sen(3.2n-j -1

cos(3.2n-i-10-)
> 0

esto es una contradicción al hecho de que F es decreciente. De donde

X . U, 10-.que implica que para cada entero k, A(k) A(k‘-.3,21:1.7(j+1)),

..Por inducción A(k) = A(k + 3) para todo entero k y todos les puntos

H(k) están en C. Así, M contiene 6.2n+1 puntos uniformemente vespa-

alados alrededor de C. Así la parte comun de M y d es densa en 'C 'y

M es C.



ORTOGONALIDAD

En la sección B del capítulo III se ha visto Una . caracterización de espa-
.

cios de produétos interiores, en términos de - ortogonalided, 'pomo corolario
.	 . -

de la condición (D). En este capitulo se hablará un poca de ortogonalidad.
. 	:	 .

DEPINICION 1. Sea E un espacio vectoriaL normado y x,y e E. x es orto

gonal a y (x 1 y) si y sólo si 11x + ky% 1 1x11 para todo escalar

La idea geométrica de esta definición es que el segiento PQ 	 es Perpen-

dicular al segmento PR si y sólo si, la distancia de	 Q a	 P es. menor

que la distancia de Q a cualquier otro punto de la recta que pasa por

P y	 R.

LEMA 1. Si E es un espacio de productos interiores y

ces (x,y) . O. Recíprocamente (x,y) = o implica x
•

+ VII? 2 + 2k(x,y) + k2 2

+	 4 para todo k es equivalente a (x,y)'	 o

Vemos entonces que en un espacio de productos interiores la ortogona.lidad

posee las siguientes propiedades:

1)	 simetría;	 x JL _y	 =2,›	 y _L x

homogenea:	 x _L y	 )	 ax 1 by	 para todos a,b E R

aditividad:	 x ls. y Y	 7C J- z	 -2>	 X 1L (Y 4, z

4)	 si x,y son dos elementos arbitrarios, existe entonces : un: real
,.'

tal que 'x '	 (ax + y)

Para demostrar 4), basta tomar



Por otro lado, para un espacio vectorial normado arbitrario, solo se cum

ple 2) y pedir que se cumpla 1) nos lleva a : ,

. 	-
TEOREMA 2. Si	 E es un espacio vectorial normado de dimensión ?,„ 3, la

ortogonalidad es simétrica, si y sólo si Y E es de productos interiores.

La demostración se basa en la siguiente caracterización de Kakutani, E

es de productps interiores si y sólo si hay una proyecciónde.norma.und'

a cualquier subespacio lineal cerrado.	 Por otro lado 	 E 'es de productos

interiores Si y sólo si todo subespacio tri -dimensional es:de predije-Lis
. 	,

interiores.

Sean	 xl, x2 ,	 elementOs de un subespacio tridimensional	 E, y sea

, 	.
subeápacio generado por ellos. Se puede demostrar que existe -y E E

'tal-que	 u	 como	 es simétrica, E	 y	 Si derinimea

P E 	 Ho	 como	 P(z) = z + a y	 (a depende de z para-que .

p(z) € E. ) vemos que 11 P(z)0( 5 U s il 	 además II Pa

TEOREMA 1. Si E es un espacio vectorial normado de dimensión �.. 3, 3

ces E es de productos interiores si y solo si -1.- es aditiva Por

izquierda	 (r-IL z,y ..L.z-t.-7> (x + y) JI___:z ).

La demostración corre la misma, ruta del teorema 2.

Se podrían dar otras caracterizaciones por medio de propiedades de hjper7.-

planos; pero basta con que estén en la literatura,

DEFINICION 2 . Sean	 x l y dos elementos arbitrarios de un' espacio vecto-

rial normado E Decimos que 	 x es J-ortogonal a	 y	 (x	 y) si y

solo si x + yl = jIx -	 ( la J es por James. Esta.Ortogonálided tambien

se conóce como ortogonalidad isóseles).



LEMA 4. Si E es un espacio de productos interiores y ( r,y) = 0 9 enton

ces x e y son J—ortogonales. Recíprocamente, x S_ y implica (x,y)=0.

Las dos definiciones de ortogonalidad no son equivalentes como se ve en

los siguientes ejemplos:

	

En 22 	 con las operaciones usuales, definimos

	

( Et.b) 11	 max( al , 1190 para	 (a,b) E /2.

.sean x s. (1,0) y Y = (3,4) ; se tiene	 X +	 4 -1x — y	 Sel

que x _L y . Pero para que x £ y se debe tener que W x' + icyb,ajell

' para todo k E IR.

Tomando k =

Tomemos ahora la con la norma

(a,b)Il	 tal +	 t	 (a,b)G

Para los elementos x = (110),

x + kyll = 11 kl +	 > 1 .11rg y esto para todo

x + yll . 1	 - ya
.	 ,

E es un espacio de productos interiores si y

x _L	 Y .	 x	 Y • -

E es un espacio de productos interiores si

x -1-3 y	 .1r-> x 1 y

La demostración de 2) está en* el libro de Day mientras que

-'Lada por Hdliib sin demostrarla.



CAPITULA V

ALGUNAS APLICACIONES

Se han analizado algunos trabajos concentrándose en lo que parece estar

mas relacionado de ellos. Se'tretará de resumir algunos resültades kne

se han visto; otros que solo se han mencionado se Pueden'encontrar . en la

bibliografía " y se verán implicaciones que algunos de ellos , tienen. "

Entre los aspectos geom,tricos pueden mencionarse, que si E es un es —'

pacio de productos interiores entonces todo subespacio tridimensional es

isométrico al espacio euclidiano R ; puede decirse además de esto que

se puede definir un producto interior en cualquier subespacio tridimen-

sional de un espacio vectorial normado T y, de aquí, en T mismo (J

mes). Esto, por J'orden y ven Neumann puede reducirse al cabo'bidiMensio.a
•

nal.

Si se traducen y reformnlan algunas implicaciones en lenguaje geométbico

se obtienen teoremas métricos que caracterizan a la geometria euclidiana,

algunos son: 1) un triángulo es esósceles si y solo si dos de sus media—,

nas son iguales. 2) si los tres lados de un triángulo son iguales resPcm

tivamente a los tres lados de otro, sus correspondientes medianas son

iguales (Lorch).

Si consideramos dos espacios de ,productos interiores L 1 y L2	 y toma-
,

mos su producto cartesiano L1 X L2 , resulta que este es tambien,un es--.'	 •	 .

pacio de productos interiores. Basta definir el prodUcte iaterior-dé dos

elementos (f1 ,g1) y (f2,g2
) 

de L1 L2 como
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definida la suma de parejas

(fl'gl) 	 (f2,g2) 7 Çfl	 f 2 1-1- - -2-+ P )

y-el producto por escalar

a(fl' gl ) " ( fl'agl)

(no se hace distinción ,en la notación de Producto Interior y de Norma,

ya que no parece que pueda haber confusión para cada:caso).

'De nuevo puede representarse la norma, inducida por el prOduCiO interior-

en L1  L2,X L como antes

11(f1 911 1 )t12	 <(fiyal),(firt3.)›

nor la definición esto es

< grgi> - utile

vé jnmediatamente que las tres primeras condiciones para

tal

para todo (er g]) E Li x L2

es equivalente a (f1 y g1 -)	 (0,0)'

laig(frgil para Cualquier (frgi)t ¿
•

cualq 
.

uier escalar a, se cumplen. 	 La cuarta condición tambien se num--

pie y, enseguida, se abrevia la demostración

(f i.' gl )	 (112 9 g2 ) 11 2	 fl	 f212	 g21
2

li f2 11) 2 + (1I g1n + II g211)2

11ur gim2 11( f2 , g2m2 2 nf19 ilf21 1

(11(fV g1 )11 	 (f2'g2)11, )2-
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rarse que L sea bidimensional. Además, si L es de productos interio-

res, el subespacio unidimensional L' formado por los elementos af tem

bien lo es. Así, por el caso de producto cartesiano, por inducción, puede
y	

:

decirse que el espacio n-dimensional es de productos interiores si los.

En el caso infinito-dimensional, (Lir .9
1-1

solo se puede definir si

espacios factores lo son.

Usando el teorema de

interiores si L lo es

Z \ (f ft)L4 1 2 < °C,
G=I

Riesz resUlta que- 
L4k-
 es

L* . {Ag (f) (f,g) l gIL

(A B ) *	 g	 1

además,	 si es espacio de Rilbert aunque

Mencionaremos dos ejemplos de espacios lineales normados que no

productos interiores

1) El espacio n-diMensional R en el que la norma se define

fórmula
1

PI; = (	 xkl13)
k=1

Para p	 1	 se cumplen todos los axiomas de la norma; sin embargo

es de productos interiores solo cuando 	 p = 2.

Consideremoh- dos vectores en R

f = (1, 1, 0, 0, ...	 1 0)

g = (1,-1, O, O,	 , O)

f +	 . (2. 0. 0. 0-	 - 01



22•2/p2(11 p2	
gtp) 2.22/P

U 1 = 114 = 21/P ; Ilf 4- glp = 1f glr

de donde

y la igualdad se cumple (rv.N.) solo cuando p si 2. Así, podría intuir-

se que loé dnicoó espacios lineales normados de-dimensión'finita . que . son-..
- 	.

de produCtos interiores son los que tienen norma euclidiana.

2) 
CEeilarr 

el espacio de todas las fUnciones continuas, definidas

el intervalo cerrado ta,b1 con la norma del sup

ll 
fur
	 sup
	 f (t)

altlb
consideremos	 y	 f

. 	.

£0,11

II f - g ll	 1

2	 2	 2 	 2.
gil + nr -	 2 ft 4 =	 liga ) •

La prueba de la suficiencia de muchos de los Criterios métricos para que

=2

, la intersección de la bola unitaria con subespacios bidimensionales

son elipses?

,
un espacio lineal normado sea de productos interiores depeáden de (J.v.N.)

atreves de que el conjuntó de puntos de norma' uno en cada"plano atreves -

de O es una elipse. ¿Podría decirse, de esta dltimflondióión que, en



BIBLIOGRAFÍA

MAURICE FRECHET, sur la définition axiomatique d'une classe. d'espa-

ces vectoriels disianciés applicables vectoriellement sur Despene

de Hilbert, Ann. of Math. (2) 36 (1935), 705-718.

P. JORDAN and J. von NEUMANN, , on inner products in linear aetric a

spaces, Ann. of Math. (2) . 36 (1935), 719-732.

M. M. DAY,-some characterizatiOns of inner produot apanes, Trena.

Amero Math. Soc. 62 (1947), 320-337.
Normed Linear spaces, sprjnesr-Verlag, Berlin, 1958.

E. R. LORCH, on certain implioations mhich óharaóterize Hilbert epa

ces, Ann. ofMath. \(2) 49 (1948), 523-532.

D. A. Senechalie, a eharacteriaation of inner'prodUct spaces, Proa

ceedings Oí* the Amor.. Math. Soc, 19 (1968) 1306-1312.

G BIRKHOFF, orthogonality in linewr"metrio apanes, Duke Math. J. 1
(1935), 169-172.

11, C, JAMES,- . orthogonality in noria linear spacee, Duke Mata'. J.

12 (1945), 291-362 . MR 6, 273.
orthogonality and linear functionals in normedLlinear

apanes, Trans. Amer. Math. $00. 61 (1947), 265-292. MR 9, 42.
Inner Products in normed linear alances, Bull. Amor.

Math. Soc. 53 (1947), 559-566. MR 9, 42.

8. J. R. HOLUB, ' Ilottindityl orthogonality, andcharacterisations of

inner product spaces, Bull. Amor. Math. Soc., 81 (6) (1975), 1087-
-1089.

A. N. KOLMOGOROV y S. V. FOMIN, elementos de la teoría de funciones

y del análisis funcional, Mir,

KOSAKU YOSIDA, Functional Analysis, Fourth Edition, Springer-Verlag,

G. BACHMAN and L. NARICI, Functional Analysis, Academie Press.

W. RUDIN, Real and Complex Analysis, MeGraw-Hill.

J. DIEUDONNE, Foundations of Modern Analysis, Academie Press.

14. C. GOFFMAN and G. PEDRICK, First cut-se in functional analysis Pren

tice-Hall.



BIBLIOTECA CIENCIAS
EXACTAS Y NATURALES

QA322.4
.R63

1111111JF! RSIDAD DE SONORA

SOBRE LA AXIOMATICA DE LOS ESPACIOS
DE HILBERT

PROFESIONAL

OSCAR BMARIO RODRIGUEZ SANCHEZ.4

Hermosillo Sonora México 1976
o


	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66

