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INTRODUCECION

David Hilbert, al tratar con algunos problemas sobre scuacionss integralss
fu& quien empez6é a trabajar en estructuras que, posteriormente, llsvarian
su nombre, los espacios de Hilbert. Varios matemfticos desarrollaron tra-
bajos sobre astos espacios, siendo J. von Neumann quian los axiomatizd -
pidiends, entrs otras cosas, que fueran separables., Esta condicién la con
servan algunos autores; pero, en bass a ella, pueds considerarse que sflo
existe un espacio de Hilbert (en vista de que dos cualesquiera son isomor
‘fos) el cusl tiens a 15 (que serd definido posteriormente) como su - - -

*rgalizacién en coordenadas”™,

Un caso perticuler de esto: el isomorfismo entre 1, ¥ L2 (el espacio -~
de las Punciones cuadrado integrables), esté relacionado con la teorfa de
la mecénica cuéntica. La mecéinica cuéintica originalmente consistid de dos
teorfas superficialmente distintas: La mecénica de matrices de Heisenberg
y la mecénica de ondas de Schriidinger, este Gltimo mostrd posteriormente

gque las dos teorfas son equivalentes . Desde el punto de vista matemAtico
la diferencia entre las dos teorfas se reduce al hacho que la teoria de -
Heisenberg usd el espacio 12 , m:len‘tras que la teoria de Schridinger usd

al espacio L2 .

La peticifn de separabilidad parece tener su fundamente en la seguridad -

de contar con una base ortogonal, en vista de que esa condicidn gerentiza

la existencia de dicha basae.

Fus también J. von Neumann quien descubrié una de las propledades més —
transcendentales de estos espacios, la ley del paralelogremq, que did la -
pauta s otros matemfticos para buscar otras propiedades geométricas. De -
la copiosa produccidn acerca de espacios de Hilbert, en el presente traba

jo se hace una axposicidn de algunos de ellos que ilustran algunas propie

dades oeomdtriraz v de artamnatdidad de conneics Ao mesdkiadae $odoesd asese



Dgliberedaments no se habla de dimensidn en la definicidn ya' que las

propiedades las cumplen un mayor nimero de aspacios.

Se analizen, principalmente, cuatro carecterizaciocnes que estén fnti-
mamente ligadas y que se intuyen a partir de la primera (ia ley del -
paralelogremo). Inicialments se tratd de hacer un estudio sobre el -
desarrollo ds las propiedades qus caracterizan los espacios de - - —
Hilbert, yendo a las fuentes originales; pero, como se dice antes, la

produccifn en este campo es abrumadora; ademés de que constantemente

hay nuevas aportaciones.

El presente trabeajo pusde ser un ejemplo de lo que pasa en repatidas
ocasiones: E1 principlo puede ser un problema o doncepta fisico, inge
nieril, biolégico, socicecondmico, etc. en fin humano {que da una prue
ba més de que en matemA&ticas ss trabaja para el éptimo aprovechamiento
de los recursos) a partir del cual se pueden obtener resultados més o
menos sofisticados, sin embargo, los resultados més transcendentales

ocurren en los conceptos bésicos que son los més susceptibles de cam-

bio.

Guiero manifestar mi agradecimiento al profesor Enrique Va-
lle Flores por su dinfmica paciencia y las energfas gastadas en el de-

sarrullo de las matem&ticas en Sonora.



CAFITUILO I
DEFINICIONES Y TECREMAS PRELIMINARES,

4) ESPACIO LINEAL NORMADO. ESPACIO DE HILBERT,

Un espasio vectorizl (o lineel) consiste ds un conjunto no vacto L de
slementos f,g,h,..., un campo F de escalares a,b,c,... y dos operacio
nes + , ° que satisfacen laz sigulenties propiedades:

T f+g €l para todo f,g € L y es tal ques

1) f+r+gmg+ T
E 2) fa+(g+h)=(f+g) +2
3) existe 0 €L talque f +0a=f para todo £ €L
4) Persosda £ € L existe -f e¢L talque £+ {-f) =0
~1I. Fars cualquier escalar' 2 ¥ cualquier elemenic f €L estd defini
do o1 slemento af € 1. de manera ques

1}  a(vf) = {ab)? pare todo a,b € F y todo f €L

2) lLf=1¢ para todo £ € L '

III, lLes operagiones astén relacionsdas medisntie las leyes distributives
1) (& + b)f = &af + bf
:2) a(f+g) =af +ag
"S1i F es el campo real o complejo, se dice que L es un espacio vectorial
reai o complejo, respectivanente. |

Urn esnacic métrico consiste de un conjurto I y 42 urno distancia d, es

decir, una furcién univelualz real y no negativa d(f,g) definila para
.‘ios elemanios cualesqui~vz £, b qﬁe verifica las conliciones =¥ i-n
oo

1) a{f,g) 20 y d(f,g) =0 =iy solo si f = 4

2) di(f,g) = &(e 1)

3) di(f,h) £ i(f,g) + d(g,h) f,g,h € L,

Una sucesién en un espacio métrico es ura funcidn nnivalnada TeTW T



mentos del espacio., Se denota eon {fn} 2 la mucesién f,,%,.--f0, ..
Se dice que f_ € L es Limite de la sucesién {fnl si dedo € > O exis

ts N(t)e IN tal que n » N implica gue d(fn,fo) < €.

Se dice que una sucesién es sonvergente si {tiene limjte,

La sucesién {fnl es do Caushy si dado £ > O existe H(f) ¢ IN tal que
2,n > N implica que i(f;,fn) < g .
51 una sueesilén en un espseio métrico es wonvergente, su limite es dnico,

Tods sucesién convergente es de Cauchy.

Un e¢spasio métrico se llama compleio, cuando toda sueesidén de Cauchy en 61

convarge.

Un subconjunto no vacfo L' de un espacio lineal L se llama subespacio,
cusndo es un espacio linesl con las operaciones de adiciédn y multiplicacisn
por escalares definidas en L. O sea, L'« L es un subespacio, cuando de

f€l', g € L' se deduce que af + bg € L' cualesguiera que sean a y b,

Una norma en un espiacio vectorial I es un mapeo (£ —sHffl) de L en el
songunto 1 de los nimeros reales, con las siguientes propiedadess

1) Wi 20 opara todo f €L

2) Wt =0 es equivalentea £ =0

3) “lf“ - \n\“f“ para cualquier f € L y cualgquier escalar a

) He+el <+ le pera cualesquier f,5 €1L.

Un espacio normado es un espacio vectorii:l T 2on oone woatun I te an AY
&‘(f,g) =L - UI o3 una listancia on T, uci{ an 2-r2cis lineal nornas

e3 siesopre conslierado cono un esineio rnétrico.

P .
I3

In e-pacio de Zanach es urn espacis 1insil noroa's y covpleto resv.oh:

la métrica lada zor lz n-ruo,



conplejo tf,g] , llamalo yroducto interior (o producto escalcr) de £ 7 g,

tal que valen lacz siguiontec rexlanmy

i) [cf,gl = c{f,g] f,r ¢ L. ¥y ¢ un escalar

11) (£ + gn] = [£,0] + [g,hl f,g,h € L
§51° [g,f] = f;:gj ( @ denota el conjugado complejo de ¢ )
iv) &rlzo para todo f €L

vy [f,fl=0 edlo si £ = O

De i) , iii) se tiene

[f,cg] = -é[f,g] Cg "_f,g' + g“] = [f,g'] + {f,g"]
En el caszo de producto interior real, denotado por (, ), se obtiens
(g,£) = (f,2). La equivalencia entre las dos definicicnes, real y comple

ja, es el tema del siguiente capitulo.

Por iv) podemos definir uf“, la norma del vector f € L, como la ralz cua_
drada nc negativa de (f,f)

wel® = (g,2)
Las tres primeras propiedades de una norma son consecuencla inmediata de
iv}, v), 1), iii). la cuarta, la deziguallad del tridngulo, se obtiene uti
lizande la desigualdad de Schwarz \[i‘,g-“ < Ut el sue se demuestra
cnseasul la.
Jean A = “fuz, 3= \[f:él\ ’ ¢ = “3“2 ;

exizte ur ndmero complejo a tal jue lal =1 (a serd de la forma

X + 1

siwndo L+ 1y = [f,g] Y oy a[;,f\ = 3, Para cualjiuier real
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Todo esnacios Il praluectos interires o8 noriaio., S1 adends e comla o
i r omnil21o6 oo

le llama espacio de Hilbert,

Alpunos gatores $iler adesds qoe sea sepsruble, De verd, lespafs 2o o lmie
ras defirfcione s, clomplos y roo-ltalon Ao, g Tar ezjocoisr Io Tilhart

sopargbles cualcgguiera son isornorlos,

B) TEOREMA DEL IZ0r0ORTISHD

DEFITICICY, Sean A y B dos subconjurtoz de un espacis nétrico R, Je dice
que A es densg en B =i Dﬂ D B (donde [K] indica la cerradura de A, o cea,
sl conjunto de todos los puntos de contacto des 4A). En particular. se dice

que A es denso donde guiera (en R) si [4] = 2,

DEFIFICION, Un ecpacio métrico se dice separable sl tienes un subconjunto

denso donde quiera numerable,
Los misuientes son algunos ejemplos de conjurntos densos,

1. El oconjunto de todos loz puntos racionales es donso en Ta linea real R™,

2. El1 conjunto de todos los puntos x = (xl,xz,...,xn} con coordenadas ra-—

cionales es denao en cada uno de los espacios Rn, R: a R? donide;

R e el e~pacio méirico formado de todas las n—sdag ordenndas X = (xl,xq,..

...,xn) de mimeros reales X13%Xgy -9 X,, CON distancia

ix,y) = J:Z:‘(xu—jkf\

n
Ro es el espacio métrico foriado por las n-adas ordensda- X = (xl'KE”"’Xn)

n . .
como en R pero con distancia



R? el mismo conjurto como anbes pero ahora la distancia est4 dada por
L]
il(xa.Y) - kz-:l \ Xy~ .jk. l
3, E1 conjunto de todos los puntos I = (1‘,x1,...,xh,...) con un mimero

Tinito de coordenadas distintas de cero, cada una un mimeroc racionsl, es

denzo en el espasio 12 y fdonde

1l es el conjunto de todas las sucesiones infinitas

2
X = (31,12,..-,&,-o-)

de mimeros reales x ,x,,...X.,... que satisfacen la condicién de conver-

genoia

donde la distancia entre dos puntos se define por
- P
a(59) =Y Z ram )

y ol produsto intérior por

(xy}’) - é‘ xljk
4, Bl conjunto de todos los polinomios eon coeficientes racionales es
. 2 '
denso en los espacios c[a,ﬁ} ¥y Cii:“] donde

C‘; 5 e8 ol espacio métrico formado por todas las funcionea eontimas
¥

definidas an el intervalo cerrado {a,b} eon distancia

i(£,8) = max | fwr~ 5w
atts\

2 . . ‘oo
C[; vl como el anterior sols quz la distancia estd defirida por la [ér-
*

\Y

b 1 p d
d(x,9) = (S [xy -9y At\

1 n .n _mn 2
ios anterisres R, I R 1., C . S 30N SeDArd=
Los espacios anteriosres I Rl, 2r Cra, vy ° ¢, BY’ 0 par

rule

bles, puesto que los conjurtos en los cuatro ejemplos son nunerables,



PEFIFICIOY. Un conjunto de vectores {x;kren R ce dice que ez un siztena

ortogoral si
(xd,xF) = 0 para o p 8

v un sistema ortorornal =i

{0 pera o K #

(xq,x,} 1 para o= §

ai &1‘3 es un sictema ortogonal, entoncea claramente

X ¢33 un sisterny 1t 2l
il

TELITTTAT, Se dice gue los elementos %,y,...,w de un espacio vectorial L
gon linealrmente independientes si y solo si
ax + by + ,.. +cw=20

implica a=b=..-=0=0

TEOREMA, T.oc vectores en un sistema ortoponal {x‘l son linsalnente indepen

aientes, (9).

Un sistena ortogonal {x.;& se llama una base ortogonal si es completo,
esto es, si el mds pequeiio subespacio cerrado que contenza a {1*\ a3 el

espacio total R, Similarments, un sistena ortonorrmal completc se 1lana unas

base ortonormal,
TEOREMA, Todo sistema ortoryonal {x.& on un asweglio de ~roductos irlerio-

res separable R ee & lo sumo numerable, (%) .

La existercia de una base ortognial en ousigadfor ~opnlo 2o produiiae ln-

teriores separable ecitd garantizada yor ol cicaiz-is loorera y ozu sorclaria,

TECRZIA, (ID SRTOGOIATIZASION). Sea

cualquier conjunio {rareratls) le elen-risz linea rments inlsper’i nic. I



+al que
1) El1 ‘sistera (&) es ortonormal;
2) Cada elemento ¢, es -una combin&cién lineal

?“=31f +a112f2+ nc.. +annfn (a'nnﬁo)

_: de los. eieﬁentos _fl,fz, ...,fn ;
" 3) Cada elemento £, ©s uns comb_inécién linsal

fn-bnl_q!l;b;chz + ...+'1:_:mlq'?n (b, £ 0O)

i

‘ ‘de los elementos ‘Pl, ?2,..., P, -

,..,.

‘ _ (k) .
g Aiemﬂs, caia elomen‘bo del s;l.steml. m estd ﬁnicamento ieterminaio por 85—

: tas ooniiciones, con un factor’ de =1, (9)

\
v

-COROLARIO Toi.o eSpaclo de productos intoriores saparable R tlene uns base

ortonormal numerable. (3)
Sean. °1! 92’ . elg;en una base ortonormal en RZ Entorces caia.'veﬁ‘fﬁf' x €n

puede szcribirse en la fo}ma

donde ' & = (x,ek) S _ _- \

veanos como esto 'reneraliza al ocaso io un eapacio de productos 1nteriore.a :
;nflmto—llmengzonal R, Sfaa. ‘Fl, CP geves ‘Pk"" un sistema ortonormal an
"R y sea £ un elemento arbitrari- 1 R‘. Supdngasa que _con e _'a,sdciam'os_, '

1) 1z sucesidn de mimcros

y ' -
= (£, P (k= 1,2,...)
enes C ' ) ) - ;
1lansinz lus o vnentes o wonajE‘lczl'wt io Pourier d4: £ oon pdéTpects ul
cisterz {(fkl 3
\
2} 1

=l



._10_..

QFue Ia serie anterior (Izonverge ¥y que la suma de ia. serie coincide con £
ge vé del éiguiente |
' TEOREMA. Dado un sistema ortonormal
Frr Foreeer Proeee
an un espacio.io ﬁraiuctqs interiores R,{sea £ un elomgnto arvitrario

de R, Entonnes,la expresién
“f - Z akq,k“

alcanza = minimo para

.k-.k - (g, qk) .(k..-rl,.‘?,-...,n)ﬂ__
Este minimo es S n oy |
AR P 2
-~ ‘Adends SR s o _mu_;;:;,;w g
Z‘k <“f“ _ - e
Este resultalo se oongce eomo Desgggglda de Boasol.- R -;; ﬁ;f3Q1;'€

Ln @omostraeién_io“estq teorema se , realiza dosarrdllanid

Ne-Zamd®

_— ) . i

lo que 1lovn a ‘ P |
N-Z&%n4m'5{+g%-@2
donte ck' = (£, 9,) (k=1,2,..0,n)

la prresién anterior aleanza su minimo cuandb su Yltino término se anuia,:_
a sea, cuario ' _ ; | . |
;;? ak .k o (k = i,2,...?n)
¥y su pinimo es o
_ "
Me-Taqf - N -
. kf[ - k=t



- De donde la serie -
7 e

k:".[ _ .

' ds‘- convergente, tomando limite Cuando n —p oo 86 tiene

| =, 2 R

Z s < U£l)

w=1\ o .

' esto indies que 1la suma de los cuairados de las proyeceiones de un 'v,e_'ctdr.
¢ sobtre un conjunto de direecionss mutuamente perpendiculgfes’ no puede — .'

 exeder el cusdrado de la longitud de) veetor mismo.
DEFINICION. Supbngase que vale la igualdad

- \\t“
K—l

pnn toio £ € R, Entonoes el sistems ortonorml q’l, ?2,..., q?k,... SQ

dieo que s urraio. (Esto es otro sentido de la palabra cerrado). La ox-

proai&n ‘anterior me oonoce oono iﬂlll "de Parseval.

TEOREML Un aistona ortonormal ?1’ _ch,..., CPk,... on un espacio de

produotoa inm:!.oros R os carraio si ¥y solo Bl todo elenento fe€ R on h

aunio sus Series ioFou.rier l.9) S - |.

momn (#) Un aistena. ortonorml By Ppreces ‘Pk’“‘ en un espa.cio
do productos in'beriores R eg completo sl y solo sl es cerrado, (9)

‘~COROLARIC, - Todo 'espacio de proi.uct_os interiores separabla R ppntigne- un

siétema ortonornal cerrado @15 Posees Pros .. ). v

TEOREMA, (RIESZ;FISCEIER). Dado un cistema ortonormal {?k} en un ers_spa.;':io‘= )
~de Hilbert R, sean los nimeros cl,'cz,.'..',ok, ve. tal que

Z 2
k=]
-converge, Entprices exizte un elemento f €R oqn__' cl;foé, oo .,.o'k,',_ R -comq-,,

i mAanDl Al avbae Jda Thaiamm? (m - A_4 -



donde o, = (£, 9,) (x =-_1,.2,,,,.) (9)
;.DEFIITICIOI* Dos eepao:l.os de productos interiores ’{ ¥y R 'se dice que son
.-J_somorfos si hay una corresponaenc*a Uno a uro X w— X' , yH 3',' :
:“entre los elementos de R y los de R! (x,7 € R, x,y €3 -:-‘-;.u:

. rregcrve 1az operaciones lireales y producto eccalar en ol uen-ldo que

X+5 e»x +yv ax e—»ax' . (x,y) = (x' J')

"ifgom.m. (DEL TSOMORFISXO). Cualesquier dos espacios de Hilbert separables

- *

"~ son isomorfos,

"Se verd que 'toio espacio de Hilbert separable H es 1somorfo a 12 . .Sea

' {q’; 'k cualquier sistema ortonormal completo en E (sxiste por el corola,rio'
) 131 teorsma de orte:gpnalizac_ién) y con cada elemento f € H asbciese s:l;s,
-___QOQf‘i,cientes ‘de Fourier {ek} - con respecto a {? k}‘ . Como
N o o

Z C2

k=i ck

por el téofgma (#\, la "“..106..-»161‘1 (cl,cz,,..,cl,...) pertenece a 1, . In-

H

" versamente, por el teorema de Rieaz-Fischer, a todo elemento (cl’c7”'-r. -

i

;,ck,...) en 12 le corresponde un alemento F €Il con loz mizerosn
OpgeeesCyyese COMC sUS coeflclentes de Tourier. Lo correipsndencia 23 1tno

. a uno

53 P @® (C13Cn,0003Crp00.)
- 1?72 k

£ o (ci,cé,...,c}'{,...)

. A
FEE {01 + ci!'”'!cw_- * c;':!"'_';‘

{lfd—-—b{ﬁ.cl,...- CLC-L,_,-H} -



\ =13 -
(£,£) +2(e,f*) + (£r,£') = (1’ + £U,0 4 £1) Z(ck + c! )2
. : { ’
= Zo + Zchc'k + Zc'

y de agqul = o l'

: ‘ . (£,£') = :E'eko'k R

| ) u | k= o

y-se preserva el producto interior,

'C) TEOREMA DE RIESZ.
~ .[‘ ’-_ i..'.\

- Upa. tranaformacién lineal.de un espacio vestorial [ ‘en un espacio veobo-

-_ r:l.al M esun mpeq.__.h L —» ¥ tal gque , ‘
/ A(af + bg) = aAf + bhig
: - para ~todo .escala.r a,b y toio vector f,g. €L, B -

.-';'::Sj. el espacio rengo . ¥ ooino:lie eon el campo escalar F se les. llama, fun

4

: eionales linealas.
- \

"".-fsupon.gamps que L es un espacio de productos interiores y que g es al-
- .gun vector fijo en L, el mapeo ‘

L _é..F (F carpo escélar)

£ A0

_ ;jopre_senta_ una funcional lineal en L.

A(af? + bE'Y) = (aft 4 bftt,a) = a(fr,s) + B!

- . . . .
3. TECREMA, Una furcioral lineal A es uac a uno =i y 23lo =i

A(£) =0 implice U f = 0 (s
"y’l‘EOEE:L%. Jea A wura funcisral lineal en el R )
v Vet a :
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- DEFINICION. La furcioral lircai '4° en el espacio lineal normado L sa
i‘.ice acotada si existe una constante real k, tal q;ie, para todo f i L
M&nekpu‘v,n, i;;

e mOBEMA. La funcional lineal A defimia en el espaoio linoa.l normado L

o lss aootad.a i y solo 8l es contima. ' :
Supongamos que A es contlnua. pero no ucotai.a Esto es, pa.ra mmlq,ui.r .
natural n, por granic que sea, hay algun punto, ﬁgm‘ f ta]. qua
4 oonsiiormDs los vestores fnl ) : : L

g =
".n nfn

1os ‘suales tienen norms

LT el -

y‘ 1atsueoaién - ' gn.—p 0

L-ono oua.lquier funcional linoal mapea sl vector gero en ol oacalar coro y_

A em oontima., se tiene - _ R ‘ P

l(sn') —» A(0] = O
‘(‘ ) " nﬂf T A vy \L‘(#n)\ > ‘!‘n\\ -

ate)] > 2

_A:esto inmpide que A(g_n) se iproxime & cero, Se tiene un resultado gpn'_bra'."‘;ﬁ i

iélctorio ¥ la. 'afirn.:acién‘ que A fuera no acoMz ieb§ serfa.lsa cuanio A
‘es contima, ' ' ) | . : . o |

."Si-. A s aeomk | 'lA(f)\S je] para todo” £ € L. Si 2 —'o
hacemos M A0 =K -a0)
M?)l - \#(f) - 4(0)| - \A(f - 0)‘ k\]r 0“ i O LA

y ‘A(ﬂ“ - AfOﬂ —p# 0O asto ms AP —» A!n\




,Supongamos que A, B son funcionales linesles acota&as sébre el espécio
ulinaal normado L. Ay B se dice que son 1gualaa, A - B 31 Y 3010 31

A(f) = B(f) para todo f & L. Se define A + B como la funcional 11nea1

qnyoivalor en cuslquier punto £, en L(f) + B(f) ¥ para a,un ascalar
y A ocomo antes, ai serd aA(f) en cualgquier punto .

iggoliso ds tales funcionales lineales es un espacio lihsil;”

DEFIFICION s A es una funcional lineal acotada en 01 aspaoio llneal

nnrmaio L, definimos

- “ﬂ\:ﬁ Ilﬂl ‘

\A(f)\ kn_fl|

A oo S
E;

r. 1o gue, 8l conjuntoc de mnilmeros reales
Alf P
H%sel\rfo

ie la ninima cota superior,.

‘31 'se dgnota,por K el congunto de todas las k gqua saﬁisfaguﬁg

C IA(f)\s kel | Ny
“A“ € K y puesto que, para todo £ # 0 . l &f( £ ! S“A“
’.f 3e tilene,. para todo £ | \A(f)\ “ A“ “f“ - e

oigiaé sobre L se llama cl espacio conjﬁgaégmyiéefdéﬁﬁfigfgf;'"

“:“-;Bs realrente ura nﬁrma

Mall s~ cmmm =T —ld o A= . - .




t

) “a.Au = {al §all para cualguier A € L Y cualquler eucala.r s

e+ 3l =f3ﬁpou£)n+\§a'(£i érsﬁpo_lAHl "‘}-’POL\%{()L > ““'T-“B“.‘

otras maneras equivalentes de expresar \\A‘ som

i) l\Al\- inf k
L ke K

2) . “A“ - sup \A(f)\ R . . .: ) ;7,:
: 4 Bt : : L

“3) Al = sup {a(e)]
= Neh=1
. Se ver_xunc'iaxll los dos siguientes teoremas,. si_n ineluir _la_damb_gj;:;fg?;iéﬁi.

" TBOREMA. Deno temos 6on : I. el espacio 11nea,1 norma&o ie toias la.s ﬂmc

- nales 11nea1.s acotaia.s sobro el aspacio hnea.l normaio L Entomea L

: CFeps
P O

- es un espaoio io B anach.

- ‘TEDREI-IA (RIESZ) A o5 una funcional 1ineal a.cotaia. on el espacio ie Hil

.'bert L 81 y solo si ensto un vector ﬂnioo g el 'l'-al que
a(f) - (£,8) B

pa.ra. todo f €L, |

-./'Alternativamento, ienotanto el espacio eonjugaio ie L por L* s SO podria

| decir que

* -'{A"g(f) - (£,8) \ g€ L}

. Yeremoa ciertms rolacionos elementales entre cada espaoio lineéi.:-.GESnpl Jo

¥y un os;pao:.o lineal real asociado, de manera q_ue, usando teoremas en""

[

caso lineal real se pueian derivar en el caso 11nea.1 ccmple:jo..--



(= + 10)2 en L.
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Si- “f“ ¢S Una norma en L ,' entonces la misma noru ao um‘ on ll .

81 Be€ L¥ s O 808, 81 B @8 una funeién, liml conploja, eon valou'.'os g
L : N

‘eomplejos en L , definimos BB,

A(.:t)- - R(B(f)) para foio kL

1 o8 una funaidn son valoru reales, por ieﬁniaién; dofinih. on l, pnoa." ‘
to que L y M ticnen loa miamos olonnton y linn.l roal; Puu pu-a. f,gf‘

\{cn]'.y N,

o n(:r + 1) = R(B(at + 1)) = n(ancr) + 33()) = Ban()) + nm(cn i

a,b roalos

lapa.rtoroa.ldo B, por L-RB li

I

7

- lR(B(f)) + hR(B(e)) - -A(f) + h&(s)

. BB € l(*, _ el onaunto io fumioms 1inoalos ruloa, con valoros roaloa en |

My sl BELY,
[ PR s

«?r  ‘$ifh!',n°s

!

) = a0) - aa0)

: Se obtién. unn relacidn para retornar de A a B 3 o

3(:) = A(f) = iA(if) = R(B(f))

: 'TEOREZVA. La funcién

: funcién uno a uno, lineal real, que preserva norma entre toio M y toio L

Es uno a uno, osea,

si R(8) = R(C)

B(;) = A(£) - ih(if

pero esto es

T T3wmanT mand.

&

- ’(3(2)) - 1R{a[R(B(2)) + ﬂ(n(f))l}
R(3(£)) - iR(iR(B(f)) - I(B(r))) -

R

R

R(3(£)) + 11(8(£))

definida por BB = A

B)

=

-

~

= R(C)

A = R(

ai A(f) = R(B(f))

implica. B=C !

1) = R(C)

¥y

. |
g

18(5(18)) = R(3(2)) - m{m(f))' Ly

GS una

= R(B(£)) - 1(B(4£)) = B(c(f)) - iR(c(if))

r(c(£)) + 11(c(£)) = c(£) .

LT I

R = RS |

‘!:)(‘-...." "




R(=R(3(2)) - TR(B(1£)) + eR(C(D)) - sin(c(1f))) =
R(zR(B(£)) + riI(B(£)) + sR(C(f)) + siI(C(f))) -
rR(B(f)) + sR(C(£)) .

Preserva nornag 54 A =RB .-

[a®] = |((e)) € \B(£)]  ‘pera toto £, ast ua\\ \\n\\
' si | ,' B(£) = zjoi‘, ent;ne_oa B(fo-i’) - o"'i’roi" r = \B(f)\ |
" como | B(fe™ |

‘A(f.‘*’)\ - \B(f-"’)\-- \B(f)\

,‘ -

miontra. que | “f -1'.'“ ﬂf“ . Asi

R B ' -\—L—l‘-" £e=1%)| . sup lB]f!l_ ;
.l_‘ o B l\A“ lﬂfo If —:!.OH neh }12 0“!“ o “B“
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CATITILC IX

X

ALGUYAS PROFIEDADES D3 TSPACTOS DE PRODUCTOS TNTERIORES.

- COLFLEJO Y EL REAL

=3
[

: A) EQUIVALENCIA SITRE

Se vér,é. -;1313, si se tiene un espasio de productos interiores clompl,ajo € -‘, ] ,

1a éarte' real {, ) 'nos define .ﬁn éspaaio de productos li_nt_eri_or'os rag_l-l'.y" |

"'-_r"vi'scév'éx;sé..v So puede emunciar el siguiente | R

| .T"O'L..;IA. ‘Un espacio lineal nor rnalo camplejo L es un -espacib do productos

1nter10rcs complejo si y so0lo si.el espaclo lineal real asociaio M os un -
Ve

upaclo de proiactos 1nterioras rea.l Cuando esto pa.sa los proluctos in‘h—-" i -.

';-rio\re_s (f,g) enM y [f,g] en L estin rolaclonaios por las ocuacioms

o

’ | '(f,s) - R([f;s]) - {f,g] +35 \'_cf‘f] T
(£,8] = (£,8) + 1(£,18) = (£,8) - 1(if,g) s

_ ‘JCESIDAD. o
rﬁ'_iii;) §a sinetiico_ (g,2) = (f,g)' ~ y real (de 111))
(£,8) « (5,61
lri_v') C(L,f) . " esreal Z O

) (£,£) =0 siysolosi £=0 |
ii') - (£ + gh) = (£,h) + (g,hj‘ (de ii))

De i) (cf,g) = -e[f,g] + —o[f,g] , en par-ticular :

ii) (rf, g) = r(f,g) ‘ - para r real

i3) _(;f.ig) = (£,g) , | (4o [1£,18] = [£,6])
De “eate 'ﬁ_lt‘i\md (£,ig) = (if,1iz) = =(1f,g) , |
SUFICIEIJSiA_. |

De lé) y ii) se obticne tii)
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,_ Srolls {ar,g] v UiBf,g] v se tiene i),

'-'[';f,-f-l =« (£,2) + 1(£,1F) y por ié) y 1)) ¥ 1a simetrfa de (, )
ﬁ.ﬁ.fcfyit) = ~(g11) P‘%r lo que (£,if) = ~(£,1f) ro.s'oa‘ |
(gin) =0 ¥y (5] - (5,0 |

| :[(Q :i') y iv') se tiene v) b4 iv).

i(r,g) =Wz - gl - bajo 1a forma B

alz,g) = V(2 - &7 - &) o
] proiucto escalar puaio oxproaarse conocicnio la distanoin

cllz -(f+gf2 g) - (£,2) + (g,2) '+ (£,8) + (g:8) =
= Qe usu + 2(,g)

1) o _.(Jf,s) - 2Tt + o - w2 - g ) R
2) ' (f,g)'--% [uﬂf’ el - we-ef ]

'i-b. poior traiueir an térnlnos e distancza las condiciones 1mpuostas _"ﬁ‘

' 10: proiuotos osoalares [ 1nvursamant..

'B) PROPIEDADES DE LA FORMA INDUCIDA POR UN PRODUCTO IFTERIOR.

/- Partiendo de (1). poderos hacer lo sigzulenter
;O =2(f + g’h) - Z(fjh) - Z(g,h) =

ale v g vl -l v el - el - R ~le + B+
B TR L yemtiem



1) y 1ii) [of,0,8] = 08,(f,g]. ¢ ~ y do aqur

Retl? = \e\Zpe®

1%) un osso partienlar es Wil =Ne\  ( (i£,if) = (£,0) )
Pars  s,r Teales (sf,rg) = ra(f,g) S A
'?s;;tlicanio (1) en ambos lados se tiens

- Nef + rs\l - 52“”2 - ¥ \ltlf - rs{\!f +. s\\ - “fllz \\c\\ ‘ -
||-r + r;“z - nzlfll + T “g] + ra{\lf + g\\ . Ifﬁ -“g“ }  . _ )

1") para x,y,z ‘realan
et o g+ o2 - uxzr._ef vel® +llyg + sb? 4 An

e P e L

[Poa' 1") se tienes

l\xf +yg + zhﬂ P A :vzl\x\\a + nzllh\lz
+ 7ste + h\\ - \\s\f \\h\\z}
) +8x {\\h + 1’“ - uhll _\\1’;\\2] s
+ xy{ie + g\\z - urll2 - lls\\ } |

Jo 4i") se obtienen 11"), i") N i“) para e real.

“ara j_'ii'_): ivt) - ¥y V') e tiemens

' _i..-_},ii‘") Mgl = el ~ {un easo particula;- dé. ii“) :
i) Wl  es real 2 0 | '
) lrl-o i £=0 | T L

Ae ;(, se han obtem&o UI'DI].Q].ELACQ para la norma pa.rtlar:io da las iel pro-

‘ducto eoscalar,

Si' ah-ara za surbns' que a todo eiemanto f i.e un esPaelo 11nea1 se le

“asocta un elemento Wl que verifique las condiciones i"). i:l") iv") o



-2, y=85=0 en ii")

K

‘qu. L  mea de proiuetos 1nteriores.

- Como todo espacio normado L

- eon

(£,2) = 3 {neri? - 21\1’\\2} - L r'“é

' at + o - LR + e + a [0t + sllz \\r\\z - m\ }
ot + ot - llsat'll2 - Mo’ = o file + &)f - uru - |\sf.:_

“ ('f*‘)- Zg(f,g) = (afg) = s(f,é:_)
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(t,g) = -;—{\\f + gl - e ;'I_lgif }

o verifica 1ii'); (f,g) s real por iv"); por (1) y haelendo

lvicnio s =0 en ii") se obtiens 1n), aon r . 1 se’ tieng -;._-

I3

_fon iaon‘trico a R3; siendo esto una condicién neceaaria J suficien‘_ ,"JT

.

se puede considerar como un espacio métrico

ie) =e-gll ,

" por la desigualded del tri&ngulo

‘-(f’h) & i.(f,g) + i.“_,,h)

& treos elemenios distintos

-

f,g,h ie L les C:G""I' pondﬂ un tl‘i;rg,ulo, :

euclidians FGH, con lados de longitud 'i(g,h};.d(h,f), i(f,g P Argu~

+



'i'u:j)-“".“ﬁ{;'_e:;xomv.os, -sulstimyehdd | ne + g\[2 - \lfﬂz - ng“z pbr

i g'.“'z'-;_'“f _ 8-‘2 ¥y las otras dos correspondientes a g + h, h + £

=(e - )+.v(s-k)+m(h-k)ll - R

x i(k,f) + 3 1(1;,8)2 + 1(1: n)2 TR

-yzta(g,h) - 4(k,g)% -i(i,w)? ]
_n[a(h,f) - a(x,0)? - a(x, r)z]

[a(r,s) - a(x,1)? - i(k,z)z]

trcs olenentos iist:!.ntos g,h k, le corresponden un 'bridngulo

m, eon la.ios de longitui. d(h,Xx), i(k,g), i.(g,h) con im—

.(g,jﬁ)é = a(-k,__g_)"' & d(x,n)? - Zi(k,g)d(k,h)coa X

noio, paru h-f, h'g :I.’,g,k, se obt:l.onen ioa oxpwosiones aono—

+3(g - k) + 2(h - K% = x%d(k, )2 + Filk,g)? + zzi(k',h).z‘. L
+ 2d(k,g)i(k,b)yzcos &

+ 2d(x,h)4{k,£)zxcos

+ 2d(%,2)d(k,g)xycos I

el "le‘imér_:'miembro ¢z sicrpre 2 0, si consideramos el segundo miein__bl-'d_'_.

¢ un'trinov* o en d{%,f)x, debs terer un diseriminante £ O
a5 .2 2
)zcosp + i(k,g. yeos X') - (J &(p_,c) + 2°4(%,h)° +

+ 2d(k,g)a(k,h)yzecos %) £ 0

iés#r;;pll_a, asocia y simplifica se 1la,ga' 8



!

1o cﬁal, sl se considera como itrinomio: en i(k,g)y,- &ebe_‘tenér un diseri

 minante <0

L o :
1(];,}1)252(00594 - cosfecosy) -~ i(k,h)zzz-stnzﬁ senzr
(coset ~ comf oos_l‘)z‘-'sa'nzﬂ senzl" < 0
Tomomos un sistema. de ejes reetangula.res OXYZ Veremoa que se pueie haeer
.aoinciiir K eon 0,;F sobre el ojo 0X, G en el plano XDY eon eoan—_

"a,.o":.m’ias 0,.0,0 para X, a",0,0 para F, at , bt O para ‘g y a'bc 123.

ra. H. 2
H ;
. 1 ’ E 7
« i
— 7Y
1,
- - A 1 .
F —=¥G

ﬁ; vera ‘que se ﬁioi&n determinar las 609riarﬁia:§ do 'xﬁo”d\'dt-“:ciu e

..1_ R Lo

'f a_.."" - i(k, ) 3 : 3‘2 +‘b'2 = _i(k,g)z 3 - - 32 + b2 + 02:_.= i(k ]:1)2

(ot = &2 + 012 = a(,8)° (a-wf+b2+£=auh)

e

2

A I L ERIRRRS

: Dé‘ las ,tres. primeras, las tres dltimas pueden réémpiaéé,f_se "pér".

-t

2a'a = d(k98)2 + d(k,f)z - d(f’g)z
Zaa = d(k,h)z + d(k,f)z - d—(fih)2

2sat + 2bot = a(k,g)° + a(k,n)? - a(h,z)?
o _fambié_m . |
ala" = d(k,g)d(k,f)cos!‘
aa" rtf-d'(k,,h)d.(k_,f) cos B

aa' + bbt = d(k,g)d(k,h) cos ot
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= d(k,g)cosk‘ a = d(k,h)cos B

. at

bh! = d(k,g)d(k,h)(eos.o{ ~ cosfoosy)

de las primeras ecuaciones

p? = d(k,g)z - ar? - -d(k,g)z - .i(k,g)zcoszx‘ = d(k,g)2 §en_2“"
d'a. dondes '
p! = d(k,g)sen ¥ ¥ b = i(k’h)(cc’ss:‘n'r“”!a cos l“)

o = d(k,h)z _a% - b’ = d(k,h)2[1 - cosgﬁ 5
. ’ sen- '

\,

= i‘-ﬁ-fé—l‘})— [sener senzp - (eome ~ eosf °°’\‘)21 R

' que @8 2 O y se puede caleular e, teniéndose as{ —tqiaa las 20601'_1‘1.;.:"1‘19_‘.:_3..3'5

- Enseguida eonsideremos dos puntos, m,n, del espa.cio--abstraofd!’ ‘q,ﬁo sean

oomblnao:l.én l:Lneal de los enatro anteriormente tomaion f,g,h k, y se

(eosa( - sosf cosl‘)z 'k o

verd q_uo a(m, n) es lgual a la longitud entre los sorresponélen‘hes H K e

‘en R7,
ma=k+ al(f - k) + -bl(g _.k) + gl(h - k)f_

n;k+a2(f—k)+b2(g‘uk)+02(h-k)

51!b1’31’a2?3b2,32, s0on I.'eales-, rBStando. n de .m y hacien&o

;

al-a2-=;,rb1.-‘b2==y, 01'—02=z,‘_setierie.
m-n=x(f-k)+ y(g - %) +3z(h - k)
3 :

los eorraspond.:.en’ces en R song

H=K+al(F—K)+b(G-K)+¢1(H-—K)

N=Ka+a (F.-fK) + bz(G '-_K) + .2(3._1{_)




pe (3) se tiene

» :

d(m,n)2 xzi(k,f)2 + y’?d(k,g)2 + zzd(k,ﬂ)

.-thﬁﬁ—d&ﬁﬁ“d&ﬁﬁl

zx[d(h,f)2 ~ d(x,h)> -d(k,f)zj

rylae,e)? - alk,2)® - a(k,&)?]

de donde, son dl distaneia en R3:

ﬁ(m,n)2 2d, (K, F)? 4:y2a1(x,c)2-+ zaal(x,ﬁjz

-yz[a (GH) -dl(KG) -d(KH) 21

- xy[d_l(F G) - d (K F)z - d (K 5)21

N

E la expresién de la deraeha e= la correspondlonte dol vvetor on R "

NoM=x(F-K + (G - K) 4 z(H - K) /
: qur lo que d(m,n) = dl(M,N). B

T . ‘ _ i ii{
Inversamonte, si ahora suponemou quo el subespaclo trldlmens;
L es lBOﬂétrlehﬂA B> s obtieme ii") "y de ahf un ospaelo;d 1pr
interiores,
iEn.éfocto, sean f,g,h,k, suatro puntos del éubespaﬁio'ffidfﬁaﬁSESné:;?:.ﬂ

de L y supongamos.que les podemos haoar sorresponder euatro puntos r G, -

H,K, en R3 ¥y a dos puntos

n = g + al(f - k) + bl(g - k) + cl(h e_k)

n=k+ g‘z(f - k) + bz(g - k) + ey(b - k)‘__- :
dos puntos e

H=K+a(F-K +b(¢-% +e(2-%:



y que

.m¢ tieme, em R73

¥y me verifiea ii"), De ii") salan_-laa'.prcjpiedé'd‘e
¢llas las propiedades ') del produeto imterior re

de .B).A

3

dl(M,N)
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d{m,n) = dl(M,N)-

xzd (K,F)2 + y2d (K,G)2_+ z?d-(K,H)Q :

- yz[a (c, H) - 4,(K, ¢)? - dl(K H)zl

zx[al(H,F) - a (¥, H)2 - al(x F)2]

hkﬂmm‘-%mmf"(xm ]

2k, £)? +yﬂh@2+zﬂkme
y'a'(i(e,h) - a(k,g)? - &(k h)~=2 ]
- zxfda(n ,£)2 = a(k,h)? = alk, f)z]

WFW£)-4WfF—d&£)}

ﬂﬂf-&)+ﬂg-k){a;§gm;




CAPITULO TII

CARACTERIZACIONES DE ESPACIOS DE FRODUCTOS INTERIORES,

Se anallzarén euatro oon5101onoulque eszrasterizan a un espacio do produo- '
tonm 1ntor10res. De 1la primera (loy del paralelogramo) pueian 1ntu1£;;rlas.
sigulentoa: Ley del paralelogramo en la hola unltaria; Relae16n funolonal .'
ontro las mormas de los Iados y las diagomales dal paralalograno; y,-00n

siderando pumtos de ia bola upitaria, Relaeién funnional entre laa normas :

ol

.de las dlagonalos.

N

De la primera, se tiene que una condieidén neeesaria y uufiéiéntbf

trico a R3 ¥ que nos permite, para las siguientés -aractéfizécicnéé

" 'rema éel sual el primero es un saso espesial,

'A) IEY DEL PARALELOGRAMO , . j SRR e

TEOREMA. (J.v.N.). Una condieién nesesaria y sufisiente para que un espa-

cio_liﬁeal normado 1L sea de produetos interiores es que ééiéumfla“
(7.v.¥.) Ve +aff” + 42 - g“ = 2(JelE + “g“ - ,g en L. o
NECESIDAD. Supongamos que L es de produetos interiores, entoncesr |
2({zr, 1] + [=6]) -
2(£f131'4 [ﬁifl)

1]

[f +'.g;1" + g] + [f‘— g,f - g-\

]

[e+ et re]-fe-ar -]
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De 1la segundé eeuasibn se obtienes
Rt,¢] = Hle + &l - £ — )
ve [ef,8) = o[f;g]  pera e=i  [ir,d] - ifre]

rlif,g] = Ri[_i_’,z'] = -1{r,¢)

Asi, l£ll determina R[f,é] ¥ I[f,j] vy [£el es ﬁnicﬁ};'
. SUFICIENCIA, Supongalos que (J,v.N,) se eumple, def;niﬁos::{f,él"‘

r(f,g] -—(llr + &l - it - e

- (1) [f,g] = R{f,g] + iI[f,g] - R[f,g] m[ir,g]

~esto es exa-tanente la corresponden.la enire el produoto real y 91 proau':{f*vﬁ

* to .onplego, por lo que bastarfa ver que la parte real lulple"
sionen para una produeto 1nter1or. ' .

Reenplacemos £ sg en (J V. N ) por f'-,g ) 2 ¥ resteﬁos
‘llf' +g+ f"ll + l\f’ + g - f"ll = e - £+ f"\l *\\f' ' '3 "_,
= ofler o o 1ew2) - e - o o ey 1

- e+ af < Ner - off] - 2t - BR[f"

reasomodando el primer miembro y con51derando (1) se tiene

e e g - \?' - g“ A + af "“f' ol :‘\'
v 43{:* g + 4R[f' - #,¢) = 8R[f',:]

{2) R[f' + fg) + R[f' - f",g] = 2R[f',g] = R[zf',g]
la d1tina igualdad de haser £ = O en (J.v.m,) - (ns“ = “—g“ )
y de aqui, al'haeer £f=0 en (1) (R[Q,g]‘ =0 ), se tlene,,e? l% 93; :' 
' Pre316n anterior (2) para £+ = o VUL e e e
R[Zf',z] - 2R[f',g] S | SN

31 ahora reemplazamos r',r" por -—(f' + r")r-E(f' - f“) en (2) obtenelos

Rizr, gl + R[f“.zl = Rer 4 e 21
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i) (g + 8] = (£,8] + T2
3i en la desigt_mldad del tridngulo para espaeios ﬁorma’dos :
N+ gl shel + el
hasemos f = f", g = £ - " .tenemom |
| Wer s £ - R T S PO S
I B4 Rt P B )
si intereambiamos _f',r‘-', o séa, hasemos f = £, g - S L
hev v en o ey » e - 2]
el - e e - 2ol = e = o)
de los dos 'resultad;)s o ' B
et =g e - oo
de agquf ’ N
\ef & e - Wor = ewl < Naf 2 2 - (of x &)} = |(a - B)1]]
si.'reenpiaza-os lé oondiaién‘pé,ra un espaeio normado
Narl) - o) Y21 |
‘por la eomdieidn mas debil |
Nazll— O 'y si a —96
vemos que si a —o b entonces a — b —» 0 ¥y
| 3 L (a = b)el| —» 0 -
esto ipliaé, que- |
 Nlerxgl—» |oes g o
o sea, llaf + g|| es sontima en a ¥, i)dr (1), rlat,g] ¥ [af;'g‘] 's':.on‘l
tambien eontimas en a, |
Consideremos el Gonjunto § de todas las a para las cuales vale 1)
7 [a.f,g—l = a.[f,g1 |
1€5; a,bes = a_-f-b €S, ya que, por ii), si

[af\',g} = a[ﬁi\ b 4 br, el = b[f,g-\
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y todo a = O!.i 1, +2, ... s €15,

Si a,bes vy b;40::> €S

[$r.6) - ofirel - Prlirel - $Eel

y todas las =a racionales estdn en 3,

L.a. sontimiidad de [af,g—l en a inpiioa que S ea3 serrado, a.si todé,s
la.s a reales estén em S | . '

De 1a segunda ecuasién de (1) [1£,g] = i1f,2], por 1o que i €s. Asi

ei 8'1 2 son reales,

. a,
al—ila2=al+i—-és

y todos los"lonplej-o.s estdn en S y ée tiene
1) -‘: 7 ~ [at,g] = alt,€)
De la primera ecuaelén de (1) se tienen
R[if ig] = R(f,g]
| r£,8) = R, £
sombinando se tiene
R[if,g\ - R[zif 1;] =R -f,ig] -R[f 1g] = -R[ig,f]
de donde | '
iii)r [r,.ﬂ = R[f,g] - 1R[1f,g] - R[f,g] - 1(-R[ig,f]) = _'
R[g,ﬂ + iR[lg,ﬂ = [g,f] -
De 1) y 111) | |
(e - (ag,ﬂ - a[a,fx - a[r,gx
af,af\ = aa[f fl - Ya\ (f ﬂ = .
- \ee + £ {m\ [g' f] [g‘“ f} [fi,g{]”;- [',f.’?'.']

De la primera esuasién de (l)

R(f,ﬂ =:“f“21 .

rVif. £ = —%-(Il e, I PRI -1 X a1 Bean? r e D AN T - L
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- Leel? - 2lief)

2 2 ST
iv), v) [&fl-lef —o=2 >0 y se tiens - .
“ f“= J (f!f)
Veamos ahora que una eondieidn nesesaria y sufisiente par& que uhléspacio
normado sea de produstos interiores es que todo subespaﬁid bidiﬁensibhal

1' de L sez isométrieo a 'Hz

8i 1 es de productos interiores tenemos , eomo en II A ((1) y (2)),_

(2,0) =5+ off ~neg’ - 1ol |

(£,8) = {\\f\\ +\\¢\\ -\t - el 1 -

¥, Prosediendo eomo en II.B., podemos llegar a i") que es un easo espe“

cial de 11") (euando z =0) y la demostraclén se reduee au Loaso o8-

. peoial de II.C.. Sin embargo puede mencionarse la obv1edad de la neces

de -o-_

c¢lidiano) y, para la suficiencia, si f_, g €L, el espacio L'

do af + bgo (a,b nﬂmeros complegos arbltrarlos) es de dlmen516n 2

81 suponemos que es 1sométrlco a R2 la condlclén (J.V.N ) vale, por loffi l{d

que vale en partlcular rara ?f = f 0! & = 8, ¥y cOmO fo’~go son_qrpltrg,3;?*-f

rios, del teorema se_tiene la existencia del producto interior,

TEOREMA., Sea I un espacio lineal normado, Definamos

\ o _ X
' °t,a "2

N enef TR

por b, y su in¥ por a. Lntonces

2 2 L S
e+ gl + e - gll° feel f.2 40
" Denotemos el sup de Cf .
L
RN _ 1 . _
= £ < (4 = =— . /
2_'-.3..<:;‘--..b-..2 ’ _.a 5 .. L e

Los espacios de-productos interiores representan el caso extremo



Nz + g\l el + sl

o
N
®

N
o’
&

¢ LLiles g\\ sl - gl o 1 (e n 11;1])2
’ Wl el A £\
_ e+ 4lel)® | \\f\\2 . Jlgllz + 2lie) ligll
h? « lel® New? + Wl
4‘ 21t 2 + 2 -2
_ Rel® + el
' ya que 20 e} <1 A+ el s | ¥ b&2,

“ai en |l cf“ = -lc\l\f\\ hacemos ¢ = 2

:C 1f+g+f—-£_[[ +“f+g—f ﬂ“

tea g 7 ne+ el + 0 - el
dé donde a.=%- '-ya que Cf+ 'f- £ b, 01 £
Asf, bs2 > a;'% 'y  athb = agl
‘.‘ \ ' .
de ambos —;’-é,aé 14$bv<£2,

Los espacios de p:r:‘oductos interiores se caracterizak por a.=b =1

{

o Sileeel® vle - | 20AP ey |,
Be 2 e . el 20121’ + nail’)

N

B) LEY DEL FARALELOGRAMO EN IA BOLA UNITARIA .

Por lo anterior se. tiene que un espacio rornado es de productos inter

si y solo si todo subespacio bidimensional es un espacio de prodi

‘riores, asi, consideraremos espacios bidimensionales.



un GSP&CIO 11neal normado sea de productos 1nter10res, (J.V.N ), vlsta
en (A), basta que se cumpla en 1la bola unitaria, La demostraclén se ba
sa en gue un espacio bidimensional real es de produdt¢s.intériorés si‘y

solo si el conjurito de puntos de norma uno es una elipse. .

LEMA 1 . Un espacio normado bidimensional L' es un espa01o de productos;

Ty S
1nter10res si y solo si la esfera unitaria en L es una ellpse. .

v

NECESIDAD. Sea L un egpacio de productos interlores bldlmensional y ﬂ?"

gean e su base- sea f de la esfera unltarla

1’ 629

'f=v\e §2 | “f[\a_l
(Y\e +‘§92,YL9 +'§e)=1

A

YL (el,e )+ 2’['3(31,6 ) o+ % (32, 2) =1

an? ey oy

A g°(eigel) y C'= (eé,ez)_r positivos

SUFICIENCIA 553 L un-e;paclo normﬁdo bldinen51onal con. 91; ?gl,::?,J
base; f = VLe + ’?9 ’ “fl\ =1 y supongamos que se cu-mpl;é-.-:_f

7_ AVL + B'l.i . c'f2 - RO
con teepefe s e es e hefer e

hacemos

(3) (f,g) = 'l\'t A+ V\"i‘(el,e2) + .? 'f (9233.1) + -f g‘ C .
- \\\A+—b'\!i +—b'jr\ + fg‘c |
iiir) (f,g) = (g,f) (todo es connutativﬁ) ‘_ 7 ”. T 'f '”Q 

(at,g) = (an e;:-+ T\, Mer + Ton)
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(£ + ghb) = (Neg + 'fe2 + Tel + ‘f'ez, “e_1 + 15"e2)
iv), ) (£,£) = (h£\ -—‘,llf\\ “f“) = || £\ f\\(ﬂ , ‘——“) =

'w T’*f'c
uf\\ YT

1P - m® > o

- e ¢

" LEMA 2, 8i C es una curva convexa cerrada simétrica, ‘exfi_stéj una Blipse
Yinica de érea miniia circunscrita a C .
Sean E.l’ Ez, elipses de Area minima circunédsri_t_as 'a._ C',‘ ha.ga.ms una:
—transfornacién afin reduciendo ambas elipses a los ejes pr1nc1pa1ﬂ
modo que 1as ecuaciones para ellas puedan escr:.blrse en 13. forna

321.,4. yz -1 . aiz +'i)y'2‘ =1

como son de 1gua1 4rea y el drea de una elipse es 1Ta'b',' dond.e a

son los semle,]es, se t:.ene que el drea de la primera. es ’T y de'\-l‘

T, 1 1
gunda e (a = 7 b= -;'—- ) ¥, por ser de 1gua.1 é.rea
a
N =Jave =2 ab=1 .‘

La condicién de que contienen € muestra que
& 12 + y2 £ l ' 8.12 + byz s 1 para (x,y)renc .

sumando se tiene que, para puntos de C,

¥ la elipse .a+l 2 b+ 1 2 1

E1 4rea de esta elipse es

‘20 222 2T e



- 51netria hay al menos cuatro puntos de contacto de C y E

amenos que a =b =1 y la elipse minima es dnica,

LEMA 3. La elipse mIinima circunserita a una curva C convexa cerrada

simétrica, toca € a lo memos en cuatro puntos.

Si 1a ellipse miﬁma E se escribe en la forma x° + y2 = 1, donde (1 0)

es un punto de contacto de C y B, entonmces las ellpses E " con ecua—

ciones. | )
2

: X 2
Trz + (1 + E,)y = 1

tambien t:‘_Lenén drea mInima-y no gontienen C.

Para cada £> O sea P, un punto de C que o esté en E el enton—
ces hay una suceslén E— 0 +tal que )PE,‘ converge a algun punto P.

Como todas 1as PE= estdn en c, P esté en C; ademids P£ estd a poco i

nenos de E de E as:[ P esté talblen en E

‘Las 1ntersecciones de E ¥ EF_ tlenen por segundas coordenada.s (y)

i'(2 + 'E.)l/2

de aquI, ei valor absoluto de la coordena.da y de P es al menos 7— :

De aqu:[ P no es ninguno de los puntos (¥1,0) y estd sobre C y E, Por EEANe S

 TEOREMA 1. Si L _.es un espacio real lineal bidimensional' 'y C ‘es el con.”

junto de puntos de norma umo, C es una elipse si y solo si
L - - 2 2 . v
(D) ME o+ gf” +UF -l =4 si l\f\\ \\gl\ =1

Antes de ~pasa,r a la demostra.cidn del teorema véamos la def‘i.nicién_ siguien{eg_ '_

Sea. E un conguuto convexo. Entonces

PL(£) -1nf{ |£eE => -& | =

es una funcional convexa finita, 1lamada fumcional de Minkowski del con-




ol lema 3, sea C el conjunto de puntos f para los cuales
1{9. elipse de 4rea minima circunscri‘ta'a" C.
mueva norma | | en L de modo que E es el con,]unto de 1-,0_

a las cuales {f| = 1. Esto puede hacerse por la funclonal

‘f\=1nf{_ \—eE r)O\' Esfacilverquesi feE

deles el vl el af e of -
.\:f:;.“ ' “f-g\\’ \f - e .

CyE s=e unen en dos puntos, entonces se unen en dos puntos

menta a med:.o ca.mino entre los puntos orlgina.l

i 1nd1_1cci6n, C v E concuerdan en un con;un

£, y se tiene demostrada la suficlene;a, Lg, :nece

61 +{oorema '(.I.v.N.) . De lo anterior se. tiean'g]_..";‘l:

ién (J.V.N.)

esi;a.cio noreado L es un espacio de pi'odugtoé'ti}‘_l

ti_éfaée la condicién

e +ﬂg\\2' ille-af =4 llf“

bllltamlento més en términos de propiedades de or*l:ogonal:.dad;

43aTé en el capitulo IV,

sea . L ~un espacio de productos 1n‘ter10res ¥ sean f,g e L

aice que-, £ es ortogonal a g, denotado f_.L g_', ' si (f,g) = 0

e productos interiores y f,z € L son or"b'b'gﬂoné,ié'é‘ se-jt:};e;}'e_




.(ortogonalldad 1sosceles)

Nz +el=0f -l
\£ + g\\2 - \'\f“z + \\g\\z (ortogonalldad P:Ltagérlca)

“f +.tg“ = “f - t1‘“. _(Ortogonalldad d. Rob ts);'jil s

TEOREMA, Si la ortogonalidad isosceles implica la ortogonalidad Pitagd—-F
rlca, esto es, si ' '

Wr+ gl =0 - g\\ implica | NE + g\\ = \\f“ + \\e\\

entonces L es un espacio de productos interlores.

Supdlgase que “f“ = “‘“ = 1 entoﬁces f.i g,  - g sonApf£§‘Sh;;egf

isosceles, ya que

N +g+ 2= gl =l2n) = 20 = 2
lf + l - £+ sl\ =W\2el] = 2je|} = 2
de anbas : |
e v o) + (£~ z)\\ W(z+g) - (-] o

si esto implica que sean ortogonales pitagdrlcos, se tlene "

==ll 2f\| - ||(f +g) (f NG =lr g\\ SN - e

que es la condiclén (D); asi, es de productos 1nterlores..

El inverso tanhien es clerto, esto es, si L es de productos interibres ,f'
entonces la ortogonalidad isésceles 1mpllca la: ortogonal1dad pltagétlca. f

P
Si L es de productos 1nter10res, se tlene T

\f+g“ +|\f—g|| =4 _ para \\f“ lE\I"l

2z + e’ = * (puesto que I£ + gl = 2 - el °1“" 1"°°5° )-‘:.7""
5 “f‘ + g“ =2 =14+1= “f“ +“g“ | -" B

'_'C) UNA RELACION FUNCICNAL ENTRE LOS LADOS b LAS DIAG OIALES DEL

PARALELOGRANO
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La condicién (J.v.ﬂ.) puede debilitarse por ctras.condiciQnes géométii-
cas gue pueden ser re;umidas en una relacién funciqpal de 1as-nprmas de
dos elementos del espacio y las diagonales del " paralelogramo” f&rﬁado-.
por ellos, Dos'condiciqnes geométricas son las éiéﬁienteés_l)‘Uﬁ ffiﬁn—
gulo es isdséeles;si y solo si dos de sus medianas'sdn'igﬁales;\Ei i —"
los tres lados de un tridngulo son 1guales respectivanente a\loé tres -.' j ‘
lados de otro, sus medianaa correspondlentes son iguales. Podenos visua'
: llsarlos en las figuras siguientes b4 1a condicién.respectiva. --.  .;

5+%:

1) l\hnu ut 391 (Evan=te-gm) 2) \\h,ﬁn n‘ wu\ (m

Podenos reemplazar la cond1c16n (7. v.N.) por la 51guientcs ;

(R.L.)L -T_ -BExiste una funcién no trivial de'tres‘variables‘realess;ﬁkwirqw
» F(u,v,w) tal que, para todo f,g en L

“f + 5“ = F(“f“,“g“,lf - g“)

Esto establece que la longitud de la mediana lljlégiiu estd complétéién;v.ff'"‘

¥
£t

te determinada por las longitudes de los tres lados ‘Wzl N gl e - gl .-
- La demostracién de la suficiencia de la'condicién anterior se basa en el .
teorema que se ernunciard enseguida del cual; aungue la necésidad eé inqg-

Lok

diata, ,la suficiencia se demuesira con la ayuda de. una serie de lemas que
llevan a la condicién de que la bola unitaria es una elipse. No serd ama—

lizada aquf, - = . ' (N

TEOREMA, Una condicién necesaria y suficiente para Qhe ﬁn133p5c§or;ineal37



Ast, se tiems Wer|] <lle"l], |lg')l - llg"“ l\g - 1) —\\a" 4 f"\\

'Sl ‘aplicamos (R.L,) tenemos

D) RELACION FUNCIONAL ENTRE LAS FORMAS DE IAS DIAGOIIAL”S-“;-;C 1 I-_

De la oondlcldn (D) N\ + u“ FF - m“ - 4, para llf\l \g“ Se;

¥ 40,1, talque f,gel ¥
Wt + gll=llf - gl implica WE + el =WIf - ,‘\Ag“ .

Una formulacién equivalente se obtiene haciendo

ft=f+g , g =%ft-g ,

Existe uma constante Y £ 0,1 tal que f',g'¢ Ly -

Dol =ner) dmlica  We e ptel = W seyL
Ia necesidad de (R.L.) se v& de (J v'.N.).
SUF‘ICIENCIA. Cons:Lderemos f,g e L con |l £{\ —\\g“ Hagalos

£t =P, M =g, g' =g'="*T +as entonces g' =~ f'fg g, g"

het + el =ller e o Nereg)-ife +2g“ A

eato es, \T| = “g“. implica 2f + zll =\ + 2g|\ ’

o

Por &a segunda formulacién del teorema, ‘el espacio L_-e§'déﬁprba"%'$”:

interiores.

DERAYDO EILEMENTCS DE LA ISSERA TUNITARIA |

vé quesi L es un espacio de productos 1nter10res,_exlste-unanfUﬁciéq;"
que manda |If + g|| en e - g\\ ¥y visceversa y que es de la forma

- 1/2 Coe SR R -
Fx) = (4 - xz) . P entd definida sobre el 1nterva1o TO 1. en vista
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F(NF + z)) = llf - gl| se obtiene suastituyenlo If + g\ por su izual
- 1/2 |
2
(4 -\t -elf) .
TEOREMA , Una condicién necesaria y suficiente para que un éép&diéﬁliﬁéal.
normado I sea de productos interiores es que. ex1sta alouna funclén real

F de una variable real, definlda sobre el intervalo numérlco [0 2] tal

que, si Py @ son puntos de la esfera unitaria para L, entonces

(s) | .-FmP+Qm=“P-%

es bi-dimensional,
‘Denotemos por M la esfera unitaria para L ¥y sea - P aigﬁn puﬁ%8_

V,ansideféﬁps ﬁn'punto_,Pf” de M y hagamos

(4 =.|\£ : 1}?1 = ig\\ oo Ost

- Es una funcién contima de % que describe a M y que va_de P :é P

~ sobre la esfera-unitéria;”aéi

. P+ t(P' - \
. Denotemos por Q a la G(%) tal que \\P - G(t)“ = 1. Establescam037 ?
. Tr)

un sistema coordenado con P en (1, O) y 2 en (cos 3,sen Deno— =

temos vor C el circplo con radio 1 y centro el Qrigen. EE
Py Q son commes & Cy M, Como |P—Q) =IP ~all =1, se thoro quo

P =@ portencce a Gy I P§r la simetria de M, Q -..P,- : ;-f.l’_’,'. -Q, son
taﬁbienAcoﬁunes a C)y M.‘ De aquili : _ L

12 -l =lla - (@ - PN =lla -7~ (-B)) = (1-F - ()|} = n—;i.- ( ef__a)l_i S ¥
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.,

suma (diferencia) de dos puntos determina la norma de su diferencia (su-
ma)y por lo que

e+ all = ll2a - Bl = lla - 2Pl =\~ P - ) - \\P-2Q\\—\\2P— _\\

(siendo P, @, P -~ Q, de la esfera unitaria, por la ley del paralelogra-—

mo se tiene que la dltima 1gualdad es (3)1/2 Ye Utlllza.ndo la condic:.dn,

'denotemos e + Ql] por © .. ZQG_ P y 9 ; 2p Pel_‘tQHEOen a la{e.sf.era P

;umtarla. Vea.nos la norma de su diferencia y la norma de su suma R

HEQ‘*“aQ'f3“ LR

I3t a2 - \--—-——u
' ‘-esté implica que F(l) = %', como “P -- Q“= 1 ¥y \P+Q“-c,
1) =¢ 7 o= (3)1/2

BRIV A u; __21 / ?E 1/2
como \P + Q| - [(1 + cos ) + (sen ) “1 + 2cos 3 + l‘k

. Al - o o Pag. o
se ‘tiene IP + Q] = n P+ Q“ , por ‘lo que el punto - “—P—:%T\ pert
a C yM _'Ipdr un afgﬁménto ginmilar ngé—-!——g“ pertenqu a .'_c yM,

.x;;*::.l‘ ' T . .
asf para los demds; por lo que = exp ( —5— 271“

)} pertenece a, C y M para
‘ ] | | , CoL
n = l’ 2’ 3’ c--‘ ',V 12.

18-

Qv Qa-v . PrR

. 3P-4



H('e‘) = (“ . lPGOE'o‘ + Qsend |
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E1 intervalo mmérico [0,2| es el dominio’y el fango de: F. Ademds
F(O) = 2, F(2) =0, F(F(x)) = x para cada x en 10,2} .

y s N
Denotemos por H la transformacién del intervalo numérico [O,Tr‘\ al -

conju-nto' F +tal que

Peoa b + Qaend “ “P +" 1};::::3 : g:g:t““)

‘La transformacidn H es continua, puesto que las transfornaéione'a":coorde; i

nadas son contimas; ya que se trata de sumas, d:l.ferencias, productos y co

cientes de funciones contimas ¥y, ademas, i “ es contima s esto se vé

de la aesigua;:;aa del tz-langu;o hx + x “ <lhxy + =, | sustituyendo

z por x = x;-' y 1ueg6 . _16‘- Po:t' X -Xx, se lleg-a a‘]lxll -l\x “\ £ \\ IT-x “)

™ dominio de K, [o,ﬂ'] e oerrado y compa.cto. El rango de H es F; por

lo que F‘ ‘es un con:junto cerrado ¥ compacto. ‘I se sd.gue que P es conti- o

‘ma; por ser cerrado contiene a todos sus puntos limite, po:r: ser campacto

todo subconjunto. 1ni‘imto debe contener al menos un punto 1imite, a.s:t no

-puede ser discontima porq,ue‘ toda sucesién ( suboon;unto 1ni’in1to de F) o .
‘ne un punto limlte que es de ®, De aqui se s:.gue que P es decreclente ‘
. en [0 2_1 s -y 0¢x ¢y <2 y F(x) My), 1a contlmudad. ¥y F(2) - 0

‘ 1mplican que hay una y! tal que X< y.§ y' <2 y F(x) = F(y'), lo cual

es una contradlccldn puesto que F -es su propia 1nvez-sa.

. Supongamos que n es un entero pos1t1vo y que la pa.rte comin de M y C

t:.ene como un subcongunto aln-un conJunto de puntos K conslstlendo de’ 6'2

puntos umf‘ormeme‘nte espaclados sobre C Se ha. mostrado q_ue esta supos:.c:.dn o

es vé.llda para n = 1,_ se mostra.ré que vale para \ n+ 1, . 1mp11ca.ndo que

la parte comun de My c es densa en c y que M ‘es -C;.

Consideremos cuatro puntos de - Ks P, P. e Qo Q-’;"é'oibcadaé como indieca




asi como Po vy P

1 (e'l ‘que dos puntos de K gon adya.cen’_teé uno. a.‘otro' s_'g .

bre -G indice gque para algun arco de C conteriendo los dos puntos, no- ..
ha-y ]_:zuntos de 'K entre ellos sobre ese arco), Las coordena.das estﬁn To-
tadas de ma.nera. que (1,0} esté a medio camino entre P y Pl y (0 1) A

- neﬁ:.o ca.m:.no entre Q .V‘ Ql

P+ P ' Q.+

Déhofgmos con P! - & Q 1 yecon Q' a o - 1 - \

‘se mostrarsd prlmero que =1P.'| = \Q" . Notemos qus : o

fp e m| e \Q + Ql\

P +P i
\\ 1“ \P,‘ - | lQ'\'




/4 dentro de M; esto es, ltx + (1 - t)yll<1 , o0'¢ 'I_;_\_S.l

Mz e (- tylsdixll+s (- Myl t+1 -t = 1

% .

stosek Disl-1; 12Tt G H R BN = 1, ast,

1z\> 1 i:ara cé.da. punto z de M..
| 7 T

i

7B & IP - P | y |P + P\ respectivamente; con Q, al m.embro de

éDéno.'benoa T por & , # es la mitad del &ngulo entre dos mienl_:;"d.s_ ’
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dose una contradicciém. El caso |Q'| S|P'|, darfa una contradicién de
una manera similar, '

Denotemds con P; el punto de X adyacente a P(J sobre C 'y_-cori I él'_

mimero \Po + Pll « M es la frontera de un conjunto de puntos ,corx&eib;l'
o _ ” et

los elementos de dicho conjunto son tales que ||xil¢1 . Pa.ra. X, y en el_--' o

conjunto y 0 £ t <1, el segmento que une x con y,. tx+ (1 - t)y . esg:‘

i

|2, + P1|

6™
cualesguiera a.dyacentes de X . ‘Denotemos con ‘U la 'di'stﬁ‘xib'ia'. del f:»rigenL

al punto sobre el e,]e X que pertenece a la 1inea a ‘braves de P y P'

Por la convexldad | zl & U para ca.ia punto =z de . Denota.mosn con A

g adyacente a ‘Q]_; con s 1la pendiente de la linea a traves de QlyQ;

donde "y " indic.a conjugado complejo,

I =.eos-9,' ; A =|P, - Pl\ =72s“er—1-‘9- 3 B=|P +P| - 200.59;,";:-"

"U=TI+x - donde 'x=tan2€:sen9

ya que el é,ngulp_ entre Po - P1 ¥y la recta. que pasa por P' ' y P’b e .

26, Ast,
.—‘. ,. _ i : ) sen é& - e ' cos-ﬂ-
U=1+x = cos6 + tan 28 senH = cosf + cos 2% sen & "' coa 29—> 1
3% - ; | |
| 9, - Q¥) = 2¢0s(38) i
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magnitud 180°% ~ 24- y los dngulos exteriores son de f‘mé.gnitud 2. E1
dngulo exterior que forma la recta gque pasa por Q,;-y Q_; (con pénd.'ienf.'e' s) v -
estd formado con la recta horizontal gque pasa por - Q‘o’ 'y ‘_Q'f por lo que

sen 2 &

g8 = tan 28 = cos 0 O

P, y @, tienen coordenadas (g 'y 5 ) 5 ( % y 5 ) reSP??FiY??“PF?S-“=.¢?F°

coseno es decreciente sobre [O,'!T] Yy &, 30 estédn en este ihfqrﬁaio, se

tiene B _ | | | | :
cos B > cos 3'6- => cos$ + cos 3H > 2cos 3B ﬁ, °°_5'3'; ;_'G?VE_I-I}B_"_
> ‘oo 3'9' a.ieuas o PRI
0 < cos 39 = Cos{ COS 2-9/- send sen 28 ¢ cose cos 2 9-

2cos 26 > —gg:—g‘ |

% * 19, &) 20050
CORO Qo = - Ql " QJ_ - Q1" =“Q0 + Q-]-“ = O\Q" . = \cgls\

« , :
Nep -4l = 2_|°3?|9 > f?ffg_ I!P + P \\ | (\P'\ > mq)
¥ lo a.nteridr es | : .

> 2008 $ ; ch;s-B» 2cos 36
2 U T cos® = 2cos 2‘9’ > ~cos
o 00529- ‘

lPt::' + Pl‘ que es algdn V2| con - zé '_MV ‘.y,; o
%, 7 21 AR

como |2z| § U). Lo anterior es °

(de 1a convexidad |P'|

- 19 ;Q&l's-;l\ag -3\ - sy

(e Zl onstom 1n oon cex e sy z =

'lm' '.n*l . . ' A N



" De lo anterior _ _ p L

U P AR A R

Esto implica que entre las dos guerda's verticales Q]_QT.V{Q2Q: de M,

h;%l.y alguna cuertta vertical R1R2 de N, (con‘binuidad‘ d'.e‘l‘l ) 31 ) __e'ntre__

Ql ¥ Q2 sotre M, - tal q.u‘e | | |
. R =Rl - 7, 4 By

" Por la hipétesis (F(IR, - R,|\) =R, + '32“), B, + B = “P; - P'l'“ ?  |

y se t:.ene o . _A__ _
Fmar) Fllaao) _ WReRI-I0o00 e ‘;*‘ =g L
uo.+ D.l\—l\? TH N l\&.,*o.\\..-.}_l?.ml.\ g m =

| ‘ni‘mn-i\a;o.u _ IR -
Dol
ue.+ou-lm 8 N AR —1?;\
. \a\ _\a_-\

Denotemos a R, ¥y R, con | (z,7y) ¥ (x,-ré) re3peotiménte ¥ supons .

- gamos que . ry 3.51-2 (el caso o, 2 ry “es como este), Denctemos rl- 1-2

' - o Q% A By - T ik
.p01t d . El‘ punio Q’l es ) ( 5 9 ',-_2 ) ¥y la lineg. -a tra_.ves._ci_e | err ¥ Q2 o
tiene pendiénte s . R2 no ‘puede estar arriba de esta linea y 1la dife- -

rencia mixima entre llrl' y T, g.ején&o x fija ocurre cuahdb | Rl"'_ y R2
estén cada uno tan alto como es posible, Como la linea a fi-ave:s de - Qol vy

Ql" es para'lglé. a:l eje X ¥y, como Rl _no_puede estar arriba_:dg eé._ta_t_ :-linea,-

L f

B ' . B A L o o
T, .8 \:G]-_' -Slmlarmente, T, > 5 - s(x - '2‘) © ya que s;'cqnslder_a_.m_os

‘el punto (x, -«23-‘+ h) de la lz.nea que pasa por Q‘l y Q2 se t:.ene que,

'. .

h. o R . N

comn a =
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o . ‘1 o B - A
¥ co:no R2 no puede estar arriba de esta llne_a. ‘rz-? 5~ .gl(x - E)
asi, B . B B A . A
d = 1‘3__. =T < 5 —-_('2‘ - s(x --"2")) = S(l_t --§') 2
: : - . B 4y - Lo
Denotemos con r' & Z -~ s(x -3) 3 1o cual d4 e
| A Retl - AR -
\ L ¥
R T Nl e e _azw»
. [Q' lQ‘\ ' 1Rl 16'| ' !Q'\ \Q \
| -‘ya._.g.ue',. como Tt £, => & 2m, =D 20! 41y § éra + oz
T miemem g Tan ome 2 rdgm iz,
com r<-B-— T r=d<£-r s .como r—'.<rﬂ
ome Iz = % ST 8 S %

s, B A ! S N S
= F-sx-3)87 D Fonpsx-3) D aesz-3)

5i deno.ta.mos;por Ilr 1a‘linea., a travr—_;_é del origen y el punto 'Ri + R2 ’

" la pendiente 8y de esta linea es E%_ y ¥ de la desigualdad anterior

. - ) -i . A
N . s{x = 5) s
' 1% — 2 ¢ 7 &8

ox
Bato pone de 'manifiesto q_ué“_ I1 no’e_sté.‘ tan empinada c_u_m'dila. 1inea' '-‘}Iék

a traves de Po. y el punto (| P'{,0) - asi, .Il‘ v oI, tienen en comun

' algun'punto Zz .

i I, es .ffé_'rt;lcal, enﬁonces | Pt} = .I. ¥, como \Qo + Ql\ = \PO'- + ,;’1\,

_\Po + Pl\ < \Qo * Ql\
N E A Al

» O Bed,

' “Q‘o"" Ql“ﬁ 2 ' me tiene




Por 1o tanto I

, To es vertical y tiene pendiente positiva . &

2 :

R \R +RZ\
Yo temos que “R + B > \__\%\_i ya que \z\> m .

Resolvamos para z(xo,yo)‘ : 8, = o~ »  entonces
Yo =55 X (recta 11)
Ty = 8p(x, = |P']) (recta I,)

2xs,|PY

rde donde xo = 252-;—:1- :

2xs \P'l 6.52|P"
2;52 -d ’ 2:5_2 -Q -

éuétituy‘eﬁdo ‘se tiene z(xo,y Y =

\P'|52(41 + & 2" 1/

y S \2) = 2oy -i — ¢ Asiy

2 1/2-' PO
\R +112[ (4:: 4 ) 28,x = d . 7
2“ -y _\z_\ - \Pt‘ 2(4f + i-)a:r;_ =0 ‘P“sz ‘.:_‘.; o |
LT ed S e

r1e aQ.ui, la. desigua.ld.a.d (&) puede 11emse un pas'

‘.}.— | : : ’ ' T Ny

1\11 +'T(1|]

7 vy
.'_'i_. _(1.1_+J), |

_A_
B

—

- /"-_
lP](lx u)s

'l (ax-M)s-3ir]

jonde se ha sﬁsti-tixido ! =
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o

‘ : 26 T
) & 5, . Puesto que sp = 5o (ya que el dngulo de la linea es

com;;j.emento.de 26) se sigue que
( A)sen"26 2 P '.
cog 24 Avgen (286 A

"_‘i::: 2 rs 0052(2-0-)

mmlﬂ{
I -
N ) "M
wlq
)
o
—
[}

: (ya. que lo mé.s que puede valer € ¥ que es cuando, seno va.le ma.s v Coseno R

_"m_enos es 15° y entonces m————(&l = -3]=) S
e viE o cos' (2-9) .9 L R
' .,"La eadena de desigualcladea -.pﬁede ser terzhinada

. \ 4 Cy
__e_ m\(ax A-——) 1QlQr-n-19'1% el Wy
S rrl_('-’-_?f-l)s- — 1Pl Ge-n) s, WIS caelax-m)s o

o
=

! > -._----—-— _— mem—— '
I?\s I‘Pl‘l-—-s

| o |Q.' + Q| |B, + By IR
.Ya q_ue \Ql‘ > I puesto‘tcrl:ue lQ +Q1“ 2= 2$=I Y‘P"$ U

| onrque \ P'l =J"""'—'"—'- L é.-!ff-uh“.,."z'l- donde z€M y 1zi< U, por
18' : .;|f';.‘_
I .. &
2Us 2ecos® sen. 286
cod 28 cos 28 -

puesto que A = 25én9 "..'B = 2005 6 -d:él.ff ldlr_l?fﬁﬁéi‘ioi,.". se. tiere -

o send > dos® (26»)
- cos & 2sen 2.5»

. multlplz.cando anbos lados por: el producto de 1os‘igaenomlmdores y smphfl-.

P

' cando, obtendremos | L -' S

-~ -~ -



- - 51 -
send | 00322-& : : ) .
DE cosé > 23en29 se tlene L B .
. cos(2 6 )cot(28) cos(2 &)
tang > T2 ~ Ztan(29)
g - @
coro G = _——— s, ©l mayor valor posible para -9 es EF

b4 para este val&r la des:.gualdad es néx:ula, ya que tan -B ‘tiene su mﬁ.‘x:l o

'mo valor y el ro:r.ente :::; gg ‘su mimno valor; para n > 1 tan-D- ‘
i- o .- : cos 2-9 o “ R ] -
: Ed;sm1mye,llentras e e sumentay pa:r.'a t.n-lr se tlene“ R . :
2(52579) = -5353 > % = % * : o L
'-Esto es una. contradlccidn causada. por la suposm:ldn que % P'[ A Q" S
y prueba que | = \Q'l - | R
- ' ‘ | ';J . ! Z.- o -f_'__. ) \ . o | | .\ RS _“_
Para daia. entero -'k haga.-os H(k) el .puntoi ‘::P 1‘;3 — ¥ denote-ﬁ‘us-"‘ ey
'por A(k) a |H(k)\ ' 'I'odtos 1os puntol H(k) partenecen a ¥ y, si _

K es impa.r, H(k) pertenece s K ¥ de aqui a c (en es‘be caso H(k)
=‘m:ni.nc:t.diria con alguno de 1oa puntos ya oonsiderados, de é,ngulosa o, 39-,' . ;‘. ]

' 50-, ...) Usando los resultad.os obtemdos, se mostrara que C contiene ‘:'.f,
Y -
N 6 2n+1

todos '_J,gs puntos H(k), implicando que e_x:_msten . pun-lj.os :de M-

ugifoi';tement_e espaciados sobre C ,
T e, | By e
Como 3 = 3°2°9 los puntos H(2k) y H(2k + 3+2") estdn relacionados
el uno al otro como lo estdn . P' y Q' en lo antericr; asf, para ‘tod.o L
entero Kk, & A£{2k) - A2k + '3'2n) . 5i k VIes-L'm enter;o"iinpar, ambos
H(k) y H(k + 3+2") pertenecena K . Asf, A(k) = Alk +'_--3-'2_") X 'para. .

Supongamos que' j esunentero . 0<i<n. v navrs eada antena b
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‘que j¢n, puede ser mostrado que A(k) = A(k + 3 21’1 - (J + 1)) para

i

todo entero k. Sean X, Y, U, V, como s:r.gues

2a(k) cos(j'Zn_j-l'B_)
Ak + 30270

X =lH(k) + H(k + 3.2%9)] =

o - L ' —j-1
N B(k) < Bk + 32" = 2A(k)sen{3+ 2" &) - ekl
H i S ok Ak + 3234 302 N

Za(k)ssn(:')'z =1-9~_)
o ‘ : | Ak + 30277371

U= ]lH(k + 32791 4 B(k + 3. 2"“3‘1 + 30 2™ Il

. 2A(k + 3 _2"‘3 1)005(3 2“‘3'10L o

il
= H(k + 3-2“"3'1) Bk + 3 2“'3'1 + 3.2 Il

e L 2&1: + 3 2n—'j-l)sen(3 2n— _1-91'-? : ,
i . o= i A(k) e SRR . \ i

si se supone que X £ U, entonces .

F(X) - F(U) _ Y-V _ sen(3-2"3lg) S0 e S o
k=T X '_.U' U eos(32™~lgy T D S AT T

esto es una contradiccién al hecho de que F es decrec:.ente. De dénde _";
X =T, lo.gue implica que para cada entero k A(k) A(k + 3 2n—(,]+1))
Por 1nduc016n A(k) = A(k + 3)  para todo entero k y todos los puntos
H_(k) estdn en C, Asi, M _ contiens 62" ,1 puntos ,umform_en_le;;te ‘-_lespa—'_
t;:siados éireded_.or de C. Ast la parte comn de M y C esdensaen C y

[

M e3 co ’ | - , ’ . A LN = .,




CAFITULO IV
- ORTOGONALIDAD

En la seccldn B del capitulo III se ha vn.sto una’ ca.ra.cterlzaclén de esPa—-

. cios de productos 1nter10res, en t&rminos de ortogonalidad,_como corolario

de la conﬂlcién (D). En este cap:['!:ula se ha.bla.r& un poco o 'ortogonalida.d

'E_DEFINIGION 1, Sea - E un espao:.o vectoriaL nornado Y- x,y e E .x es orto

:gonal & y {x L y) siysdlo =i “x + ky“ Iz\[ pa.ra todo aacala.r k

. La. iiea. geométrlca. d.e esta. defimcién es que el segmento PQ
"dicular al. segmento PR si y sélo siy la dista.ncia de . Q, 'a. g
que 1a distancia de q .a cualquier otro. punto de la recta.que D8 par
_‘ P y R _ ._ . s FE
JJML 1 S:I. E es un espacio de productos :Lnteriores y x _L y ’ enton—

A

) ées (x,y) = 0 Reciproca.lente (x,y) =0 1np11ca x _L y. S
'“"x‘ +'lqy-|| = “xl] + 2k(x,y) + X “y]\ - a.si que

|| x + ky|| " x]] pa.ra. todo k. es equlvalente a (x,y) = 0

: venos en‘tonces que en un. espa.c:.o de productos 1nteriores la. ortogonala.dad": 73 E

s - S
: L N

posee la.s s:l.gulentes prop:.edmiﬁss ;

1).simétria; : _I-L:f‘ :>L> Y—Lx

_2) homogeneat x_ 1 ¥y Py . ax L by - para todos a b'e R Y

3) aditividgeds© xz Ly , x ALz = x _L y""+ z)
4) si x,y son dos elementos arbitrarios, existe entonc.esrpn I‘_eal' a

o - !x,x! ’ desa.rrollar o
' lxl| B

' Para .aemdstrér 4}, basta tomar .




Por oiro lado, para un espacio vectorial normado’ grb‘i‘trai:'io', “solo ‘se cum
pie 2) y pedir que se cumpla 1) nos lleva a t . .b\,} -
TEOREMA 2 Si E es un espacio vector:r.a.l normada de dlmen516n _ 3, la

ortogonah.dad es simétrica, =i y solo si, E es de productos 1nter1ores.

La denostraclén se basa. en la s1gu:Lente caracterlzaclén d.e Ka.kutania E .
o . . .

es de productos 1nteriores siy solo si ha.y una proyecc:.dn de norma. uno_‘ -

a. cualquler suhespacm 11neal oerrado. Por otro lado E es de productos

:I.nteriores si y solo si todo subespa.c:.o tr:.-dimensional es d.e '.pr_iu tos- AR

o interioras. o R y

Sean xl, x2,' elenentos de un subespa.cio tridimens:.onal E, y sea{.‘."'H K

"subespac:.o genera.io por ellos. . Se pue’é_lé d'emdstr‘ai-' :que exi.'ste‘ ye 'Eé o

'-gtal que :Y _L H _ como _L 95"-simétrica,_ H _L Yo * 51 def'mmos"\'

Ernan, s KD eier, ( doe dpﬂ*q

5(2) 3 Ho)- *mos que | ’Pcz)usns-\l- .v'_aden_as-- 2l =% 1 -

TEOREMA 3‘ Si E esun espac:r.o vectorial normado de dimens:.&n '\3'-3’, ento_:;_ S
ces E ‘es de productos 1nterlores si y solo s:. L es adit:.va por la

'.ﬁsi?quierda (IJ__Z,'y_‘?LZ =$(I+V)J_Z)

La demostracién ¢orre la mi-smai ruta del teorema 2,
i

Se podria.n dar otras caracterizaciones por medlo de prop:.edades de hJ.per- \

planos, .pero basta con que estén en la. 11tera‘tura

"IDEFI'NIC}VCON ;2 . Sean X,y dos elementos grbitrarios de un espaéioiiéb"fd:—'r
- rial normado E , Decimos que X es J—ortogonal a y (x _L ) gi y ,
sdlo si " x + y“ = “x - y“ (1a J es por James. Esta. ortogonalldad. tamblen

 se cqnoce como‘ ortogona.lz.dad 1séseles), " i o T

S : o S
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‘LEMA 4, Si E es un espacio de productos inter'i"oi-e's y A(x,¥) < 0, emton

ces X e y son J-ortogonales. Reciprocamente, x _\..Jy .implicé. {x,¥y)=0.

'las dos definiciones de ortogonalidad no son equivalent'.éé'_' como se ve en o

-;165 siguientes ejemploss

_En 132 'y con las operaciones usualeé, definimos

’ “(a.,b)“ = max(|al,{b|) para (a,b) € 2, | | |
‘Sean 'x =(1,0) , -y =1(3,4) 3 se tieme Jx +yll =4 =Nx =y}, asr =
{Que x .LJ. ¥ . ‘VPGI;Q para que X 1. y se debe tener que- |} x-l-k:\r“';]\x\]

. Tonando k= _ é__ . “ X + ky“, g, <71 -“x“ i J

Tomemos ahora T con 1a morms
“(a,’b)“ “tap 10l (a,0) & m2 par i i A
| Para los slementos x = (1,0), 3 = (-1,1) se -tigne '
: ['x +lw|| 'f;I‘T. ]1_ kl:_-p_;.[k\ >1l= \I x“ ¥ -esto para todo k;
pero Y xeyllmrAelx-gf.

A

TEOREMA 5, 1) E es un espacio de productos interiores si y solo si PR

x _\_ yo=>. x__LJ. Yoo
2} E es un espacio de producrtds interiores si y salo si
x iy DLy,
la demostracién de 2) estd en el libtro de Day mientras que 1) fué- a‘m‘.zn-" .

. o
--'r‘i/_ada por Holub sin demostraria,



o nal,

CAPITULO  V
ALGUNAS APLICACTONES Lo Ty

" Se han analizado algunos trabajos concentrdndose en lo'que'ﬁaféée éstar
. \

mas relaclonado de ellos., Se'tratard de resumir algunos resultados que S

se han vistos otros gque aolo se han menclonado se pueden encontrar en la'

sional de’ un esPaclo vectorial normado T y, ‘de. aquI en T

i

i mes) Esto, por Jondan h's won' Neumann puede reduc1rse al’ cdbo

i

81 se fra&uden yﬁreformalan algunasfimplicacibnes*en léngdéjéng_

tlvamente_a los tres lados de otro, sus. correspondlentes medzanas SOI.

P

igﬁalés‘(Lorch)." o N

Si consideramos dos espacios de productos interiores Ly~ ¥ L2f'&f§oh§_ 

ez,

mos su producto cartesiano Iy 13 Ly resulta que este es taﬁﬁiép¥ﬁﬂ.es—”

pacio de productos interiores. Basta definir el prd&@éf?fiﬁféfié}ﬁ&éfdés.-‘

YL

elemento$ _(f1,g1) -y (fz,gz) 'ée Ll xth como i

s’ [y P

se puede deflnlr un producto 1nterlor en cualquler subespaclo trldlmen;”““'




- 57 'j-.

~definida la suma de parejas

(fl’gl)' + (fzyg_g) = (fl + fE’gl‘,*‘ 32.), ‘

yel producto por esca.la.r _

T altney) = (ary,ee)
(no se hace dz.stlnciﬁn en la notaclén de Producto Inter:.t;r y de Norme., FERER
‘ya que no pa.rece gque pueda haber conﬁxsldn pa.ra cada ca.so)
i])e! mevo puede rapresenta.rse la norma., :Lnducida por el producto intér:.or' :_ L

‘en L1 x L_2’ _con_:o antes

“ (f]_!gl)“ = <(f1,§1) (f1!‘1)>
' ::or la. deflmcldn, es‘to es
: = (fl,f> +. <gl,gl> -“fl“ +“¢1“

88 vé imedia.tamente que las tres primeras condio:.ones para aer una nor- i

4

| “ (fl’g-]_)“ -i pa.ra tod.o (fl,gl) < 1,1 x L2 ] _:‘Z :
! || (fl,gl)“ Q‘o es equlvalente a (fl,gl) = (o o) o
W “ B(fl,gl)“ = ‘S-\“(fl,gl)“ para cua.IQu:l.er (fl'gl) € Ll ® L y o ‘\
' "1181!]_11191' escalar a, se cgnp}.en. : Larc_ua_r_ta.- cond:.clén tamtpen-_ se cum-

' -ple ¥, ensegulda, se abrevia la demostracién

:“‘(.fl’gl) * (fz__’:gz)“gf“?l +;_f2“_2.+ e, + gz\\z'

- | < (“fi‘\ v nféll)‘? + (Reglh + 1lgé'|)2

o= “(fl, gl)“ + “(fz’ga)“ + 2“f1“ " “"'zngl““g2|l o

(l\(f ,gl)n +“(f2,g2)]| ) | ST
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rerse que L sea bidimensional. Ademas, si L es de productos imterio-
res, el subespaclo unidimensional L' formadd'por 1éé-elementos af- fam
bien lo es, Ast, por el caso de pro&ucto cart951ano, por indueccién, puede
Qecirée qué éi espacio n—dznenszonal es de productos 1nter10:es si los

‘espacioa facté?es_lo‘sonf En el caso ipfigito—&imbnsioﬁél,' {ﬁﬁ :11.,

S

sclo se puede definir si o

'Ms -

i

\(f :I'." L \ < N
: t R e ' :
"Usando-el‘teorena'de Riesz reéulta'ﬁﬁe"L "@s un espacio de”prpdﬁdtoaj

1

interlores si L lo es

{A (f) - (f,g)\ X L}
(A B) * = (81’52)1, ~' si R (f,sl) R " = (f,gz) |

ademés,. L*.' 8- ‘as espaclo de Hilbert aunque L no lo sea. ‘ ,'
b )

Hencionarenos ios ejemplos de espacios lineales normados que no son de’

*iproductcs interlores

1) El espacio ‘nedfsensional R, en el que la norma se define por la
férmula ‘ ‘ e
- S lp ;
. " '
- p , .
x = A R
=N, .(kgl F=d ™)

Para p 2 1 se cumplen todos log axiomas de la norma; sin embargo ﬁn‘
. : b

T

es de prpduétqs interiores sbloUCUéndo'&p =2,
Consideremos dos vectores en jo
f=‘(1 l O O’ s ’ O)

7(1 -1 o 0, ..._',_o)

g
I

£+ o=(2.0 0.0 ..._0
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£l =1 gl\, Y/ 5 e el - e - g“.p-'-= 2
ie dcnde Co | ‘-'i '-"':rf'” l:;_"', . : .

2 2 e .
\\:+;up+.\\:-.g||p=4+4 R R

2(“1“ +|lg“P) = 2 2 / + 202 /2
y la 1gua1dad se cunple (J'V.N ) solo cuando p = 2 Aéi,fﬁodfianintuir-
. se que los ﬂnicos espac1os lineales nornaios de. dinension flnita que son
'-de productos 1nterioren son los que tienen norua euclidiana._,k
o 2) [a,b]’ '

el espacio de todas las func1ones continuas, definidas en:‘ Vf
el intervalo:cerradg‘,[a;b] con la norma del.sup

oy

cbnsidéfenbs o [0 1] ly: f(x) f' x. ;??3 i G(I)’ . ‘1 f.i.-  ‘_ ,?!€i;i
(Era® -1 (f-g)(x) i_ 1

RERT I ,-su--_?-v |fu nel -

Nes gl o lz gl e2fan 2tufn : \Isl\ ?) .

LI

La prueba de 1a suficiencia de'mﬁchos'de‘los ériterios métricos para que - -
un espac1o lineal nnrmado sea de productos 1nter10res dependen de (J v.N. )
atraves de que el con;unto de puntos de norna uno en caia plano atraves*

de O es,una.ellpse. 3Podria declrse, de'esta ﬁltlma.condlclén que,_en

i

N

HR, la 1ntersecclén de 1a bola unltarla con subespaclos bldlmenslonales

son ellpses°
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C4,
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