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Introduccion

El origen de las series de Fourier se remonta a los trabajos de Joseph Fourier sobre la
propagacién del calor, presentados en 1807 ante el Institut de France, donde Fourier intro-
duce la idea de expresar funciones mediante una serie trigonométrica y propone féormulas

para los coeficientes de estas series basandose en conceptos de integrales y ortogonalidad.

A pesar de lo revolucionarias que eran las ideas de Fourier, éstas carecian de rigor
matematico, lo cual motivo al estudio de las condiciones necesarias para que la serie de
Fourier de una funcién convergiese a la funcién original. En 1829 Peter Gustav Lejeune
Dirichlet demostré que, si una funcién acotada es continua a trozos y mondtona a trozos
entonces su serie de Fourier converge en cada punto a la semisuma de los limites laterales
de la funcién, criterio que fue extendido a funciones de variaciéon acotada por Camille

Jordan en 1881.

Por su parte, Bernhard Riemann desarroll6 la definicién de integral de Riemann y
demostré dos resultados esenciales: el Lema de Riemann-Lebesgue, el cual establece que
los coeficientes de Fourier de una funcion integrable tienden a cero, y el Principio de
localizacién, mostrando que la convergencia de la serie de Fourier de una funciéon en un

punto depende unicamente del comportamiento local de la funcion.
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Sin embargo, en 1873 Paul du Bois-Reymond presenté un ejemplo de una funcién
continua cuya serie de Fourier diverge en un punto. Es posible demostrar que existe
una funcién continua cuya serie de Fourier diverge en un punto usando el Principio de

acotamiento uniforme.

A principios del siglo XX, Lip6t Fejér demostro que la sucesion de medias aritméticas de
las sumas parciales de la serie de Fourier de una funcién continua converge uniformemente

a la funcion, esto dio origen al concepto de sumabilidad de las series de Fourier.

Posteriormente, Lebesgue, después de presentar su teoria de la integracion, extendid
los resultados clédsicos de series de Fourier a funciones integrables, obteniendo asi los re-
sultados para una clase mas amplia de funciones. Ademds, presenté un ejemplo de funcién
Lebesgue integrable, pero no Riemann integrable, cuya serie de Fourier es convergente,

mostrando asi la importancia de su teoria para el problema.

Con la aparicién de la teorfa de espacios de Hilbert, el espacio L*(T) adquirié relevan-
cia, pues las series de Fourier se pueden interpretar como desarrollos respecto al sistema
trigonométrico en L*(T). Ademds, se establecié una identificacién entre funciones de
L3(T) y la sucesién de sus coeficientes de Fourier, perteneciente al espacio £2, obteniendo
asf la convergencia de las sumas parciales de la serie de Fourier de una funcién en L*(T)
a la funcién en la norma de L?(T). Después de las conclusiones obtenidas con L*(T) se

buscé extenderlas a LP(T'), para 1 < p < 0.

En el caso de L>(T') la convergencia en norma es la convergencia uniforme, y si tuviéra-
mos un resultado positivo para la convergencia en L>°(T'), el limite tendria que ser una

funcion continua, lo cual ya se sabia que no era suficiente. En 1918 Banach y Steinhaus
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mostraron que no hay convergencia en L'(T'). Més tarde, en 1923 M. Riesz demostro
usando la funcién conjugada la convergencia en norma para 1 < p < oo. En cuanto a la
convergencia puntual, en 1926 Kolmogorov present6 una funcion integrable cuya serie de
Fourier diverge en todo punto, obteniendo que la convergencia puntual no necesariamente
se cumple para p = 1. Carleson demostrd en 1965 que para p = 2 hay convergencia casi en
todas partes, y dos anos después Hunt lo demostré para p > 1. Hasta antes del resultado
de Carleson se desconocia la solucién del problema de la convergencia puntual cuando f
es continua, asi que en particular, Carleson mostré la convergencia puntual casi en todas

partes de la serie de Fourier de f a f cuando f es continua.

En el primer capitulo de esta tesis, estudiaremos las series de Fourier de funciones en
L*(T). Utilizando el sistema trigonométrico de L*(T') y propiedades fundamentales de los
espacios de Hilbert, demostraremos la convergencia en norma de las series de Fourier de

funciones en L*(T).

Continuaremos, en el segundo capitulo, presentando algunas propiedades basicas de
los coeficientes de Fourier tales como linealidad, acotamiento y su comportamiento en

infinito, e introduciremos la operacién de convolucién para funciones en L'(T).

En el tercer capitulo trabajaremos con ntucleos de sumabilidad y espacios de Banach
homogéneos, con la finalidad de estudiar la convergencia de la sucesién de las medias
aritméticas de las sumas parciales de la serie de Fourier de funciones particulares. Ademés,
seguiremos estudiando los coeficientes de Fourier de funciones en L'(T') y su relacién con

la funciéon original.

En el cuarto capitulo comenzamos estudiando el orden de magnitud de los coeficientes
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de Fourier de funciones en L!(T), y posteriormente continuamos estudiando el orden
de magnitud de los coeficientes de Fourier de algunas funciones que cumplen ciertas

condiciones de regularidad.

En el quinto capitulo presentamos resultados relativos a la convergencia en norma y a la
convergencia uniforme en L*(T'). Primero analizamos condiciones necesarias y suficientes
para la convergencia en norma en espacios de Banach homogéneos, para después ver
particularmente los casos de L(T) y C(T). Después probamos que existe una funcién
continua cuya seria de Fourier diverge en un punto y concluimos presentando algunos

criterios de convergencia puntual.

Finalmente, se presentan las conclusiones generales de la tesis.



Capitulo 1

Series de Fourier en el espacio de

Hilbert L*(T)

Las series de Fourier tienen un desarrollo muy satisfactorio en los de espacios de Hilbert,
pues la estructura de L?(T) nos permite resolver el problema de la convergencia de estas
series. Por ello, este primer capitulo tiene como objetivo presentar la convergencia de

series de Fourier en el espacio L?(T) mediante el uso de la teoria de espacios de Hilbert.

En primera instancia presentaremos algunas definiciones fundamentales, después con-
tinuaremos con diversos resultados necesarios para poder aplicar la teoria de espacios de
Hilbert al espacio L*(T') y asi obtener una representaciéon de sus elementos en series de

Fourier.
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1.1. Series de Fourier en espacios de funciones

En esta seccién introduciremos algunos espacios de funciones con los que trabajaremos

a lo largo de la tesis y definiremos conceptos elementales de las series de Fourier.

SeaT'={z € C: |z| = 1}. Dada una funcién F': T' — C podemos inducir una funcién

2m-periddica f : R — C de tal manera que

f(t) = F(e").

Reciprocamente, dada f : R — C tal que f es 2m-periédica, podemos inducir una

funcién F : T — C tal que

F(e") = f(b).
Por tanto, existe una correspondencia biyectiva ente funciones 27-periddicas definidas

en R y funciones definidas en 7.

A continuacion presentaremos las definiciones de los espacios con los que trabajaremos

posteriormente.

Definicién 1.1.1. Sea 1 < p < co. Definimos
LP(T) ={f : T — C|fes medible y || |, < oo},

donde

1 2m 1/p
Il = |52 [ o]
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También definimos L (T) como la clase de los elementos de periodo 2 de L>*(R) con

la norma del supremo esencial

| fllLe = Al’fnfTsup{]f(t)] :t €T\ N, N tiene medida cero}.
C

Por 4ltimo, definimos el espacio de funciones continuas sobre T', C(T'), con su norma

usual

[fllo = sup [f(?)].

te[—m,m)

Se sabe que (LP(T), |||},), con 1 < p < 00, (L=(T), |-[[z=) y (C(T), ||- ) son espacios
de Banach. En este capitulo nuestro foco de atencién sera L*(T), el cual adicionalmente

es un espacio de Hilbert, dotado del producto interior

(o) =5 | s

Antes, sera necesario establecer formalmente qué es una serie de Fourier.

Definicién 1.1.2. Sea f € L'(T). Definimos los coeficientes de Fourier de f como

1

=5 f(te ™dt, ne€Z

—T

fn)
y la serie de Fourier de la funcion f como la expresion formal

S =Y fn)em.

n=—oo
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Las sumas parciales de la serie de Fourier de f las denotamos como

Snft)= > flk)e™.

k=—N

Notemos que si f € L*(T), paran € Z

1 e

:% »

f(n) (t)e™™dt = (f, un)

donde u,(t) = e™.
Definicién 1.1.3. Llamamos polinomio trigonométrico a una funcion de la forma

P(t) = ap + Z [ay, cos(kt) + by, sin(kt)]
k=1

donde ag, aq,..., ay, by, ..., by € C.

Por las relaciones de Euler tenemos que e** = cos(kt) +isin(kt), por lo cual es posible

escribir a todo polinomio trigonométrico de la forma

N

E ikt
Ck€e

k=—N

donde ¢_y, c_nyi1, ..., ey € C. Ademads, dado que las funciones seno y coseno son 2w

periddicas entonces todo polinomio trigonométrico es 2w —periodico.
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1.2. El sistema trigonométrico

Presentaremos a continuacién una familia de suma importancia en este capitulo, a
saber, el sistema trigonométrico de L?(T), y probaremos que es un sistema ortonormal

completo para L*(T).

Definicién 1.2.1. El sistema trigonométrico es la familia {up,}nez, donde

u,(t) = ™.

Observemos que la familia {u, },ez es una sucesién ortonormal en L?*(T), pues para

n, m € 7, obtenemos

(1, Ty = % /0 (Dt

1 2w )
— ez(nfm)tdt
2 Jo

= Opm.-

M4s ain, mostraremos que {u, }nez €s una base ortonormal en L?(T). Para ello bastaré
probar que el sistema trigonométrico es denso en L?(T), esto es, que los polinomios
trigonométricos son densos en L?(T) respecto a la norma || - |2. Dado que L*(T) es
un espacio de Hilbert, para probar que {u,},cz es una base ortonormal utilizaremos la
teoria de espacios de Hilbert. Concretamente, usaremos el hecho de que si H es un espacio

de Hilbert y {e;}icr es una familia ortonormal completa de H, entonces x € H puede
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representarse Ccomo

T = Z (x, €;)e;.

il

Esto nos permitira asegurar la convergencia de la serie de Fourier en L?(T).

Puesto que C(T') es denso en (L*(T), ||-||2), seré suficiente demostrar que los polinomios

trigonométricos son densos en C(T") con respecto a || - |2

Dado que para toda g € C(T') tenemos

1/2

1 2 ) 1/2 1 2m )
= |— I P dt| =gl
ol = |- [ looPa <o [T lala) =1l

nuestro problema se reduce a mostrar el siguiente resultado.

Teorema 1.2.2. Sea f € C(T) y sea ¢ > 0. Entonces existe un polinomio trigonométrico
P tal que

If = Plle <.

Equivalentemente, existe una sucesion {P,}°2; de polinomios trigonométricos tales que

P, — f uniformemente.

Demostracién. Si pudiéramos mostrar la existencia de una sucesién {Q}52, de poli-

nomios trigonométricos que verifica las siguiente propiedades:

1. Qx(t) > 0 para toda t € R y para toda k € N.

2. 5= [7_Qu(t)dt =1 para toda k € N.

2w

3. Para cada 0 > 0 sea n;(0) = sup Qx(t). Entonces nx(6) — 0 cuando k — oo.
o<t<m
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Es decir, Qx — 0 cuando k& — oo uniformemente en el conjunto [—m, —J]

para d > 0.

Entonces nuestro problema se resolveria de la siguiente manera:

Para k € Ny f € C(T) definimos

R0 =5 [ S— Qs

haciendo el cambio de variable © =t — s obtenemos

/ft—s@k) 2 tiﬂf(u)@,g(t—u)du

/ fw)Qr(t — u)du

— 5 | - wa

y por tanto,

Rt =5 [ Tt - u)du

Ademds, como Qg (t) es un polinomio trigonométrico entonces es de la forma

N

Q= Y dvei

J=—Ng

U [0, 7]

(1.1)
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y asi, sustituyendo en (1.1) obtenemos la siguiente expresion

Ny

Pi(t) = % / " ) LZ C;,k)eij(t_u)] du

— N,

Nk 1 iy
= > [ [ e e
j=—Ng
Ng

_ Z c§-k> <f, eijs> eijt’

Jj=—Nj
esto es, P, es un polinomio trigonométrico.

Ahora, aproximaremos a f mediante la sucesién {FP;}32,. Como f € C(T') entonces es

uniformemente continua en el intervalo [—7, 7|, luego, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

|f(u) — f(v)| <esi|u—v] <4

Sea t € [—m, 7], por las propiedades de la sucesién { Py}, tenemos

RO~ 1) = 5 [ - 9)Qul)ds - £0)
— o [ ft= Qs = o [ @
1 ™

[f(t —s) = f()]Qk(s)ds,

:% o

y por lo tanto

| Pe(t) — f(1)] =

3 | Lfe=s) = s
o [ 15— )~ FOIQu(s)ds.

2 J_.

IN
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Subdividiendo el dominio de integracién de la tltima integral obtenemos

)~ £O1< o [ 15— 9) = FOIQulds + 5 [ 15— 5) = F(0lQu(s)ds

|s|<d o<]|s|<m

=1+ I,

A continuacién estimaremos las integrales I; e I. Vemos que

L= 1= s) - FIQu(s)ds
271 Jisj<s
< % / eQr(s)ds
|s|<d
6 s

AN
)
Eal
—~
Va)
~—
ISH
[Va)
Il
™

Con respecto a la integral I, tenemos que

1

I, =—
> or

/ (=) — ()] Qu(s)ds
o<]|s|<m

1

el B[ NCAGEE

o<]|s|<m

<A [ oy

2

IN

o<]|s|<m

< 2| o (6) / s

2 ),

= 2| fllocme(6) <,

siempre que k sea suficientemente grande, pues 7, () — 0 cuando k — oc.
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Se sigue de lo anterior que para k suficientemente grande se cumple que || Py — f|lo < &.

Ahora procederemos a construir la sucesiéon de polinomios trigonométricos {Qx}72,
con las propiedades antes establecidas. Proponemos la siguiente sucesion de polinomios

trigonométricos

1 £\"
Qr(t) = e (—+2COS > para k € N,

-1
donde ¢;, es una constante tal que ¢, = [% I (#)k dt] .

De las siguientes graficas, vemos que @ toma valores en el intervalo [0, 1] y por

k . ~ .
tanto (%) se vuelve mas pequeno al incrementar el valor de k.

1 ! !
0.5 1 051 05
¢ t | t
| ‘ — 1 ‘
_‘ﬂ— 7‘7 - ™ - ™
14cost — (14cost 100
cost = (—2 )

Afirmamos que las funciones {Q}%2; son polinomios trigonométricos. En efecto, veri-

fiquemos los dos primeros casos.

Si k =1 entonces

1+ cost

() =a 5

el cual evidentemente es un polinomio trigonométrico.
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Si k = 2 tenemos que

(1 —|—Cost)

_|_

ZQ gcost—i- 1 cos?t

(1.2)

2 C2 C2 C2
— 4+ —cost+ — + — cos 2t
4 + 2 + 8 * 8

302 Co Co
= — + —cost+ — cos 2t,
8 2 8

esto es, (Q2(t) es un polinomio trigonométrico

Establezcamos nuestra hipdtesis de induccién: Supongamos que Qx(t) es un polinomio

trigonométrico con k = n.

Examinemos el caso k =n+1

2

14cost\" / 1+ cost
= Cn+1 9 9

Qn(t) (1 + cost>
= Cn+1

; 2

1+ cost ntl
Qn+1(t) = Cn+1 <—)

y por nuestra hipdtesis de inducciéon sabemos que @, (t) es un polinomio trigonométrico

Mas aun, como Q ( ) es par, debe ser de la forma

) = i b; cos(jt).
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Reemplazando lo anterior en (1.2) obtenemos

Qni1(t) = ot <bo + Z bj COS(ﬁ)) (#)

j=1

(1.3)

n n
o Cn+1 . Cn+1 .
= Z b; cos(jt) + ) Z b; cos(jt) cost.
7=0 7=0
Si mostramos que la segunda suma de (1.3) es un polinomio trigonométrico que-
dard demostrado que @,+1 es un polinomio trigonométrico. Puesto que cos(jt) cos(t) =

[cos ((7 + 1)t) + cos ((j — 1)t)] entonces

N

: 2
J=0 Jj=0

Cn2+1 ij cos(jt) cost = il Z %J [cos (( + 1)) + cos ((j — 1)t)]

es un polinomio trigonométrico.

Ahora verifiquemos las propiedades deseadas para la sucesién {Q}72 ;. El inciso 1 se

cumple por definiciéon y dado que

1 - 1 4 1+ cost k
_ Hdt = — SPEOSEY g
%/}QA) mrﬂ%( 2 ) ’

para toda k € N se cumple el inciso 2.

Para el inciso 3 estimaremos ci. Por el inciso 2 y la paridad de (), tenemos

Y (1+cost> @t
27
24 1—|—cost kdt
2 A

k
71 t
_%/<’H%>ﬁ
T Jo 2
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y como sint € [0, 1] para ¢ € [0, 7] obtenemos la siguiente desigualdad

- Ck T <1~|—cost)kdt
0

T 2
c T (1+ cost k
> & (—) sin tdt
T Jo 2
Cr T

= - i (1 + cost)¥ sintdt.

Usando el cambio de variable u = 1 + cost, du = — sin tdt obtenemos
" (1 ¢ cost)Fsint dt = < "k
— cost)” sin = — u” du

™

cr (1 + cost)rt!
2k k+1
cr(1 + cost)kHt
2F(k+ D)7
Ck2k+1
a 28(k+ 1)m
QCk
(k+1)m’

™

0

Estoes, 0 < ¢ < W para toda k € N.

Ahora, para § < [t| < 7 por la paridad y simetria de Q) tendremos que para toda
keN
1+ cosd\*
Qr(t) < —
_ (bt D (l—i-cosé)k

- 2 2
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donde 0 < 1+ch < 1y por tanto

lim
k—o0 2

(k+1)m (1+cos§)k _0
5 =0.

Asi para toda ¢ tal que § < |t| <

ltm Qp(t) =0

k—o0

uniformemente en t.

Un resultado que se presentara més adelante es una version mas precisa del Teorema
1.2.2. Dicho resultado fue probado en 1904 por el matematico Leopold Fejér, en éste
establece que las medias aritméticas de las series de Fourier de cualquier funcién f € C(T))

convergen uniformemente a f.

1.3. Convergencia en L*(T)

Como se mencion6 antes, L*(T') es un espacio de Hilbert y {u}?2, es una base orto-
normal de L*(T), entonces sabemos que existe un isomorfismo isométrico

LA(T) — (*(Z) »

= {{fsu) brez
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es decir, f— { f (k) }rez, y como el isomorfismo es isométrico entonces

- 1/2
Ik = [z |f<k>|2] |

k=—0c0

La identidad de Parseval establece que dadas f, g € L*(T)

/ Famd =3 F(ka (15)

k=—o00

Otra forma en la que suele presentarse la identidad de Parseval es tomando f = g

1 ™
— dt = dt.
| 1FF > IFwE

- k=—o00

Las afirmaciones de (1.4) y (1.5) pueden resumirse como sigue: la aplicacién f — f es

un isomorfismo de L*(T) en ¢*(T), que adicionalmente cumple con ser una isometria.
Para finalizar, dada f € L*(T) y Sny(f) como antes tenemos que

o

n=—oo

o0

= S (f emyem

n=—oo

=Y e

N
g, 3 e

= lim Sy(f),

N—o0
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donde el limite se toma con respecto a || - ||z, es decir, ]\}im Ilf — Sn(f)|l=0. Con esto
—00

tenemos que para toda f € L*(T) su serie de Fourier converge en L*(T) y su limite es f.



Capitulo 2

Coeficientes de Fourier y

convolucién en LY(T)

En el capitulo anterior demostramos que en L?*(T) la serie de Fourier de toda funcién
converge a la propia funcién, pero para llegar a ese resultado se usa fuertemente que
L3(T) es un espacio de Hilbert. Naturalmente surge la siguiente incégnita, jes posible
que la serie de Fourier de una funcion represente a dicha funcién en algin otro sentido?
La respuesta resulta ser positiva, pero el camino para llegar a este resultado no es tan

sencillo como en el caso abordado anteriormente.

En este capitulo se presentaran resultados basicos de los coeficientes de Fourier de
funciones en L'(T'), tales como linealidad, acotamiento y su comportamiento en infinito.
Asimismo, se introducira la operacién de convolucion y algunas de sus propiedades. Esto

conceptos nos permitiran desarrollar los capitulos posteriores.

23
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2.1. Propiedades elementales de los coeficientes de

Fourier

Iniciamos presentando la definicién de serie trigonométrica, la cual esta estrechamente

relacionada con las series de Fourier.
Definicién 2.1.1. Una serie trigonométrica S en T es una expresion formal

o0

S = g a,e™.

n=—oo

Recordemos la definiciéon de serie de Fourier presentada en el capitulo anterior: Si

f € LY(T), entonces la expresién formal

S = > fn)em,

n=—oo

N ™ i . . . ., .
donde f(n) = 5= [T f(t)e~™dt, se denomina serie de Fourier de la funcién f. Diremos
vy —T
que una serie trigonométrica S es una serie de Fourier si existe una funcién f € LY(T)

tal que S es la serie de Fourier de f.

En el siguiente teorema presentamos algunas propiedades de los coeficientes de Fourier

que nos seran utiles mas adelante.

Teorema 2.1.2. Sean f, g € L'(T). Entonces

— —~

1. (F+ 9)(n) = f(n) +(n), paran € Z.

2. @(n) = af(n), para toda o € C yn € Z.
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3. Si definimos f(t) = f(t) entonces ?(n) = f(—n), paran € Z.

-~

4. Sipara T €T definimos f.(t) = f(t — T) entonces ﬁ(n) = e f(n), para n € Z.

-~

5. 1f(m)| < |\fll, para cada n € Z.
Demostracion.

1. Sea n € 7Z, entonces

Trom =5 [ 7+ e
= % /_7; f(t)e ™ dt + % /_: g(t)e "™ dt
= f(n) +3(n).

2. Sean € Zy a e C, entonces

—~ 1 [T ,
- t —int

af(m) =5 [ afear
— 1 /7r f(t) _i”tdt
=0 B e
= af(n)

3. Sea n € Z, entonces por definicion
T =5 [ T
n) =g B e
1
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y dado que e~ = ¢ podemos reescribir la integral como

T =5 [ Foema

—T

— 5 [ e at=Fion)

—T

4. SeaneZyrTeTl,

Fn) =5- [ £ ar
= % /_ 1 flt—T)e ™ dt

y usando el teorema de cambio de variable para integrales de Lebesgue con la

transformacion ¢(t) =t — 7 obtenemos

R =g [ #seeas

27T —T—T
N p
:ezn’r_/ f(s)e ’LTLSdS
2 ) .

— ein‘r f(n) )

5. Sea n € Z, entonces

% / ’ f(t)e—""tdt‘

1 ™
<5 [ \rtende= gl
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Del Teorema 2.1.2 obtenemos inmediatamente un resultado para sucesiones convergen-

tes en L'(T). Lo enunciamos a continuacion.

Corolario 2.1.3. Sea (f;)52, una sucesion en L'(T). Supongamos que existe f € L'(T)

tal que f; — f cuando j — oo en L'(T). Entonces fj(n) — f(n) uniformemente en 7.

Demostracién. Por el inciso 5 del Teorema 2.1.2 tenemos que |f;(n) — f(n) < I fi —

fll1 = 0 cuando j — oc. u

~

Teorema 2.1.4. Sea f € L'(T) y supongamos que f(0) = 0. Definimos

¢
o) = [ s
Entonces, F es una funcion continua, 21— periédica y para n # 0 F(n) = - J/”\(n)

Demostracion. Primero veamos que F' es una funciéon continua por la derecha. Sean

te|—m mly (t,)22, C [—m, 7] una sucesién tal que t, T t, entonces

F(t) - F(t,)] < / F(r)|dr

-/ ") e, ()

—Tr

Notemos que |f|xp,.,q < |f| donde |f| € L*(T), asi por el Teorema de Convergencia

Dominada tenemos que

/ |F(T)Xtn,5y(T)dT — 0O

cuando n — oo, de donde se sigue el resultado. Empleando un argumento analogo al

anterior obtenemos la continuidad por la izquierda.
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Ahora mostraremos que F' es una funcién 27 —periddica,

t+2m t
F(t+2m) — F(t) :/ f(T)dT—/ f(rydr

:[H%ﬂﬂm

por lo cual F(t+ 2m) = F(t).

Para finalizar, sea n € Z. Dado que F' es absolutamente continua en [—7, 7] y por

tanto diferenciable ahi podemos integrar por partes. Asi

2T mn

1{—£F@em

i 1 1 4 4
—— = F'(t)e ™dt
j 27T( m) /_7r (t)e

y como F(t) es la integral indefinida de una funcién en f € L*(T) entonces es diferenciable

y F'(t) = f(t) para casi toda t, luego
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2.2. Convolucion

Iniciamos esta seccién presentando un teorema que nos permitird definir la operacion
de convolucién en L'(T). Ademds veremos algunas propiedades de la convolucién entre

dos funciones.

Teorema 2.2.1. Sean f, g € LY(T), entonces para casi toda t € T la funcion F(t,7) =

f-(t)g(t) es integrable respecto a T y si definimos

) = 5= [ =gl

-~

tenemos que h € LY(T), by < Ifll1llgll1 v ﬁ(n) = f(n)g(n), para cada n € 7.
Demostracién. Las funciones f(t—7) y g(7), las cuales dependen de las variables (¢, 1),
son medibles y por tanto F'(t,7) = f(t — 7)g(7) también es medible.

De hecho, al ser F(¢,7) un multiplo constante de f,(¢) cuando la consideramos como
funcién que depende de la variable ¢, tenemos que F'(t,7) es integrable respecto a la

variable ¢ para casi toda 7 € Ty

o _:: (%/_:|F(t,7')|dt) dT_%/_: 19(7)] [%/_:U(t—fﬂdt] ir

— 5 | oIl lhar

= (171 lgll-
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Asi, por el Teorema de Tonelli, la funcién f(¢ — 7)g(7) es integrable sobre el intervalo

[—7, m] respecto a la variable 7 para casi toda t € T. Ademés,

1 ™
I = 5 [ ol
/M1 [
—/ Pt 7)dt
T o

4 2/ / F(t,7)|dtdr
™ J_xJ-n

= [l £l lglls-

dr

Ahora calculemos el coeficiente de Fourier de h para n € Z.

hn) = = / " (bt

2

/ ft —7)g(r)e ™ drdt,

por el Teorema de Fubini tenemos que

=5 / / f(t—7)g(r)e” ™ dtdr
= (%/ f(t —7)eint=T dt) < / g(T)e_deT)
(L [ sesa) (£ [ toreoar)

= f(n)g(n).
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Por el Teorema 2.2.1 la operacion que introducimos a continuacion estd bien definida

en LY(T).

Definicién 2.2.2. Sean f, g € L*(T). Definimos la operacién de convolucién como
1 ™
(Fr)t) =5 [ Ft-mg(ryir

De hecho, la convolucion es una operacion conmutativa, asociativa y distributiva res-

pecto a la adicién, como establecemos a continuacion.

Teorema 2.2.3. La operacién de convolucién en L'(T) es conmutativa, asociativa y

distributiva respecto a la adicion.

Demostracién. Sean f,g,h € L'(T), entonces

ey =3 [ fa=rigtryar

y usando el cambio de variable v =t — 7 y la 2r—periodicidad de f y g obtenemos

ey = [ Sl = oo

= (g ().

Ahora,

(Fx9) ) (@)= o= [ (F+9)e=Ih(r)dr
1

— s [ [ s =gty

472
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y usando el cambio de variable w = 7 4+ 1 obtenemos

[(f *g) = h]( = 12 /7T 77Tf (t —w)g(w — 7)h(T)dwdr

— o [ t=w) |52 [ atw—rpirda] dr

— 5 | fe—ulgsm)ar

= [f* (g h)] (1)

Por 1ltimo,

[F (g + ) ( /ft—T (9+h) () dr
ft =gl dr
+—/ flt—1)h
= (Fxg)(®) + (F* W),

Usando el siguiente lema probaremos que la convolucién de una funcién en L*(T) y un

polinomio trigonométrico es un polinomio trigonométrico.

Lema 2.2.4. Sea f € LY(T) y ¢(t) = €™ para algin n € Z. Entonces,

~

(& * f)(t) = f(n)e™.
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Demostracion.
1 ™
N0 = o5 [ ot =71y
= i ’ em(t_T)f(T)dT
2m ) .
— e'mti /ﬂ- efian(T)dT
2 J_.
= fln)e™.
n
N .
Corolario 2.2.5. Si f € L}T) y k(t) = > a,e™ entonces
n=—N
N —~
(B f)(t)= > anf(n)e™
n=—N
Demostracién. Si definimos la funcién ¢, (t) = ¢™ paran € {—~N, =N +1, ..., N —

1, N}, por el Lema 2.2.4 tenemos que

(kx F)(t) = > an(dn* f)(t)
= Z anf(n)e™.



Capitulo 3

Sumabilidad de series de Fourier

Hasta ahora hemos presentado las series de Fourier como expresiones formales, con
excepcion del caso de la serie de Fourier de una funcién en L?*(T'). Por tanto, es natural
que nos preguntemos por la utilidad del estudio de series de Fourier y su relacién con la

funciéon que usamos para construirla.

En el presente capitulo introduciremos los conceptos de nicleo de sumabilidad y es-
pacio de Banach homogéneo, que nos permitiran aproximar ciertas funciones mediante
un proceso de sumabilidad relacionado con sus series de Fourier. Asimismo, examinare-
mos la relacién entre una funcién en L'(T) y sus coeficientes de Fourier para establecer

resultados de unicidad.

34
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3.1. Nucleos de Sumabilidad

En el desarrollo del capitulo serdn necesarias algunas propiedades de funciones en

L'(T) relacionadas con la traslacién.

Proposicién 3.1.1.

1. Propiedad de invarianza bajo traslacion en L'(T): Si f € LY(T) y 7 € T entonces

fr e LNT) y ([ £l =[£Il

2. Si f € LNT) es una funcion fija y definimos la funcion Ay : T — LYT) como

A¢(7) = fr, entonces Ay es continua en T

Demostracién.

1. Usando el teorema de cambio de variable para integrales de Lebesgue tenemos que

1 [ 1 [

5 | 1olar =5 [ s =nier
— 5 | 1t
= [ £l

de donde se sigue que f, € LY(T) y [ f-[l1 = [If]1-

2. Primero veremos el caso en el que f = ¢ es una funcion continua en 7. Asi, como
¢ es uniformemente continua en 7', dado £ > 0 existe 0 > 0 tal que si |7 — 79| < &

entonces |¢(t —7) — ¢(t — 10)| < € para todat € T.
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Usando lo anterior obtenemos

6, = bnlls = 5z [ 160t =) = ott ~ )l

—T
m

1
< — dt =

—T

es decir, ||¢r — ¢rll1 = 081 7 — 7.

Ahora, sea f € L'(T). Como C(T) es denso en L'(T) entonces para ¢ > 0 existe

g € C(T) tal que ||g — f]l1 < £/2. Entonces,

qu— - fToHl < HfT - gTHI + ||97 - gToHl + ”gTo - fToHl
= I(f = 9)zllr + lgr = grolls +[1(g = Frollr
=If =gl +1lgr = gnlls +lg = flla

<e+ Hg‘r - gToH17

de donde se sigue que limsup ||f; — f |1 < € y dado que la eleccién de ¢ fue
T—T0

arbitraria

limsup || fr — frolli = Um || fr — foll
T—T0

T—T0

= lim [|A(T) — A(7)|1 = 0.

T—T0

Pasamos ahora a definir los nicleos de sumabilidad, la herramienta principal de esta

seccion.
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Definicién 3.1.2. Llamamos nicleo de sumabilidad a una sucesion {k,}>°, de funciones

continuas y 2w—periddicas, que satisfacen

17 kn(t)dt = 1.
2. Existe una constante C > 0 tal que ["_|k,(t)|dt < C para toda n € N.

3. Para toda 0 <6 <m, lim [ k,(t)dt =0.

s t|<r

En ocasiones consideraremos familias, {k,},c; donde el indice r varia en un intervalo

I. Este serd el caso del niicleo de Poisson P,(t) que veremos mas adelante.

Con el propdsito de establecer los siguientes resultados, definiremos la integral de
Riemann vectorial para funciones F' : [a,b] — B, donde B es un espacio de Banach, y

veremos algunas de sus propiedades.

Definicién 3.1.3. Sea (B, || - ||g) un espacio de Banach y F : [a,b] — B una funcion
continua en el intervalo [a,b]. Se define la integral de Riemann de F' en [a,b] como el

siguiente limite

b N
F(x)dr = lim (xj11 — xj)F(xy),
a [1Pll—0 <
7=0
donde P ={a =z, x3, ..., Tnyy1 = b} es una particion del intervalo [a,b] y el limite se
toma respecto a la norma || - ||p cuando la particion se hace cada vez mds fina, es decir,

N — oo de manera que 1I<1/1ja/,<}§v(xj+]_ —z;) — 0.

Observacion 3.1.4. Notemos que la integral introducida en la Definicion 3.1.3 existe.

Para ello mostraremos que las sumas de Riemann de una funcion continua F son de

Cauchy en B.
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Sea € > 0, como F es uniformemente continua en el intervalo [a,b] entonces existe

d >0 tal que ||F(x) — F(y)||s < 5 (b 2y St |z —y| <.

Consideremos dos particiones {l’]}NJrl y {yr}att del intervalo [a,b] tales que

X (@41 = 25) <Oy MEX (Yo — ye) <O.

Tomando el refinamiento comin {z} = {x;}U{yr} y usando la desigualdad del tridngulo

tenemos que

N M
Z(I‘j+1 — I] Z Yk+1 — yk yk)
j=1 k=1 B
N
<D @i — 2) Flay) =Y (2141 — 2)F(21)
j=1 ! B
M
+ Z(ZZH — ) F Z Y1 — Ur) F (k)
! k=1 B

Ahora, si renombramos a los x; repetidos como & y los y;, repetidos como n;, podemos

reescribir ambas sumas de la siguiente manera

Z(%’H Z Y1 — Y) F(yr)
< (1D = 2) (F(&) = Fla) | + || D_ (et = 21) (F(z1) = F(m)

l B l

<D (= 2) |1F&) = F()llg + (a1 = 20) 1 (20) = F(m)l 5

B

(b—a)+ (b—a)

2(b—a)
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Proposicién 3.1.5. La integral de la Definicion 3.1.3 cumple las siguientes propiedades:

1. 8i F,G € |a,b] — B son continuas y c1, ¢ € C entonces
b b b
/ (a1 F(x) + oG (x))dx = 01/ F(x)dz + 02/ G(z)dx.

2. Sia < c<b entonces

/abF(x)dx _ /:F@)d“ /CbF(x)d:c.

5. || f) Fla)dalp < [} | F()l|pda.

4. Si A € L(B,C) = B* entonces

A (/abF(x)dx) _ /abAoF(x)d:v.

Demostracién.

1. SiP= {x]}jvjll es una particién del intervalo [a, b] entonces

N N N

D (@ja—a) (F () + 2Glx)) = 1 Y (w1 —2) Flaj)+c2 Y (w541 —2;)Gla))

J=1 Jj=1 J=1

y tomando limite cuando ||P|| — 0 entonces

/ab(ch(l’) + G (2))dx = ¢y /ab F(x)dx + ¢ /ab G(x)dx.
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2. Sean {z; }jvzﬁl una particién del intervalo [a, ¢] y {yx}ot! una particién del intervalo
¢, b], entonces consideremos {2} = {z;} U{yx} la cual es una particién del intervalo

[a, b]. Asi,

Z(Zm —2) (F(z)) = Z(%‘—H — ;) ) + Z Yrt1 — Yr) (F(yr))

! j=1

y tomando limite cuando N — oo y M — oo tal que lr<na’%>jcv(xj+1 —x;) =+ 0y
SIS

néx (Yk+1 — yx) — O entonces
b c b
/ F(z)dz = / F(z)dz +/ F(z)dz.

3. Para ¢ > 0 arbitraria, podemos encontrar § > 0 tal que si P = {x]}jv:ﬁl es una

particién del intervalo [a, b] con ||P|| < d entonces

i vy =) (Fla) — [ Fdd]| <, (3.1)
2
y
i(xm — ) || F(z5)]l p — b | F(x)|| pdz| < = (3.2)
. 2
Por (3.1) tenemos que
b N c
|| Foyta| =[S )| <5
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y considerando también (3.2) obtenemos
b €
[ P <5 3o ) (P
LN
5 Z Tir1 — ;) [[F ()]l 5
7j=1
e €
<f+: +/a |F (@)l da
b
=+ [ IF @), ds,
lo cual es vélido para todo £ > 0, obteniendo asi la desigualdad requerida.
4. Como A € B* entonces dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que |[A(u) — A(v)| < € si
|lu —v|| < d. Ahora, existe § > 0 tal que si P = {a =z, < 29 < -+- < xn41 = b}

es tal que || P|| < B entonces

<0,
B

N b
> o =) () - | Py

y por la continuidad uniforme de A tenemos que

A (i(xM — ) <F<xj>>) -/ bF(x)da:)

Jj=1

es decir,

<e,

2]::5‘%1 (Ao F)(x;) — A</abF(x)d:c>

si ||P|| < B, para alguna 8 > 0.

<e,
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Una vez establecida la nocién de integrales de Riemann para funciones que toman valo-
res en un espacios de Banach y presentadas sus propiedades, podemos estudiar resultados

que involucran nucleos de sumabilidad.

Lema 3.1.6. Sea B un espacio de Banach, ¢ : T — B una funcion continua y {k,}5°,

un nicleo de sumabilidad. Entonces,

L e — o(0) = = / " k() [o(r) — 0 (0)] dr

2 J_. 2 J_.
1 -0
= [ B@e) - eOldr
1 1)
o [ k) lelr) — ol0)) dr
-5
o [ k() ()~ p(0)]dr
3

Ahora, como ¢ es continua en el 0, dado € > 0 existe § > 0 tal que ||p(7) — ¢(0)|| < e
si |7] < J. Ademés, dado que {k,}32, es un nicleo de sumabilidad entonces existe una

constante C' tal que ||k, |1 < C. Por lo tanto,

o= | B o) - e ar

o] < mdx [|p(r) — @ (0)[|5llknl1

IT|<é

B

< Ce.
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De igual manera, como {k,}>2; es un nicleo de sumabilidad entonces

—5 T
- | R =00 dr+ o [ k) [otr) = o(0)] dr

2 ),

1
=55 L, B e0) = o0 dr )
) 1
< mix o(r) — ¢ 5 / o falr)dr 0

cuando n — 0.

Por lo anterior tenemos que

Corolario 3.1.7. Sea f € LYT) y {k,}5>, un nicleo de sumabilidad. Entonces

™

f = lim kn(T) frdr

n—oo [_

en LY(T).

Demostracién. Por la Proposicién 3.1.1 sabemos que la funcién Ay : T — LY(T) dada

por As(7) = f; es continua y por el Lema 3.1.6 tenemos que

lim i/7r kn(T)Af(7)dT = Af(0) = f.

n—oo 2T J_
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La integral del Corolario 3.1.7 puede evocarnos a la operaciéon de convolucién antes
vista, aunque en este caso la integral empleada es una integral vectorial, lo cual difiere
de la definicién de convolucion. Como veremos en el siguiente lema, esto resulta ser solo

en apariencia.

Lema 3.1.8. Sea k una funcién continua definida en T y sea f € L'(T). Entonces

—/ P frdr =k f.

Demostracion. Primero supongamos que f es una funcion continua en 7. Tenemos que

1 [ N

- k(T)frdr = i lim Z(Tj+1 - Tj—l)k(Tj)ija
=1

2 J_ . 2 ||P||—>0

donde el limite se toma respecto a la norma de L'(T') cuando la subdivisién se hace cada

vez mas fina, esto es, N — oo y max(7j.1 — 7;) — 0.

Ademsds, como k y f son uniformemente continuas en 7' entonces dado € > 0 existe
d > 0 tal que |k(a) — k(B)| < € siempre que |a — 8] <0y |f(s) — f(r)| < € siempre que
|s—r| < 0. Asi, para cualquier ¢ € T', consideramos particiones {7;}, {n;} de [—m, 7] tales

que max(7j41 — 7;) < & y MAX(Npg1 — M) < 0. Tomando {2} = {7;} U {7} tendremos
J m

Z(TjJrl — 1)k(7;) f(t — 75) Z Mmt1 = M)k (M) f (£ — 1)

J

<

Z(Zl+1 —2)k(0,) f(t—6) — Z 21 — 2)k(z) f(t — 2)

l

+

Z(ZH—I —2)k(2)f(t —z) — Z(ZZ—H —2)k(y) f(t =),

l l
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donde los 6; son 7; repetidos y los 7; son 7, repetidos. Asi, podremos reescribir la des-

igualdad como

Z(TjJrl — 7)k(m;) f(t = 75) Z M1 — N ) k() f (L — 1)

J

<3 (et — 20) (B £t — ) — k() £(t — )]

+ Y (zien = 2) k() f (8 = 20) = k(u) f(t =)

l

<D (e = 2) [ (= 0)1k(0) — k()| + [k(z0)]1£(t = 0,) = f(t = 2)]]
l
+ > (e = 2) [IF(E = Wk(n) = k()| + [k F(E= ) = £ = 2)]]

<2e(2m) sup |f(t)|+2e(27) sup |k(t)|.

te[—m,m] te[—m,m]

Esto es, las sumas de Riemann son uniformemente de Cauchy y por tanto, parat € T

N

 tim 3 (e — KT = 7) = (b (D)

27 ||P||-0 4
J=1

uniformemente en 7.

Asi,

% > (i1 = k() fry = kx f
i

en LY(T). Ademds, k * f es una funcién continua por ser limite uniforme de funciones

continuas.
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N
Como también, 5 \\Jlﬂi\\rgo ZO(T]-H — 1)k(m) fr; = 5= [T _k(7)frdr en L}(T) se sigue
]:

que

1 s
bef =g [ O

—T

salvo un conjunto de medida cero.

Ahora, si f € L}(T) es arbitraria. Sea ¢ > 0, entonces existe g una funcién continua
en T tal que || f — g||1 < e. Por el caso previamente demostrado para funciones continuas

tenemos que

1 m ™

o | wnedr— ks g = o [ G = 9dr =k (7 - g),

2 J_. TJ

entonces,

I L
H%/_ﬂ”ffd” or | K- = g)elldr =+ eIl f = g1

<
 2m )

< 2|kl1e.

El Lema 3.1.8 permite representar la convolucién entre una funcién continua en 71"y
una funcién en L'(T) como una integral vectorial. Ademéds, usando este lema se puede
enunciar el Corolario 3.1.7 de la siguiente manera: Si {k, }22 ; es un nicleo de sumabilidad
y f € L'(T) entonces

f=lfm k, * f
n—oo

en la norma de L'(T).
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3.2. Ncleo de Dirichlet y nicleo de Fejér

Sabemos que dada una funcién f € LY(T), podemos aproximarla mediante la convolu-
cién de un ntcleo de sumabilidad y la funcién f. Aunque los nticleos de Dirichlet y Fejér
estan estrechamente relacionados con las series de Fourier, obtendremos una diferencia
notable: inicamente el nicleo de Fejér es un nicleo de sumabilidad. Sin embargo, esto
basta para obtener la representacién en algtn sentido de funciones en L'(T) mediante

sus series de Fourier.

3.2.1. Nucleo de Dirichlet

Definicién 3.2.1. Llamamos nicleo de Dirichlet a la expresion

N
Dy(t)= > €™, teTyNeNu{o}.

n=—N

Otra formulacién del nicleo de Dirichlet es la que se presenta a continuacion.

Proposicion 3.2.2. Parat €T

Dty = 22 (S[i]: (tf} i (3.3)
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Demostracién. Notemos que parat € Ty N € NU{0}
2i sin (—) Dn(t) = <ezé — €_Z§> Z e
n=—N
N N
_ Z ez(n-{—%)t . Z ez(n—%)t
n=—N n=—
N N—1
_ Z 6z(n+%)t . Z ez(nJr%)t
n=—N n=—N-1
_ ez‘(N-i—%)t _ e—i(N-l—%)t
.. 1
= 2¢sin ({N—l— —} t) ,
2
de donde obtenemos
sin ([N +14]¢
NPRE(LED
i (5)
]

Proposicion 3.2.3. El nicleo de Dirichlet satisface las siguientes propiedades:

1. Dy(t) es par para toda N € NU{0}.
2. Dy(0) =2N +1 para N € NU{0}.
3. Dy(m) = cos(N7) = (—=1)Y para N € NU {0}.

4. 5= [T _Dy(t)dt =1 para toda N € NU {0}.

Demostracién.

1. Sea Ne NU{0} yteT
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2. Sea N e NU {0}

3. Para N € NU {0}

sin (N7T + %)

D =
T
_sin (NT) cos (2) +sin (%) cos (Nn)
B 1
= cos(Nm) = (=1)".
4. Para N € NU {0}
N
1 [ 1 [7 4
— t)dt = — "t
2m J_ n() 2m /_7r ZNe
1 [T
— int
-2/ ey
n=—N
1
= —2 e
o "

Si consideramos Sy(f), la N—ésima suma parcial de la serie de Fourier de f € L'(T),

entonces por el Corolario 2.2.5 del capitulo anterior tendremos que

N
Dysf=3 fn)e™ = Sy(f),
n=—N
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sin embargo, a pesar de que el niicleo de Dirichlet cumple con algunas propiedades que de-
finen a los ntcleos de sumabilidad, resulta no ser un nicleo de sumabilidad. Mas adelante

veremos que esto se debe a que

/ |Dn(t)|dt — oo cuando N — oc.

—T

3.2.2. Nicleo de Fejér

Definicién 3.2.4. El nicleo de Fejér es la media aritmética de los primeros N + 1

términos del nicleo de Dirichlet, esto es,

Dy(t) + Di(t) + - - - 4+ Dn (1)
N+1 ’

Fx(t) = teT,N e NU{0}. (3.4)

De igual modo que el nicleo de Dirichlet, tenemos una expresion andloga para el niicleo

de Fejér.

Proposicién 3.2.5. Parat €T y N € NU{0}

1 (sin(N+DE)
Fu(t) = N +1 < sin (%) )

Demostracién. Seat €Ty N e NU{0}

(i (9 - (o ) =
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y sumando sobre k=0, 1,2, ..., N

2
t : ,
(2@' sin (5)) (N+1)Fn(t)=—-1—-1+ N+ | —i(N+1)t

_ (ei(N+1)g _ e—i(N_H);)?
A\ 2
= <2i sin ((N + 1)§>) :

Despejando Fy(t) de la ecuacién anterior obtenemos

1 (sin(N+ 1))
FN(t):N+1< sin (%) )

A manera de comparacion, enseguida se presentan las graficas del nucleo de Dirichlet

y el nicleo de Fejér.

Nucleo de Dirichlet

10/ D (t)

Ntcleo de Fejér

6 Fi(t)
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A diferencia del nicleo de Dirichlet, el nticleo de Fejér resulta ser un nucleo de suma-

bilidad, lo cual probaremos a continuacién en la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2.6. El nicleo de Fejér verifica las siguientes propiedades:

1. Fy(t) es no negativa, par y Fx(0) = N + 1.

2. Para 0 < <7 lim ( sup FN(t)> = 0.

N—=oo \ s<it|<n

9% Fe(t) = 3 ( _N'le) eint,

n=—N

4. = [T FEn(t)dt = 1.

2r J—m
Demostracién.

1. Por la Proposicién 3.2.5 es evidente que Fiy(t) es no negativo. Veamos que es par,

seateT

Fy(et) = L <sm ((N + 1){))

:N—i-l sin(%t)

1 <s1n (v + 1);))2

:N—i-l sin(%)

— Fx(1).

Aplicando el inciso 2 de la Proposicién 3.2.3 tenemos que
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2. En efecto, sea 0 < 0 < 7y § < |[t| < 7, entonces & <

2
"(3)
sin | =

2

()
sin | =
2
y elevando los términos al cuadrado

0 < sin® (g) < sin? (%) )

[¢]

- .
5 < 3y asi

0< <

9

Luego, para 6 < [t| <

1 (sin(N+D1)\
Fu(t) = N +1 < sin (%) )

< 1 1
~— N+ 1sin? (%)

(3.5)

—0

cuando N — oo. Esto junto al inciso anterior nos da como resultado

lim | sup Fn(t) | =0.
N—=oo \ s<|t|<n

Adicionalmente, dado que en la expresién (3.5) la convergencia es uniforme en
d < |t| < 7 se sigue que

lfm / Fy(t)dt = 0.

N—o00
o<t|<m

3. Antes observemos que

t
sin? [ = ) =1 — cos? E
2 2
t
=1—cost —sin® | =
cos sin (2>,
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de modo que

Ahora, extraemos los términos constantes de las sumas y los términos de indice

n =N yn=—N de las sumas desplazadas y obtenemos

N
NI N PPV B RN DRSS
N +1 4 N +1
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Reagrupando los término extraidos obtenemos

+
N | —
5 2
[~]=
A/~ N
—_
|
=2
+1=
[—
~
Q)
§.
|
N
=
/N
|
=3
4+ |
— | =
~_
=l

=—N n=—N+1
n#0 n#£0
N—-1
1 n+ 1[N e
_ 1 o m
12 N+ 1> ‘
n=—N
n#0
L (1= cos (N + 1)1))
= — COS
2(N +1)

+

_|_
/\/T\
I I N

+

—_
I
=
4+ |
-y
N— " 2
+
N~ N
VR
—_
I
+‘2
—_ =
N—— —0
N——
L
z

=
_l’_

/\/}/\
|

N ‘22
|

Zl [N

+‘2

—_

N————

|

RS

VR

—_

|

==

+1

s

N————

N———

z

Asi, despejando la sumatoria de la ecuaciéon anterior obtenemos finalmente

2

n| int 1 sin® ((N+1)%)
o1 =)= —
— N+1 N+1  sin® (%)

— Fx(1).
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4. Para N € NU {0} tenemos que

i e +
:L i 1 — ‘n‘ /ﬂ- €mtdt
2m N+1) J_.
n=—N
1 0
=—(1-——)2
27r< N+1)
=1.

Si para f € LY(T) denotamos por oy f = Fy * f, esto es

vemos que oy f representa a las medias aritméticas de Sy(f). Dado que {Fx} es un

nicleo de sumabilidad concluimos que

onf — f en LYT).

Observemos que la convergencia de oy f a f implica que los polinomios trigonométricos

son densos en L'(T'), pues oy f es un polinomio trigonométrico.
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3.3. Representaciéon de funciones a través de sus co-

eficientes de Fourier

En esta seccion estudiaremos la relacion entre una funcién y sus coeficientes de Fourier.
A continuacién veremos un resultado de unicidad que es consecuencia de lo obtenido para

el nicleo de Fejér.

Teorema 3.3.1. (Unicidad) Sea f € L*T) una funcién tal que f(n) = 0 para toda

n € Z. Entonces f = 0.

Demostracion. Por nuestras hipétesis, para N € Zyt e T

UNf(t) = Iy * f(t>

n=—N
= nl \
= > 1——) f(n)e™
> (v
=0,

por lo cual oy f = 0 para toda N € Z . Dado que onf — f en L'(T) obtenemos que

f=0. |

Otra forma equivalente de expresar el teorema de unicidad es la siguiente: Si f, g €

~

LY(T) son tales que f(n) = g(n) para toda n € Z, entonces f = g.



Sumabilidad de series de Fourier 58

Teorema 3.3.2. (Lema de Riemann-Lebesgue) Sea f € L'(T). Entonces

~

lim f(n) =0.

|n]—o0

Demostracién. Sea ¢ > 0. Como los polinomios trigonométricos son densos en L'(T)

S
entonces existe un polinomio trigonométrico P(t) = > a;je’* tal que ||f — Py <e.
i=s

Tomemos |n| > s, entonces tenemos que

ﬁ(n) = Z aj/ ete™ Mt = (,

j==s

por lo que para toda |n| > s

Observacién 3.3.3. El Lema de Riemann-Lebesgue se verifica uniformemente en com-
pactos de L*(T). En efecto, si K C L'(T) es un conjunto compacto entonces, dado que
los polinomios trigonométricos son densos en L'(T), para € > 0 la familia A = {B.(P) :
P es un polinomio trigonométrico} es una cubierta por abiertos para K, de esta mane-
ra existen Py, Py, ..., P, tales que A, = {B.(P;) : j € {1,2, ..., n}} constituye una

cubierta finita para K.
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De lo anterior se sigue que para toda f € K existe j € {1, 2, ..., n} tal que | f—P;||1 <
e. Tomando |n| > max{grado(P;) : j € {1, 2, ..., n}} entonces por la demostracion del

Lema de Riemann-Lebesgue

~

()] <IIf = Bl <,

o~

vdlido para toda f € K. Esto es, f(n) — 0 uniformemente en K cuando |n| — oco.
Si tenemos una funcién cuya serie de Fourier converge en L!(T), el resultado deseado es
que dicho limite sea la funcién f. Para demostrarlo serd necesario un lema que relaciona

a las sucesiones convergentes en un espacio de Banach con la sucesién de sus medias

aritméticas.

Lema 3.3.4. Sea X un espacio de Banach y {z,}5>, C X una sucesion que converge a
x € X. Definamos la sucesion {y,}°°, donde y, = % (x1 +x1 4+ -+ x,), entonces y, — x

cuando n — 0.

Demostracién. Sea ¢ > 0, entonces existe N € N tal que ||z, — z|[x < § para toda

n > N. Asi obtenemos que

IN+1+JIN+2+"'+$n—(n—N)CL’
n—N

TNyl T INy2 -+ Ty
n—N

— X

X X

n

1
—— > -l

j=N+1

IA

IN

9
9’
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n—N
n

en ambos lados obtenemos

e B

<

por lo tanto multiplicando por

$N+1+$N+2+"'+$n_ n—N "
n n

DO ™

Por otro lado, eligiendo n € N suficientemente grande tenemos que

e 8
T+ X9 + + TN £ (38)

n x 2

Por las desigualdades (3.7) y (3.8) se sigue que
T+ T+, <n—N)
— x <ég,
n n ¥

y como (":LN) x — x cuando n — oo concluimos que ¥y, — = si n — o0 . [

Teorema 3.3.5. Sea f € L'(T) tal que S(f) converge en L'(T). Entonces el limite

necesariamente es f.
. 1 N
Demostracién. Como L'(T') es un espacio de Banach y on f = 575 Z:O Sn(f) es tal que

on — f cuando N — oo, entonces, dada la unicidad de limites, Sy (f) — fen LY(T). =

3.4. Espacios de Banach homogéneos

Definicién 3.4.1. Liamamos espacio de Banach homogéneo a un subespacio lineal B de

LY(T) en el cual hay definida una norma ||-||s tal que |- ||z > || ||1. Ademds, (B, ||-|5)
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es un espacio de Banach y se verifican las siguientes propiedades:

1. Si fe€ ByTteT entonces fr € By | f-llz = I|flls-

2. Para toda f € B, 7, 19 € T tenemos que lim || f; — f, || = 0.
T—T0

A la condicion 1 de la Definicién 3.4.1 se le conoce como invariancia por traslacion y

a la condicion 2 como continuidad de la traslacion.

De hecho, la continuidad de la traslacién puede simplificarse requiriendo continuidad

en un punto especifico g € T', digamos 7 = 0. En efecto,

(fr = o)) = f(t =7) = [t = 70)
=flt—7)—flt—T0+T—T)
= (f = fr-r)(t—7)
= (f = fror)r (1),

pero por la invariancia por traslacion tenemos que

”fT - fToHB = “(f - fTo—T)THB
= ||f - fTO—THB'

Como lo exhibe la demostracién de la Proposicion 3.1.1, si B es un espacio que ve-
rifica la invariancia por traslaciéon y queremos mostrar que verifica la continuidad de la

traslacion, bastara probar la continuidad de la traslacién en un subconjunto denso de B.
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Lema 3.4.2. Sea B C L' es un espacio de Banach que satisface 1 de la Definicion 3.4.1

Y Sea

B.={f € B|A;: T — B dada por A¢(1) = f; es continuo.}.

Entonces B, es un subespacio cerrado de B.

Demostracién. Sea {f,}>2, C B, tal que f,, — f en B, sea ¢ > 0 y elijase n suficien-

temente grande tal que || f, — ||z < 5.

Para dicha ¢ existe 0 > 0 tal que si [T — 79| < & entonces |(fn)r — (fu)nllz < 5, POr

consiguiente

1 = Falls < 1y = Gadels + 10F)r = Gl + 1) = ol
<N = F)ella + = + 10 = Dl

<e€

si |7t — 79| <. Asi, lim f, = f,,, esto es f € B.. -
T—T0

3.4.1. Ejemplos de espacios de Banach homogéneos

Procederemos a examinar algunos espacios ya conocidos que resultan ser espacios de

Banach homogéneos.

1. El espacio de todas las funciones continuas y 27—periddicas C(7T) con la norma

| - [ €s un espacio de Banach.
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Claramente C(T) € LY(T) y || - |l = || - |li. Falta mostrar la invariancia por

traslacion y la continuidad de la traslacion.

Sea f € C(T), entonces

Hf‘rHoo = StlelIE ‘f‘r(t)‘

= sup| f(t — 7)|
teT

= sup | f(t)]

teT

= [[flloe-

Ademads, como f es uniformemente continua en T, dado € > 0 existe § > 0 tal
que si para x, y € T se cumple que |z — y| < 0 entonces |f(x) — f(y)| < €. Por
tanto, si 7, 7o € T son tales que |7 — 7p| < 0 entonces para toda t € T tenemos que

|f(t —71)— f(t —710)| <&, lo cual implica que || f; — fr |0 < €.

2. El espacio de las funciones n—veces continuamente diferenciables y 2w —periodicas

C™(T), el cual es subespacio de C'(T'), con la norma || f||cn = 0r£1;i<X I?é}X | fO(1)].
<j<n te

Tenemos que C™*(T) C C(T) C LX(T) y || - [le» > || - ||1. Mostraremos que C™(T) es

de Banach con la norma || - ||¢n.

En efecto, sea { f,,, }ro_; una sucesién de Cauchy en C™(T'). Esto es, dado ¢ > 0 existe
N € N tal que ||fn — fillen = 0111;i<x Hfr(r{) - f,ﬁj)!\oo < esim, k> Ny por tanto
<i<n

para cada j € {0, 1, ..., n}, |f — ,ij)||oo < e si m, k > N. Por consiguiente, la

sucesion {fr(nj)};‘f:l es una sucesiéon de Cauchy en C(7T') para toda j € {0, 1, ..., n}.
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Dado que C(T') es un espacio de Banach entonces existe g; € C(T') tal que 9 gj

cuando n — oo para cada j € {0, 1, ..., n}.
Como la sucesion {f,,}7°_, converge uniformemente a la funcién go y su sucesion

de primeras derivadas {f/ }>°_, converge uniformemente a la funcién g;, podemos
aplicar un teorema basico de andlisis sobre convergencia uniforme y derivadas. Asi
la sucesion { f,,, }5°_, converge uniformemente a una funcién f tal que f = g1, donde

necesariamente f = go.

Aplicamos de nuevo el teorema mencionado a la sucesién de primeras derivadas
{f].}>_, la cual converge uniformemente a la funcién g; y su sucesién de segundas
derivadas {f”}°°_, converge uniformemente a la funcién gs, obteniendo asi que la

sucesion {f/ }°°_, converge uniformemente a una funcién h = f’ tal que f” = gs.

Aplicando reiteradas veces este teorema tenemos que para toda j € {0, 1, ..., n}
la sucesion { f,(nj)};‘szl converge uniformemente a la funcién £ la cual es continua
por ser limite uniforme de funciones continuas y por tanto f € C™(T'). Asi existe
M € N tal que ||/ — 0|4 < S sim > M para toda j € {0, 1, ..., n}, lo cual
implica que
Al — mAx (G — #O)
1fim = Fllen = max [l — 7]l
€
<-<e

-2

sim > M.

Ahora, mostraremos la invariancia por traslacién y la continuidad de la traslacion.
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Sea f € C™(T), entonces para 7 € T

[frllen = pmas sup |£-(2)

=£%§%gv@—Tﬂ

o)

= [[fllen.

Ademés, como fY9) es uniformemente continua en T para toda j € {0, 1, ..., n},
dado € > 0 existe § > 0 tal que si para x, y € T' se cumple que |z — y| < § entonces
|fU)(x) — f/(y)| < e para toda j € {0, 1, ..., n} . Por tanto, si 7, 7o € T son tales
que |7 — 7| < & entonces para toda t € T tenemos que | fU)(t —7) — fU(t —7)| <
para toda j € {0, 1, ..., n}, lo cual implica que ||f7(j) — T(g)||Oo < ¢ para toda
j€{0,1, ..., n}, que a su vez implica que || f; — fr||cn < &. Por tanto, C™(T') es

un espacio de Banach homogéneo.

3. LP(T'), con 1 < p < 0o es un espacio de Banach homogéneo con la norma || - ||,

Para f € L? tenemos por la desigualdad de Holder

1 [" 1 (7

5 | Vrla=g [ 15 1a

1 T ) 1/p 1 T 1/p
: {% G d’f] [% /. ““}

1 Q ) 1/p
~ |5 [ rora| " =1s1, < o0

—T

donde %—k 1% = 1. Por tanto, L>(T) C LY(T) y || - |l, = || - I1-
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Es claro que se cumple la invariancia por traslacién || f-||, = || f||, con 7 € T. Para
mostrar la continuidad de la traslaciéon recordemos que C(7") es denso en LP(T),

entonces para € > 0 existe g € C(T) tal que ||f — g, < 5. Asi,

HfT - fToHp < ||fT - gTHp + ||gT - gToHP + Hgm - fToHP
=If = gllp + lgr = grollp + llg = fllp

<e+gr = gnollp-

Como ¢ es continua, para esa misma ¢ existe § > 0 tal que |g,(t) — g, (t)] < € si

|7 — 7] < d. De este modo, si |7 — 79| < &

1 s
lor = 9nlly = 5= [ l9:®) = gn 0P

s

< eldt

2 ),

= gP,

Asi, limsup || fr — fr |l < 2¢, lo cual implica que lim || f; — fr|l, = 0.
T—T70 T—T0

Teorema 3.4.3. Sea B un espacio de Banach homogéneo enT. Sea f € B y {k,}>2, un

nicleo de sumabilidad. Entonces ||k, * f — f|lg — 0 cuando n — oco.

Demostracién. Como B es un espacio de Banach homogéneo, Ay : T" — B tal que
A¢(7) = f; es continua. Asf la integral % [ kn(7) frd7 tiene sentido como integral B—valuada.
Ademas, como || f; — frlli < ||fr — frllB entonces esta integral B—valuada coincide con

la integral L!'—valuada.
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Por el Lema 3.1.8 tenemos que

y por el Lema 3.1.6 ||k, = f — f||lg — 0. |

Particularmente, si tenemos un nicleo de sumabilidad entonces tenemos los siguientes

resultados en los espacios de Banach homogéneos ya conocidos:

1. Si fe LP(T) con 1 < p < oo entonces k, x f — f en LP(T).

2. Si f € C(T) entonces k, x f — f uniformemente en 7.

3. 51 f € C(T) entonces k, * f — f uniformemente en 7', junto con todas sus
derivadas.

Teorema 3.4.4. Sea (B, || - ||g) un espacio de Banach homogéneo en T. Entonces los

polinomios trigonométricos son densos en B.

Demostracion. Dado que oy f es un polinomio trigonométrico, y ya vimos que oy f =

F, x f, por el Teorema 3.4.3 onf — f en la norma de B. [ ]

El Teorema 3.4.4 nos asegura la convergencia uniforme de las medias aritméticas de la

serie de Fourier de funciones continuas, lo cual enunciamos a continuacion.

Corolario 3.4.5. (Teorema de aproximacion de Weierstrass) Toda funcion continua y

2m—periodica puede ser aproximada uniformemente por polinomios trigonométricos.

Demostracién. El espacio C(T') con la norma || ||o es un espacio de Banach homogéneo

en T, de donde se sigue la convergencia uniforme. ]
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3.5. Otros nucleos de sumabilidad

Complementando el estudio del nicleo de Fejér y su relacion con las series de Fourier,
en esta seccion presentamos el nicleo de la Vallée Poussin y el nicleo de Poisson. El
nucleo de la Vallée Poussin surge a través del nicleo de Fejér y mejora la aproximacion
a funciones en L!(T'), mientras el niicleo de Poisson nos permite vincular el anélisis de

Fourier y las funciones analiticas.

3.5.1. El ntcleo de la Vallée Poussin

Definicién 3.5.1. Definimos el nicleo de la Vallée Poussin como la expresion

Vo(t) = 2F51(t) — Fo(t) neNU{0} yteT

donde {F,}>°, es el nicleo de Fejér.

Notemos que el ntcleo de la Vallée Poussin es un ntcleo de sumabilidad, lo cual
es consecuencia de que el nicleo de Fejér sea un nicleo de sumabilidad. Esto queda

establecido en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.5.2. El nicleo de la Vallée Poussin es un nicleo de sumabilidad.

Demostracion. Usando lo demostrado para el nicleo de Fejér vemos que:
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s Para n € N tenemos

1 (7 2 [T

% o Vn(t)dt - % . F2n+1(t)dt
1 ™
- — Fo(t)dt
2m ) . ®)
=2-1=1

= Sabemos que existe una constante C' tal que o [ |Fj,(t)|dt < C, asf

1 & 2 i
— V,(t)|dt < — Fy, . 1(t)|dt
5= | _QW/_ﬂr s ()]
1 T
— Fn t)|dt
= L0}
< 3C.
m ParaO0<d<nrm
1 2
1 / Vi)l = = / P (1) dt
2 2
o< |t|<m o<|t|<m
1
— F,(t)|dt 0
o / Fu(t)|dt -
s<|t|l<m

cuando n — oo.

Proposicién 3.5.3. V,, es un polinomio trigonométrico de grado 2n+1 tal que I//\'n(]) =1

si|j] <n-+1.

Demostracién. Es evidente que V,, es un polinomio trigonométrico de grado 2n + 1.
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Tomemos |j| < n, entonces
A
5 i 1N
ni= (2 X (1 gy ) 0
I=—(2n+1) 2(7’L + 1)
- 1
_ 1— i
(Z( e} o)
2n+1
U > 1 /’T -
—2 % ( _ R
=) 2(n+1)) 27 J_,
- ] 1 / (1—j)t
= - S
l_z( n+1)2r )
- 4l (o Y
2(n+1) n+1
Si |j| = n + 1 tenemos que
A
R 2n+1 1l .
Vo(g) =12 l——— )¢ ]
D=2 X (1-gah)e)
I=—(2n+1)
- l '
_ 1 _ ilt .
(Z(-)) o
2n+1
YL e
=2 l— — ) — =9t gy
2 ( on+1))2r ) .©
I=—(2n+1)
- (1 - i) ifr e'I=0tqy
= n+1)2r J_,
—9(1— ntl ) _ 1.
2(n+1)
n

Como {V,,}°2, es un nticleo de sumabilidad entonces V;, * f — f en L'(T). Ademas

por las proposiciones anteriores sabemos que V,, * f es un polinomio trigonométrico y que

~

m( J) = f(j) si|j] < n+1,lo cual indica que este nicleo resulta ttil cuando se quiere
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aproximar una funcién por medio de polinomios trigonométricos que tienen los mismos

coeficientes de Fourier que f sobre intervalos prescritos.

3.5.2. El ntcleo de Poisson

Definicién 3.5.4. Para 0 < r < 1 se define el nicleo de Poisson como

P.(t)y=P(r,t) =1+ Qer cos(jt), teT.

j=1
Notemos que P,(t) es uniformemente convergente en para ¢t € T.
Proposicién 3.5.5. Para cadat € T

1—r?

- 1—2rcost+1r2

P.(t)

_ 14z

I

Demostracién. Consideremos la funcién holomorfa F(z) con |z| < 1. Vemos que

F(z):(l—i-z)z,zj:l—i-Qsz
j=0 J=1

y reescribiendo z = re” con 0 <r < 1yt € [—m, 7| obtenemos que F(z) = 1+2 > rie¥t,
j=1

Por lo tanto

Re(F(z))=1+2 Z 77 cos(jt)
=1 (3.9)

= P(r,t).
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Por otro lado,

P.(t) = Re (F(z)

14 re®
1 —rett

(1 —l—rcost—l—zrsmt)

1 —17rcost—rsint

(1+rcost+irsint)(l —rcost + irsint)
(1 —rcost+irsint)(l —rcost —irsint)

:Re(l_r cos? t — r? sin t—i—zermt)
(1 —rcost)” +r2sin’t
1—r?
T 1—2rcost+r2

Observacion 3.5.6. La ecuacion (3.9) nos muestra que P,(t) es una funcion armdnica

en el disco unitario D.

También obsérvese que

P(t) =) rVle,

j=—o0

puesto que

E rlileiit — r"(emt + e—znt)

lil=n

= 2r" cos(nt)

para toda n € N.
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Proposicion 3.5.7. El nicleo de Poisson es un nicleo de sumabilidad.

Demostracién. Es evidente que P,(t) es 2r—periddica y continua como funcién de t.

Ademas, es positiva, pues si tomamos t € [—7, 7] y 0 < r < 1 obtenemos

(1—-7)2<1—2rcost+7r*<(1+47)?%

y por lo tanto
1—1?
1 —2rcost+r?

> 0.

Por la convergencia uniforme del nicleo de Poisson

1 [ [ N
_ 17| igt
P.(t)dt = o | EOO re 7t dt

2 J_,

™

1 g
— |1 ijt
=5 _Eoo r / eVtdt

—T

= 1.

Para 6 > 0 consideremos la funcién ¢(r) = 1+ r* — 2r cos d, entonces ¢'(r) = 2r —
2cosd = 0sir = cosd, ademds, ¢”’(cosd) = 2 > 0. Es decir, la funcién ¢ tiene un minimo

enr =cosd. Asi, parad >0y o < |t| <7

1—17r2
P.(t) =
(*) 1 —2rcost 4+ r?
1—1?
~— 1—2rcosd +1r2
1_ 2
! —0

— 1—cos?2d
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si 7 — 1. Entonces para cualquier 6 > 0 sup P.(t) — 0sir — 1y por lo tanto
o<|t|<m

lim / Pu(t) = 0.

r—1
o<|t|I<m

Observacién 3.5.8. Si nombramos P\ (t) = Z?:_n rlileiit entonces por la convergencia

uniforme de P.(t) obtenemos que

(P, f) (t /er T f(t —T)dr

lim Zrﬂ ZJTft—T) T

[n|]—o0

— Hm — J it
|n|1£>noo 27T/Zr f ) g

= lim (PT(”) * f) (t)

[n]—o0

y puesto que (PT(") * f) (t) = i rlilf(j)eit, entonces (P, f) (t) = i rhlf(5)eidt,

j:—n ]Z—OO

Si tenemos que f € LY(T'), sabemos que P,* f — fsir — 1 en L'(T). Pero a diferencia
de otros nicleos de sumabilidad presentados en este capitulo, como el nicleo de Fejér, el

nicleo de Poisson no es un polinomio trigonométrico.

Sin embargo, el nicleo de Poisson es esencialmente una variante de la parte real del
nicleo de Cauchy —— 1 -y por tanto es una funcién armonica, lo cual nos permite establecer

una relacion entre las series trigonométricas y las funciones analiticas.

Otra propiedad del nicleo de Poisson es que es una funcién decreciente en t para

0 <t < 7 debido a que el coseno es decreciente en [0, 7].
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3.6. Convergencia puntual de oy f

Por lo visto en este capitulo sabemos que si f € L(T), entonces o, f converge a f en
la topologia de cualquier espacio de Banach homogéneo que contenga a f. De hecho, si

f € C(T) entonces la convergencia es uniforme.

Sin embargo, si f no es continua, usualmente no podremos deducir convergencia pun-
tual de o, f de su convergencia en norma y, en caso de que exista el limite de o, f(to),
tampoco tendremos, necesariamente, una relacién entre el limite de o, f(¢o) y f(t9). Por

lo tanto estudiaremos las integrales que definen a o, f.

Teorema 3.6.1. (Fejér) Sea f € L'(T).

1. Supongamos que }ll/H(l) (f(to+ h)+ f(to — h)) existe para algin ty € T. Entonces
H

7 {to) = 3 lim (F(t0 + R) + f{tg — 1)

— i
h—0

En particular, sity es un punto de continuidad de f entonces o, f(to) — f(to)-

2. Si todo punto en un intervalo cerrado I es un punto de continuidad para f, entonces

onf(t) = f(t) uniformemente en I.

3. Si para toda t € T tenemos que existe m tal que m < f(t) entonces m < o, f(t)
para toda t € T'. De igual manera, si para toda t € T tenemos que existe M tal que

f(t) < M entonces o, f(t) < M para toda t € T.

Demostracién.
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m f(t0+h);f(to—h)

1. Suponiendo que f (to) = }ll 1 existe y tomando ¢ > 0 tenemos usando
%

el hecho de que F;, es par y haciendo un cambio de variable que

onf(to) — F(to) = — / " E(r) (flto — 1) — Flto) dr

2m ) .

:% Fu(r) (f(to = 7) = f(to)) dr

IT|<é

1

tor [ B0 (- 17) = Fto)) dr (3.10)

o<|r|<m

_! /0(S Fu(r) (f(to —7) - flot7) f(t0)> dr

I flto—71)+ flto+7)
+% S Fn(T)( 9

— f(to)) dr.

Ahora, dado € > 0 podemos escoger 6 > 0 de tal manera que si |7| < 0 entonces

flto+T)+f(to—7)

5 f (to)’ < g, luego eligiendo ny € N tal que para n > ng se cumpla

que

sup F,(7) <¢,
5<|r|<m

obtenemos por (3.10) que

‘O-nf(to) - JE(tO)‘ < - 5 _ f(to) dr

f(to _T);f(t0+7_) _f(to)

1 /6Fn(r) 'f(to — )+ flto+7)

dr

1 1
Ss—/ F.(T)dr
0

™
_i_g%/éﬂ f(tO_T)_gf(tO_{_T) _f(to)

< Z5+5||f - f(to)Hl’

dr

lo cual prueba lo requerido.
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2. Como f es uniformemente continua en I entonces para € > 0 podemos elegir § > 0
tal que si |7| < § entonces w — f(to)| < € lo cual es valido para toda

tg € I. Asi, el indice n en o, f depende tnicamente de .

3. Sea m < f(t), usando que F,(t) > 0 entonces

an—m:% Tan(T)(f<t—T)—m>dTZO,

—T

de donde obtenemos que o, > m. De manera analoga, si f(t) < M entonces

onf(t) < M.

El teorema de Fejér sigue siendo valido si se reemplaza a o, f por k, * f, donde {k, }5°,

es un nucleo de sumabilidad positivo que satisface:

1. Para0 < <m, lim sup k,(t) =0.

=00 s<|t|<m

Tal es el caso del nucleo de Poisson, que cumple con todos los requisitos.

La condicién de Fejér

sy e flto+h)+ f(to—h)

implica

f(to+T)12Lf(to—T) — F(to)| dr = 0. (3.11)

1 h
lim — /
h—0 h 0
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De hecho, pedir la existencia de un nimero f(t) que cumpla (3.11) es mucho menos
restrictivo que la condicion de Fejér y mas natural para funciones integrables. Este resul-
tado se conoce como el teorema de diferenciacion de Lebesgue y establece que dada una

funcién f € L([a,b]) entonces

I{ !
hlg(l)h

h
/o |f(x+1t)+ flx —t) —2f(x)|dt =0 (3.12)

para casi toda t € (a,b). Los puntos x € (a,b) que cumplen la condicién (3.12) se llaman
puntos de Lebesgue de f. La funcién f no necesariamente debe ser continua en un punto
para que éste sea un punto de Lebesgue, e incluso todos los puntos en [a,b] son de
Lebesgue salvo un conjunto de medida cero, pero es evidente que si un punto es un punto

de continuidad de f entonces es un punto de Lebesgue de f.

Ademas, si modificamos f en un conjunto de medida cero el resultado no cambia, y
aun cuando alguna funcién f no satisfaga la condicion de Fejér para ningtn valor ¢y, si

tomamos f(to) = f(to) entonces se cumple (3.11) para casi todo .

Teorema 3.6.2. (Lebesque) Sea f € L' (T) yto € T. Si se verifica la condicidn

1 rh
lim — /
h—0h Jo

entonces o f(to) = f(to). En particular o, f(t) — f(t) casi en todas partes.

f(t0+7)‘|2‘f(t0_7) — flto)|dr =0
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Demostraciéon. Como ya hemos visto en la prueba del teorema de Fejér

5 _a
ouftto) = f(t0) = 1 [ mutr) (ZOEDTIOZD - ) e

w1 [ he (PRS00 ) an

T 2

Ahora, para 0 < 7 < 7 se tiene que sin (%) > Ty por tanto
L (sin(m+1)3)Y)
sin ((n z
F.(r) = , 2
n+1 sin (%)

7T2
< [[]’ FTL O frnd +17—
- m{ (0)=n (n+1)7'2}

con lo que obtenemos

l/éﬂan (f(t0—7)+f(t0+7) —f(to)) .

s 2
: f(to =) + f(to +7) .
I 7T to—7)+ flto+7) -
< — 1 — .
_7T/5 mln{n—i— ’(n+1)72}‘( 5 f(to)) dr
Notemos que si (n + 1) — oo entonces
1
(n+1)r2 — 0

uniformemente para § < 7 < 7 y puesto que f € L'(T), entonces, por el teorema de

convergencia dominada la integral (3.13) converge a cero.

1
Tomemos § = n~1 y definamos

@(h)—/oh

f(t0+7)42rf(t0—r) _ )| ar
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entonces

1 /0(S Fu(7) (f(to )b =T) f(t0)> dr

7T 2
<l / o) (O =T ) Y ar
+2 /; Fu() (f(to e f(to)) dr

f(to—i_T);f(tO _T) _]E(to)

dr

5
§n+1(I> l . T /i
T n n+1J1 72

y notemos que

cuando n — oo.

Ademsds, como ® es una integral indefinida entonces es una funcién absolutamente

2

continua. De igual manera 77° es una funciéon absolutamente continua en el intervalo

[%, d]. Por tanto, podemos hacer integracién por partes en el término restante:

T /‘51
n+1J1 72

fllo+7)+ fllo—7) F(to)

dr

(3.14)

T O(7) 27 /5 (1)
= dr
n+1 72 |+ n+1J1 73
P 2 ' P
w0() | o [Pa(r)
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Por hipdtesis, para ¢ > 0, existe n. € N tal que sin > n., (1) <erten 0 <7< =

n~1. Reemplazando esto en (3.14) obtenemos

7®(0) s /5 ®(r), _ _ me 2m /15 ®(71) "

(n+1)(52+n+1 73 dT_(n+1)5+n+1 T2

1
n

1
< TE n 2me /5:” Ydr
“n+1)d§ n+1 /s T3
TEN 2men

< +
n+1 n+1
3meEn

= < 3re.
n+1

Ast, 0, f(to) — f(to) — 0 cuando n — oo.

La segunda afirmacién es consecuencia del hecho de que toda f € LY(T) satisface

(3.11) casi en todas partes, con f(to) = f(to). |

Corolario 3.6.3. Si la serie de Fourier de f € LY(T) converge en un conjunto E de

medida positiva, su suma coincide con f casi en todas partes sobre E.

En particular, si una serie de Fourier converge a cero casi en todas partes, todos sus

coeficientes de Fourier deben anularse.

Demostracién. Si {S,(f)}>2, converge en un conjunto de medida positiva £, entonces
o, f también lo hace al mismo limite en E, pero como f € L'(T) entonces casi todo punto
de E es punto de Lebesgue para f, asi, o, f(t) — f(t) casi en todas partes en E y por

tanto S, f(t) — f(t) casi en todas partes en E. u



Capitulo 4

Orden de magnitud de los

coeficientes de Fourier

Por el desarrollo visto en el capitulo anterior sabemos que los coeficientes de Fourier

de una funcién f € L*(T) estdn acotadas por || f]|1 y que | l|im f(n) = 0. En este capitulo
n|—oo

discutiremos tres preguntas:

1. ;Podemos mejorar el Lema de Riemann-Lebesgue de tal modo que sea posible una
tasa de convergencia a cero de f(n) cuando |n| — oco? La respuesta a este cues-
tionamiento es negativa, pues como veremos en el Teorema 4.1.1 los coeficientes de

Fourier de una funcién f € L'(T) pueden converger a cero de modo arbitrariamente

lento.

2. Dada la respuesta negativa a la pregunta anterior, ;resulta ser cierto que cualquier

sucesion {a,}o2 __ que tiende a cero cuando |n| — oo es la sucesién de coeficientes

82
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de Fourier para alguna f € L*(T)? La respuesta en este caso también es negativa,

como veremos en el Teorema 4.1.2.

3. (Como se reflejan propiedades como el acotamiento, continuidad, regularidad, etc.
de una funcién por medio de sus coeficientes de Fourier? Este es uno de los prin-
cipales problemas del andlisis armonico y en la seccién 4.2 veremos como algunas
condiciones de regularidad en una funcion afectan el tamano de sus coeficientes de

Fourier.

4.1. Estimaciones generales

Teorema 4.1.1. Sea {a,}3> ., una sucesion par de nimeros no negativos que tiende a

cero en infinito. Supongamos que para n > 0

ap_1 + Apy1 — 2a, > 0. (4.1)

~

Entonces, existe una funcién no negativa f € L*(T) tal que f(n) = a,.

Demostracién. Notemos antes que la condicién de convexidad (4.1) implica que la su-

cesion {a, — a,11}5°, es decreciente ya que a, — ap1 < a1 — ay,. Ademas,

donde o,, = %(al + et ap).



Orden de magnitud de los coeficientes de Fourier 84

En efecto, para n = 1 la formula es valida. Supongamos su validez para n y probémosla

para n + 1:
1 n+1 1 n

=1 k=1
- [n( )+ (n+1)( )]
= nl nloy, Ap+1 n Ap+1 An+2

1 ar+as+---+a,

:n+1 [n 1 2 - —napi1+ (n+ Dagy — (04 1)an o
- [a1 +ag + -+ an + apy]
- n+1 ap =+ az Qn T An+1 QAn+2
= O0p — Qp42,

lo cual prueba lo requerido.

Dado que a, — 0 entonces o,, — 0, de donde se sigue que % > k(ar — agq1) — 0 si
k=1

n — 00, y como £(a, — a,41) < E(ay, — ays1) para toda k € {1,2,...,n}, sumando sobre

todas las k € {1,2,...,n} obtenemos que

cuando n — 00, lo cual implica que lim n(a, — a,4+1) = 0.
n—oo

Por otro lado,

3

k(ak_1 + age1 — 2ax) = ag — ay — nlay, — apy1) — ag
k=1

cuando n — oo.
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En efecto, el resultado es véalido para n = 1, supongamos su validez para n, entonces

n+1

Z k(ag—1 + age1 — 2ax) = ag — ap — n(ay, — aps1) + (4 1) (an + anio — 2a,41)
k=1

=ag — @y — NGy + Nap1 +na, + ap + (N4 1)ap o
— 2(n + 1)an+1
=ag— pr1 + M+ Dagio — (n+ 1)aps

=ag — apy1 — (N + 1) (ans1 — Gpga).

Se sigue de lo anterior que

Z n(ap_1 + ani1 — 2a,) = ap. (4.2)
n=1
Ahora definamos
f(t) = Z n(CLn,1 + an1 — 2an)Fn71<t>'
n=1

Como los términos son no negativos la serie tiene sentido como elemento de R parat € T,

de hecho es una funcién medible de ¢ y no negativa.

Escribamos f(t) = >.°7 ¢, F,_1(t) donde ¢, = n(a,_1 + an+1 — 2a,).

n=1

Aplicando el Teorema de Convergencia Mondétona a la sucesion de sumas parciales

{sn(t)}22,, con s,(t) =, qF1_1(t), obtenemos en virtud de (4.2)

[e.9]

% /: foydt=>" g—; /: Foa(t)dt =Y ey = ag,

n=1 n=1
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asi f € LYT).

Observando que para toda j € Z |s,(t)e¥t| = s, (t) < f(t) € L*(T) podemos aplicar el

Teorema de Convergencia Dominada para obtener

—T

N IN T [
= Zn(an,1 + Ant1 — 20’71) <1 — U) _/ elltefl]tdt
[l1<n-—1 n 2m

I
.Mg X

n(ap_1+ anr1 — 2ay) (1 — M)

n
n=|jl+1
0 1]
= Z n(an_1 + any1 — 2a,) — n(an_1 + any1 — 2ay,)
n=1 n=1
— 13l D" (@ns + angr — 2a,)
n=|j|+1
= ag — [ao — a — |il(ay — ape)] = 7] Y (@no1+ anir — 2a,)
n=|j+1
= ajj| + |7lay — |ilag
- |j| Z (an—l - an) + Z (an-i-l - an)
n=[jl+1 n=[jl+1

= ay| + |jlay — |l — ilay + lilaga = a).-

Este teorema responde la primera pregunta que planteamos en este capitulo. Un ejem-

plo de sucesién que cumple las condiciones del Teorema 4.1.1 es la sucesién {a, }2, tal
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quean:%SinZIyaOZ%puessinZZtenemosque

1 n 1 2>0
n—1 n+1 n "

ysin=1

1
a0+a2—2a1:a0+§—2
3
> 0.

En virtud de la respuesta negativa a la primera pregunta planteamos la posibilidad de
que dada una sucesién convergente a cero, ésta sea la sucesion de coeficientes de Fourier de
alguna funcién en L*(T). Como ya mencionamos, el cuestionamiento también se responde

negativamente, lo cual mostraremos a continuacion.

Teorema 4.1.2. Sea f € L'(T) tal que J?(]n]) = —f(=|n|]) >0, n # 0. Entonces

Z %f(n) < 00

n#0

iy t

Demostracién. Iniciemos suponiendo que f(0) = 0. Sea F(t) = [*_ f(7)dr y recorde-

o~ -~

mos que por el Teorema 2.1.4 sabemos que F es continua y F(n) = %f(n) para n # 0.
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Como F' es continua podemos aplicar el teorema de Fejér para ty = 0 y obtenemos

F(0) = lim onF(0)

N—o00
3 |
=1 l—— | F
N1—1>r<l>on:7N N + 1> (n)
N ~
, n \f(n) A
= lim 2 1— F
Nboo ( N+1) m +EO)

lo cual implica

Asi,

N N
y por el Lema 3.3.4 5 > f(n) = 0si N = oo, por lo que la serie ) & f(n) converge,
n=1 n#0

de hecho, sus términos son no negativos.

~ -~

Si f(0) # 0 consideramos la funcién g(t) = f(t) — f(0) que verifica g(0) = 0, g(t) €

~ ~

LY(T) y g(In]) = f(Inl) = —f(=In]) = =g(—In|) para n # 0.

Por el caso anterior tenemos que
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Por el teorema anterior obtenemos el siguiente corolario que ilustra mejor la respuesta

a nuestra pregunta.

[e.e]
Corolario 4.1.3. Si {a,}>2, es una sucesion de términos positivos tal que ) % =
n=1 "
o0
00, entonces Y a,sin(nt) no es una serie de Fourier. Por lo tanto, eriste una serie
n=1

trigonométrica cuyos coeficientes tienden a cero que no es una serie de Fourier.

Demostraciéon. Para n € N definamos a_,, = —a,, v ap = 0. Entonces,

SlIl m‘

00
§ aneznt — § an(eznt o efmt —
n#0

n=1

||M8

~

Siy o2 | ansin(nt) fuese una serie de Fourier existirfa f € LY(T') tal que f(|n]) = aj, =

e [e’e)

—a_jp = —f(=|n]) > 0, asi por el teorema anterior tendriamos que %= < oo, lo cual
n=1

es absurdo por nuestras hipotesis. [

sin(nt)

logn 10 €5 una serie de Fourier.

Ejemplo 4.1.4. La serie trigonométrica Z

En efecto, el criterio de Dirichlet establece que dada una sucesion mondtona {a,}>

tal que a, — 0 cuando n — oo y una sucesion {b,}°, tal que su sucesion de sumas

oo
parciales estd uniformemente acotada, entonces la serie Y, a,b, es convergente. Usando
n=1
este criterio mostraremos primero que la serie converge.
Notemos que la sucesion {1 o, es decreciente y lim =0 si n — oo. Ahora,
ogn e300 logn
N

mostremos que para cada t € T, Y sin(nt) estd uniformemente acotada. Si t = 27k, con
n=1
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k € Z, el resultado es trivial. Supongamos que t # 27k, entonces

s () <on([r- ) o[ 1)
[ (D}

por lo que st sumamos sobre n =1,2,... N obtendremos una suma telescopica y asi

2sin (%) ﬁ;sin(nt) ~ cos (%t) ~ cos ([N + %} t) |

y como t # 21k entonces sin (%) # 0, lo que nos permite despejar el término de nuestro

interés

XN:sin(nt) _ cos (%t) — COS ([N + %} t) .

¢
281n2

Ahora,

oS (%t) — Cos ([N + %] t)

Z sin(nt)

1
251112
2 1
—_ . - . )
‘2sm§‘ ‘sm%|

lo cual implica que la sucesion de sumas parciales de la sucesion {sin(nt)}>2, estd uni-

formemente acotada.
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oo

. in(nt . . ,

Pero la serie ) % no es una serie de Fourier, aun cuando logn > 0 para toda
=2

n>2y lim % =0, pues como
n—oo 087N

* 1 ot , t
/2 xlogmd$_tlggo ) mlogajdiﬂ—}ﬁo [log(log )], ]

= th’m [log(logt) —log(log2)] = oo
—00

o0
tenemos que y

= OQ.
nlogn

4.2. Estimaciones con condiciones de regularidad

A continuacion estudiaremos algunos resultados sobre el orden de magnitud de los
coeficientes de Fourier de funciones que cumplen ciertas condiciones de regularidad.

~

Teorema 4.2.1. Sea f € L(T) una funcién absolutamente continua, entonces f(n) =

o(%) si|n| — oo.

Demostraciéon. Como f es absolutamente continua entonces es la integral indefinida de

su derivada, asi

o= [ s

)

~ ~

Supongamos que f(0) = 0. Enseguida tenemos que para n # 0 f(n) =

’

isff) y dado

—~

que f' € LY(T) entonces por el Lema de Riemann-Lebesgue f'(n) — 0 si |n| — oo, por

~

lo que f(n) =o(%).

n
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~ ~

Ahora supongamos que f(0) # 0 y consideremos la funcién g(t) = f(¢t) — f(0), la cual
es absolutamente continua, ¢'(t) = f'(t) casi en todas partes, para n # 0 g(n) = f(n) y

~

§(0) = 0, entonces por el caso anterior g(n) = f(n) = o () si |n| = oc. n

Teorema 4.2.2. Sea f € LYT) una funcién k—wveces diferenciable y f* < LY(T),

~

entonces f(n) = o(=x) si|n| — oc.

~

Demostracién. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que f(0) = ]/"“\’(O) =...=

—

f®)(0) = 0, pues en caso de no ser asf basta con considerar las funciones g,,(t) = f(t) —

—_

fm)(0) para cada m =0,1,2,..., k.

Haciendo integracién por partes obtenemos que para k = 1

P =5 [ e ar

= / f(t)e ™ dt
2 ) .

= an(n)a

para k = 2

—

Fiw =5 [ 7 ar
n " / —int
= inf'(n)

~

= (in)*f(n),
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— ~

y procediendo de esta manera f*)(n) = (in)k f(n).

~

Ast, f(n) = % ﬁ(n) Ademés, como f*) € L'(T) entonces por el Lema de Riemann-

(in)*

~

Lebesgue f(?)(n) — 0 cuando |n| — 0o, de donde se sigue que f(n) = o () si |n| —

Q. |

Corolario 4.2.3. Si f es k—wveces diferenciable y f* € LY(T), entonces

7 A
< .
[f(n)l < min B
Demostraciéon. Por el Teorema 4.2.2 sabemos que f\(n) =1 gz:lg?), entonces

™

Fol < B [ 0wl

2 J_,

= n[Z1f9N
para toda 7 =1,2,... k, de donde se sigue que

ool < guin 120

0<j<k  |n|I

Corolario 4.2.4. Si f es infinitamente diferenciable entonces

~ , || f(j)Hl
< min —.
\f(n)] - 0§1j |n|J
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Demostracion. Por un argumento analogo al utilizada en el Teorema 4.2.2 tenemos que

— o~

f@(n) = (in)’ f(n) para toda n,j € N . Por lo tanto

Fot < B2 [ 1o oar

2 J_,

= n[Z1fVN
para toda 5 € N, de donde se sigue que

Fl < i L2

0<j  |n}y




Capitulo 5

Convergencia de Series de Fourier

En el primer capitulo estudiamos la convergencia de las series de Fourier en L*(T),

obteniendo que si f € L?(T) entonces ]\}im ISvf— flla =10, vy alo largo del desarrollo de
—00

esta tesis hemos visto que en otro sentido las series de Fourier representan a funciones en

espacios de Banach homogéneos, particularmente en el espacio LP(T'), con 1 < p < 0.

A partir de estos resultados una pregunta que surge es: si f € LP(T), con 1 < p < o0
entonces ()]\}1_120 |Snf — fll, = 07 La respuesta a pesar de ser afirmativa para 1 < p < oo,
excede el alcance de esta tesis. El caso restante, p = 1, es en el que nos centraremos la
primera parte de este capitulo, donde obtendremos que la convergencia en norma no esta

garantizada en L'(T).

En la segunda parte del capitulo estudiaremos algunos criterios para la convergencia
puntual de las series de Fourier en LP(T'). Resulta que determinar si para f € LP(T) se
cumple que Nh’m Snyf(z) = f(x) casi en todas partes, es ain un problema més dificil de

—00

resolver que el problema de la convergencia en norma.

95
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En 1926 Kolmogorov dio un ejemplo de una funcién integrable cuya serie de Fourier
diverge en todo punto, asi, la respuesta es negativa para p = 1. Por otra parte, Carleson
demostré en 1965 que para p = 2 hay convergencia casi en todas partes, y dos anos
después Hunt lo demostro para p > 1. Hasta antes del resultado de Carleson se desconocia
la solucién del problema de la convergencia puntual cuando f es continua, asi que en
particular, Carleson mostré la convergencia puntual casi en todas partes de la serie de

Fourier de f a f cuando f es continua.

5.1. Convergencia en norma

Definicién 5.1.1. Sea B un espacio de Banach homogéneo en T'. Decimos que B admite

convergencia en norma si para toda f € B se tiene que A}im ISnf— flls =0.
—00

También, para N € NU {0}, definimos la familia de operadores lineales

SNIB—>B

J = Snf.

El operador Sy esta bien definido, pues Sy f € B por ser un polinomio trigonométrico.

Ademés, denotaremos por ||Sy||” a su norma como operador.

Observacion 5.1.2. Notemos que efectivamente Sy es un operador acotado:
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En efecto, sea [ € B, entonces

ISnflls =

N ~ .
> Fn)e™
n=—N
N

< > 1Fmlfle™l,

n=—N

. (sup |f<n>|) S e,

B

In|<N

N
<Ifllz > [le™ |,
n=—N

donde la ultima desigualdad se sigue de que en un espacio de Banach homogéneo B C

~

LY(T).y ademds |f(n)| < [Ifll < [[f]l5-

N
Ast, |Snflls < Myl flls, donde My = > |[e™ |5, lo cual demuestra que Sy €
n=—N
L(B).
Teorema 5.1.3. Un espacio de Banach homogéneo (B, || - ||g) admite convergencia en

norma si y solo si el conjunto {||Sx||® : N =0,1,2,...} es acotado, es decir, existe una

constante K tal que

ISnflls < Kl f]l5 (5.1)

para toda f € B y toda N > 0.

Demostracién. (=) Supongamos que S, f — f cuando n — oo en B para toda f € B.
Asi, la familia de operadores {S,,}22 ; es puntualmente acotada y como B es un espacio de
Banach entonces se sigue del Principio de Acotamiento Uniforme que existe una vecindad
V del 0 tal que ||S.f|lz < M para toda n € NU {0} y toda f € V, con M alguna

constante.
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También existe 6 > 0 tal que Bs(0) C V, por lo tanto si f € B es tal que ||f|lzg =1

entonces gf € B;(0) C V de donde se sigue que HSn (gf) < M para toda n € NU{0},

I

2M

5 bara toda n > 0.

de aqui que ||S,.f|lz <

Asi

2M
I1S411% = sup ||Suflls < —

=1 4

para n > 0.

N
(<) Supongamos (5.1). Sea f € By ¢ > 0, entonces existe P(t) = > a;e”" un
j=—N

polinomio trigonométrico tal que || f — P||p < 5%.
Sin > N entonces P(j) = a; para |j| < Ny P(j) = 0 cuando [j| > N, asf

n

S.P(0) = Y P

j=—n

y por lo tanto

< 1Su(f = Pz + 1P = fl

B G
2K 2K~ © 2K
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Como hemos visto antes S, f = D,, * f, donde D,, es el niicleo de Dirichlet. Debido a

esto podemos encontrar una cota simple para HSnHB- De hecho, puesto que

1 K
Dn = |7~ Dn ‘rd
1D, % Fls ‘%/_ (|
<o [ DNl = 10,110
se sigue que
1Sal1” < [ Dallr- (5.2)
Llamamos constante de Lebesgue o nimero de Lebesgue a L,, = ||D,||;. A continuacién

mostraremos que la sucesiéon {L,}22 ; diverge a oo cuando n — oc.

Lema 5.1.4. Paran € N

4
L, = plogn + O(1).
Demostracion. Como el seno es una funcién impar tenemos que

L — 1 |sin ([n + 11t)| 0
2 ), ‘sm (%)
L1 o),
o sin(z)]

Por otro lado podemos reescribir L,, de la siguiente manera




Convergencia de Series de Fourier 100

donde A, = 2 [ |sin ([n + 3]t)] {ﬁ — ﬂ dt.

Primero estimemos A,,. Llamemos ¢(t) = 2om(Z) 2 y notemos que como sinu < u

cuando 0 < u < 7 entonces

_t—2si (%)

= - nt > 0.
2tsm(§)

Ademas, para cualquier a > 0, si a <t < 7 tenemos que

T+ 2sin (%)
2a sin (%)
o Tm+2

~ 2asin (%) '

lp(t)] <

Ahora, si consideramos las funciones ¢ () =t — 2sin (£) y ¢2(t) = 2tsin (§) entonces

/!
t
lm p(t) = lim 210
-0+ t—0+ b (1)
, 3 5in (3)
B t1—1>r(§1+ 2 cos (3) — Lsin (3) =0
2 2 2

y por lo tanto ¢ es acotada en algin intervalo de la forma [0, 5] par alguna 5 > 0, de

donde se sigue que ¢ es acotada en [0, 7]. Con esto obtenemos que

An:%/oﬂ sm({mﬂ t)'go(t)dt

—T e} T
< —Tllllzee o)

= 2[[¢]| Lo jo,71),
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es decir, A, = O(1).

Dado lo anterior,

Lfﬂxn+§/“m“W+ﬂﬂbt

s t

o)+ 2 / jsin ([n+3]9)] .

/0

G+1)m

Ej/MQWMM+ﬂﬂut

t

+/7r |s1n [nt+ %] t)dt],
T”rl

n+j

donde la primera integral

/ni% |Sin([n+%} t)‘dt:/WSinuduzM<oo
0 0

t U

con M alguna constante, y la segunda integral

T ; 1 (n+ )
[ e 10, e

. t - u

n+§
donde K es alguna constante.
Por tanto,

1 (G+1 )

EZ/ n+y |Sin([n+%} t)‘dt. (5.3>

™ t
=1
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Ahora para j € {1,2,...,n— 1}

G+Dm | . 1 1 Gt
ntd SIn (N + 5T n+ 3 ntl 1
4 [sin(ln + 3] >|dt§ ,2/” sin  |n+=|t)|dt
g t gm g 2
n+% n+%
1 (G+1)
= — | sin u|du
IJT Jjn
2
=
y sumando sobre j € {1,2,...,n — 1} tendremos

(+1 )

_Z/ h

|sin ([n+ 3] 1)| 41
dtgﬁgj

BN R
=at 2.
T i
A L th+ /” dt
- 72 , no1 t
4 "dt
- |1 =
sl ]
4 4
=P+Plogn
Por lo anterior se sigue de (5.3) que
4 4
L, <0(1) + = + 5 logn. (5.4)
T

Proseguimos con la estimacién por debajo, considerando atin cada sumando en (5.3),

para j € {1,2,...,n — 1}, por lo que
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Gir | G+
nts ‘Sln([n+%]t)|dt> n+% /n+% sin n—l—l ) at
in t “(J+r S 2
n+% TL+%
1 (J+D)m
=G50 / | sin u|du
J ™ g
B 2
G+ D’
luego sumando sobre j € {1,2,...,n — 1} obtenemos

G+1)m

_Z/n+§ |sin ([ + }t)|dt>in_l 1
- 2 j+1

v
|

4 3dt+ +/"+1dt
w2 | )y t n t

v
|

De esto y de (5.3) vemos que

4 4
L,>0(1)+ — logn — = log 2. (5.5)

Juntando las desigualdades (5.4) y (5.5) obtenemos

4 4 4 4
= < —Flog2<L ——logn—O(l) < 2

y por lo tanto, L,, = = logn + O(1). u
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Observacién 5.1.5. En el caso en que B = LY(T) tenemos que ||S,||® = ||Dnll1. En

efecto, si Fy es el nicleo de Fejér entonces

1
1Su(Fx) Il < 11Sall“ N Fx s

= “SnH1

Por otro lado tenemos que

150 (Fn)[l1 = || Dn * Fvlx
= [[Fy * Dyl|x

= [lon Dnllx

y puesto que on(D,) — D,, cuando N — oo en L'(T), obtenemos

1
Iall% " > 1 Dally,

y en virtud de (5.2) concluimos la igualdad.

Como consecuencia de esto y el Lema 5.1.4, se sigue que L*(T) no admite convergencia

en norma, esto es, la serie de Fourier de f € L*(T) no converge en general a f en L*(T).

Observacion 5.1.6. Sabemos que si B = C(T'), la convergencia en norma es simple-
mente la convergencia uniforme. Mostraremos que la serie de Fourier de una funcion

continua no necesariamente converge uniformemente.
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., 00
Para ello, probaremos que la sucesion {||S7,,||C(T)}n71 es no acotada, de hecho veremos

que ||S, || = L,.

En efecto, para cada n € N el nicleo de Dirichlet D,, tiene un niumero finito de ceros

en el intervalo [0, 27], digamos t1,ta, ..., t., por lo tanto sgn(D,(t)) tiene r saltos.

Para £ > 0 definamos los intervalos

10— (g T T
" 7o 2r2n4+1)"7  2r(2n+1)

para cada j € {1,2,...,r}. Modificamos sgn(D,(t)) en los intervalos 1 de tal manera

que obtengamos una funcion continua p, mostrada en la siguiente grdfica:

1.2 | on()

th + 27“(577:+1) T

—0.2 ¢
—0.4
—0.6 |

—-0.8 +

—1.2 ¢
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Notemos que Z(L(Lj)) =575 Y llenllee = 1. Ast,
=1

”SnHC(T) > ||Sn(90n)”oo

2m

T-uIy) ury
> 1 Do (1)) dt — — /|D ()] dt
~ 27 " 2m "

T—ur) ury)
-2 /|D ()] dt
- n 27T n I

ury

y como |D,(t)] < 2n+ 1 entonces

||Sn||C(T) > Ln—e¢

para todo € > 0, lo cual junto a la desigualdad (5.2) demuestra la afirmacion.

v
| —
—
S
3
=
Va)
<Q
=
b
S:
|
S—
b
‘6
3

Aunque se encuentra fuera del alcance de esta tesis, empleando el operador de con-

jugacién es posible probar que la serie de Fourier de toda f € LP(T), con 1 < p < o0,

converge a f en la norma de LP(T).



Convergencia de Series de Fourier 107

5.2. Convergencia puntual

En la seccién previa vimos que la serie de Fourier de una funcién continua no nece-
sariamente converge uniformemente. Aqui veremos que la convergencia puntual también

puede fallar.

Teorema 5.2.1. Fuxiste una funcion continua cuya serie de Fourier diverge en un punto.

Demostracién. Los funcionales lineales

T,:C(T)—C

[ Saf(0)

son tales que

ITa(£)] = 1S f (0)
< [1Snf o (5.6)

< 18ul“ flloc

y por tanto son funciones lineales continuas en C'(T"). Ademads, la desigualdad (5.6) junto

con la Observacion 5.1.6 implica que

T ()] < Lal| flloo-
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Como vimos antes es posible encontrar una funcién continua ¢, tal que ||¢,llec =1y

Tupn)] = Lo — ¢ (5.7)

para todo € > 0. Entonces, por las desigualdades (5.6) y (5.7) obtenemos que

T, = L, = o0

cuando n — oo.

Asi, {T,,}5°, no son uniformemente acotadas y por el Principio de acotamiento uni-
forme, existe una funcién continua f tal que {S,f(0)} = {T,.(f)} es no acotada, y por

tanto, la serie de Fourier de f diverge no acotadamente en ¢ = 0. [

Definicién 5.2.2. Sea E C T, llamamos a E conjunto de divergencia para C(T') si eziste

f € C(T) cuya serie de Fourier diverge en todo punto de E.

Es posible mostrar que todo conjunto de medida cero en 7" es un conjunto de diver-

gencia para C(T).

Més aun, puede demostrarse que, o bien, 7" es un conjunto de divergencia para C(T),
o bien los conjuntos de divergencia para C(7T) son los conjuntos de medida cero. De
hecho, este resultado también es valido si B es un espacio de Banach homogéneo tal
que C(T) C By se verifica que: para f € By n € Z se cumple que ¢™f € By

le™ flls = Ilf1l5-

Asi, para espacios B como LP(T), 1 < p < oo, 0 B = C(T), o bien existe una funcién

f € B cuya serie de Fourier diverge en todas partes, o bien, la serie de Fourier de cada
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f € B converge casi en todas partes. En el caso de B = L'(T'), Kolmogorov demostro
que existe una funcién integrable cuya serie de Fourier diverge en todo punto. Como se
ha mencionado antes, el caso p = 2 fue mostrado por Carleson y Hunt lo prob6 para
1 < p < o0, obteniendo asi que la serie de Fourier de funciones en LP(T") convergen casi

en todas partes.

Finalizaremos presentando algunos criterios para la convergencia puntual de series de

Fourier de funciones en L'(T).

Proposicién 5.2.3. Sea f € LY(T) y supdngase que
5
/.

para algin 6 > 0. Entonces lim S, f(0) =

n—oo

dt < 0o

8
t

Demostracion. Para n € N tenemos que

Snf(0) = (Dn * f)(0)

L[ ([ d] )

~or / it z {Sm (nt) COS% + cos(nt) sin ] dt

2

QW/f)E% n(nt dt+—/f ) cos(nt)dt.

2

[¢]

Pero recordemos que % < ‘Sin %} < 5 para 0 < [t| <7, lo cual implica que

O] |f()|< |f(@)l
|t] _’51112‘_ |t]
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t
y por hipétesis @ € L'([-0,0]) obteniendo asi que f(t)n% e LY(T).

si

Por el Lema de Riemann-Lebesgue sabemos que los coeficientes de Fourier de una
funcién en LY(T) tienden a cero cuando |n| — oo, con lo cual queda probado que

lim S, f(0) = 0. ]
n—oo

El siguiente principio expresa que la convergencia de la serie de Fourier es una propie-
dad local.

Teorema 5.2.4. (Principio de localizacion de Riemann) Sea f € L*(T) y supdngase que

[ se anula en un intervalo abierto I. Entonces S, f(t) converge a cero para toda t € I.

Demostracién. Sea t, € I, entonces es posible hallar § > 0 tal que (ty — d,to+ ) C 1.

Asi

Suf(to) = (Dn = f)(to)
= % /_7; f(to — 7)Dy(7)dT

y como f(ty —7) =0 para |7| < 0 entonces

/ =7y oo

7|
|T|<o

Consideremos la funcién g(7) = f(tg — 7), por la Proposicién 5.2.3 sabemos que

Srg(0) — 0 cuando n — oc.
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Pero
S9(0) = Y G(k)e* = > G(k)
k=—n k=—n
= 3 Flekpeto = 3 flkyets
k=—n k=—n
- Snf(t0>7
esto es, S, f(to) — 0 valido para toda ty € I. ]

El principio de localizacién suele establecerse del modo siguiente: “Si f,g € LY(T) y
f(t) = g(t) en una vecindad V' de un punto t,, entonces las series de Fourier de f y g en
to, o bien, ambas convergen al mismo limite, o bien, ambas divergen del mismo modo en

V.

Teorema 5.2.5. (Prueba de Dini) Sea f € L'(T). Supongamos que existe § > 0 tal que

dt < oo

/5 |f(t+1t0) — f(to)]
-5

ia
entonces S, f(to) — f(to).

Demostracién. Paran € NU {0}

Snf(to) — f(to) _%/ f(to —7)Dn(7)dt — f(to)

= o [ (Flto =)~ f00) Do)t
= o [ (10— ) D



Convergencia de Series de Fourier

112

Sea h(1) = f(7 +1to) — f(to), por hipétesis tenemos que

Gy

T < 00
7]

|T|<d

Entonces, por la Proposicion 5.2.3 obtenemos que

lfm S,k (0) = 0.

n—0o0

Pero S,h(0) = 3> h(k)e* = 3> h(k) y

k=—n k=—n

h(k) = L / ' h(r)e * dr

2 J_.
- o [ U0 - s
1 s

= o [ L)~ flt0)] e du

2T
G

2

Por tanto

Sah(0) = > Flk)e™™ — f(to) — 0

k=—n

cuando n — oo. Luego, S, f(to) — f(to) cuando n — oo.

iktg s ) eikto s )
5 / fu)e *dy — / f(to)e * du.
T J_x -7
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Teorema 5.2.6. (Criterio de Jordan) Si f es una funcion 2w—periddica y de variacion

acotada en una vecindad del punto x, entonces

(fa) + f(z7)).

DO | —

Ii =
Nl—r>noo SNf(.T)
En particular, si f es continua en x, la serie de Fourier de f en x converge a f(x).

Demostracion. Dado que toda funcion de variacion acotada es la diferencia de dos
funciones crecientes, sin pérdida de generalidad podemos suponer que f es creciente en

una vecindad de z.

Dado que el nucleo de Dirichlet Dy es par, tendremos que

Swf (@) = 5= / " f(e — t)Dn(t)dt
1 s

=57 | Ul =0+ o+ 0] Dxtryat.

Tampoco hay pérdida de generalidad en suponer que x = 0, ya que si demostramos

que para funciones g crecientes en una vecindad de 0, se tiene

Jim - / g0 Dy(t)dt = Lg(0%) (5.8)
y
Jim / g(~1)Dx ()it = 2g(0°) (5.9)

tendremos lo requerido para x = 0 y asi, para el caso general podemos considerar la

funcién f.(t) = f(z +t) la cual es creciente en una vecindad de 0, por lo que aplicando
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lo previamente demostrado obtenemos

lim / e+ Dyt = 1im — [ () Du(t)dt
0

N—oo 271‘

N—oo 27

0

es decir, lim Sy f(x) = § (f(a*) + f(a").

Probaremos (5.8) y la prueba para (5.9) serd similar. Notemos que también podemos
suponer sin pérdida de generalidad que g(0") = 0, pues al probar (5.8) para este tipo de
funciones, en el caso general podemos considerar G(t) = g(t) — g(07) la cual es creciente

en una vecindad de 0 y G(0") = 0, por lo que
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ya que
1/WD (1)t = — /WD (H)dt = 1:
T Jo N _27T . N — 4
asi
1 _ 9(0%)
J\}linw%/o g(t)Dn(t)dt = 5

Ahora, pasemos a la prueba de (5.8) suponiendo que g es una funcién creciente en una
vecindad de 0 y que g(0T) = 0. Por consiguiente, dado € > 0 podemos elegir § > 0 tal

que si 0 < t < § entonces ¢(t) < e.

Asi, escribamos

I I
— t)Dy(t)dt = — t)Dy(t)dt
57 | 90N = o [ g())Dx(1)
1 ™
+— [ g(t)Dn(t)dt
21 5
Ell+]2.

Notemos que

1 ™

—T

—

donde G(t) = 4t

sin

X{s<t<n}(t) € LY(T). Haciendo el cambio de variable s = £, ds = %

t
2

obtenemos que
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— [ G(t)sin ({N + 1} t) dt = L /2 G(2s)sin (2N + 1] s) 2ds

= i/w F(s)sin([2N + 1] s) ds,

donde F(s) = 2G(2s)x|sj<z (s) € L'(T).

Por el Lema de Riemann-Lebesgue se sigue que

1 ™

I, =—
7 o -

F(s)sin([2N + 1] s)ds

——Im (F(2N +1)) =0

cuando N — oo.

Para analizar la integral I; usaremos el segundo teorema de valor medio para integrales
de Riemann, a saber: Si ¢ es una funcién continua en el intervalo [a, b] y h es una funcién

mondtona en [a, b] entonces existe ¢, con a < ¢ < b, tal que

/ab h(w)o(x)dz = h(b~) / b¢(x)dx + h(a®) / " g(x)d.

Asi, podemos encontrar v, con 0 < v < § tal que

/0 o)D)t = 967) [ Dty
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Ademas,

/VéDN(t)dt‘: / Sm([Nf 29

S11 3

2/5 sin ([V + 2] t)dt

st
281112

° 1 1 1
2/1/ sm({NjLﬂ t) {QSin%_Z} dt‘

IN

= [1’1 + [1’2.

Por la prueba del Lema 5.1.4 sabemos que la integral I; ; esta acotada, digamos por

M, . Con respecto a [ » tenemos que

[172:2/ sin ([N +3]¢) .

ya que [;°22Ldt =



Convergencia de Series de Fourier 118

Por lo tanto,

= [ atnsta

27
1 _
= 2—|g(5 N (Iig + 1)
T
1
< 2—|9(5_)| (My + M)
T
1
= %9(5_) (My + My)
- (M, + M2)€7
2w

concluyendo asi la prueba del teorema. ]



Conclusiones

El problema de la convergencia de las series de Fourier, ademés de darnos una he-
rramienta de representacion de funciones, impulsé el desarrollo del andlisis matematico,
motivando la reformulacion de objetos elementales como funcién, limite e integral, obte-

niendo asi importantes avances en la teoria de la integracion.

Asimismo, la interpretacién de las series de Fourier de funciones de L?*(T) nos permite
ver la importancia de la estructura de un espacio de Hilbert y notar lo esenciales que
son conceptos como las bases ortogonales y los operadores lineales, obteniendo asi una

aplicacion fundamental de la teoria de espacios de Hilbert.

Por otro lado, al intentar extender los resultados obtenidos en L*(T) a LP(T), 1 <
p < 00, nos topamos con un problema m4s dificil de manejar: una funcién en L'(T) no
garantiza la convergencia bajo norma. Sin embargo, a través de ntcleos de sumabilidad
como el nicleo de Fejér, el nicleo de la Vallée Poussin y el nicleo de Poisson es posible
representar a funciones en L'(T)), donde destaca el nicleo de Fejér por la convergencia
en L'(T) de las medias aritméticas de las sumas parciales de la serie de Fourier de una

funcién f € L'(T) a f, y dicha convergencia en norma se mantiene en espacios de Banach

119
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homogéneos como LP(T), 1 < p < oo, C(T) y C™(T). De hecho, cuando f es una funcién

continua estd garantizada la convergencia uniforme de o f(t) a f.

En cuanto a la convergencia puntual, tampoco estd garantizada para funciones en
LY(T) e incluso es posible probar que existe una funcién continua cuya serie de Fourier
diverge en un punto. Por tanto, es necesario plantear condiciones adicionales para obtener

criterios de convergencia, entre ellos, la prueba de Dini y el criterio de Jordan.
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