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Introduccion

El objetivo de esta tesis es analizar la continuidad y discontinuidad de seminormas
con respecto a la topologia inducida por una norma en un espacio vectorial en el caso de

dimension finita e infinita. Ademas, se indaga la nocién de equivalencia en dichos espacios.

En el capitulo 1, se presentan los conceptos basicos de espacios normados que seran
necesarios en esta tesis. Estos conceptos hablan sobre propiedades importantes de espacios

normados de dimensién finita. Ademas, introducimos la definicién de base de Hamel.

En el capitulo 2, se presentan la definicion de seminorma y de subnorma, asi como
ejemplos y propiedades de continuidad en espacios vectoriales de dimensién finita. Adi-
cionalmente, nos centraremos en la equivalencia entre subnormas y la equivalencia por la

izquierda entre una seminorma y una subnorma.

En el capitulo 3, se estudia la continuidad de seminormas en espacios vectoriales de
dimensién infinita. Se comienza hablando sobre la continuidad y discontinuidad de una
seminorma con respecto a la topologia inducida por una norma. Presentamos un resultado
que nos dice que una seminorma es continua con respecto a una norma, pero discontinua
con respecto a otra. Después, analizamos la continuidad de una seminorma con respecto

a cualquier norma.

Finalmente, en el capitulo 4 se estudia el concepto de seminorma propia e indagamos si
todas las seminormas pueden ser continuas en espacios vectoriales de dimension infinita.
Para ello, se presenta un resultado sobre la discontinuidad de una seminorma propia con
respecto a una norma. Luego, se finaliza el capitulo con un ejemplo sobre la relacién entre

una seminorma continua con respecto a un par de normas.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios normados

En este capitulo introducimos conceptos basicos sobre espacios normados. Nuestro

campo de escalares sera denotado por K, donde K sera siempre R o C.

Definicién 1.1.1. Sea X un espacio vectorial sobre un campo K. Una norma en X es

una funcion N : X — R si para todo x,y € X y a € K se satisface lo siguiente:
(i) N(x) = 0.
(ii) Si N(xz) =0, entonces x = 0.
(iii) N(az) = |a| N(z).
(iv) N(z +y) < N(z) + N(y).
A la pareja (X, N) le llamamos espacio normado. La condicién (iv) es conocida como

la desigualdad del triangulo. Antes de mostrar ejemplos de espacios normados, daremos

los siguientes resultados que seran utilizados posteriormente.

Proposicién 1.1.1. Sea (X, N) un espacio normado. Entonces:
(a) N(0) = 0.
(b) IN(z) — N(y)| < N(x —y) para todo x,y € X.

1
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Demostracion. (a) Supongamos que N(0) # 0 y sea A € K tal que A # 0 . Entonces,
N(0) = N(A-0) = |\ N(0). Entonces la ecuacién anterior implica que |[A| = 1. Pero esto

no es posible, ya que A fue una eleccién arbitraria. Por lo tanto, N(0) = 0.

(b) Sea z,y € X. Por la desigualdad del triangulo,

N(z) = N((z —y) +y) < N(z—y) + N(y),

entonces

N(x) = N(y) < Nz —y). (1.1)

Analogamente, de la desigualdad

N(y) < N(z —y) + N(z),

obtenemos

N(y) = N(z) < N(z —y). (1.2)

Asi, por las ecuaciones (1.1) y (1.2), se concluye

IN(z) = N(y)| < N(z —y)

A la funcién d(z,y) = N(z — y) definida en X le llamamos la métrica inducida por la
norma. Esto nos dice que todo espacio normado es un espacio métrico. Sin embargo, no

todas las métricas son inducidas por una norma.

En particular, una métrica que no es inducida por una norma es la métrica discreta,

lo cual podemos mostrar en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 1.1.1. Sea X un conjunto arbitrario no vacio con al menos dos elementos. La

métrica discreta para x,y € X la definimos de la siguiente forma

1 si x#y

0 st z=y.

d(z,y) =

Supongamos que d es inducida por una norma N en X. Tomemos A = 2 y sean x,y € X

tal que x # y, entonces
d(Az, Ay) = N(Az — Ay) = [\ N(z —y) = [Ald(z,y) = [A] - 1.

Como x # y, entonces d(Ax, \y) = 1, por tanto |\| = 1. Esto contradice nuestra eleccion

de X, lo cual implica que d no es inducida por una norma.

En un espacio vectorial se pueden definir distintas normas, obteniendo asi, varios espa-
cios normados de un mismo espacio vectorial X. Para ver esto, sea n € N y consideremos
el conjunto

K" ={(x1,....,0,) :x; € K para i=1,..,n}.

Notemos que K™ es el conjunto de vectores de n-coordenadas y se puede verificar facil-
mente que es un espacio vectorial sobre K con las operaciones de suma y multiplicacién
de vectores por un escalar. A partir de este espacio, podemos presentar algunos ejemplos

de espacios normados.

Ejemplo 1.1.2. Sea x = (x4, ...,z,) en K" yp > 1. Definamos

N, (z) = (Z rxi\f’)p.

i=1

Vamos a demostrar que se verifican las propiedades de la Definicion 1.1.1. Claramente,

se cumple la propiedad (i). Ademds,

N, () = (Z \Am”)p = Iy (Z |xz-\p)p = NNy (a)
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para todo A € K y x € K™. Ahora, si Ny(x) =0, entonces

1
)=
i=1

n
> lal” =0,
=1

ast, x; = 0 para todo i = 1,...,n, luego x = 0. Por lo tanto las propiedades (ii) y (iii) se

lo cual implica que

cumplen. La propiedad (iv) es ezactamente la desigualdad de Minkowski. En efecto,

Nl +3) = (Z |xi+yi|p)p

para todo x,y € K™. Por lo tanto (K", N,) es un espacio normado que suele denotarse

P
como (7.

Ejemplo 1.1.3. Sea x = (21,29, ..., x,) en K". Definamos

Es claro que el inciso i) se cumple. Sea A\ € K, entonces

No(Ax) = sup |Az;| = |A| sup |Az;| = |A[Noo()
1<i<n

1<i<n

para todo x € K™. Ahora supongamos que Ny () = 0, entonces

sup || = 0,

1<i<n

lo cual implica que x; = 0 para todo i € {1,...,n}, entonces v = 0. Por lo tanto se

cumplen los incisos (ii) y (iii). Ahora probaremos la desigualdad del triangulo. Para ello,
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sean x,y € K™, entonces para cada i € {1,...,n} tenemos
[z + il < |zl + |yl -
Luego,
Noo(z +y) = Sup |7 + il < Sup || + Sup |Yil = Noo(2) + Nao(y).

Por lo tanto Ny es una norma en K", y suele denotarse por (;°.

El conjunto KN es el espacio de sucesiones en K. Definimos las siguientes operaciones

para z,y € KNy A € K:siw = (2,)p21, ¥ = (Yn)os:
TH+Y = (xn + yn)glea

A-x = Az, .

Estas operaciones convierten a K" en un espacio vectorial. A partir de este espacio

vectorial podemos obtener los siguientes espacios normados.

Ejemplo 1.1.4. El conjunto (® = {(x,)22, € K" : sup,cy |za| < o0} es un subespacio

vectorial de K, y para x = (2,)°%, € (> definimos
Noo(z) = sup |z,|.
neN
FEs claro que (i) se cumple. Sea A\ € K, entonces
Noo(Ax) = sup | Az, | = |A| Noo(z)
neN

para todo x € £°. Supongamos que N (x) =0, entonces

sup |z, = 0,
neN
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por lo que x, = 0 para todo n € N, entonces x = 0. Por lo tanto los incisos (i) y (iii) se

cumplen. Ahora sea x,y € £*°, entonces
T+ Yn| < |2n] + |yn| < sup|z,] + sup |y,
neN neN
para todo n € N. Lo cual implica que

sup ‘xn + yn’ < sup ’.an’ =+ sup ‘ynl )
neN neN neN

Noo(# +y) < No(7) + Neo(y)-

Por lo tanto, N4 es una norma para (.

Consideremos el conjunto
" ={(zn)yy € KN ) |z < oo}

n=1

tal que 1 < p < oo. Este conjunto es un espacio vectorial sobre K. En efecto, sean

r,y € Py \ € K, entonces

o0 o0
D Azl” = AP el < o,
n=1 n=1

y asi Ax € (P. Ahora, para cada n € N tenemos

[0 + Unl” < (2] + [yn])?
< @ méa{aa], lyal})”
= 2P - (mdz{|znl, [yn|})P
= 2P - max{|z, |, lya |’}

< 2P (|xn|p + |yn‘p)7
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lo cual implica que

> lan el <2 (Sl + 3ot ) <
n=1 n=1 n=1
entonces x +y € (P, por lo tanto (P es un espacio vectorial sobre K. El siguiente ejemplo

nos exhibe una norma para P,

Ejemplo 1.1.5. Sea x € (P. Definamos
5o (3 )
n=1

Claramente, el inciso (i) se cumple. Los incisos (ii) y (iii) se demuestran de forma
andloga como en el Ejemplo 1.1.2. Aplicando la desigualdad de Minkowski para todo

x,y € P, obtenemos

(Z Iwn+ynlp> < (Z Iwnlp> + (Z Iynlp) < Ny(2) + Np(y)

Y=

para todo k natural, entonces

Dzt yal” < (Np(@) + Nyp(y)"

como es vdlido para todo k natural, entonces

) k
D feat vl = Jim 37w+l < (Ny(e) + Ny(w))",
n=1 n=1

lo cual implica que

3=

(Z |zn + yn|p> < Np(w) + Ny(y),

es decir,

Ny(z+y) < Ny(z) + Ny(y).

Por lo tanto N, es una norma para (7.
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Ahora sean
Co = {(%)fle e KV z, — 0 cuando n — oo} y

coo = {(x,)>, € KN: existe no€N talque mz,=0 paratodo n>ng}.

Notemos que para © = (2,)5,,y = (yn)5>y € co y A € K, dado que
|20+ Yu| < [zn] + [ynl

[An| = [A[ |2n]

y puesto que z, — 0y y, — 0 entonces z,, + y, — 0 y Az, — 0. Claramente, la sucesion
de ceros se encuentra en cg, por tanto cg es un espacio vectorial sobre K. Andlogamente,

Coo €s un espacio vectorial.

Ejemplo 1.1.6. Sea x = (x,)32, € c¢o. Entonces podemos definir la norma N, en cq,
ya que toda sucesion convergente estd acotada, por tanto N, es una norma cqo. Fs fdcil

probar que (cy, Noo) €s un espacio normado. Andlogamente, N, es una norma en cop.

Se puede verificar facilmente que también la norma N, estd definida en el conjunto

c={(z,)2, € KN : (2,)%°, es convergente}, obteniendo asf otro espacio normado.

Sea X un espacio métrico compacto y sea C(X,R)={f : X — R: f es continua}.
Este conjunto es un espacio vectorial con las operaciones canénicas de suma y producto
por un escalar. Podemos definir normas para este espacio vectorial como se indica en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.7. Sea f € C(X,R). Definamos la siguiente norma

Noo(f) = sup | f ()]

zeX

y para el caso X = [a,b] definimos

M) = [ 15w da.
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Estas normas estdn bien definidas ya que toda funcion continua definida en un compacto
es acotada e integrable segun Riemann. Puede verse facilmente que N y N1 son normas

para C(X,R).

También podemos obtener un espacio normado para el producto cartesiano de dos

espacios normados (X, Nx) v (Y, Ny). Sean (z1,y1), (z2,92) € X XY y A € K definamos

(z1,91) + (v2,42) = (21 + 22, Y1 + 1)

>‘(171>3/1) = ()\&31,)\341)-

Es claro que el vector nulo se encuentra en X x Y y con las operaciones definidas puede

verse que X X Y es un espacio vectorial.

Ejemplo 1.1.8. Sea (z,y) € (X,Y). Las siguientes funciones son ejemplos de normas

en X xY:
(a) Ni(z,y) = Nx(x) + Ny (y).

(b) Noo(,y) = max{Nx(z), Ny (y)}.

RS

(¢) Seap = 1. Ny(z,y) = [(Nx(x))" + (Ny (y))"]

1.2. Espacios normados de dimension finita

En esta seccién, mostramos algunos resultados de espacios normados de dimension

finita que seran importantes posteriormente en esta tesis.

Definicién 1.2.1. Sea X un espacio vectorial sobre K y sean Ny y Ny dos normas en

X. Decimos que las normas son equivalentes si existen \, i € RY tal que
AN (z) < No(z) < pNi(z)

para todo v € X.
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Dos normas equivalentes N; y Ny en un espacio vectorial X generan la misma familia
de abiertos. En efecto, sea A un abierto en (X, N;), y sea x € A, entonces existe € > 0
tal que

BM(z) C A.

Si tomamos cualquier y en la bola abierta Bf?(w), entonces
No(z —y) < Ae,
y dado que N7 y N, son equivalentes, entonces
AN (z —y) < No(xz —y) < Ae.
Ahora, multiplicando por %, tenemos
Ni(z —y) <e

Esto implica que y € BN (2), es decir, By?(z) € BN (z) C A. Por tanto, A es abierto en
el espacio (X, Ny). Andlogamente, se prueba que todo abierto de (X, N3) es abierto de

(X, Ny). Por lo tanto, ambas normas generan la misma familia de abiertos.

Esta definicién, nos motiva a analizar los espacios vectoriales en donde todas las normas

son equivalentes. El siguiente teorema nos da una respuesta.

Teorema 1.2.1. Sea X un espacio vectorial de dimension finita sobre K. Entonces cua-

lesquiera dos normas en X son equivalentes.

Demostracion. Supongamos que dim(X) = n y sea {ey, e, ...,e,} base de X. Asi, para

cada x € X existe un unico a = (ay, ..., ay,) € K™ tal que

n
Tr = E Q€.
i=1
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Sea N una norma en X, y sea la funcién N, : X — R definida como

Ny(z) = [Z Iail2] ,

n
donde z = ) aye;.

i=1
Notemos que N; esté bien definida ya que la expresién para x en términos de la base
es tnica. Ademas, es claro que No(z) > 0. Si No(z) = 0, entonces para cada i € {1,...,n}

tenemos que «; = 0, lo cual implica que z = 0. Ahora, si A € K entonces

Na(Aa) = [ZIA%F] - [w? (Zrairz)] =\ Na(a)

para cada x € X.

La desigualdad del tridngulo se demuestra facilmente aplicando la Desigualdad de

Minkowski, por tanto Ny es una norma en X.

Probaremos que N y N» son equivalentes. Sea M = max{N(e1), ..., N(e,)}, entonces
N(z) =N <Z aiei) < il N(er) < MDY o
i=1 i=1 i=1

Aplicando la Desigualdad de Holder, obtenemos
1 1
n 2 n 2
N(z) <M [Z|0%|2] [Z 12] = M+/n - No(z),
i=1 i=1
por lo tanto

N(z) < My - No(). (1.3)

Ahora, sea f: K™ — R U {0} definida como

fla)=N (Z aiei>
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para a = (ai,...,a,) € K" Veamos que f es continua en (K™, N;), donde aqui N,

representa la norma euclidiana en K™. Sea = (04, ..., B,) € K™, entonces

[f(e) = f(B)] = ‘N <Z aiei> - N (Zﬁz&) ‘
N (Zn: Qi€; — Zn: ﬁiei)
N (Z(O@ - ﬁi)(fi) .

i=1

IN

Por la ecuacién (1.3), tenemos

f(@) — f(B)] < My/n [Z o — @\2] = My/nNy(a — f).

i=1

Por tanto, dado € > 0 existe § = i/ﬁ tal que si Nay(ao — ) < §, entonces

[f () = F(B)] <e

luego f es continua. Consideremos ahora S"! = {a € K" : Ny(a) = 1}. Como S™ ! es
un subconjunto cerrado y acotado de K™, entonces es compacto. Ademads, puesto que f

es continua, existen oy, as € S™! tal que

flar) = sup |f(a)] v flaz)= inf [f(e)].

acsSn—1 acSn—1

Ahora, puesto que f(a) > 0 si «a # 0, entonces

f((l/g) >0

va que ap € 8" 1. Tomemos = f(ay) > 0, entonces para cada o € S"~! tenemos

fla) = p.
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Por consiguiente, para o = (o, ..., ) € K"—{0} y ﬁz(Ng(la), ey #&)) € S" ! tenemos
que

f(B) =z p
pero

es decir,

fla) = - Na(a)

n
para cada o € K". Ahora para z = ) oye;, se tiene
i=1

N(z) = f(a) = pu- Na(a) = pu- Na(x). (1.4)
Por las ecuaciones (1.3) y (1.4) y para cada x € X, obtenemos
i Noa) < N(z) < My~ No(a),

donde pu, M\/n > 0. Asi, N y N son equivalentes y esto implica que cualquiera dos

normas en X son equivalentes. [

El teorema anterior no es valido en general en espacios de dimensién infinita tal como

lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.1. Consideremos el espacio normado (¢*,Ny). Sea z = (x,)>2, € (', en-
tonces Y |x,| < oo, esto implica que x,, — 0. Entonces existe ng € N tal que |z,| <1

n=1
para todo n > ng, y por consiguiente si p > 1 tendremos que

|xn|p < |5En|

para todo n > ngy. Entonces
oo
Z |z, |7 < o0,
n=1

por lo tanto N, es una norma en ('. Ahora supongamos que Ny y N, son equivalentes.
oo
Consideremos la sucesion (x(”))zo:l en (' donde "V = (x&,i}))

, Yy la definimos de la
1

m=
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siguiente manera

(n) 1 st m<n
Ty = ,

0 st m>n

esto es
+M = (1,0,0,0,..)

+? =(1,1,0,0,..)

¥ =(1,1,1,0,..)

Notemos que ™ € (' ya que

para todo n € N, y ademds

Ahora si existieran pu, A > 0 tal que
U () < Ny(2) < ANy (),

entonces
1
pen<nr <\-n,

de la desigualdad de la 1zquierda, se sigue

1—
n

B =

<

==

X ., 1—1 o0 .,
para todo n € N. Esto nos dice que la sucesion (n p) es una sucesion acotada, y
n=1

dado que p > 1 tenemos que 1 — % > 0 lo cual implica que n'"% = 0o cuando n — 00, lo

cual es imposible. Por tanto en espacios normados de dimension infinita podemos afirmar

que en general las normas no son equivalentes.
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1.3. Espacios de Banach

Definicién 1.3.1. Sea (X, N) un espacio normado. Decimos que X es un espacio de

Banach si (X, d) es un espacio métrico completo con la métrica dada por

d(z,y) = N(z — y).

A continuacién se presentan algunos ejemplos de espacios de Banach.
Ejemplo 1.3.1. Sea 1 <p < oco. (K", N,) es un espacio de Banach.

Ejemplo 1.3.2. Sea 1 <p < o0. (?, N,) es un espacio de Banach.

o0

Demostracion. Vamos a empezar suponiendo que 1 < p < 0o. Sea (2(™)% | una sucesién

(2

de Cauchy en 7, donde z(™ = (:):(n)> para todo n € N. Entonces dado ¢ > 0 existe
i=1

ko € N tal que para todo n,m > kg se tiene

es decir,

Asi, para cada i € N se tiene que

(2

2™ _ xl(m)‘ <N, (x(") - x(m)) <€

o
para todo m,n > ky. Por tanto, (a:@) es una sucesion de Cauchy en K para cada
n=1

1 € N, y dado que K es completo, existe x; € K tal que

()

L

— x; cuando n — 0O
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para todo i € N. Ahora, sea x = (7;)%2, € K", entonces para cualquier k¥ € N tenemos

que

i=1 =

— 7 (n) _ .(m)\1P
Tt [N (2 = 2™)]
<
para todo n > kq. Por tanto
> P k p
Z ‘xgn) —x;| = lim xz(-n) —x;| <€ (1.5)
P k—o0 —

para todo n > ky. Esta serie converge, por tanto (™ — x € (7 siempre que n > ko. Dado
que (P es un espacio vectorial y = (™ — (2™ — z), entonces x € (?. Ahora vamos a
probar que 2™ converge a x en (7. Por la ecuacién (1.5) tenemos que

o0

=1

P
xz(-") —x;| <€

para todo n > kg, vy asi tenemos
P

1
pE
<e

para todo n > kg. Por tanto 2™ converge a z en (P. El caso p = oo se demuestra

% (e -2) =[5

facilmente y lo omitimos. ]

Ejemplo 1.3.3. (¢p, Ny ) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea (™), una sucesién de Cauchy en cy. Como en el teorema anterior,
(n)

podemos encontrar una sucesiéon z = (z;)32, en K" tal que z; — z; cuando n — oo

para todo ¢« € N. Entonces para cada i € N tenemos que

12\ — ;] = lm |2 — 2™ <€ (1.6)
m—00

1 —
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para todo n > k. Ahora fijemos n > ky. Como z(™ € ¢, existe M € N tal que

5

<€

para todo i > M. Asi, para i > M tenemos que

|z;| = 931(-”)

+ < €+ € = 2e,

K3 (2

- (:L‘(n) — xz>‘ <

es decir, x; — 0 cuando i — 00, y asi, z € ¢y. Tomando supremo en (1.6), se sigue que
Noo(z™ —2) < ¢

para todo n > ko. Asi, (z(™)22, converge a = en ¢, y por tanto (cy, Na) €s un espacio

de Banach. -

Los siguientes ejemplos nos muestran espacios normados que no son de Banach.

Ejemplo 1.3.4. cyy no es un espacio de Banach con la norma N.

Demostracion. Es claro que ¢go es subespacio vectorial de c¢g. Ademads, (cgo, Vo) €s un

espacio normado. Definamos la siguiente sucesion (2(™)2; en cgo de esta forma:

SL’(n) _ (x(n))oo

donde
1 s i<n
xE”): ‘ -
0 st 1>n
es decir,
M =(1,0,0,...)
1
@ =(1,2,0,..
w (727 b )
11
@ =(1,2,-,0
I (72737 ) )

Notemos que si n € N y m > n, entonces
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1

Noo(z™ — 2ty = sup
i

n+1<i<m
1
= —0
n+1

cuando n — 0o, y asf la sucesién (2(™)> | es de Cauchy.

Ahora supongamos que existe z = (z;)52, € oo tal que

lim 2™ = 2
n—oo

asi, para cada ¢ € N tenemos que

- :L‘Z) < Ny(z™W —2) — 0

)

(n)

cuando n — oo. Por tanto, z;"” — z; cuando n — oo para cada i € N. Ahora para

cada ¢ € N fijo y para todo n > i tenemos que

n 1
1

cuando n — oco. Por tanto, x; = % lo cual es valido para todo ¢+ € N, pero la sucesion

v = (2;)2; = (3)2; ¢ coo, lo cual es una contradiccién. Por tanto (cp, Nao) no es

completo. m

Lema 1.3.1. Sea X un espacio vectorial sobre K. St Ny y Ny son dos normas equivalentes

en X tal que (X, N1) es completo, entonces (X, N2) es completo.
Demostracion. Por hipdtesis, existen A, u € RT tales que
AN (z) < Na(x) < uNy(x) (1.7)

para todo x € X. Sean € > 0y (z,)22, una sucesién de Cauchy en (X, N,), entonces

existe ng € N tal que para todo m,n > ngy se cumple que

No(xy — ) < €.
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Ahora por la equivalencia tenemos
AN (T — ) < No(x, — T4) <€,

entonces

para todo n,m > ngy. Por tanto la sucesion (z,,)5°; es una sucesién de Cauchy en (X, Ny),
y como (X, N7) es completo existe z € X tal que z,, — x en (X, Ny), y asi existe kg € N
tal que

Ni(z, —x) < <
w
para todo n > ky. Entonces

uNy(z, —x) <,

y por (1.7), obtenemos
No(zp, — ) < uNy(z,, — ) < €

para todo n > kq. Esto implica que z, — = en (X, Ny) [ |

En ocasiones, vamos a tener espacios vectoriales que son completos con cualquier nor-

ma. El siguiente lema nos muestra uno de ellos.

Lema 1.3.2. El espacio vectorial K™ es completo con cualquier norma.

Demostracion. Como K" es de dimensién finita sobre K, entonces cualesquiera dos nor-
mas en K™ son equivalentes. Hemos visto en el ejemplo 1.3.1 que (K™, N,) es un espacio
de Banach para 1 < p < oo, es decir, es completo. Por el Lema 1.3.1 se concluye que K"

es completo con cualquier norma. [ ]

Teorema 1.3.1. Un espacio normado (X, N) de dimension finita sobre K es un espacio

de Banach.

Demostracion. Supongamos que dim(X) = n y sea {ej, e, ..., €, } una base de X. Defi-

namos la funcion T : X — K" tal que
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n
donde = = ) «aye;. Notemos que T estd bien definida ya que la representacién de x con
i=1
respecto a la base {ej, e, ...,e,} es inica. Claramente T' es sobre, y ademds es inyectiva
puesto que si T'(z) = 0 entonces (aq, as, ..., ;) = 0, esto implica que z = 0. Ahora sean

x,y € X tal que
T = Zaiei y QZZ@%
i=1 i=1

asi para todo par de escalares t, s € K, obtenemos

T(te+sy)=T tz e + S Z 6,-61)
=1 =1

— T Z(ta,-ei + sﬂiei)>

i=1

=T Z(tai + sﬂi)ei> )

i=1

De (1.8), tenemos que
T(tx + sy) = (taq + sPr, tag + $Ba, ..., tay, + SBy),

esto implica

T(tx + sy) = t(ag, ag, ..., an) + $(B1, By vy Bn),

entonces

T(te + sy) = tT(x) + sT(y).

Por tanto T' es lineal. De lo anterior, se sigue que T es un isomorfismo de espacios

vectoriales. Ahora definamos N, : K" — R de la siguiente forma:

N.(a) =N (Z aiei> :

donde a = (o, g, ..., a,) € K™. Fécilmente se puede demostrar que N, es una norma en

K" y ademés si € X entonces
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donde x = Y ye;. Ahora sea (zy),-, un sucesién de Cauchy en X. Dado € > 0 existe
i=1
lo € N tal que

N($k—l'l)<€

para todo [, k > ly. Entonces
N (T(zy) —T(x;)) = No(T(xp — 7)) = N(xp — 17) < €

para todo [, k > ly. Por tanto (T'(xy))%2; es una sucesién de Cauchy en K. Por el Lema
1.3.2, existe a = (g, a, ..., ;) € K™ tal que T'(xy) converge a a. Asi dado € > 0 existe
ko € N tal que

N (T(zp) —a) <€

n
para todo k > ky. Ahora si x = ) «e;, entonces
i=1

N(zg —x) = No(T(zp — ) = No(T'(zg) — T(z)) = No(T'(2) — ) <€

para todo k > kg, lo cual implica que (z;) converge a x. Por lo tanto (X, N) es un espacio

de Banach. ]

Corolario 1.3.1. Sea (X, N) un espacio normado y F' un subespacio de X de dimension

finita, entonces F' es cerrado.

Demostracion. Por el Teorema 1.3.1, se sigue que F es de Banach, es decir, F es completo.

Por tanto F es un subespacio cerrado de X. [

Definicién 1.3.2. Sean X e Y dos espacios normados y T : X — Y wuna funcion. De-
cimos que T es un isomorfismo topologico si T es un isomorfismo de espacios vectoriales
Yy a su vez, un homeomorfismo de espacios métricos. En tal caso, decimos que X eY son

topologicamente isomorfos.

Teorema 1.3.2. Sean X e Y espacios normados sobre K de dimension finita tales que

dim(X) = dim(Y') = n. Entonces X eY son topoldgicamente isomorfos.

Demostracion. Sea {ey,ea,...,e,} base de X. Como la relacion de ser topolégicamente

isomorfos es transitiva, basta con demostrar que (X, Nx) es topolégicamente isomorfo a
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(K™, N3). De la misma manera que en el Teorema 1.3.1, sea T : X — K" tal que
T(x) = (a1, g, ..., )

n
donde z = Y «;e;. Consideremos también la funcién N, : K — R tal que
i=1

N.(a) = Nx (Z oziez») ,
i=1
entonces N, es una norma en K" tal que
N.(T(z)) = Nx(x) (1.9)

para todo = € X. Notemos que (1.9) implica que T es continua; ya que dado ¢ > 0y

dado xg € X, entonces
N.(T(z) — T(x)) = Nuo(T(x — x0)) = Nx(x — 30) < €
cuando Nx(z — xg) < 0 = €. Por otro lado, la ecuacién (1.9) implica que
N.(a) = Nx(T™!(a))
para todo o € K", y asi podemos probar de manera analoga que
T-':(K",N,) — (X, Nx)

es continua. Entonces T es un isomorfismo topolégico. Dado que K" es de dimensién

finita, entonces N, y Ny son normas equivalentes en K™, asi existen A, u € R* tal que

AN, () < No(a) < N, («)

para todo a € K. Por consiguiente, la aplicaciéon identidad

Iy: (K", N,) — (K", Ns)
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es un homeomorfismo, la cual también es un isomorfismo de espacios vectoriales, entonces

es un isomorfismo topoldgico. Por tanto,
[d oT: (X,Nx) — (Kn,NQ)

es un isomorfismo topolégico, lo cual demuestra lo deseado. [

Teorema 1.3.3. Sea X un espacio normado de dimension finita y sea A un subconjunto

de X, entonces A es compacto si y solo si A es cerrado y acotado.

Demostracion. Es claro que si A es compacto, entonces es cerrado y acotado. Reciproca-
mente, supongamos que A es cerrado y acotado. Ahora similarmente al teorema anterior,
observemos que existe

© (X,Nx) — (Kn,N2>

un isomorfismo topolégico, donde ¢ = I, 0T. Como A es un subconjunto acotado de X,
existe r > 0 tal que

Nx(a) <r

para todo a € A. Lo cual implica que
N.(T(a)) = Nx(a) <7
para todo a € A. Notemos que existen A, u € Rt tal que

AN, () < No(a) < uN, ()

para todo aw € K™, entonces

%NM o T)(a) = izw(a)) < N.(T(a)) = Nx(a) <,

lo cual implica que

No(p(a)) < pr

para todo a € A. Por consiguiente ¢(A) es un subconjunto acotado de (K™, Ny). Ademas,

como A es cerrado y ¢ es un homeomorfismo entonces ¢(A) es un subconjunto cerrado de



Preliminares 24

(K™, Ny). Por el Teorema de Heine-Borel, se sigue que ¢(A) es un subconjunto compacto
de (K™, Ny), y puesto que
A= 7 (p(A))

donde ¢! es continua, se sigue que A es un subconjunto compacto de (X, Nx). [

Lema 1.3.3 (Lema de Riesz). Sean Y y Z subespacios de un espacio normado X de
cualquier dimension. Supongase que Y es un subespacio cerrado contenido propiamente
en Z. Entonces para todo nimero real § en el intervalo (0,1) existe z € Z tal que N(z) =1

y N(z —y) >0 para todo y € Y.
Demostracion. Sea v € Z —Y y denotemos su distancia a Y de la siguiente manera

a= in}f;N(v -Y)=d(»,Y).

ye

Claramente a > 0 dado que Y es cerrado. Tomemos cualquier 6 € (0, 1), y por la definicién

de infimo podemos encontrar y, € Y tal que

a < N(v—yp) < %. (1.10)
Notemos que 3 > a dado que 0 < 6 < 1. Sea z = N(Ul_yo) (v—1yo) € Z,asi N(z) =1,y
ademas para todo y € Y, tenemos
NG 9) =N (o - w0~ )
z — — _ (v — _
1
——~  N(v—ys—vy-N(v—
N(U _ y()) (U Yo Y (U y0)>a
1
=—— N-—
N('U _ y()) ( yl)
asi
1
Niz—y)=——— -N(v— 1.11

donde y; = yo+y- N(v—1yo) € Y. Ahora, puesto que N (v —y;) > a, y por las relaciones
(1.10) y (1.11), se tiene que
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para todo y € Y, por tanto el lema queda demostrado. [ ]

En cualquier espacio normado de dimensién finita los subconjuntos compactos son
precisamente los subconjuntos cerrados y acotados. De este modo, la bola unitaria cerrada
es compacta. Por otra parte, el Lema de Riesz nos dice que la reciproca también es cierta

lo cual se establece en el siguiente teorema.

Teorema 1.3.4 (Dimensién finita). Sea X un espacio normado. Entonces X tiene di-
mension finita si y solo si la bola unitaria cerrada By = {x € X : N(x) < 1} en X es

compacta.

Demostracion. Supéngase que By es compacta, pero la dimensién de X es infinita. To-
memos cualquier x; tal que

Del Corolario 1.3.1, se sigue que el subespacio V; =< x; > es cerrado por ser de dimension
finita igual a 1. Ademas, V; es un subespacio propio de X puesto que X tiene dimension

infinita. Ahora aplicamos el Lema de Riesz a Y = V] y Z = X, asi existe x5 € X tal que

N(zg)=1 'y N(azg—:c)zezé

para todo x € Vi, en particular

N(l’g —Il) Z

N —

Anélogamente, tomemos el subespacio cerrado Vo =< x1, 29 > que esta contenido pro-

piamente en X, asi de nuevo aplicando el Lema de Riesz, existe x3 € X tal que

N(l’g):l 3 N(Ig—l’l)z > N(.T3—LL’2)Z

N —
N —

Procediendo inductivamente, obtenemos una sucesién (z,,)52 ; de elementos en B; tal que

N(z, —xp) >
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o0

para todo n # m. La sucesién (z,)5,

estd en B; y no puede tener una subsucesion
convergente, lo cual contradice la compacidad de B;. Por tanto, la suposiciéon de que la

dimension es infinita tiene que ser falsa. Luego, la dimension de X es finita. [

Teorema 1.3.5. Sea X un espacio normado. Entonces X es localmente compacto si y

solo si la dimension de X es finita.

Demostracion. Supongamos que X es localmente compacto. Sea x € X, entonces existe

V' compacto y U abierto tal que z € U C V. Asi, existe r > 0 tal que

r € B.(x)CUCYV,

entonces

y por lo tanto, B,(x) es compacto. Pero

B,(z) = B,(0) + x
=rB(0)+

=z +rB(0)

y como la traslacion y la multiplicacion por un escalar son homeomorfismos, se sigue que

B, (0) es compacto. Luego, X tiene dimensién finita.

Reciprocamente, supongamos que la dimensién de X es finita, entonces B;(0) es com-

pacto. Por tanto, By (0) + = también es compacto y dado que

Bi(x) = B1(0) + z,

se sigue Bj(z) es una vecindad compacta de x, luego, X es localmente compacto.

A continuacién daremos una caracterizacion de los espacios de Banach. Para ello,

presentamos la siguiente definicién
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Definicién 1.3.3. Sea (z,) una sucesion de elementos en el espacio normado (X, N) y
n

sea S, = >, x en X para cadan € N. A la sucesion (s,)22, le llamamos la sucesion de
k=1

sumas parciales o la serie asociada a la sucesion (x,)°2 . Si la serie converge a su limite

o
lo denotamos por > x,, es decir,
n=1

[e.e]

E r, = lim s,.
n—oo

n=1

[o¢]
Convenimos en usar la expresion Y x, para denotar la serie generada por la sucesion
n=1

(2,)22,, asi como para designar lim,,_,. s, en caso de que la serie converja.

oo o

Diremos que la serie Y x, es absolutamente convergente si »_ N(x,) es una serie con-
n=1 n=1

vergente de numeros reales.

Teorema 1.3.6. El espacio normado (X, N) es de Banach si y sdlo si toda serie absolu-

tamente convergente es convergente.

o0

Demostracion. Supongamos que (X, N) es un espacio de Banach. Sea ) x, una serie en
n=1

X absolutamente convergente y definamos las sumas parciales

Sp=x1+...+x, v 1Tp=N(x1)+ N(x2)+ ... + N(23,).

Como la serie converge absolutamente, entonces (7,)5°; es convergente, lo cual implica
que es de Cauchy. Veamos que (s,)%; también es de Cauchy. Para ello, notemos que si

m > n, entonces

N($m — 8n) = N(Tpy1 + Tpyo + .. + )

< N(xpy1) + N(@py2) + ... + N(zp)

> Ny

k=n+1

=|rm—ra] —0

cuando n —> oo. Entonces (s,)2; es una sucesion de Cauchy, y como X es completo,
existe x € X tal que

Sp —> T
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o0
cuando n — 00, y asi, la serie > x, converge.
n=1

Reciprocamente, sea (x,,)7° ; una sucesién de Cauchy en X. Vamos a probar que existe

un subsucesion (z,, )32, de (z,)52; tal que
1
N(xnk-H - xnk) < ﬁ
para todo k € N. En efecto, para € = %, existe n; € N tal que
N( ) < !
Tm — Tp a
2
para todo m,n > n,. Para ¢ = 2%, existe no > n; tal que
N(zpy —x,) < 72

para todo m,n > no, y dado que ny > nq, entonces

Y

DO | —

N(xp, — xp,) <

asi para € = 2%, existe ng > no tal que

N(zpy —x,) < e

para todo m,n > ng, y dado que nz > no, entonces

1
N(xpy — Tpy) < 7

Procediendo inductivamente demostramos nuestra afirmacién. De lo anterior, se sigue que
o0 o0 1

E N(zp, , — Tn,) < E o5 <
k= k=1

1
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o
y por hipétesis, se tiene que la serie ) (2n,,, — Zn,) s convergente. Sea
-

entonces

o0
Z(x”k+1 - xnk) = klilgo (xnj+1 - xnj)

asi

lim z,, =2+ x, =vy.
k—o00

Puesto que (z,,)5°, es de Cauchy, entonces x,, — y cuando n — oo. Por lo tanto X es

de Banach. -

1.4. Transformaciones lineales entre espacios norma-

dos

En esta seccién, se presentan resultados basicos sobre transformaciones lineales y una

breve discusion sobre bases de Hamel.

Definicién 1.4.1. Sean X y Y espacios normados y T : X — Y wuna transformacion

lineal. Diremos que T es una transformacion lineal acotada si existe M > 0 tal que
Ny (T(2)) < M - Ny(a)
para todo v € X.

El concepto de transformacion lineal acotada no es el mismo que el de funcién acotada.

Por ejemplo, la transformacion lineal 7 : R — R tal que T'(x) = ax donde a # 0, es una
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transformacién lineal acotada dado que

T(2)| = lax| = |af - ||

para todo x € X, pero T(R) = R y asi T no es una funcién acotada. En general, dada
una transformacion lineal T': X — Y tal que T' # 0, entonces T(X) no puede ser un
subconjunto acotado de Y, ya que T(X) es un subespacio vectorial no cero de Y y un

subespacio no cero de un espacio normado no puede ser acotado.

La siguiente proposicién muestra algunas equivalencias sobre continuidad de transfor-

maciones lineales.

Proposicién 1.4.1. Sean X e Y espacios normados y'T : X — Y una transformacion

lineal. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) T es continua.
(b) T es continua en 0.

(c) T es una transformacion lineal acotada.

Demostracion. Es claro que (a) implica (b). Ahora, probaremos que (b) implica (c). Su-

pongamos que 7' no es acotada, entonces para cada n € N existe xz,, € X — {0} tal

que
N(T(z,)) > n- N(x,).
Sea
1 Tn
entonces

lo cual implica que

Yp —> 0 cuando n — oo.

Dado que T' es continua en 0, entonces

T(y,) — T(0) =0 cuando n — oo,
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pero

NI = o XD 0 m

cuando n — 00, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto 1" es una transformacion lineal
acotada. Ahora, vamos a probar que (c¢) implica (a). Sean g € X y (2,)5°; sucesién en

X tal que x,, — xy. Como
N(T(x,) — T(x0)) = N(T(xp, — x0)) < M - N(x,, — x0),
entonces
T(z,) — T(xo).

Por lo tanto T es continua en xg. [

A continuacién mostramos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.4.1 (Operador de diferenciacién). Sea X ={ p € C([0,1]): p es un polinomio}

con la norma No. Definamos D : X — X del modo siguiente

D es lineal pero no es continuo. Para probar esto, consideremos la sucesion x,(t) = t"

para todo n € N. Entonces
Noo(zn) =1y D(wa(t)) = 2,(t) = nt" !
lo cual implica que
Noo(D(x,)) =n
Y ast

Noo(D(z1))

=n—o0 cuando n — 00
Noo(2n)

Por tanto D no es acotada, y se sigue que D no es continuo.
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Ejemplo 1.4.2 (Integral definida). Sea X = C([0,1]) con la norma N. Definamos el

operador integral I : X — R tal que

b
1) = [ s

Es claro que I es lineal. Ademds

b
I(f)] < / FOld < Nl ) — a),

ast

()] <M - Neo(f)
donde M = b — a. Por lo tanto I es continuo.

Ejemplo 1.4.3 (Operador de multiplicaciéon por t). Sea X = C([0,1]) con la norma
N (f). Definamos el operador M : X — X tal que

M(f(t)) =t- f(1)

claramente M es lineal, y ademads

donde M = 1. Por lo tanto M es continuo.

Ejemplo 1.4.4 (Matrices). Sea A = (a;j) una matriz real con m filas y n columnas.

Definamos el operador Ty : R® — R™ de la siguiente forma

y=Ax
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donde v = (z)i_; y y = (y;)j=, son vectores columna con n y m componentes. Las

componentes de y las podemos denotar de la siguiente forma

n
Yy; = E ATk
k=1

para j € {1,...,m}. Claramente Ty es una transformacion lineal puesto que Tx es una
multiplicacion por una matriz. Ademas, Tx es acotada usando la norma euclidiana en R™

y R™. En efecto

IN(Tal@)] =3 o =Z[ ] ;

j=1 j=1

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos

2

o <3| () (Sa) | -oereya

k=1

Ahora sea ¢ = Y Y7 a3, entonces
i=1 k=1
[N(Ta(2))]* < A(N(2))?,

lo que implica que
N(Ty(x)) < eN(x).
Por lo tanto T4 es continuo.
Proposicién 1.4.2. Sean X e Y espacios normados yT : X — Y una transformacion

lineal. Entonces T es continua si y solo si T es uniformemente continua.

Demostracion. Es claro que si T es uniformemente continua implica que 1" es continua.

Reciprocamente, supongamos que 1" es continua en 0, asi dado € > 0 existe 0 > 0 tal que

si. N(u) <0 entonces N(T(u)) <e
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para todo u € X. Luego, dados =,y € X tales que N(z — y) < §, entonces

Por lo tanto, T es uniformemente continua en X. [

Recordemos que un subconjunto A de un espacio normado (X, N) es acotado si existe
M > 0 tal que N(z —y) < M para todo z,y € A, o equivalentemente, existe L > 0 tal
que N(z) < L para todo = € A.

La siguiente proposicién nos muestra que una transformacion lineal acotada definida

en un subconjunto acotado tiene una imagen acotada.

Proposicién 1.4.3. Sean X e Y espacios normados yT : X — Y una transformacion
lineal. Entonces T es continua si y solo si para cada subconjunto A C X tal que A es

acotado, entonces T(A) es un subconjunto acotado de Y.

Demostracion. Supongamos que 1" es continua. Sea A C X tal que A es acotado. Entonces
existe M > 0 tal que
NX (1’) <M

para todo x € A. Como T es continua existe L > 0 tal que

Ny(T(z)) < L- Nx(z),

entonces
Ny(T(z)) < L-M

para todo x € A. Por consiguiente, T'(A) es acotado.

Reciprocamente, sea B la bola unitaria cerrada en X, es decir, B = {z € X : Nx(z) <
1}. Notemos que B es un subconjunto acotado de X, asi por hipétesis tenemos que T'(B)

es un subconjunto acotado de Y, es decir, existe M > 0 tal que

Ny(T(z)) < M
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para todo x € B. Sea x € X tal que x # 0, entonces

Ny (T ( N;@))) <M donde NXI(@ € B.

Por lo tanto
Ny(T(z)) _ Y,
Nx(x) = 7

es decir,

Ny(T(x)) < M - Nx(x)

para todo x € X —{0}. Esta desigualdad se verifica también para x = 0, ya que 7'(0) = 0,

por lo tanto 1" es continua. [

Proposicion 1.4.4. Sean X e Y espacios normados y'T : X — Y una transformacion

lineal. Entonces T' es continua st y solo si'T es acotada en alguna vecindad de 0.

Demostracion. Supongamos que T es continua. Ahora consideremos la bola unitaria By (0)
que es una vecindad acotada de 0. Como T es continua, se sigue de la Proposicién 1.4.3
que T'(B1(0)) es un subconjunto acotado de Y, lo cual implica que T" es acotada en alguna
vecindad de 0. Reciprocamente, sea V' una vecindad de 0 en X tal que T'(V') es acotado,
asi existe r > 0 tal que B,(0) C V, entonces T'(B,.(0)) es un subconjunto acotado de
T(V). Luego, existe M > 0 tal que

N(T(x)) <M

para todo x € B,(0). Asi, tomemos § € R tal que 0 < § < r yseaz € X —{0}. Entonces

x
J - W € B,(0), y por consiguiente
0-x
N|(T <M
(r(5e7)) =
entonces
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para todo = # 0. Esta desigualdad también se verifica para x = 0, por tanto T es continua

en X. ]

El siguiente teorema nos asegura la continuidad de las transformaciones lineales en

espacios de dimension finita.

Teorema 1.4.1. Sean X e Y espacios normados tal que X tiene dimension finita. En-

tonces cualquier transformacion lineal T : X — Y es continua.

Demostracion. Sea Nx la norma en X. Supongamos que dim(X) = n y sea {ey, es, ..., €, }
una base de X. Entonces para cada = € X existe un unico elemento a = (o, g, ..., )

en K" tal que
n
Tr = Z a,€;.
i=1

Definamos N; : X — R tal que

Ny (z) = Z|ozi|.

Entonces N; es una norma en X y puesto que X es de dimensién finita, se sigue que NV,

y Nx son equivalentes. Asi existen A\, u > 0 tales que
ANx(z) < Ni(z) < pNx(z)
para todo x € X. Ahora sea T : X — Y una transformacién lineal, y tomemos

M = mdx{Ny(T(ﬁ)), NY(T(GZ))> e NY(T(en))}a
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entonces

Ny (T(z)) = Ny (Z mT(eﬁ)

< Z lovi| Ny (T'(e;))

<M o
i=1
< MpuNx(x)

para todo x € X. Por lo tanto, T' es continua. [

Generalmente, el teorema anterior no se verifica en espacios normados de dimensién
infinita, pero antes de mostrar un contraejemplo para dicha afirmacion, necesitamos in-

troducir el concepto de base en espacios vectoriales de dimensién infinita.

Definicién 1.4.2. Sea X un espacio vectorial sobre K. Sea B C X tal que B es no vacio,
se dice que B es linealmente independiente si para todo subconjunto A C B tal que A es

finito y no vacio, se tiene que A es linealmente independiente.

Definicién 1.4.3. Sea X un espacio vectorial sobre un campo K. Sea C' C X tal que
C es no vacio, se dice que C es maximal linealmente independiente si C' es linealmente
independiente y ademds si C' C D tal que C' # D, se tiene que D no es linealmente

independiente.

Con lo anterior, podemos dar la definiciéon de una base de Hamel.

Definicién 1.4.4. Un subconjunto maximal linealmente independiente en X, se llama

una base de Hamel de X.

Probaremos que todo espacio vectorial distinto de cero tiene una base de Hamel. Para
demostrar esta afirmacion, usaremos el Lema de Zorn en el cual se involucran algunos

conceptos de la teoria de conjuntos ordenados que se definen a continuacion.

Definicién 1.4.5. Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto M que estd equi-

pado con un orden parcial, es decir, una relacion binaria < y satisface las siguientes
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condiciones:
(i) aZa para todo a € M.
(ii) Si a<b y b<a, entonces a = b.

(i1i) Sia b yb< e, entonces a < c.

Un conjunto parcialmente ordenado M puede tener elementos a y b tales que a < b
y b < a no se cumplen simultdneamente. En tal caso, decimos que a y b son elementos
incomparables. Por otro lado, si satisfacen que a < b, o b < a, o ambas, decimos que
son elementos comparables. Un conjunto totalmente ordenado o cadena es un conjunto
parcialmente ordenado en el cual todo par de elementos es comparable bajo la relacién

de orden parcial.

Definicién 1.4.6. Una cota superior de un subconjunto S de un conjunto parcialmente

ordenado M es un elemento u € M tal que x < u para todo x € S.

N

Definicién 1.4.7. Un elemento maximal de M es un elemento m tal que si m = x

entonces m = x para todo x € M.

Con estas definiciones ya estamos en condiciones de enunciar lo siguiente:

Lema 1.4.1 (Lema de Zorn). Sea M # () un conjunto parcialmente ordenado. Suponga-
mos que cada subconjunto totalmente ordenado C C M tiene una cota superior. Entonces

M tiene al menos un elemento mazimal.

Usando el Lema de Zorn probaremos el siguiente teorema.

Teorema 1.4.2. Todo espacio vectorial X # {0} sobre un campo K tiene una base de

Hamel.

Demostracion. Como X # {0} existe z € X tal que x # 0. Claramente, {z} es un
conjunto linealmente independiente. Sea Z={A |A C X y A linealmente independiente}.
Notemos que Z es no vacio ya que {z} estd en Z. Ahora, asignemos en Z el orden
parcial < dado por la contencién ”"C”. Asi, dado A, B € Z, se tiene que A C B si A<B.

Claramente, tenemos que < es un orden parcial en Z.
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Ahora probaremos que cada subconjunto totalmente ordenado en Z tiene una cota su-
perior. Sea M un subconjunto totalmente ordenado en Z. Tomemos el siguiente candidato
para una cota superior:

Es facil ver que A es un subconjunto de X . Sea B un subconjunto finito de A, asi existe
M; en M tal que B C M;. Como M; es linealmente independiente, entonces B también
es linealmente independiente. Por la Definicion 1.4.2, se sigue que A es linealmente in-
dependiente, por lo tanto A € Z, y ademas M; C A para todo M; € M. Asi A es una
cota superior de M. Por el lema de Zorn, se sigue que Z tiene un elemento maximal L.
Esto implica que L es maximal linealmente independiente, es decir, que si un subconjunto
D e Zestalque L C Dy L # D, se tiene que D no es linealmente independiente,
ya que si fuera linealmente independiente, por la Definicion 1.4.7 tendriamos L = D

contradiciendo la Definicién 1.4.3. Por lo tanto, L es una base de Hamel. [

El siguiente Corolario nos asegura la existencia de una base de Hamel para un conjunto

de generadores y se puede encontrar més informacién en [7] .

Corolario 1.4.1. Sea X # {0} un espacio vectorial. Entonces cada subconjunto A C X

tal que span(A) = X contiene una base de X.

Como mencionamos anteriormente, el Teorema 1.4.1 no es valido para espacios de di-
mension infinita. Para ver esto consideremos un espacio normado sobre R de dimensién
Ny (por ejemplo, X podria ser el espacio normado X={f € C|0,1]: f es un polinomio} y
{1,¢,#2,#3, ...} una base de Hamel para X). Ahora sea (r,),cy una base de X y constru-

yamos la base (y,)nen de X tal que

Definamos f : X — R tal que
flyn) =1
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para todo n € N, y luego extendamos linealmente a todo X. Por definicién, f es lineal.

Ahora, observemos que la sucesiéon

Yn —> 0 cuando n — oo,

pero f(y,) =1 para todo n € N. Lo cual implica que f no es continua.



Capitulo 2

Continuidad de seminormas en

espacios de dimension finita

En el capitulo anterior, vimos que para un espacio normado X de dimension finita,
se tiene que cualesquiera dos normas en X son equivalentes, lo que induce sobre X
una topologia tnica. Por consiguiente, las normas sobre X son continuas con respecto a
la topologia mencionada. A partir de esto, se introduce una nueva funcién en espacios
vectoriales que denominamos seminorma, la cual acompanamos de otra funcién conocida
como subnorma. En este capitulo, nos vamos a enfocar en la continuidad de estas dos

funciones.

2.1. Seminormas en espacios vectoriales

Empezamos mostrando que la norma en un espacio vectorial es continua. En efecto,

sean x,y € X y tomemos € = d, entonces, si N(z —y) < J se tiene que
IN(z) = N(y)| < N(z —y) <e

En el capitulo 1, vimos que una norma debe cumplir las condiciones de la Definicién 1.1.1.

Enseguida, pediremos menos condiciones en las funciones que se definen a continuacion.

41
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Definicién 2.1.1 (Subnorma). Decimos que una funcion real f : X — R es una

subnorma en X si para todo v € X y o € K se satisface lo siguiente:
(i) f(x) > 0 para todo x # 0.

() fax)=|alf(z).

Definicién 2.1.2 (Seminorma). Decimos que una funcion real S : X — R es una

seminorma en X si para todo x,y € X y a € K se satisface lo siguiente:
(i) S(z) > 0.
(ii) S(ax) = |a|S(x).
(iii) S(x +y) < S(x) + S(y)-
En otras palabras, una subnorma f es una norma si y solo si f es subaditiva. De la

misma forma, una seminorma S es una norma en X si y sélo si S es definida positiva. De

forma similar que en el caso de normas, se puede demostrar el siguiente resultado.
Proposicién 2.1.1. Sea S una seminorma en X. Entonces:
(a) S(0) = 0.

(b) [S(z) = S(y)| < S(z —y).

Demostracion. Solo haremos (b). Sean z,y € X. Asi, aplicando la propiedad (iii) de la

Definicién 2.1.2 , obtenemos

(z—y)+Sy) — Sy) (2.1)

Por otro lado

(y — )+ S(x) = S(x) (2.2)
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Por (2.1) y (2.2) se sigue que

En el caso de una seminorma no necesariamente se cumple que: si S(z) = 0, entonces

x = 0, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.1. Sean X = C[0,1] y I = [i, %] Para cada f € X definamos la funcion

S(f) = sup [ f(x)].

zel

Notemos que S es una seminorma en X, pero no es una norma en X, ya que la funcion

g:10,1] — R cuya grdfica es

resulta ser una funcion continua en [0,1] tal que S(g) = 0 pero g # 0.

Sin embargo, se puede construir un espacio normado a partir de una seminorma S. Para
ello, consideremos el conjunto Z = {x € X : S(x) = 0}. Notemos que Z es un subespacio
vectorial de X. Ahora consideremos el espacio vectorial cociente X/Z y definamos la
funcién dada por

Ni(z + Z) = S(x)
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para x + Z € X/Z. Observemos que N, estd bien definida, ya que si x + Z = y + Z,

entonces © —y € Z, asi S(z — y) = 0. En consecuencia
1S(z) = S(y)| < S(z—y) =0,

lo cual implica que

La funcién Ny hereda las propiedades de S. Ademéds, si Ny(x+Z) = 0, entonces S(z) = 0,

lo cual implica que x € Z, entonces
r+ 272 =0+ 2,

es decir, x + Z es la clase del cero. Por lo tanto Ny es una norma en X/Z.
A continuacién, mostramos algunos ejemplos de seminormas.

Ejemplo 2.1.2. Sea X =C>(0,1) el espacio de funciones reales infinitamente diferencia-

bles en el intervalo (0,1). Definamos en X la siguiente familia de funciones

para k € N.
Claramente, cada Sy define una seminorma en X.

Observemos que es imposible encontrar una norma N en X de modo que el operador
de diferenciacion

d
— X X
dx -

sea continuo.

En efecto, si existiese tal norma N, entonces para cada X € R consideremos la funcion

fx) =e, z € (0,1). Como
d

A=A
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tendremos que

N(<L
(dxf)\> > ‘)\l,
N(f)
por lo que la norma del operador 2 g de” satisface
a4
dx N(f3)

y puesto que esto es vdlido para cada A € R, esto nos indica que el operador % no puede

ser acotado en (X, N).

Sin embargo, notando que para toda k € N

Sk(f') = Sk (f),

esto nos sugiere que definiendo una topologia T en X mediante la familia de seminormas

(Sk)2y, si podriamos conseguir continuidad del operador - en (X, 7).

Ejemplo 2.1.3. Sea (X, N) un espacio normado sobre K y sea
X*={f:X — K| fes lineal y continua}.

Para cada f € X* podemos definir la funcion S¢: X — R como S¢(x) = |f(x)|. Es claro
que Sy es una seminorma en X. Aunque no lo mostraremos en esta tesis, resulta que
es posible definir una topologia en el espacio lineal X usando la familia de seminormas
(S¢)fex=. Esta topologia suele denotarse por o(X,X*) y se llama la topologia débil en
X. Puede demostrarse que esta topologia es mds débil que la topologia de la norma N
inducida en X, y que una sucesion (x,)>2, de puntos de X converge al elemento x € X
respecto a la topologia o(X, X*) si y solo si f(x,) — f(x) cuando n — oo, para cada

feXr.

2.2. Continuidad

Una subnorma podria ser no continua en espacios de dimensién finita.
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Supongamos que dim(X) = 1. Si fijamos un elemento y no nulo en X, entonces po-
demos escribir X = {ay : o € K}. Asi cada subnorma f en X tiene que ser de la

forma

f(@) = flay) = |alA

donde f(y) = A es una constante positiva, por lo tanto f es continua en X, ya que si

r=ayyz=pPyconq,f € K se tiene que

[f(x) = F(2)] = [lalA = |B]A|

= [la| — [B]|A
<|a—BIA
= f(z —2).

Por otro lado, si dim(X) > 2, las subnormas en X no necesariamente son continuas.

Para ilustrar lo afirmado, se presenta el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.1. Sea f una subnorma continua en X donde dim(X) > 2. Fijemos un
elemento y # 0 en X y sea W = {ay : a € K} el subespacio lineal unidimensional
generado por y. Ensequida, tomemos un real k tal que k > 1. Definimos la siguiente
funcion

kf(z) si reW

flz) si zeX-—-W.

gr(z) =

Ast, g es una subnorma en X. Ahora si x — y pero x ¢ W, tenemos

lim g,(2) = lim f(x),
Ty

T—Y

por la continuidad de f, obtenemos

lim g.(z) = f(y);

T—Y

por otro lado tenemos que gi(y) = kf(y), ya que y € W. Dado que k > 1, entonces

lim gk(®) = f(y) # kf(y) = g(),
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lo cual implica que

ilgzl/ 9e(z) # gr(y).

Por lo tanto, gi no es continua en y.

Al igual que las normas, todas las subnormas continuas en un espacio vectorial de

dimensién finita en X son equivalentes como lo mostramos a continuacion.

Proposicion 2.2.1. Sea X un espacio vectorial de dimension finita sobre K, y sea W un
subespacio vectorial no cero de X. Sean f y g dos subnormas continuas en W, entonces

existen escalares pu, A\ € K tal que

ng(z) < fx) < Ag(z)
para todo x € W. En otras palabras, f y g son equivalentes en W.

Demostracion. Sea N una norma en X. Por hipdtesis, W es de dimensién finita. Como
f v g son continuas, entonces

iZBl—>R
g

es una funcién continua, donde By = {x € W : N(z) = 1} es la esfera unitaria en W. Por
el Teorema 1.3.4, se tiene que B; es compacto, por lo que el subconjunto {% cxeW

y N(z) =1} es compacto. Enseguida, procedemos a definir las siguientes constantes

’—ml’nM' x T) =

)\::mdx{@: reW y N(z)=1},

g9(z)

asi, para cualquier z # 0, x € W, tenemos

Esto implica que

=2
S
Q

—~
p
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Entonces

f@) > pg(x) v flz) < Ag(o).

Por lo tanto

pg(r) < f(z) < Ag(x)

para todo x € W, lo cual concluye la demostracion. [ ]

A continuacién, se presenta un teorema sobre la continuidad de seminormas. Daremos

dos pruebas diferentes.

Teorema 2.2.1. Sea S una seminorma en un espacio vectorial de dimension finita X

sobre un campo K. Entonces S es continua con respecto a la topologia unica en X .

Demostracion 1. Sea {ej, e, ...,e,} una base para X, de modo que para todo z € X,

podemos expresar de forma tnica
n
r = E o€,
i=1

donde «; € K para cada i. Si S = 0 la conclusién es trivial. Supongamos que S # 0. Asi,
tomemos

M = max{S(e1),S(ea), ..., S(en)},

lo cual implica que M es una constante positiva. Ahora, definamos la funcién N; como

Ni(z) = MZ la;|, x€X donde z= Zaiei. (2.4)
i=1

i=1
Notemos que
S(z) = S(arer + ages + ... + apey)
< |an|S(er) + |as|S(e2) + ... + |an]S(en)

< M|ag| + |aa| + ... + |aw]

= MZ |l
=1

= Nl(l')
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entonces

S(x) < Ny(x). (2.5)

Ahora, sea ()52, una sucesién en X tal que converge a y. Por la desigualdad (2.5) y

el inciso (b) de la Proposicién 2.1.1, obtenemos
1S(;) = S(y)| < S — )] < Nilar; —y)
y dado que X es de dimensién finita y N; es una norma en X, entonces
Ni(z; —y) — 0 cuando j — oo,

por lo tanto

|S(xz;) —S(y)] — 0 cuando j — oo,

lo cual implica que (S(z;))32, converge a S(y). Por lo tanto S es continua en X. n

Demostracion 2. Dado que S es una seminorma, podemos considerar el espacio cociente
X/Z donde Z = {x € X : S(x) = 0}. Recordemos que la funcién Ny : X/Z — R
definida

Ny(zx+ Z) = S(x)

es una norma en dicho espacio. Como X es dimension finita, entonces X/Z lo es, entonces
N; es continua en X/Z. Ahora sea ¢ : X — X/Z tal que x — x + Z. Asi para cada

r,y € Xy a,p € K tenemos que

olar+ By) =ax + Py + Z
=ar+Z+Py+2
=alz+2)+ply+ 2)

= ap(z) + Bp(y),

lo cual implica que ¢ es lineal, y por el Teorema 1.4.1, se sigue que ¢ es continua. De este

: o -
modo, si (7;)32, es una sucesién que converge a y en X, entonces ¢(x;) converge a p(y),
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es decir

rj+2Z —y+2Z cuando j — oo.

Observemos que

15(2;) = S()| = [Ns(z; + Z) = No(y + 2)

y dado que Ny es continua, tenemos

|S(z;) —S(y)] — 0 cuando j — oo,

Por tanto S es continua en X. ]

Observemos que, para todo z € X y y € Z se tiene que
Sx) =S —y+y) <Sx—y)+5y) =5 —y) <)+ Sy) = S(z)
es decir
S(z) = S(x —y),

asi Ny(x + Z) = S(z —y) para todo x € X y y € Z. Entonces Ny(z + Z) es la distancia

medida por S desde x a y.

Un resultado importante que usa la nocién de equivalencia por la izquierda para una

norma y una seminorma es la siguiente proposicion. Igual que antes, daremos dos pruebas.

Proposicion 2.2.2. Sea X un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo K,
equipado con una seminorma S y una norma N. Entonces S es equivalente por la izquierda

a N, es decir, existe una constante T > 0 tal que

S(x) < 7N(z)

para todo v € X.
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Demostracion 1. Dado que X tiene dimension finita, tenemos que N en (2.4) es equiva-

lente a N, asi existe una constante 7 > 0 tal que

Ni(z) < 7N(x)

para todo x € X. Por la ecuacién (2.5), se tiene que

S(z) < TN(z).

Asi, queda demostrado el resultado deseado. [

Demostracion 2. Supongamos que S no es idénticamente cero. Consideremos el conjunto
compacto B = {z € X : N(z) = 1}. Por el Teorema 2.2.1, se tiene que S es continua en

B, entonces S(B) es compacto. Asi definimos

T =max{S(z): x € B}.

Como S no es idénticamente cero, entonces 7 es una constante positiva, es decir, 7 > 0.

Ahora sea x € X tal que = # 0, entonces

Lo cual implica que

Entonces

pero esto también es vélido para z = 0, entonces

S(z) < 7N(x)

para todo x € X. Por tanto queda demostrada la proposicion. [



Capitulo 3

Continuidad de seminormas en

espacios de dimension infinita

Hemos visto anteriormente que una seminorma en un espacio de dimensién finita es
continua con respecto a la topologia tinica en X. En el caso de dimensién infinita, esto
podria ser falso. Incluso podriamos tener dos normas que no son equivalentes entre si, y
en consecuencia, ya no tendriamos una topologia tnica. El objetivo de nuestro estudio
en este capitulo serda determinar cuando una seminorma es continua o discontinua en un

espacio de dimensién infinita.

Iniciamos este capitulo presentando el siguiente lema.

Lema 3.0.1. Sea X un espacio vectorial de dimension infinita sobre K, equipado con
una norma N y una seminorma S. Entonces:

(a) La continuidad de S en el origen implica continuidad en todo X con respecto a la
topologia inducida por N.

(b) La discontinuidad de S en el origen implica discontinuidad en todo X en la topologia

inducida por N.

Demostracion. (a) Sea S continua en x = 0 con respecto a la topologia inducida por la

norma NV, es decir, si (7;)32; es una sucesién en X, entonces

N(z;) — 0 implica S(z;) — 0 cuando j — oc. (3.1)

52
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Sea y € X arbitrario, y sea (y;)52; una sucesién en X tal que
N(y; —y) — 0 cuando j — oo.
Por (3.1), se tiene que
S(y; —y) — 0 cuando j — oo.
Ahora, por (b) de la Proposicién 2.1.1, obtenemos
15(y;) =S| < S(yj —y) — 0 cuando  j — o0

por lo tanto S es continua en X, y asi queda demostrada la afirmacién.

(b) En este apartado, tenemos que S no es continua en 0. Asi, existe una sucesién
(z7)52, en X tal que (N(z;))32, converge a 0, pero (S(x;))52; no converge a 0 cuando
J — o0o. Dado que (S(x;))32, no tiende a 0 y que S es no negativo, existe una subsucesion

(zj,)%2; de (74)52, vy una constante c tal que
S(ws) = ¢ (32)

para todo k € N. Para aligerar la notacién, supongamos sin pérdida de generalidad que la
subsucesion es (S(;))52,. Ademas, dado que (N (z;))32, tiende a 0, existe una subsucesion

(N(25,))p2y de (N(z;))72, tal que
1
N(zj) < 15 (3.3)

para todo k£ € N. De nuevo, sin pérdida de generalidad supongamos que la subsucesién
es (N(z;))52,. Consideremos la sucesion y; = jz; para todo j € N. Por la ecuacién (3.2),

tenemos que

S(y;) = S(jz;) = jS(x;) > je
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y ademads, por (3.3) obtenemos

N(y;) = N(jz;) < ]1

para todo 7 € N. Lo cual implica que

N(y;) — 0 y S(y;) — oo cuando j — o0.

Asf para cada z € X, tomemos la sucesién (z;)52, tal que z; = x + y; para todo j € N.
Por lo tanto

N(zj —z) = N(y;) — 0 cuando j — o0.

Por otro lado

S(zj —x) = S(y;) — 0.

Esto implica que S es discontinua en todo X, lo cual demuestra el lema. [

Del Lema anterior podemos deducir directamente el siguiente resultado:

Teorema 3.0.1. Sean N una norma y S una seminorma en un espacio vectorial X de
dimension infinita sobre K. Entonces:

(a) S es continua en todo X con respecto a la unica topologia inducida por N si y solo si
S es continua en 0.

(b) S es discontinua en todo X en la topologia inducida por N siy solo si S es discontinua

en 0.

Ahora continuamos con un resultado muy interesante, que nos dice que dada una
seminorma no trivial S en X , existen dos normas diferentes tales que S es continua en

todo X con respecto a una de ellas y discontinua en todo X con respecto a la otra.

Teorema 3.0.2. Sea S # 0 una seminorma en un espacio vectorial X de dimension
infinita sobre un campo K. Entonces
(a) Eziste una norma con respecto a la cual S es continua en todo X.

(b) Existe una norma con respecto a la cual S es discontinua en todo X.
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Demostracion. (a) Sea H una base de Hamel para X. Entonces B:{%: h e Hy
S(h) > 0}u{he H: S(h) = 0} es también una base para X. Asi, cada = en X tiene una

representacion unica de la forma

T = Z ()b (3.4)

beB

donde ap(z) € Ky {b € B : ap(x) # 0} es un conjunto finito. Con esta representacion,

podemos ver facilmente que la funcion real

N(z)=> |a(z)] , z€X (3.5)

beB

es una norma en X. Ademds, por la construccién de B, tenemos que S(b) € {0,1} para

todo b € B. En consecuencia, para cada x € X se tiene

S(z)=S (Z ab(x)b> < (@) |S(0) <Y Jaw(@)] = N(x). (3.6)

beB beB beB

Por la Proposicién 2.1.1 y (3.6), obtenemos que
[S(x) =S| < S(@—y) < Nz —y)
para todo x,y € X. Tomando § = € > 0, tenemos que si N(z — y) < ¢, entonces
1S(z) =S| < N(x—y)<d=e

Por lo tanto S es continua en X.

(b) Considere el conjunto no vacio
A={re X:S(zx) >0},

y probemos que

span(A) = X. (3.7)
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En efecto, supongamos por el contrario que span(A) C X. Entonces existe y € X tal que

y ¢ span(A) y S(y) = 0. Ahora, para cada z en A, tenemos
Sly+2)=5y+2)+S) =Sy+z—-y)==5(2) >0,

entonces z y z+y pertenecen en A, y en consecuencia, y = (y+2) — 2z € span(A), lo cual
contradice nuestra suposiciéon. En vista de (3.7) y por el Corolario 1.4.1, A contiene una
base de Hamel H para X. Asi S(h) > 0 para todo h en H. Ahora fijemos una sucesién

(hj)32, de elementos distintos en H, y consideremos una nueva base B’ para X tal que

para 7 € N. Ademads, dejemos los elementos restantes de H sin ningtin cambio. Asi

-5(3) -

para todo j € N. Ahora, modificando la representacién de la ecuacién (3.4) y reempla-

zando la base original B por B’ en la norma N que vimos en (3.5), obtenemos que

para todo 7 € N. Escribiendo

para todo 7 € N vemos que

1
N(z;) == —0 cuando j— o0,
T

mientras que

S(zy) =1,

lo cual implica la discontinuidad de S en x = 0, y por el teorema 3.0.1, se sigue que S es

discontinua en todas partes, y finalmente la demostracién se ha completado. [

Corolario 3.0.1. Sea S # 0 una seminorma en un espacio vectorial X sobre un campo
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K. Entonces S es continua con respecto a cualquier norma en X si y solo si X es de

dimension finita.

Demostracion. Si X es de dimension infinita, por el Teorema 3.0.2 (b) existe una norma
con respecto a la cual S es discontinua en todo X. Reciprocamente, si X es de dimension
finita, entonces por el Teorema 2.2.1, .S es continua con respecto a cualquier norma en

X. ]



Capitulo 4

Seminormas propias

Sea X un espacio vectorial sobre un campo K.
Diremos que una seminorma S : X — R es propia si S no es idénticamente cero y existe
z € X — {0} tal que
S(z) =0.

En este capitulo, nos formulamos la siguiente pregunta: ;Existe un espacio normado X
de dimension infinita de modo que todas las seminormas en dicho espacio sean continuas
con respecto a la topologia de la norma dada en X7 El siguiente teorema nos da una

respuesta negativa y lo mostraremos a continuacion.

Teorema 4.0.1. Sea N una norma en un espacio vectorial X de dimension infinita
sobre K. Entonces, existen una norma N’ y una seminorma propia S en X las cuales

son discontinuas en todo X con respecto a la topologia de la norma inducida por N.

Demostracion. Sea By:={z € X:N(x) < 1} la bola unitaria cerrada de (X, N). Puesto
que span(By) = X, aplicando el Corolario 1.4.1, podemos asegurar que By contiene
una base de Hamel H para X. De esta base, podemos extraer una sucesion de elementos

distintos {hq, ha, hs, ...} en H. Enseguida, tomemos la siguiente sucesién

h;

g; = —
T

58
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para todo 7 € N. Entonces

B = {917927937 } U (H - {hla h?a h37 })

es una base de Hamel de X. Por tanto, cada z € X se puede expresar de manera tnica

de la forma

xr = Zab(x)b (4.1)

beB
para ap(x) € K y donde {b € B: oy(x) # 0} es un conjunto finito. Ahora, definamos las

siguientes funciones: N': X — Ry S : X — R tal que

N'(x):=) lafe)l vy S@)= Y o).

beB beB—{g1}
para todo x expresado como en (4.1). Se puede verificar facilmente que N’ es una norma
en X y S una seminorma propia en X. Sin embargo, para todo 7 € N tenemos
1

N(g;) = %N(/m <-

ya que h; estd en By. Por otro lado, notemos que
N'(gj) =1 paratodo j=1,2,3,..

y ademas

S(gj) =1 paratodo j=234,..

y por consecuencia, N(g;) — 0si j — oo, pero ni N’(g;) ni S(g;) tienden a cero cuando
Jj —> 00, esto es, N' y S son discontinuas en 0 con respecto a N. Por (b) del Teorema
3.0.1, se sigue que N’ y S son discontinuas en todo X con respecto a la topologia de la

norma inducida por V. [

Enseguida nos hacemos la siguiente pregunta: dado un espacio vectorial X de dimension
infinita sobre K, supongamos que una seminorma dada en X es continua en todo X
con respecto a dos normas en X, ;Sera cierto que ambas normas son equivalentes? La

respuesta a esta pregunta es negativa y lo mostramos con el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.0.1. Sea cy el espacio que vimos en el capitulo 1. Consideremos la seminorma
propia, definida como

S(x) = &

donde x = (&1,&2,...) € coo, Y con las siquientes dos normas

Zm ¥ Noo(r) == max[g]. (4.2)

Es claro que

S(x) < Noolw) < Ni(x) (4.3)

para todo x € coo. Ahora, sea ()52, una sucesion arbitraria en coo. Si Ni(x;) — 0 0
Noo(z;) — 0 cuando j — oo, entonces, por (4.3) tenemos que S(z;) — 0 cuando
Jj —> 00, y por lo tanto, S es continua en 0 con respecto N1 y Ny,. Por (a) del Teorema

3.0.1, S es continua en todo X con respecto a las dos normas.

Sin embargo, N1 y No mno son normas equivalentes. Para ver esto, consideremos los

siguientes elementos de co:

para j € N. Entonces Ni(x;) = 1 para todo j € N, pero Ny(x;) = % — 0 cuando

7 — 00, lo cual itmplica que dichas normas no son equivalentes.



Conclusiones

En esta tesis, se ha estudiado la continuidad de seminormas en espacios lineales de
dimensién finita e infinita. En los espacios lineales de dimension finita se tiene que todas
las normas son equivalentes. Gracias a esto, podemos tener una topologia unica que
nos asegura que todas las seminormas son continuas con respecto a cualquier norma en

espacios lineales de dimensién finita.

Sin embargo, en espacios lineales de dimension infinita podemos garantizar la existencia
de una norma con respecto a la cual una seminorma es continua, pero siempre vamos a
encontrar una norma con respecto a la cual una seminorma es discontinua. En sintesis,
siempre existe un espacio normado de dimensién infinita en el cual una seminorma es

discontinua con respecto a la topologia inducida por la norma.
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