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Capitulo 0

Introduccion

El modelo de Gray-Scott [1], llamado asi en honor a Peter Gray y Stephen Scott, repre-

senta el modelo matematico que describe la reaccién quimica autocatalitica

A+2B —» 3B (1)

B — C (2)

cuando ésta ocurre en un reactor CSTR, el cual es un reactor de flujo constante con
agitacion homogénea. En la reaccion autocatalitica, B es un catalizador, A es una especie

quimica que reacciona con B,y C representa los productos inertes en los que se convierte

B.

Estos investigadores, comenzaron interesados en buscar la relacion que existia en esta
reaccién quimica entre estados tUnicos y miultiples de equilibrio, asi como analizar los
fenémenos de ignicién, extincion e histéresis. Como se puede observar en [2], utilizando
herramientas de EDO’s y dlgebra basica, lograron determinar estos hallazgos, asi como

la existencia de regiones oscilatorias.

Tal fue el impacto de sus articulos, que rapidamente se popularizé entre el medio ma-
tematico, y comenzaron a surgir generalizaciones del problema, asi como comparaciones

con otros modelos matematicos contemporaneos, como el Brusselator y el Oregonator.
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Actualmente, este modelo matematico, tiene una gran cantidad de referencias y ademas,
tiene la propiedad de que es el modelo quimico mas sencillo que posee una riqueza en
términos matematicos de escenarios, patrones y oscilaciones. Algunos investigadores co-
mo Hale([3],[4]), Peletier([5]), Petrov y Showalter([6]) y Doelman([7]) han trabajado en
el modelo, modificando la hipétesis de homogeneidad por la hipdtesis de heterogeneidad,
logrando tener un modelo de Reaccién-Difusién, la cual se suscita en reactores tipo CFUR

(Continuous Fed Unstirred Reactor).

Los resultados obtenidos por ellos han sido muy importantes, pues han determinado
la existencia de ondas viajeras en el sistema, que poseen caracteristicas y propiedades
interesantes. Han encontrado regiones donde se suscitan oscilaciones, tanto en el espacio
como en el tiempo ([6],[7]), pero también han encontrado ondas estacionarias ([3]) y es-

tudiado su estabilidad ([4]).

De todo esto, hay un resultado importante, mostrado por Petrov, Scott y Showalter
en [6], el cual indica que el modelo de Gray-Scott en reactores CSTR sufre el fenémeno
de excitabilidad y que, cuando se cambia la hipétesis de homogeneidad por la hipdtesis
de heterogeneidad, en la region de excitabilidad, el sistema de reaccion-difusién presenta
ondas viajeras. Estas ondas viajeras presentan fenémenos interesantes, como el wave-
reflection ¢ reflexion de onda y el wave-splitting 6 desprendimiento de onda,
como se puede apreciar en las figuras 1 y 2. Dado este interesante hallazgo, el objetivo de
este trabajo es tratar de completar y explicar porque suceden estos fenémenos, comprobar
los resultados encontrados en [6] y lograr reproducir estos fenémenos. Bajo esta premisa,

el modelo matemaético a utilizar es el siguiente:

da D*a  ag—a )

E = DA@ T — klab (3)
0b 9?b  by—0b

T~ ppll 2 _ kyb. 4
ot 381'2 + tr + klab kgb ( )

donde a(z,t) y b(x,t) representan las concentraciones de las especies quimicas de Ay B,

en la posicion x al tiempo t. Ambas especies quimicas son introducidas al reactor con una
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TN =
hﬁmﬂ&& %

0 .0 3.0 0.0 1.0 2.0 3.0

F1GURA 1: Figura tomada de [6]. (a) Onda viajera que presenta el fenémeno wave-
reflection, respecto a los bordes. (b) Ondas viajeras que presentan el wave-reflection
entre s{ y con los bordes.

FIGURA 2: Figura tomada de [6]. (a) Onda viajera que presenta el wave-splitting. (b)
Panorama general que presenta el wave-splitting, al saturar el medio.

tasa tl, mientras que ag y by representan los flujos de entrada al reactor por parte de las
T

especies quimicas A y B respectivamente. Asi mismo, k; representa la tasa con la cual se

suscita la reaccion (1) y ko representa la tasa con la cual sucede la reaccién (2). Ademsds,

D4y Dp representan los coeficientes de difusividad de A y B, respectivamente.

Esquema del trabajo

Para lograr el objetivo trasado, realizaremos un recorrido histérico por el modelo de
Gray-Scott, a fin de ir comprendiendo el fenémeno y lograr explicarlo. El contenido de

los capitulos serd el siguiente:
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1. En el capitulo 1, el objetivo serd entender la matematica detras de la reaccién quimi-
ca (1) y explicar los posibles escenarios que sucedan. Asi mismo, se trabajard con

la reaccién

A+B — 2B (5)

y realizar analogias entre (1) y (5), buscando generalizar criterios. Se estudiardn los
casos cuando el compuesto B presenta un flujo de entrada nulo y cuando éste es no

nulo.

2. Una vez determinados y entendidos los posibles escenarios de la reaccion (1), el
capitulo 2 mostrara el andlisis del sistema de reacciénes quimicas (1) y (2). Se
estudiaran por separado los casos cuando el flujo de entrada de B es nulo y cuando
es no nulo, ya que cada uno nos servira como preambulo para los estudios con
difusién. Asi mismo, se mostrara que el modelo de Gray-Scott con flujo de entrada

presenta el fendmeno de excitabilidad.

3. El capitulo 3 se enfoca en plantear el modelo de Gray-Scott mediante un proceso
de difusion, pero con la hipétesis de que el flujo de entrada de B es nulo. Esto nos
llevara a encontrar que el modelo presenta 2 soluciones homoclinicas y 1 solucion
heteroclinica en el espacio, y mas atin, que tenemos explicitamente su expresion
algebraica. Asi mismo, se estudiara el comportamiento limite de las soluciones ho-

moclinicas y como éstas convergen a la soluciéon heteroclinica.

4. En el capitulo 4, esta dedicado a explicar porque suceden los fenémenos de reflexién

de onda cuando % = 7 y desprendimiento de onda cuando % = 17, en la
B B

regién donde se presenta el fenémeno de excitabilidad, mostrado en el capitulo 3.

Esto se va a realizar mediante simulaciones numéricas bajo el esquema de diferencias

finitas explicito, con un mayado uniformemente distribuido.



Capitulo 1

Autocatalisis sin decaimiento

1.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es entender el comportamiento de la autocatdlisis ctibica
A+2B — 3B

donde A representa el reactante quimico y B representa el catalizador de la reacciéon. Esta
reaccién se modela en un reactor tipo CSTR(ver figura 1.1), el cual posee las condicio-
nes de llenado continuo, volumen constante y agitacion constante. Por tanto, la mezcla

serd idealmente homogénea.

Para lograr el entendimiento completo de esta reaccién, primero estudiaremos la au-

tocatdlisis cuadratica

A+B —2B
la cual, en apariencia, parece ser mas sencilla que la ctuibica. Esto nos brindara un camino

de como estudiar el escenario cubico, e imaginar los resultados que se pueden suscitar.

Otro punto importante que se tratara en este capitulo, con cada una de las reaccio-

nes, sera estudiar por separado los escenarios cuando existe un flujo de entrada por parte
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del compuesto autocatalitico B y cuando no existe este flujo de entrada. Realizaremos un

contraste al término de cada seccidn.

Por 1ltimo, daremos un resumen de lo visto en este capitulo, que sirve de preambulo
para el estudio del modelo autocatalitico con decaimiento, que se estudia en el siguiente

capitulo.

FIGURA 1.1: Imagen de un reactor CSTR (Continous Stirred Tank Reactor). Tomada
de [8].

1.2. Modelo Cuadratico

El primer modelo quimico a estudiar es:

A+B—2B (1.1)

donde A es el reactante y B es el catalizador. Para ello, estudiaremos el cambio de A y

de B, respecto al tiempo.

El cambio del reactante A en funcién del tiempo se puede modelar matematicamente,
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introduciendo las propiedades del reactor CSTR, de la siguiente manera:

da (ap — a)
— = —— —kab 1.2
dt t ¢ (1-2)

donde a y b representan las concentraciones de las especies quimicas A y B, respectiva-
mente. De la misma manera, k es la velocidad de la reaccién quimica (1.1), ¢, representa
el tiempo de residencia de la concentracién A en el reactor y ag representa el flujo de

entrada de A.

El primer término de (1.2) representa la relacién entre las tasas de entrada y salida
al reactor, por parte del reactante A. En éste término, $* representa la velocidad a la que

se introduce el reactante A, mientras que el término ;> modela la velocidad a la que sale

mol
s-dm3*

el reactante A del reactor. Las unidades de estos términos son

Mientras tanto, el término kab de (1.2) representa la parte reactiva del modelo, que

se obtiene por medio de la ley de accién de masas. Ademads, el parametro k tiene por
. 1

unidades ————.

Ademas, considerando la hipotesis de tener un reactor CSTR con volumen constante,

tenemos la siguiente razon:

a+b:a0+b0 (13)

donde ag y by representan los flujos de entrada al reactor del quimico A y del catalizador
B, respectivamente. Esta condiciéon nos permite notar que las variables a y b no son
independientes, ya que su suma es constante. Por tal motivo, se puede expresar b en

términos de a, de la siguiente forma:
b=ay+by—a (1.4)

Sustituyendo (1.4) en (1.2), obtenemos la siguiente ecuacién diferencial de primer orden

da  (ap — a)

P — ka (ag + by — a) (1.5)



Capitulo 1. Autocatdlisis sin decaimiento 8

que representa el cambio de A en el reactor, en funcién del tiempo y de las constantes de

entrada ag, by v t,.

Para estudiar las dinamicas de esta ecuacién con mas facilidad, procederemos a reali-

zar el siguiente cambio de variable para simplificar los calculos,
ap — a

1
= = —kant 1.6
1= T = ko (16)

junto con:

1 b
Ty = ZkaotT, ﬁo = CL_((]) (17>

Nuestra ecuacién diferencial (1.5), escrita en términos del cambio de variable, es

D -+ o) -2 (18)

Los puntos fijos de (1.8) son

1 1 1 1\?
= —(1-p,— + -4/ (1=58, - 4
V1,2 5 ( Bo 47—7’) 2\/( Bo 47}) + 45,

Es facil observar que v; > 0 para cualesquiera valores de 7. y de fy. Asi mismo, v = 0

cuando By = 0y 72 < 0 para By > 0. Por ello, el estudio de la estabilidad de los puntos

fijos de (1.8), lo realizaremos en 2 casos, cuando 5y = 0 y cuando 3y > 0.

Para ello, analizemos los términos de nuestra ecuacién (1.8).

» Definimos P () := 4 (1 — ) (7 + Bo). Notemos que esta funcién es cuadratica, cu-

4 _ _ ; - 1-Bo
yos ceros estdn en y; = 1y 7 = —f, tiene su maximo en —>°.

» Definamos C' () := . Notemos que esta funcién lineal representa el consumo de

v en (1.8). Asi mismo, la pendiente de esta funcién depende del pardmetro T,.
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Relacion de v con a, b

Se puede observar directamente, de la definicién de « y la propiedad de volumen constante

(1.4), que

a = ap — agpy (19)

b = bo—f—ao"}/ (110)

Dado estas relaciones, se observa que cuando v > 1, se tiene que a < 0. Por tal motivo,
la variable v tiene sentido quimico cuando v < 1. Por otro lado, se observa que cuando
v < —Z—‘[’), el valor de b es negativo. Por tanto, la variable v tiene sentido quimico cuando
bo
ag’

v > -

Asi, concluimos que v tiene sentido quimico cuando v € [—Z—g, 1].

1.2.1. Caso 5y=0

La figura 1.2 bosqueja las graficas de P (y) y C () cuando 5y = 0. En ella, se muestran
diversas C' (7). De aqui, podemos concluir intuitivamente que existen valores de 7., para

los cuales, las curvas P () y C'(7) se intersecan 1 o 2 veces. Las intersecciones de estas

1_
— Py
Bl (v)
—C,m
06}
—C(y
0.4} 0
- —— Cy)
0

0 02 04 06 08 1

F1GurA 1.2: En esta gréafica, la curva C; tiene pendiente 4, la curva C'5 tiene pendiente
mayor a 4 y la curva C3 tiene pendiente menor a 4
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curvas estan dadas por los puntos fijos de (1.8). Asi, los puntos fijos en este caso son:

1
4T,

nm o= 1-

Y2 = 0
Para ello, evaluemos estos puntos fijos en el jacobiano de (1.8) en este caso.

J(7) —aogy -t (1.11)

r

Veamos cada uno de los casos.

= 71 = 1— g~ Tenemos que J (1) = 7-—4. Asf, 71 es estable cuando 7, > §, mientras

1

que es inestable cuando 7. < ;.

» v = 0. Tenemos que J (7,) =4 — T—lr Asi, v, es estable cuando 7, < 1, mientras que

1
1

es inestable cuando 7. > ;.

De aqui, se sigue que cuando 7, = i, se suscita un cambio en la estabilidad de los puntos

de equilibrio. La figura 1.3 muestra este resultado de manera grafica.

0.8+ 8

0.6 .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

T
r

FiGurA 1.3: Con color azul se denotan los equilibrios estables y con rojo, los equilibrios
inestables
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1.2.1.1. Resultado General

A manera de conclusion de la seccion, tenemos el siguiente resultado:

Resultado 1.1. Cuando By = 0, el sistema (1.8) tiene puntos fijos en

m =0
1

B 4,

Yo =

Ademds, en T, = %1 el sistema sufre una bifurcacion transcritica y la estabilidad de las
soluctones son:
1 ‘ e
» Para 7, < 3, 71 es inestable y vo es asintdticamente estable.

= Para 7, > }L, Y1 es asintoticamente estable y o es inestable.

1.2.1.2. Interpretacién quimica

Una vez determinada la estabilidad de v en términos de 7,, analizemos que significa este
resultado en términos de las variables de estado a y b. Para ello, analicemos el retrato

fase del sistema: En este caso, se puede observar que la variable v tiene sentido quimico

1

0.8- | —]

//

021

1 L 1 1
00 0.2 0.4 06 . 0.8 d 1.2 14
T

F1GURA 1.4: Con color azul se denotan los equilibrios estables y con rojo, los equilibrios
inestables

en el intervalo I = [0, 1]. Estudiemos los casos cuando 7, < }L y cuando 7, > ;11.
s Caso 1.7, < }1.

En este caso, al tomar una condicién inicial vy € I, el flujo del sistema lleva a la
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1 L
0.8} {1 | T Pw
—C,W
0.6 1
— G,
0.4} 1 i
0.2t
0 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURA 1.5: Bosquejo de comparacién entre P () y C () con Sy = 0.001.

condicién inicial al valor v = 0. Esto, en términos de las variables de estado a y b,
significa que a = ag y b = by. Pero como estamos en el caso que by = 0, entonces

a=ayb=0.

s Caso 2. 7, > %1.
En este caso, se observa que 7; es estable y 75 = 0 es inestable. Por tal motivo,
al tomar cualquier condicién inicial en el intervalo 79 € [0,1] — {71}, el flujo del

sistema lleva a la condicién inicial 7, al valor de 7, para la 7, especifica.

En términos de las variables originales, tenemos que a = ag (1 — 1) y b = agy1,

es decir, ninguna especie quimica desaparece del reactor.

1.2.2. Caso [y >0

La figura 1.5 bosqueja la gréafica P () vs. C () cuando 5y > 0. En ella, se muestran diver-
sas C' (7). De aqui, podemos concluir intuitivamente que para todo valor de 7., las curvas
P (v) y C(v) se intersecan en una ocasién dentro del primer cuadrante. Curiosamente,

este hecho viene dado ya que, los puntos fijos de (1.8) son

2
ve = %(1—50—41%)%\/(1—50—417) 1 46
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de donde es facil observar que v, > 0y 7_ < 0, independientemente del valor de 7, y Sy.
Maés atin, como v_ < —f, entonces y_ carece de interpretacién quimica en este escenario.

Por tanto, realizaremos el andlisis de estabilidad unicamente para =y, .

El jacobiano de (1.8) en este caso es

J() =4~ 8y — 4 — —

Tr

Por tanto,

v4 es estable < J(y4) <0

= 0<\/(1—ﬁo—¢)2+4ﬁo

lo cual se cumple cuando para todo valor de 7, en el intervalo (0, c0). Por tal motivo, v

es estable.

1.2.2.1. Resultado General

A manera de conclusion de la seccién, tenemos el siguiente resultado:

Resultado 1.2. Para 5y > 0, el sistema (1.8) tiene un punto fijo estable en el rectangulo

(0,00) X [=00, 1], determinado por la siguiente expresion:

1 1 1 1\?
T+ = §<1_ﬁ0_4ﬂ)+§\/(1_50_4ﬁ> + 45

1.2.2.2. Interpretaciéon quimica

Para analizar el sentido quimico del Resultado 1.2, observemos el retrafo fase del sistema.
Ya que, en el rectangulo R = (0, 00) x [—[, 1], el tnico equilibrio estable es 7., entonces
para cualquier condicién inicial 79 que tomemos en R, fijando antes 7,, entonces el flujo

del sistema lo llevara hacia el equilibrio v, que depende del 7, ya elegido.

En términos de las variables originales, esto significa que, al tomar una condicién inicial
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0.8 \ ,

0.4f \ ' i -
h
L h

) h
/ h

0 0.2 04 1 06 0.8 1

r

FIGURA 1.6: Retrafo fase del sistema (1.17) cuando Sy > 0. En azul, se muestra el
equilibrio v4. Con linea punteadas se muestran los bordes del sentido quimico vy =1y

v = —bo.

a(0) = ag — agyo y b(0) = by + apo, €l sistema terminard en el equilibrio a = ag — agyy y

b == b(] + aof)q,.

Ademads, como —fy < v+ < 1 para 7, > 0, entonces el sistema presenta un equilibrio
quimico donde ninguna de las especies quimicas A y B desaparece. Asi mismo, si comen-
zamos con vy = —f, es decir, a(0) = ag + by y b(0) = 0, entonces vamos a terminar con
una cantidad no nula de B. De igual forma, si 79 = 1, es decir, a = 0y b = ag + by,

entonces vamos a terminar con una cantidad no nula de A.

1.3. Modelo Cubico

El segundo modelo quimico a estudiar en este capitulo es

A+2B — 3B (1.12)

donde A es el reactante y B es el catalizador. Ademas, llamaremos k a la velocidad de la

reaccién quimica.

Usando la ley de accién de masas en (1.12), obtenemos la siguiente ecuacién para el



Capitulo 1. Autocatdlisis sin decaimiento 15

cambio de A respecto al tiempo t.

da (ap — a) 9
— = —— —kab 1.1
dt t ¢ (1.13)

donde a y b representan las concentraciones de A y B, respectivamente. De la misma
manera, t, representa el tiempo de residencia de A en el reactor y ag representa el flujo

de entrada de A.

Dado que el reactor CSTR tiene la propiedad de volumen constante, la relacién (1.3)
es valida. Por ende, sustituyendo (1.3) en (1.13), obtenemos la siguiente ecuacién dife-

rencial
da  (ap — a)

Ty — ka (ag + by — a)® (1.14)

que representa el cambio de la concentracion de A en el reactor, en funcién del tiempo y

de las constantes de entrada ag, by, la velocidad de reaccion k y el flujo de consumo t,.

Para estudiar las dinamicas de esta ecuacién con mas facilidad, procederemos a reali-

zar el siguiente cambio de variable para simplificar los calculos,

— 4
v = aoao a’ T = 2—7ka(2)t (1.15)
y llamaremos
4 bo
Tr = 2—7k‘a0tr, 60 = a—o (116)

Nuestra ecuacién diferencial (1.14), escrita en términos del cambio de variable, es

2 2_ 2
il SN ) (1.17)

Los puntos fijos de (1.17) no son faciles de determinar, pues son las raices del polinomio

27 27 27
—ZV?’ T (1—260)7* + T <250 — B3 —

4

277})7+Z/80 =0

Por tal motivo, analizemos los términos de nuestra ecuacién (1.17) y realizemos un analisis

similar al modelo cuadratico, es decir, estudiar los casos cuando 5y = 0 y cuando 5y > 0.
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= Definimos P (v) := 2 (1 —~) (v + B0)*. Notemos que esta funcién es ciibica, cuyos

. o o . s . 2—Bo
ceros estan en 7, = 1y 7 = — [, tiene su maximo en —5 -

» Definamos C' () := . Notemos que esta funcién lineal representa el consumo de

v en (1.17). Asi mismo, la pendiente de esta funcién depende del pardmetro 7.

1.3.1. Caso 5y =0

Cuando 5y = 0, las gréficas de P () y C (v) se pueden intersectar en una ocasién, en 2

y hasta en 3 ocasiones. La figura 1.7 bosqueja este suceso.

1t —PW
—C,
_C o
sl 5(7)
—C.
0.6F
0.4F
0.2f
O 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

34

FIGURA 1.7: En esta grafica, la curva C tiene pendiente %, la curva Cj tiene pendiente
27 27

mayor a iz y la curva Cj tiene pendiente menor a g

Ahora bien, en este caso, los puntos fijos de (1.17) estan bien determinados y son:

1 o= 0
1 16
= —(1-4/1-
2 2( 27Tr)
1 16
= —(14+4/1-
3 2( i zm)

los cuales, son las intersecciones de P () y C (). Notemos que 72 3 existen cuando

0 o0

1—
27T, —
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Procedamos a estudiar la estabilidad de cada uno de ellos. Para ellos, evaluemos estos

puntos en el jacobiano del sistema (1.17).

JV) =577 —— (1.18)

Analizemos ahora cada uno de los casos.

» 7, = 0. Tenemos que J (1) = —T—lr para todo valor de 7., por tanto, J (1) < 0.

-72:%<1—,/ —%).Tenemosque(](vz):%—%(1—\/ —%).Portanto,

. . 16
realizando operaciones elementales, tenemos que J (y2) > 0 para 7, > 5.

-73:%<1+1/ —%).TenemosqueJ(vz)Z%—%<1+\/ —%)POTMTNO,

. . 16
realizando operaciones elementales, tenemos que J (y3) < 0 para 7, > 5.

1.3.1.1. Resultado General

Dado el resultado anterior, se desprende el siguiente teorema

Resultado 1.3. Si 5y = 0, el sistema (1.17) tiene puntos fijos en

M=

0
1 16
= ~(1-4/1-
2 2( 27rr)
1
2

Y3 =

La estabilidad de las soluciones es:

» Para 1, < ;—g se tiene que y; es estable.

= Para 7, > é—g se tiene que y; es estable, o es inestable y 3 es estable.

Ademds, para T, = %, el sistema sufre una bifurcacion silla-nodo.

La figura ?? nos muestra este resultado graficamente.
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0.8
0.6
0.4

0.2

~
~ee
~—

FiGurA 1.8: Con color azul se denotan los equilibrios estables y con rojo, los equilibrios
inestables

1.3.1.2. Interpretaciéon quimica

Para analizar la interpretacion quimica del sistema (1.17) cuando 5y = 0, analizemos

el retrato fase del sistema, mostrado en la figura 1.9. En esta figura, se puede observar

08
06

0.4

0.2 S

FIGURA 1.9: Retrato fase del sistema (1.17) cuando Sy = 0. En color azul, se denotan los
equilibrios estables. En color rojo, se denota el equilibrio inestable. Las flechas indican
la direccion del flujo.

que cuando 7, < %, solo existe un equilibrio, el cual es estable. Por tanto, al tomar una

condicién inicial 7y en el intervalo (0, 1], el flujo del sistema nos llevard a v = 0. Por tal

motivo, para 7, < %, el sistema original llega al equilibrio a = ag y b = 0.

Por otro lado, si v > ;—g, entonces existen 2 equilibrios, 73 = 0 y -3, estables y un
equilibrio inestable, v2. Por tanto, si tomamos una condicién inicial en el intervalo [0, y2),
por el flujo del sistema, ésta terminara en el equilibrio estable v; = 0. En tanto, si to-
mamos una condicién inicial en el intervalo (72, 1], el flujo del sistema la moverd hacia el

equilibrio estable vs.



Capitulo 1. Autocatdlisis sin decaimiento 19

1.3.2. Caso 5y >0

Cuando Sy > 0, surgen varios problemas, en el sentido de obtener expresiones concretas de
los puntos fijos de (1.17). Realizando un estudio grafico entre P(vy) y C(v) para distintos
valores de 7,, se observa que éstas curvas se pueden intersectar 1, 2 o 3 veces, segun el
valor de 7,. El lema que viene a continuacién nos indica las regiones donde suceden estos

Casos.

Lema 1.4. El sistema (1.17) puede presentar 1, 2 o 3 equilibrios, segin el valor de T, y

Bo. Precisamente, cuando 0 < [y < 0.125, se tiene que

1. Euxiste 1 punto fijo para

(142080 —86%) — /(1 =860)" \ [ (14208 —863) + /(1 —85)’°
T, € | —00, 3 U 3 , 00
54/ (1 + Bo) 5430 (1 + Bo)

2. Existen 2 puntos fijos para

(14208, — 862) F /(1 — 86)°
548, (1 + Bo)° '

T, =

3. Existen 3 puntos fijos para

(14208, — 883) — /(1 —8By)* (1+208, —832) + /(1 — 85)°
546 (1 + Bo)* ’ 5480 (1 + Bo)°

Tr €

Mas ain, cuando (1.17) tiene exactamente 2 puntos fijos, la expresion de los puntos fijos

es la siguiente:

. ”71:%(1—450¢v1—850)
« =1 (1% VI 3)

De igual forma, cuando o > 0.125 el sistema (1.17) presenta solo un punto fijo, el cual

es estable para 1, > 0.
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De esta lema, se puede observar que la multiestabilidad surge cuando 5y < 0.125. Ademés,
el hecho de tener bien determinados los valores del parametro 7, para el cual existen 2
puntos fijos, nos brinda la pauta para pensar que en ellos, surge alguna bifurcaciéon. Y en

efecto, surge una bifurcacién silla-nodo, como se menciona en el siguiente teorema,

Teorema 1.5. Cuando 0 < [y < 0.125, el sistema (1.17) sufre una bifurcacion del tipo

silla nodo en los puntos

(142080 — 833) F 1/ (1 — 860)’
546 (1 + Bo)*

<1i 1 —8/30), (1.19)

e

(v, 7)) =

Demostracion. Las condiciones que aseguran que surge una bifurcacion silla-nodo son las

siguientes:

5] 0

r

2 rd
=z @] #0
Asi, procedamos a probar cada una de ellas.

1. Tenemos que

L8] 40 < Z#0
el G
— <(8B§ — 208y — 1) F /(1 — 850)3)2 40
= (882 — 208y — 1) F /(1 —8B,)° £0
= fo# -1

lo cual es cierto V3, € (O, é)

2. Tenemos que
E (9] £0 <= 3y+2y% 140

dy? ldr
— 3(1+£y1T-8B) +26—1#0
— Bo?é—l}’%?éé
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lo cual es cierto, pues estamos tomando [y € (0, %)

Como ambas condiciones se cumplen, hemos terminado. O

1.3.2.1. Resultado General

Y como resultado general de la seccion, tenemos el siguiente teorema

Resultado 1.6. 1. Sify € (0,0.125), el sistema (1.17) presenta 1, 2 o 3 puntos fijos,

sequn el valor de T, determinado por el lema 1.4.

2. 51 By > 0.125, el sistema (1.17) presenta 1 punto fijo, el cual serd estable.

1tk
0.8
0.6
2
0.4f
\
3
0.2f 9
e -
0 M-
0 0.2 04 « 06 0.8 1

F1GURA 1.10: Diagrama de bifurcacién del sistema (1.17) para el caso 1 del Resultado
1.6, con By = 0.05. En color azul se denotan los equilibrios estables y en color rojo, el
equilibrio inestable.

Notemos que la estabilidad es muy similar a la presentada en el caso cuando 5y = 0.
Esto tiene que ver con el hecho que, al perturbar el sistema (1.17) con fy > 0, el punto
fijo 1 = 0 toca al segundo equilibrio 7, y eso genera una bifurcacién silla-nodo, pero no

altera las estabilidades de los puntos.

1.3.2.2. Interpretaciéon quimica

Analizemos la interpretacion quimica del sistema (1.17) cuando fy > 0. Para ello, es-
tudiemos los retratos fases del sistema cuando By > 0.125 (ver figura 1.13) y cuando

0 < By < 0.125 (ver figura 1.13).
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FIGURA 1.11: Diagrama de bifurcacién del sistema (1.17) para el caso 2 del Resultado
1.6, con By = 0.25. La curva soélida de color azul representa el equilibrio estable.

= Caso By > 0.125. Al tener solo un equilibrio estable, entonces toda condicion inicial

0.8
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FIGURA 1.12: Retrato fase del sistema (1.17) para o > 0.125. En color azul se denota
el equilibrio estable. Las flechas indican la direccién del flujo en cada regién.

7o que tomemos en el intervalo [— [, 1], va a tender al equilibrio. En terminos de las
variables originales a y b, quiere decir que sin importar la condicién inicial que se

tome, el flujo del sistema no permitira que una de las especies quimicas desaparezca.

» Caso 0 < fBy < 0.125. Si tomamos 7, que cumpla (1) del lema 1.4, entonces solo

existe un equilibrio. Por tanto, al tomar cualquier condicién inicial vy € [—fy, 1], el
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FIGURA 1.13: Retrato fase del sistema (1.17) para Sy = 0.05. En color azul se denotan
los equilibrios estables y en color rojo, el equilibrio inestable. Las flechas indican la
direccién del flujo en cada regién.

flujo del sistema llevard a la condicién inicial al equilibrio determinado.

En cambio, sea elegimos 7, que cumpla (3) del lema 1.4, entonces hay 3 equilibrios.
En este caso, el valor de la condiciéon inicial v, determinara hacia que equilibrio se

dirigira el flujo.

Cuando elegimos 7, que cumpla (2) del lema 1.4, suceden los fenémenos quimicos
conocidos como ignicién y extincién. Estos fendmenos indican que, si perturbamos
el pardmetro que determina las estabilidades (en este caso, 7,), el sistema puede ir
de un equilibrio estable a otro, en un instante de tiempo muy corto. Este fenémeno

se observa en los puntos fijos donde sucede la bifurcacion silla-nodo.



Capitulo 2

Autocatalisis con decaimiento

2.1. Introduccion

Los modelos estudiados en el capitulo anterior, que se refieren a reacciones autocataliticas,
se realizaron considerando la condicion de equilibrio (1.3), que enuncia que la concentra-
cién del reactante A y la concentraciéon del catalizador B a cualquier tiempo ¢ de la
reaccién es constante, e igual al flujo de entrada del reactante A y del catalizador B. En

términos matemadticos, se quiere ejemplificar que a + b = ag + by.

Por tanto, una vez que se determinaron todos los escenarios que pueden suceder con
la reaccién autocatalitica ciibica bajo las condiciones anteriormente mencionadas, proce-
deremos a anadir una hipétesis al modelo cubico, que anula esta condicion de equilibrio

(1.3). Esta hipotesis es la caracteristica de decaimiento del catalizador B.

El decaimiento de un catalizador B consiste en la reaccion que convierte a B en com-
puestos inertes C', lo cual ocurre con una tasa ky. En términos de reacciones quimicas,

esto se escribe como

B — C.

24
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En palabras concretas, las variables a y b son independientes. Asi, el modelo quimico a

considerar en este capitulo sera

A+2B — 3B (2.1a)

B — C (2.1b)

El estudio de este modelo quimico se realizara en 2 etapas:

1. La primera de ellas consiste en analizar el modelo (2.1) cuando el catalizador B no
presenta flujo de entrada; a este modelo le llamaremos Modelo S. Este analisis se
realizara mediante un sistema de EDQO’s en 2 dimensiones, en el cual se buscara es-
tudiar el comportamiento del modelo y decir cuando existen equilibrios quimicos.
Asi mismo, se exhibird la existencia de dérbitas periddicas y se explicarda cada uno

de los escenarios que se lleguen a encontrar.

2. La segunda etapa consiste en estudiar el modelo (2.1) cuando el catalizador B
presenta flujo de entrada; a este modelo le llamaremos Modelo C. La literatura (ver
[8]) nos dice que existen 11 distintos escenarios, como se puede observar en las figura
2.1. Aun con todo esto, no es del interés de éste trabajo mostrar la existencia de
todas estas regiones. El interés de este capitulo va centrado en estudiar las regiones
donde suceden los comportamientos del tipo hongo ya que, en estos escenarios,
sucede el fenémeno de excitabilidad, mostrado al final del capitulo, el cual sera de

suma importancia para el estudio de las ondas viajeras en el capitulo 4.

0.14 (xi) ix) )

{viii) (vii) [} (wil)
; fle 3 - | s

(iv)

(vi)

0 0.1 —_—

)
® E ‘ —

e

o e

(@ (b)

FIGURA 2.1: (a) Muestra el espacio de parametros 5y — k2 donde se observan las 11
regiones que narra la literatura. (b) Muestra las dindmicas que presentan los puntos
fijos, cuando 7, es el pardmetro de dindmica. Figuras tomadas de [8]
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2.2. Estudio del Modelo S

Dado el modelo quimico (2.1), el sistema de EDO’s que lo define, con la hipdtesis que el

catalizador B no tiene flujo de entrada, es el siguiente

da ag—a 9

- = — kiab 2.2
dt t 1 (2:22)
db

% = klab2 — kgb (22b)

Aqui, se tiene que k; representa la tasa de reaccion de (2.1a), ko representa la tasa de
reaccién de (2.1b), ag representa el flujo de entrada del reactante A y ¢, representa el

tiempo de residencia, que servird como parametro indicador del modelo.

Para facilitar el trabajo, realizaremos el cambio de variable
b
a= g, B=—, T=kait (2.3)

junto con:
ks

2
T = kiagl,, Ko =

(2.4)

en el sistema (2.2), con el fin de facilitar las operaciones. Asi, el modelo en términos de

las nuevas variables es

da 1—«

_ o 2
E = . CYB (25&)
s
- = af® — kof (2.5b)

2.2.1. Puntos de Equilibrio

Para poder determinar los puntos de equilibrio del sistema (2.5), se tiene que resolver el

sistema de ecuaciones

da

dr
ap
dr
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es decir,

11—«

- —af? =0 (2.6a)

;52-K@ﬁ =0 (2.6b)

Sumando las ecuaciones (2.6a) y (2.6b), tenemos la relacién

l1—«

— kB =0 (2.7)

T

Ahora, los puntos de equilibrio del sistema (2.5) son las siguientes:

1. By =(1,0).
1+4/1—4K37 1—y/1—4k37,
2. E2 - 2 ’ 2K2Tr :

2K2Ty

1—1/1-4r37 14+/1—4K37:
3. B3 = 5 , .
Notemos que Fy y Fj3 existen en el plano af cuando se cumple la siguiente condicion
1 —4k37. >0 (2.8)

Esta condicién de existencia nos determina 3 regiones de estudio dentro del espacio de

parametros 7, — ko en R%:

» Regién X: 1 — 47,2 < 0. Aqui existe sélo 1 punto fijo.
» Regién Y: 1 —47,k3 = 0. Aqui existen 2 puntos fijos.

» Regién Z: 1 — 47,53 > 0. Aqui existen 3 puntos fijos.

Estas regiones pueden ser apreciadas en la figura 2.2.

2.2.1.1. Bifurcacién Silla-Nodo

Sean Ry y 7, de tal forma que el punto P = (7., R2) este en la regién X. Al fijar Ry y

disminuir 7,, el punto P transita de la regién X a la region Y y posteriormente, llega a la
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FIGURA 2.2: Regiones determinadas por la condicién (2.8). (a) Sombreada se observa
la regién X: 47,3 > 1, (b) La linea sélida representa la region Y: 4742 = 1, (c)
Sombreada se muestra la regién Z: 47,.x3 < 1

region Y.

En el momento en que el punto P llega a la region Y, el sistema cumple con las hipdtesis
para que ocurra una bifurcacién del tipo silla-nodo. Esto explica el motivo por el cual,
se pasa de tener un punto fijo en la regién X a tener tres puntos fijos en la region Z. A

continuacién, mostramos esta prueba. La figura 2.3 ejemplifica este caso.

(b)

08
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F1GurA 2.3: Bosquejo de la bifurcacién de silla-nodo en el sistema (2.2a) y (2.2b).

T
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i
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Proposicién 2.1. Sea x = (o, B) y oo = (7, ko). El sistema

11—«

) = ( B, af? Haﬁ) (2.9

T

presenta una bifurcacion del tipo silla-nodo sobre los puntos (xg, po) tales que Ti = 4K3, es

decir, sobre aquellos puntos (%, /<62> tales que la condicion (2.8) se vuelve una igualdad.

Demostracion. Para ver que sucede una bifurcacion del tipo silla nodo, se tienen que

cumplir las siguientes 4 condiciones:

L. f (zo, po) = 0.
2. J = Df (xg, o) tiene un eigenvalor 0.
3. w!' f,, (w0, po) # 0 con w eigenvector del eigenvalor 0 de J*.

4. wT (D2 f (z0, po) (v,v)) # 0 con v eigenvector del eigenvalor 0 de J.

Pasemos a verificar cada una de las condiciones.

Los puntos que consideramos como (x son 1 252 K9 % . Ahora, tenemos que:
05 M0 29 ) ? 4K2 )

1. f(xo, o) = 0 es evidente.

—8Kk2 2Ky 5 5 )
2. J=Df(xg, o) = 12 . Luego, Det(J) = —8k3 + 8ky = 0. De aqui,

se sigue que J tiene un eigenvalor 0.

—8ks 0 - )
3. f,u (]30,#0) = yw = (17 2) ASl7
0 —2/12
—8k3 0
wau (xOnuO) - (1a2> ’
0 —21€2
= ( 8/{3, 4/{2)

lo cual es distinto de 0, cuando k9 # 0.
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0 0
0 0
4. D*f (wo, po) = y v = (1, —4k2). Luego,
—4l€2 0
4/12 0
00
0 0 1 1
w' (D*f (x0, o) (v,0)) = (1,2) :
—4/€2 0 —4/€2 —4Ii2
4/‘62 0
0 0
= (L,2)
—4/€2 4/4,2
= (-8/@2,8/@2)

lo cual es distinto de 0 cuando ko # 0.

Por lo tanto, al probar las 4 condiciones, tenemos que (2.9) sufre una bifurcacién silla-nodo
sobre la curva

47.k5 = 1.

Ahora que se han determinado los puntos de equilibrio y la regién de pardmetros que nos

permite que existan, realizemos el andlisis de estabilidad.

2.2.2. Estabilidad de puntos de equilibrio

Para estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio, calculemos el jacobiano del sistema
(2.5).
-1 _5 2a
Jap=| =7 7 (2.10)
52 208 — kg

Ahora, evaluemos cada equilibrio en el Jacobiano.
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1. E; = (1,0).

0 —K9

De aqui, es evidente que FE; es estable ya que 7, y ko son ambas positivas. Esto

quiere decir que este punto fijo es un equilibrio del tipo nodo estable.

9 E (1—0—\/1—4/@%% 1—,/1—4;<§n>
. 2 = 2 5 .

2K2Ty

1—/1—47r k32 9
)= | o mm T
2) = 1— 1—477»&% 1

272K3 T

2K2Tr

3 E (1«/14&%7} 1+\/14ﬁ%n>
. 3 = 5 s .

1+4/1—47K3 9
JE) = e T
7 1/1mans2 .
922 7. 2

272K3 Tr

De la configuracion resultante de Ey y Ej3 se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.2. Para cualquier pareja (7., ka) que cumple la relacion (2.8) de manera

estricta, se tiene que:

» [y es un punto silla.

= F3 no es un punto silla.

Demostracion. Para ver que Fsy es un punto silla, probemos que Det (J (E)) < 0. En-

tonces,

Det(J(E,)) <0 B2i

P2 < 2Ky
1 — /1 —4r.k% < 41,53
1 —47.k3 < /1 — 47,K3

1 —4rk3<1

rrroroe

0 < 47.K3
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lo cual es cierto. Luego, para ver que E3 no es un punto silla, probemos que Det (J (Es3)) >

0. Asi,

Det(J(Es)) >0 <= 22250
< (3> 2Ky
= 1 — 47.K3 > 47K}
— (1—-4nkd)++/1—-41k3>0
lo cual es cierto, pues ambos términos del lado izquierdo son positivos. O

La informacién que nos brinda el resultado anterior nos indica que, para cualquier pareja
(7, ko) de pardmetros que se tenga en la regién Z, la estabilidad local de Fy y Ey es

invariante. Por tal motivo, determinemos las posibles estabilidades locales de Ej.

2.2.2.1. Comportamiento de FEj3

A continuacion, se muestran 4 parejas de parametros de la regiéon Z: Py, P,, Py y P,. Estos
4 puntos estan sobre la recta ko = %. Apoyandonos en el anélisis traza-determinante para
la estabilidad de puntos de equilibrio (ver [9], pdg.73), determinemos la estabilidad local
de E3 en cada caso.

= Para P; = (80, 5), se tiene que Tr [J (E3)] < 0y Dis[J (E3)] > 0. Por tanto, Ej

cumple las condiciones para tener un comportamiento del tipo sumidero.

= Para P, = (170, 55), se tiene que T'r [J (E3)] < 0y Dis [J (E3)] < 0. Por tanto, Ej

cumple las condiciones para tener un comportamiento del tipo espiral estable.

= Para P3 = (300, 55), se tiene que T'r [J (E3)] > 0y Dis [J (Es)] < 0. Por tanto, Ej

cumple las condiciones para tener un comportamiento del tipo espiral inestable.

s Para P, = (380, %), se tiene que T'r [J (E3)] > 0y Dis[J (E3)] > 0. Por tanto, Fj

cumple las condiciones para tener un comportamiento del tipo fuente.

donde Dis(J) := Tr[J]* — 4Det[J]. Estos resultados nos indican que Ej tiene todos
los comportamientos posibles del semiplano superior del andlisis traza-determinante. Por

tanto, llamemos:
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1. Region Z; a la regiéon donde Tr[J(E3)] < 0y Dis[J(E3)] > 0.

2. Regién Z, a la regién donde Tr[J(Es)] < 0y Dis[J(E3)] < 0.

3. Regién Z3 a la regién donde Tr[J(Es)] > 0y Dis[J(E3)] < 0.

4. Regién Z, a la regién donde Tr[J(Es)] > 0y Dis[J(E3)] > 0.
El analisis que se presenta a continuacién, busca determinar con exactitud las regiénes
que determinan estos casos. Estas regiones se ubican dentro de la regiéon Z del espacio de
parametros y son analogas a las 4 regiones en las que se divide el semiplano superior del

plano Traza-Determinante (ver [9], pag. 73), que se utiliza para determinar la estabilidad

de un punto fijo. Por tanto, procedamos a calcular las regiones T'r[J] = 0 y Dis[J] = 0.

Regién Tr[J] =0

Los puntos (7., k2) tales que Tr[J] = 0 son aquellos que cumplen:

1 K
4 _ ha
,€2+T_§ - (2.11)

Por tanto, realizando una parametrizacion, tenemos que:

{(77,Kk2)/ (2.11) se cumple} = {(=52—, m? —m?®)/m € (0,0.5]}.

m3—mi>

Regién Dis[J] =0

Los puntos (7., k2) tales que Dis[J] = 0 son aquellos que cumplen:

8\? 2 8 Tk 1 /1 2
KS (n2+—) —ﬁmg (§+ 2+3m§>+ﬁ(—+m2> = 0. (2.12)

Tr r r Tr r Tr

Como se esta interesado en encontrar los puntos (£, k) tales que (2.12) este en el primer
cuadrante, tenemos que

{(7, k2) € RT/Dis[J] = 0} = {(7,, k2) /l = T(m)m?, ky = T(m)m?}

T
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FIGURA 2.4: Regién en el espacio de parametros, donde se cumple la relacién Tr[J] = 0
y la relacién Tr[J]?> — 4Det[J] = 0.

con
~ 34 Tm+8m* £2(1 4+ 2m)v/2 — 2m
B (1 + 8m)?

T(m)

y m € (0,1].

La figura 2.4 nos muestra como se ve esta curvas en el espacio de parametros.

2.2.2.2. Retratos fase

Los retratos fase del sistema vamos a exhibir los retratos fase para los parametros Py, Ps,
P3 y P4.

s P = (80, %). En este caso, la estabilidad local de E; y Fs5 es del tipo sumidero,

por tanto, el conjunto [0,1] x R* en 2 cuencias de atracciéon Wy y W3, las cuales

si Cy = (v, Bo) es una condicién inicial para el sistema (2.5), entonces su solucién

converge a Fy si Cy € Wy y converge a E3 si Cy € Wi.

La figura 2.5 muestra 2 condiciones iniciales: (0.01,0.1) y (0.01,0.01), y su tra-

yectoria respectiva como solucién del PVI (2.5).

n P = (170, ﬁ). En este caso, la estabilidad de E3 es del tipo espiral estable, por

tanto, al igual que el caso anterior, existen 2 cuencas de atraccién disjuntas y una
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FIGURA 2.5: Soluciones al PVI (2.5) con parametros P;. En (a) se grafican las soluciones
de avs.7. En (b) se grafican las soluciones de fvs.7. En (c) se grafican las soluciones en
el plano af.

separatriz que las divide. Para exhibir ésto, en la figura 2.6 se muestra las solu-
ciones de (2.5) con condiciones iniciales (0.05,0.1), (0.1,0.1), (0.4,0.1) y (0.9,0.3).
Las trayectorias con condiciones iniciales 1 y 2 convergen a Fj, mientras que las
trayectorias con condiciones iniciales 3 y 4 convergen a E3. De aqui, se deduce que

existe una separatriz que divide a las cuencas de atraccién de E; y Es.

(@) (b)
0.8} o : 0.8 ]
06 p‘..w | 0.6 p
3 3 =8
4 0.4 4
] 02
400 800 800 1000 0 200 400 600 800 1000
T T

Cs

FIGURA 2.6: Soluciones al PVI (2.5) con pardmetros P,. En (a) se grafican las soluciones
de avs.7. En (b) se grafican las soluciones de fvs.7. En (c) se grafican las soluciones en
el plano af.
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n Py = (300, %). Para éstos parametros, se tiene que la estabilidad local de Fs5 es
inestable. Por tanto, el iinico equilibrio estable es F. Asi, cualquier condicién inicial
tomada converge a F; en un tiempo finito. Para ejemplo de ello, tomaremos tres
condiciones iniciales: C; = (0.05,0.1), Cy = (0.4,0.1) y C3 = (0.9, 0.3). Observemos
este hecho en la figura 2.7.

(a) N
I .....-I..--...-..-...--..-... 1 I I
0.8
0.6
?j (s
0.4}
02f/
0 200 400 600 800 1000
I T
(c)
0.5
0.4
0.3}
E C:
0.2t
0.1} "
C
0
0 0.2 04 = = :

ol

FIGURA 2.7: Soluciones al PVI (2.5) con parametros Ps. En (a) se grafican las soluciones
de avs.7. En (b) se grafican las soluciones de vs.7. En (c¢) se grafican las soluciones en
el plano «f.

» Py = (380, %). En este caso, la estabilidad locad de Fs5 es del tipo fuente. Por tanto,
toda trayectoria que pase cerca de Fj tiende a alejarse. De esta manera, la solucion
del sistema (2.5) para cualquier condicién inicial Cy = (ap, fp) tiende a Ej. Esto se

puede observar en la figura 2.8.

2.2.3. Oscilaciones peridédicas

Una de las principales caracteristicas de éste modelo, es que presenta regimenes para los
cuales suceden oscilaciones periddicas. En la literatura ([2],[11],[8]) se pueden encontrar
condiciones necesarias y suficientes para decir que la reaccién (2.1) sufre oscilaciones y
alcanza una Orbita periddica. La explicacién quimica de este fenémeno indica que la con-

centracién no llega a un equilibrio constante, pero se mantiene oscilando periédicamente.
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oL

400 600 800 1000

F1GURA 2.8: Soluciones al PVI (2.5) con pardmetros P;. Se tomaron 3 distintas con-

diciones iniciales: C; = (0.05,0.1), Cy = (0.4,0.1) y C3 = (0.9,0.3). En (a) se grafican

las soluciones de avs.7. En (b) se grafican las soluciones de fvs.7. En (c) se grafican
las soluciones en el plano af.

Matematicamente, esto sucede al momento en que el equilibrio F5 cambia su estabilidad

de estable a inestable.

2.2.3.1. Exhibicién Numeérica

Exhibiremos la existencia de érbitas periédicas de forma numérica, pero no daremos la
region en el espacio de parametros donde sucede, ya que se sale del objetivo del tra-
bajo. Para ello, sea P € Z3 tal que P = (230, %). Asi, se tiene garantizado que la
estabilidad de Fj5 sera inestable. Analicemos las trayectorias de las condiciones iniciales

C; = (0.004,0.29) y C = (0.004, 0.30).

La simulacién numérica muestra que la solucion 73 del sistema (2.5) con condicion inicial
(' tiende al equilibrio E; = (1,0). En cambio, la solucién 75 del sistema (2.5) con con-

dicién inicial Cy comienza a enroscarse alrededor de F3, como se aprecia en la figura 2.9(b).

Ahora bien, la solucién T5 comienza a oscilar, sin llegar al equilibrio F3, el cual es inesta-
ble. De aqui, se deduce intuitivamente que existe una érbita periddica estable en la cual,

se enrosca la solucion T, cuando ™ — oo.
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FIGURA 2.9: (a) Soluciones del PVI (2.5) con la condicién inicial C; = (0.004,0.29)

(linea punteada) y con la condicién inicial Cy = (0.004,0.3) (linea sélida), respecto

al tiempo 7. (b) Trayectorias de las soluciones 77 y T del PVI (2.5) con condiciones
iniciales C7 y (9, respectivamente, en el plano «af3.

2.2.3.2. Exhibicién Analitica

Para exhibir este fenémeno en general, realizemos un anélis del campo vectorial del siste-
ma (2.5). Las curvas nulas del sistema, & =0y 6 = 0, dividen a nuestra region de estudio

en 5 regiones, como se puede observar en la figura 2.10. La siguiente tabla muestra la

0.6 -
0.5H E =
0.4H -
0.3H -

0.2 3 4

0.1H B
E.

0 T T T T T T T T T
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
o

F1GURA 2.10: Regiones del plano a — 8. La curva azul representa & = 0 y la curva roja

B=0

direccién del campo vectorial sobre cada regién.

Regién | B
1

U | &=~ | W | N
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De aqui, podemos observar que el campo vectorial en la Regiéon 5 es el mismo que en
la regién 2. Ahora bien, observemos el campo vectorial alrededor del punto fijo E3. Si
tomamos la regién cerrada (representada graficamente en la figura 2.11) alrededor de FEj,

tenemos que cualquier trayectoria que nace dentro o entra, permanece alli.

Esta region esta delimitada por:

ol A | |

0.5H -

0.4 e

0.3 -

0.2 -

E

T T T T T T T T T
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

o

FicuraA 2.11: Regiones cerrada alrededor de Fjs.

» Tomamos un segmento de Ey a Q) = (g, fg) el cual tiene la misma coordenada en
a que By y B mayor que la coordenada en 8 de E,. Después, la trayectoria que

pasa por () y que toca en un punto B a ﬁ =0.

» Un segmento de recta horizontal, que va de 8 = 0 al eje 8 con altura §.

» Un segmento del eje f, que comienza en (0, 3) y termina en un punto (0, 51), que

es la interseccién de la variedad estable de Ey con el eje 5.
= El segmento de la variedad estable de F,, desde el eje 5 hasta FE.
Ahora bien, si consideramos el escenario cuando Fj es estable(ya sea como espiral o como

nodo), esta regién esta bien definida. Pero, cuando consideramos el escenario donde Fj

es inestable, sucede lo siguiente:

= En un primer momento, al pasar de estable a inestable, sucede una bifurcacién de

Hopf, lo que genera una érbita periddica.
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= En un segundo momento, esta érbita llega a crecer tanto que, choca con la variedad
estable de Fs y llega a formar una bifurcacion global del tipo Andronov-Leontovich,
dando como resultado que el equilibrio F; tenga una érbita homoclinica (se colapsan

las variedades estables e inestables de él).

= En un tercer momento, la érbita homoclinica desaparece, dando como resultado que
las variedades inestables de F, terminen en Ej, y que E3 se comunique con Es por

medio de la variedad estable de FEj.

Puesto que el escenario anterior sucede siempre y cuando 7, > 16 y kg < %, puesto que
en esta region del plano 7,k2 es donde se presentan las condiciones para que Fj3 exista y

sea inestable.

2.3. Estudio del Modelo C

El segundo modelo a estudiar en este capitulo, el modelo C, considera la hipotesis de que
el catalizador B tiene un flujo de entrada constante. Asi, el modelo, via ley de accion de

masas, de (2.1) se observa como:

da ap—a 9

a = tT — klab (213&)
b bo—b )

- — — 2.1

dt tr + klab k‘gb ( 3b)

donde ky, k2, ag y t, estan definidas como en el modelo anterior (Ver Seccién 3.1) y by es

el flujo de entrada de B.

El término b';—:b de (2.13b) influye de manera muy notable en la dindmica del sistema.

Se incrementan los distintos escenarios al modificar los parametros del sistema, como por

ejemplo, sistemas con 2 érbitas periodicas. (ver [8].)

De nueva cuenta, para facilitar el trabajo, realizemos el siguiente cambio de variable

(2.3) y (2.4), anadiendo tambien
bo

Qo

Bo =
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De esta forma, el sistema (2.13) se vuelve

da 1—«

_ . 2
E = . CYB (214&)
B BB (2.14b)
dr T

2.3.1. Puntos fijos

Para obtener los puntos fijos de (2.14), basta resolver el sistema

l—«

—aB? = 0 (2.15a)

Ty

50_6_+a52_,{25 =0 (2.15Db)

r

Al sumar las ecuaciones de (2.15), se obtiene la siguiente recta,

1+ﬁ0-0&—6

Tr

— kB =0 (2.16)

que es andloga a la recta (2.7) del modelo S. Ahora bien, las soluciones de (2.15) son

andlogas a las soluciones del siguiente sistema

2
(1 +:027—7") (1—04)—&(14‘50_05)2 = 0 (2.17a)
1—|—ﬁ0—0& o
T T B (2.17b)

el cual, es complicado ya que, la primera de ellas es un polinomio ctibico de « en términos
de 3 parametros: 7,, ko ¥ Bo. Por tal motivo, realizaremos un analisis similar al mostrado

en el capitulo 2, en la seccién 2.3.2.

2.3.1.1. Determinacion de raices dobles

Para poder determinar la forma de la grafica de « vs. 7. nos enfocaremos en estudiar

los valores de a donde existe una raiz doble. Es decir, buscaremos aquellos o donde se
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satisface el siguiente sistema de ecuaciones:

R(a) = L(a) (2.18a)
dR(«) dL(a)
= T dn (2.18Db)

donde

R(a) = a(l+6 —a)

L(a) = M(l_a)

Tr
Las soluciones obtenidos del sistema de ecuaciones (2.18) son

o= 3EVIZ80 ”1_850 (2.19)

Ahora, sustituyendo este valor en (2.18b), tenemos:

2
Ut rmn) _ % [1 +208) — 882 £ /(1 — 850)3] . (2.20)

Ty

Al observar con detalle (2.20), observamos que es una cuadratica de 7, en funcién de ko

y Bo. Por tanto, si llamamos

§* =

co| —

{1 +208) — 832 £ 4/ (1 — 850)3] ;

tenemos que

SE — 269 £ /SF (SF — 4ky)
23

Tr =

Por tanto, en el plano 7, — «a, existen hasta 4 puntos donde surge la tangencialidad (o
bien, bifurcaciones silla-nodo). Todo esto depende de los valores de 5y y de ko. El andlisis

grafico, se puede observar en la figura (2.12)
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@ ®) ©
1 1 1
% & 50 % T 50 % - 50
res res res
%) ()
1 1
§ il
00 50 00 50

T T
res res

FIGURA 2.12: Los 5 escenarios posibles. (a) Para cada 7, existe un equilibrio. (b) Para

T = Ri existen 2 equilibrios, y para cualquier otro valor de 7, existe un equilibrio. (c)

Existencia de una isola. (d) Interseccién de la isola con el punto fijo que siempre existe.
(e) Existencia de un hongo.

2.3.2. Condiciones de degeneracion

Ahora que tenemos determinados los 5 escenarios posibles para la curva (2.17) en funcién
de By v Ko, €l siguiente punto sera determinar en el plano de parametros ko3 las regiones

que corresponden a cada escenario.

Ahora notemos que 7, € R si ST > 4ky. Ademids, a € R si B < %. De estos 2 he-
chos, tenemos que el espacio de parametros k9 se divide en 3 regiones: una donde se
forman las isolas, una donde se forman los hongos y una donde hay solamente un equi-

librio (ver figura 2.13). Por tanto, el propésito de esta seccién es mostrar el camino a

Gl Hongos

By

Unico
Isolas

Ky

FI1GURA 2.13: En negro se observa la recta Sy = 0.125 y en azul se observa la curva

Ko = 3% 1+208) — 853 +4/(1 - 850)3} . Ambas estan graficadas en el plano ko-fy.

seguir para encontrar las distintas posibilidades de estabilidad de equilibrios. Para ello, se



Capitulo 2. Autocatdlisis con decaimiento 44

planea determinar las condiciones en el plano k93 para que coexistan érbitas periddicas,

orbitas homoclinicas, etc.. Estas condiciones son las siguientes

= Condicién 1. Eigenvalores idénticos a 0.
Tr(J) = Det(J) =0.

» Condicién 2. Transversalidad.

:dTr(J)

dr, =0

Tr(J)

» Condicién 3. Estabilidad de ciclos limite.

donde 5 representa la estabilidad del ciclo limite que existe en tal caso.

donde
~f-L 208
B 208 — kg — %

J= (2.21)

A continuacién, abordaremos la primer condicién. Las otras 2, dada su complejidad al
momento de trabajar los sistemas de ecuaciones que las define, se dejan abiertas para

un préximo trabajo. Se puede consultar [8] para obtener una panordmica mas amplia de

ésto.

Condicion 1.

Para determinar los pardametros ks y By donde suceden eigenvalores 0, hay que resolver

el siguiente sistema de ecuaciones

Det(J)=Tr(J)=0
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ademads de las ecuaciones 2.15. Explicitamente, hay que resolver el sistema (2.22):

(%) [(1 + KaT:) <@2 + %) - 2aﬁ] =0 (2.22a)

208 — (ﬁQ + ko + Tz) =0 (2.22b)

r

2

(1 +7"_<527'r) (1—a)—a(l+pB—a)P = 0 (2.22¢)
B 1 + ﬁo — o

8= Tomn - 0 (2.22d)

Cabe decir que la ecuacion (2.22d) se deriva de despejar 5 de ﬁ = 0 y sustituirla en & = 0.

De esta forma, la solucién de (2.22) esta determinada por

0.1

FIGURA 2.14: En negro se observa la recta Sy = 0.125 y en azul se observa la curva
Ko = é 1+208p — 883 £ /(1 — 860)3 . En rojo se observa la curva A. Estas curvas

estan graficadas en el plano ks-0g.

By = x(1—2x) (2.23)

Ky = 4x?(1—z)* (2.24)

conz=1—ay0<x<0.5. En la figura 2.14 se puede observar esta curva, denotada

por A.

2.4. Excitabilidad

Para finalizar, vamos a destinarlo en mostrar que el modelo de Gray-Scott muestra ex-

citabilidad, para los parametros 7. = 315, ko = % vy By = % Se dice que un sistema es
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excitable cuando existe un valor umbral f,,, para el cual se cumple que el tiempo que
tardan en llegar las soluciones al equilibrio por debajo de ese umbral es mucho menor que

cuando las soluciones estan por encima de ese umbral.

Para estos valores en el espacio de pardametros, el sistema presenta 3 equilibrios:

» [ = (0.29660075538769, 0.086767989009102), el cual tiene comportamiento inesta-
ble.

» S = (0.89977755808206, 0.018804406964091), el cual tiene comportamiento de pun-

to silla.

» F = (0.93695506371563,0.014615398177042), el cual tiene comportamiento estable.

Ahora, andlisemos que sucede cuando perturbamos ligeramente el equilibrio estable F
para valores mayores de . Como se observa en la figura 2.15, la respuesta del sistema
a la perturbacion en S; = 0.016 es nula, por tanto, el sistema tiende rapidamente al
equilibrio. Esto mismo sucede cuando el sistema se perturba a Sy = 0.017, aunque tarda

ligeramente mas tiempo en llegar al equilibrio.

El analisis interesante sucede cuando se vuelve a perturbar el equilibrio para 3 = 0.018.
En este caso, la respuesta del sistema es mas drastica. En la figura 2.15 se observa que
la solucion comienza a diverger, pero no es asi. En la figura 2.16 se puede observar la
respuesta del sistema a esta perturbacién. Esta respuesta comienza como una recta, en
direccién noroeste, es decir, decayendo « y creciendo . Luego, al alcanzar su maximo en
[, comienza a decaer lentamente, obtiendo el minimo de «a. Después de esto, la trayectoria
comienza a volver a crecer en « y decrecer en [ paulatinamente, hasta llegar de nuevo al

equilibrio F.

Por tanto, podemos decir que el umbral §,,, € (0.017,0.018). En la figura 2.17 se observa
el cambio de o y 8 en base a las perturbaciones 5, = 0.017 y 3 = 0.018.
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0.025F

0.021

= 0.015+

0.005F b

FIiGURA 2.15: Respuesta de sistema a las perturbaciones 5; = 0.016, S = 0.017 y
B3 = 0.018. En azul se observa la curva nula de o y en rojo se observa la curva nula de

3.

0.6 1

0.4+ 1

0.3r 1

0.2r 1

0.1r 1

o 02 0.4 0.6 0.8 1

[v3

F1GURA 2.16: Respuesta al sistema de Gray-Scott con flujo de entrada para la pertur-
bacién p3 = 0.018.

2.5. Conclusion

Recapitulando, el resultado principal de la primera parte de este capitulo fue lograr el
analisis de la estabilidad de los puntof fijos. Asi mismo, se logro determinar con exacti-
tud cuando EQ3 es estable e inestable y por tanto, la pauta para poder obtener 6rbitas

homoclinicas en EQ)s.

Un punto importante a notar, es la existencia de regimenes en el espacio de pardmetros

donde suceden oscilaciones periddicas. Estas oscilaciones tienen una gran importancia ya
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FiGurA 2.17: Respuesta del sistema de Gray-Scott a distintas perturbaciones. Con
lineas punteadas, se representa la perturbacion S = 0.017 y con lineas sélidas, se
representa la perturbacién 3 = 0.018.

que, evitan que las concentraciones de A y de B tiendan a un equilibrio quimico; asi mis-

mo, no permiten ni que la concentracién de A ni de B desaparezcan.

En tanto, el resultado principal de la segunda parte de este capitulo, fue determinar
las regiones de parametros donde suceden isolas y honos. Esto es motivado pues, en la

region donde suceden los hongos, sucede el fenémeno de excitabilidad.



Capitulo 3

Autocatalisis en medio heterogéneo:

Soluciones invariantes en el tiempo.

3.1. Introduccion

El anélisis realizado en los capitulos anteriores, ha tenido como principal objetivo determi-
nar y estudiar los comportamientos que se obtienen en el modelo de Gray-Scott cuando la
reaccion quimica es homogénea. Ahora bien, la hipdtesis de trabajar en un reactor CSTR,
nos indica que el sistema esta ”"bien agitado”, es decir, implica que todo punto dentro
del reactor tiene la misma composicién quimica, es decir, la reacciéon autocatalitica es
homogénea. De aqui surge una interrogante, ; cuél sera la diferencia de estudiar el modelo

de Gray-Scott "sin agitarse”, es decir, al retirar la hipétesis de homogeneidad del sistema?

La respuesta a esta interrogante es sencilla: Si la mezcla no se agita, al vertir los quimicos

Ay B en el reactor, suceden 2 procesos:

= El primer proceso es la interaccion quimica entre las especies A y B, que ya se tenia

con el modelo anterior.

= El segundo proceso es la difusion de la mezcla resultante de A y B en el reactor.

49
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A esta nueva interaccion que entre las especies quimicas, se denomina proceso de reac-

cién-difusién, el cual sucede en reactores CFUR (Continuous Fed Unstirred Reactor).

Por lo tanto, el objetivo de este capitulo es entender el modelo de Gray-Scott sin flu-
jo de entrada del catalizador B, estudiado en el capitulo 2, bajo estas nuevas hipdtesis.
Recordando, la reaccién a estudiar en este capitulo interactuan 2 quimicos, A y B, cuyos

coeficientes de difusion son D4 y Dpg respectivamente. Asi mismo, el quimico A ingresa

1

al reactor con una tasa ;-, reacciona con una tasa ki con el catalizador By el catalizador
T

decae con una tasa ks. Bajo estos parametros, se explicarda que cuando la relacién

D
t.Dy= -2 (3.1)
ks

se satisface, entonces el modelo presenta soluciones estacionarias, en forma de frentes y
pulsos, que son orbitas homoclinicas y heteroclinicas en un sistema donde se conside-
ran soluciones invariantes en el tiempo. Asi mismo, se estudiara la estabilidad de estas

soluciones y sus principales propiedades.

3.2. Modelo matematico

El modelo de Gray-Scott sin flujo de entrada de B, bajo reaccién-difusion, es el siguiente:

da D*a  ag—a )

E = DA@ + T — k:lab (32&)
0b 0?b

D pp2? 2 _ b, 2
ot Bam2 + leLb ka (3 b)

donde a(x,t) y b(x,t) representan las concentraciones de A y B, respectivamente, en el
tiempo t y la posicién x. Asi mismo, D y Dpg representan los coeficientes de difusién de
Ay B, respectivamente. Ademas, los pardametros ki, ko, ti y ag estan definidas como en

el capitulo anterior.
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Ya que el modelo a trabajar consta de 6 parametros y 4 variables, procederemos a rea-

lizar el cambio de variable, presentado a continuacién, con el fin de adimensionalizar el

sistema.
2
a kia
2 1%
a=—, f=—, T=kaj y=1/——=c
agp agp D4
junto con:
k D
2 2 B
Ty = klaOtT, Ro = PRCE d=—

lo que nos lleva a expresar el sistema (3.2) de la siguiente forma

L-o af? (3.3a)

ar = Qyy+
T

ﬁ’r = dﬁyy + O[ﬂ2 - /{26 (33b)

donde el subindice T representa la derivada parcial respecto al tiempo adimensional, y el
subindice yy representa la segunda derivada parcial respecto a la posicion adimensiona-

lizada.

Ahora bien, como estamos buscando estudiar las soluciones estacionarias invariantes del
tiempo, realizaremos un segundo cambio de variable. Esto con el fin de plantear un siste-

ma, invariante en el tiempo. Asi, el cambio de variable serd el siguiente:

- - 1 -
u(‘T) = Oé(y7 7-)7 U(I> = H_Qﬁ(y77)7 T = kol (34)
junto con:
1
A= —>, 7 =dk
T K5

donde ) representa la comparacion entre la velocidad de entrada al reactor del quimico A
y de reaccion entre A y B, con respecto a la velocidad de decaimiento de B. En tanto,
representa el cociente de las velocidades con la cual cada quimico se difunde y reacciona.
De este modo, quitando las tildes, el modelo a estudiar en este capitulo, invariante en el

tiempo y adimensionalizado de (3.2) es el siguiente

u' = wv® — A1 —u) (3.5a)

W' = v—u? (3.5b)
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donde u” y v" representan las derivadas de segundo orden de u y v (definidas en (3.4))

respecto a .

3.3. Analisis de Puntos Fijos

Para poder determinar los puntos fijos del sistema (3.5), determinemos los puntos nulos
de cada ecuacién. Sea K = {(u,v) : v/ =0} y L = {(u,v) : v" = 0}. Por tanto, busque-
mos los puntos (u,v) tales que KNL # ().

Es facil observar que K N L # () pues (u,v) = (1,0) estd en K N L. Ahora bien, si

A > 4, entonces hay mas elementos en K N L. La figura 3.1 ejemplifica este hecho.

La expresién de los elementos de KN L es la siguiente:

= b) »=4 c)r>4(r=8
- (a) » <4 (2=2) - (b) 10 (c) (2=8)
L
> 5 > 5 > 5
K K
% L
K
0 0
00 0.5 1 0 05 1 0 05 1
u u u

FiGurAa 3.1: (a) Gréfica de K y L con A = 2 (b) Grafica de K y L con A = 4 (c)
Grafica de Ky L con A =8

= P =(1,0).

A2 A—=VA2—4
= P ( 2 2

[ A=V2—A AEVAZ—4
= Py = ( DN 2

3.4. Soluciones estacionarias del sistema (3.5)

Una vez determinados los puntos fijos del sistema, procedamos a buscar las érbitas es-
tacionarias que posee el sistema. Para ello, mencionemos las caracteristicas que estamos

buscando en nuestras érbitas.
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Orbitas Homoclinicas Orbitas Heteroclinicas
u(—z) = u(z) u(—z) = —u(x)

v(=z) = v(z) (=) = —0(z)
donde u(z) = u(z) — u(0) y o(x) = v(x) — v(0). Asi mismo, por las condiciones anterior

en las 6rbitas homoclinicas, tenemos que «'(0) =0 y v/(0) = 0.

3.4.1. Calculo analitico de las 6rbitas homoclinicas y heteroclini-

cas

Para determinar explicitamente éstas érbitas, definamos la funcién auxilar

p(z) = u(z) =1+ yv(z) (3.6)

Cuando se buscan las érbitas homoclinicas, tenemos que la funcién (3.6) cumple el si-

guiente PVI

p'=Xp = (1-M)v (3.7)
p(0) = u(0) —1+4~v(0)
pO) =0

Es evidente que, si consideramos que
Ay =1, (3.8)

el PVI reduce su dificultad. En términos quimicos, el parametro 1 — Ay representa la
relacién que hay entre la difusion de cada uno de los quimicos del sistema, con respecto

a su flujo de entrada o salida. Esto es,

Dy Dp

l—dy=2r ko (3.9)

Dy
kr
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La fraccién % nos determina que tan rapido de difunde A por el reactor en funcion a
T

la velocidad con la cual es introducido al sistema (para facilitarlos términos, usaremos

k. = ti) y la fraccion Dk—f nos determina que tan rapido se difunde B por el reactor en
T

funcién a la velocidad con la cual éste decae. Asi, se tiene la relacién (3.8), significa que

se los quimicos A y B reaccionan de manera similar en difusion.

Regresando al PVI (3.7), si se cumple la relacién (3.8), tenemos el siguiente PVI:

p'=Ap =0 (3.10)
p(0) = u(0) —1+~v(0)
p'(0) = 0

el cual, tiene por solucion p(z) = Ce¥ " +Ce V2 con 2C = p(0). Asi, p(z) = p(0) cosh <\/X$>

De aqui se tiene que la siguiente observaciéon

Observaciéon 3.1. Notese que si p(0) # 0 entonces

lim p(x) = oo.

T—F00

Pero esto no puede suceder, ya que los puntos Py, Py y Py (que son los valores a donde
se anclardn las orbitas homoclinicas y heteroclinicas) tienen entradas finitas para cada

pareja (N, ) que cumple (3.8). Asi, p(0) =0 y en tanto, p(z) = 0 Vz € R.
De la observacién 3.1 se tiene que
u(z) =1—~v(x) Yz >0. (3.11)

Esta expresion de u(z) en términos de v(z), nos brinda la oportunidad de escribir (3.5b)

como una ecuacién diferencial de segundo orden de v(x):

" =v(1—v+y?). (3.12)
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Esta ecuacién diferencial tiene integral primera. Por tanto, al multiplicar ambos lados

por v’ e integrar, obtenemos lo siguiente:

(') = F(v) = p (3.13)

donde p es constante y F(v) = é (1 — 2v + Zv?). Llamemos

e(v,v") = p (3.14)

tiene soluciones, en funcién de v y de p. Busquemos obtener los valores de p para los

cuales, la solucién obtenida en (3.14) sean 6rbitas homoclinicas y heteroclinicas. Para

ello, notemos que F'(v) tiene ceros en v =0y vy = % (1 +4/1— %7)- Asi, que esto nos

implica que tenemos 3 casos por estudiar:

n <y <

Nell )

N

2
3.4.1.1. Caso0<~y <3

Comenzemos analizando los puntos criticos de G, (v) := F(v) + p. Estos puntos criticos

SO
m C = 0
_1—y/1-4y
"=
1 1—4
u 63 = —+ i

2y
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2
9

global. Ahora bien, llamemos M; = Gq (¢1), My = Go (¢c2) y M3 = G (c3). Es fécil notar

Ya que v < %, se tiene que ¢; es minimo relativo, ¢y es maximo relativo y c3 es minimo

que My =0, My > 0y M; < 0. Entonces, el nimero de ceros de G, (v) depende del valor

de pu. El siguiente lema nos especifica esto.

Lema 3.2. El numero de ceros de G, (v) es

0 si > —Ms

s 1 sip=—M,

2sip€ (0,—Ms) 6 u<—Ms

Fsipu=00pu=—M,

4 sip € (—My,0).

Cuando gréficamos las curvas de nivel de (3.14) en el plano v — v/, se puede observar lo

siguiente:

» Para p = 0, la curva de nivel refleja una 6rbita cerrada que pasa por (0,0).

» Para p € (—M>,0), la curva de nivel presenta érbitas periédicas cuyo centro apa-

rente es (cz,0).

La figura 3.2(a) muestra la gréifica de G (U)u cuando p = 0. Aqui, se observa que v = 0 es
rafz doble de G (v),, con p = 0. En tanto, la figura ?7(b) muestra la grdfica de la funcién
G (v)# con p € (—Ms,0). En ella, se observa que v = 0 es un minimo relativo. Las figuras
3.2(c) y 3.2(d) muestran las graficas de las curva de nivel de € (v,v") = p para el caso

=0y para el caso u € (—Ms,0), respectivamente.

Ahora bien, cuando graficamos todas las curvas de nivel de € (v, v") = u (ver figura 3.3(a)),
se observa que alrededor de F' = (cq,0) hay 6rbitas cerradas y que éstas estéan dentro de la
curva de nivel que contiene al (0,0). Ademés, en la figura 3.3(b) se observa que el punto
(€2,0,€ (¢2,0)) es un minimo relativo de ¢ (v,v") = p. Aplicando el teorema 6.5.1 de [10]

se concluye que éste punto tiene érbitas cerradas alrededor de él.
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(a)
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FIGURA 3.2: (a) Grafica de G, (v) con p = 0. (b) Gréfica de G, (v) con pu € (—M>,0)
(c) Grafica de la curva de nivel de (a) en el plano v —v'. (d) Gréfica de la curva de nivel
en el plano v — v'.
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F1GURA 3.3: (a) Curvas de nivel de e(v,v’) = p. (b) Gréfica de £(v,v) = p.

Estos sucesos se pueden probar realizando el siguietne cambio de variable: w = v/, y

convirtiendo (3.12) en el siguiente sistema diferencial (3.15).

w

v(1 — v+ yv?)

(3.15a)
(3.15b)
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Este sistema tiene por puntos fijos a P, = (¢1,0), P, = (¢2,0) y P3 = (¢3,0). Ademas, la

linealizacion alrededor de P, indica que es un centro. Luego, es evidente que

(v4,0) € {(v,0") : e(v,v") = 0}.

Por tanto, si consideramos a (3.15) como un PVI con condiciones iniciales (v (0),w (0)) =
(v_,0), entonces la solucién a éste PVI serd la érbita homoclinica anclada al origen, ya

que cualquier pareja (v, w) de ésta solucién cumple que {(v,w) : e(v,w) = 0}.

Por 1ltimo, dada la condicién (3.11), la 6rbita homoclinica se suscita en el sistema (3.5).

Para concluir, éstos hallazgos se resumen en la siguiente proposicion:

Proposicién 3.3. Sea v € (O, %) y My = 1. Sean u(x) y v(x) soluciones al PVI (3.5a),

(3.5b) sugeto a las condiciones iniciales siguientes:

s
W) = 0
V() = 0

Entonces, la expresion algebraica de u(x) y v(x) es la siguiente:

3
u(lx) = 1-— 7
14 @ cosh <W)
3
v(z) =
1+ @ cosh (ﬁ)
con QQ = /1 — 977. Ademdas, u(x) y v(x) tienen las siguientes propiedades:

1. u(—x) =u(zx), v(—z) =v(z), u(r) =1 —yv(zr) para x € R
2. u'(x) >0 yv'(x) <0 para toda x > 0

3. limy, 4o (u(x), /' (z),v(z),v'(z)) = (1,0,0,0)
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2 1
3.4.1.2. Caso 5 <7<y

Este caso tiene muchas similitudes al caso anterior. Se puede llegar a decir que es un re-
flejo del caso anterior. Es ficil notar que, para G, (v), ¢; es minimo global, ¢; es maximo
relativo y ¢3 es minimo relativo. Por tanto, la intuiciéon indica que la érbita homoclinica

estara con cz. [Como se asegura esto? Veamos adelante.

Escogamos p de forma que G, (v) tenga exactamente 3 ceros. Es evidente que c3 sera el

més grande de ellos. Y dado que £(vy,0) = s5v2 (vy — 3), definamos el conjunto
/ / vy
L= {<U7U) : €(U7U ) = _(U-l- - 3>}

Dado que P, es un centro en el sistema (3.15), alrededor de él existen érbitas periddicas.
Cabe decir que, de igual forma que en el caso 0 < v < %, usando el teorema 6.5.1 de [10]
se confirma este hecho, ya que (cz,0, € (c2,0)) es un punto minimo. La figura 3.4 muestra

este hecho graficamente.
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F1GURA 3.4: (a) Curvas de nivel de e(v,v’) = p. (b) Gréfica de e(v,v') = p.

Como en algin momento las orbitas cerradas alrededor de P, desapareceran, entonces

se suscitard una orbita homoclinica. Ahora bien, como }l > v > % entonces vy < 3y

Nell )

por tanto, £(vy,0) < 0. De esta manera, L es una curva cerrada dentro de la banda
S ={(v,v') : 0 < v < vy}, simétrica respecto al eje v. Esta curva L engloba todas las

orbitas periddicas que oscilan alrededor de P, en el plano v — v'.
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El hecho de que L es simétrica, respecto al eje v, exhibe que esta curva es una o6rbi-

ta homoclinica, alrededor de P3 = (c3,0). Y en resumen, tenemos el siguiente teorema

Proposicién 3.4. Sea v € (%, %) y Ay = 1. Sean u(z) y v(z) soluciones al PVI (3.5a),

(3.5b) sugeto a las condiciones iniciales siguientes:

148w+ 3w+ (1 —w)v1—3w

u0) = 2(1+8w+vI-38w)
0) = 2¢/1—=3w (1+v1-3w)

! B (1-w)[143w++v1-3w]’

u'(0) = 0,

V'(0) = 0,

donde w = /T — 4~. Entonces, la expresion algebraica de u(x) y v(x) es la siguiente:

1—w+ pY
2 1 + g cosh (rx)
14w P

2 1 + g cosh (rx)

<
—~
8
SN—
Il

con p = %, q = Vli;i“’ yr =~ w(\;;—w). Ademas, u(x) y v(x) tienen las siguientes

2

propiedades:

1. u(—x) = u(x), v(—z) = v(x), u(x) =1 —yv(z) para x € R
2. u(x) >0 yv'(z) <0 para toda x > 0

3. lim, 4o (u(x), /' (z),v(z),v'(z)) = (u,0,v,0)

donde

|
Il
N | —

(1— 1—47> y v:%<1 1—47) (3.16)
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3.4.1.3. Casoy=:

Para este caso, el andlisis de las curvas de nivel de (3.13) nos muestra que, se exhibe una
érbita heteroclinica, entre (0,0) y (3,0). Esto se debe a que, Go(v) tiene 2 ceros: Cy = 0

y Cy = 3. Ademas, el nimero de ceros de G, (v) esta determinado por el siguiente lema

Lema 3.5. El numero de ceros de G, (v) es

0sip>0

2sipu=0o0pu>M

3 st = My

4 st IS (07 M2>

(b)

FIGURA 3.5: (a) Grafica de Go(v) y Gp(v) con p € (0, My) (b) Gréfica de las curva de
nivel de (a) en el plano v —v'.

Las curvas de nivel para algunos casos se exhiben en la figura 3.5. Sea L; = {(v,?') :
e(v,v") =¢(0,0)} y Ly = {(v,0') : e(v,0") = (3,0)}. Como £(0,0) =0y ¢(3,0) =0, se
concluye que L; = L. Por tanto, como (0,0) y (3,0) son puntos sillas en el sistema (3.15),
tenemos que la variedad estable de (0,0) se conecta con la variedad inestable de (3,0) y
viceversa. Estas conexiones se dan en los puntos (%, :i:%ﬁ). De esta forma, obtenemos
una érbita heteroclinica. En la figura 3.5 (a), la curva en azul muestra Go(v) y en 3.5 (b),

la curva azul representa L.
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En resumen, se tiene la siguiente proposicion

Proposicién 3.6. Seay = 2 y Ay = 1. Sean u(z) y v(x) soluciones al PVI (3.5a), (3.5b)

sujeto a las condiciones iniciales siguientes:

uo) = .
ooy = 3,
Nop——
s = 22

8

Entonces, la expresion algebraica de u(x) y v(x) es la siguiente:

o) = Lo (22)]
o) = 3 [tran ()]

Ademds, u(x) y v(z) tienen las siguientes propiedades:

v lim, oo (u(x),v(z)) = (1,0)

I
—~
Wl

w
~—

w i, oo (u(x), v(z))

Observaciéon 3.7. Es importante notar que, aunque las funciones u(x) y v(x) obtenidas
en la proposicion 3.6 no cumplen que u'(0) = 0 y v'(0) = 0. Sin embargo, cumplen la
relacién p/(0) = u'(0) + 2v'(0) = 0. Por tanto, la drbita heteroclinica hallada cumple con

el PVI (3.10).

3.5. Propiedades de las orbitas

Las familias de érbitas homoclinicas, halladas como solucién a los Teoremas 3.3 y 3.4,
tienen ciertas propiedades muy interesantes, cuando consideramos comportamientos al

limite en 4 escenarios: cuando v tiende a 0, cuando v tiende crecientemente a %, cuando
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~ tiende decrecientemente a % y cuando 7 tiende crecientemente a 411' En el primer caso,
tenemos que la érbita homoclinica se encoge a una singularidad, en el segundo y tercer
limite, las érbitas homoclinicas se expanden a un frente, mientras que en el tltimo de
ellos, la d6rbita homoclinica tiende a un valor constante. A continuacion, enunciaremos y

demostraremos los comportamientos limite.

Proposicién 3.8. Sea {(u(x,7),v(x,7)) : 0 < v < 2,My = 1} la familia de drbitas

homoclinicas obtenidas en la proposicion 3.3. Entonces

1. lmy o u(ty/,7) = 1 y limy o+ v(t/7,7) = H%Sh(t) de forma uniformemente con

respecto a t € R.

2. limy o+ u(z,y) =1 y limy o+ v(z,y) = 0 para cualquier v € R\ {0}

Demostracion. Para probar 1) y 2), haremos uso de la relacién (3.11), ya que al probar
la convergencia para v(z, ), se tendrd por continuidad la convergencia de u(z, ). Por la
relacion (3.11) dice que

u=1-—~yv.

Sea W (t) := #Sh(t), t € R. Es claro que W (t) satisface el siguiente P.V.I.,

W = W(1-W)
W) =

S Nl w

w(0) =
Por otro lado, reescalemos la variable x mediante la variable ¢ definida por
t=——.

Dado este cambio de variable, tenemos que

3
v(z,y) =
)

1+ @ cosh <\%

3
14 Qcosh (t)
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Entonces, definimos

o 3
ot ) = 1+ Qcosh (t)

Es facil notar que 9(¢,v) cumple el siguiente P.V.I.,

7 = (1 -0+ 0%)
0(0,7) = v(0,7)
7(0,7) = 0

Ahora, pasaremos a probar que 9(t,y) — W(t) cuando v — 0 de forma uniforme en

espacios compactos.

= Probar que o(t,y) — W (t) cuando v — 0.

Sea to > 0 fijo. Asi,

~ 3 3
10(to,y) — W(ty)| = ‘ 1+ Q cosh(to) 1+ cosh(ty)
3 cosh(ty) 1-@Q

1 + cosh(tg) |1 + @ cosh(tg)

Definamos la funcién auxiliar A(+y) como

_1-Q()
1+ Q(v) cosh(ty)

A7)

Cuando v — 0, tenemos que Q(y) — 1. Asi, 1—-Q(y) — 0y 1+Q(7) cosh(t) —
1 + cosh(t). Por tanto,

, L 1-Q»)
M A = A T3 00) coshi(t)

1- 11,rﬂ'y—>0 Q(’V)
1 + cosh(tp) im0 Q(7)
1-1
1 + cosh(t)
= 0.
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Por tanto, tenemos que A(y) — 0 cuando v — 0. Asi,

L . 3cosh(ty)
1 t - Wit = lim———|A
i [0, 7) = Wito)l = Mimy 3720y 1A
3 cosh(ty)
B i VL A
1 + cosh(to) LIL%’ (7)|]
h(t
_3cos (to) 0]

1 + cosh(ty)
= 0.

Asi, o(t,v) — W(t) cuando v — 0, con t fijo.

= Probar que la convergencia es uniforme, es decir, no depende de la eleccién de t.

Sea {7,}52, C (0, 2) una sucesién tal que v, — 0. Definimos

fn<t) = ﬁ(t%t)
ft) = Wit

Luego, ya que f, es continua y f tambien es continua, tenemos que dado € > 0,

Fal®) = FO < 1Fal®) = Falto)] + | fulto) — F(to)| + | £(to) — f(2)]
37373

€

IN

Asi, concluimos la convergencia es uniforme.

Ahora, para probar 2), tomemos x > 0. El caso z < 0 serd anédlogo. Como o(t,vy) —

W (t), entonces, dado € > 0 existe 7 > 0 tal que si v € (0,7), se cumple que
€
0(t,y) — W (t)] < 5 vVt e R.
Por otro lado, como W (t) — 0 cuando ¢t — oo, entonces existe T > 0 tal que

W@<§W2T
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Asi, sea 5 > 0 tal que t > T si v € (0,72). Entonces, si v € (0,m) con m = min(y1,72),

se tiene que

T T
v(z,y) < f)(—,’y)—W(—)‘—i—W(—)
= N\ ANTA
€ €
< 4=
- 2+2
< e
Por tanto, v(z,y) — 0 cuando v — 0 y = € R\ {0}. O

Proposicién 3.9. Sea {(u(z,7),v(x,7)) : 0 < v < 2, Xy = 1} la familia de drbitas

homoclinicas obtenidas en la proposicion 3.3, y sea x(v,7) la funcion inversa de v(x,7)

sobre R™, tal que x(%, v) = 0. Entonces para cada v € (0,3), se tiene que

h’m_:p(v,'y)zﬁlog< v > (3.17)

y—2 3 3—w

Demostracion. Recordemos que

|2

1 2
(U/>2 = 51)2 (1 — §U + %U2> . (318)

Asi, como el lado derecho de (3.18) es positivo Vo € R™, podemos despejar v' de (3.18),

obteniendo la siguiente expresion:

1 2
V= g1 Syt Ly

Nai 3 2

Despejando e integrando a ambos lados, con g =0y vy = %, tenemos que

v ds
o07) = V7 |
5 s\/1—§3+%52
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v ds
se) = V7 [

3 osy/1—2s+1s?
2\/1—2s+1s2+2 o

S 3

= —/vlog

N

(327 4+ 2)v

6 —2v+64/1— 2v+ 102

= log

Sea
v

3—wv

#(v) = log ’

Basta probar que

lim z(v,v) = &(v).
—3

Por la continuidad de log(v), tenemos que

V2 2
Im z(v,7) = lm log Bv2y +2)v

5 1% 6—21}—1—6@/1—%@4—%@2
2
= lim log|(3/27 +2)v 6—20+6(/1— v+ %UQ

Y%

= log|4v| — log [4(3 — v)|

— log

v
3—v

= log‘

= Z(v)
Por tanto, se cumple la convergencia. O

La tercer proposicion, mostrada a continuacién, se enfoca en estudiar el comportamiento
limite, de las curvas que son presentadas como soluciones en la proposiciéon 3.4. Las de-
mostraciones son analogas a las presentadas anteriormente, por tanto, solo enunciaremos

la proposicién.

Proposicién 3.10. Sea {(u(z,7),v(z,v)) : % <y <

1

Ay = 1} la familia de orbitas

homoclinicas obtenidas en la proposicion 3.4. Entonces,
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1. Si x(v,7) es la funcion inversa de v(x,v) sobre RY, escogida tal que x (—,7) =0,

se tiene que para cada v € (0,3),

lim z(v,7) — \/—ilog( ! ) (3.19)

y—27F 3 3—v

2. lm - u(z,y) =3y lm - v(x,v) = 2. Ademds, la convergencia es uniforme.
4 4

3.6. Conclusion

En este capitulo se presenté un estudio acerca de las soluciones estacionarias que presenta
el sistema (3.2), cuando se cumple la relacién (3.1). Se encontrd la existencia de 3 érbitas
estacionarias: 2 son homoclinas y una es heteroclina (ver figura 3.6). Cabe mencionar que

estas soluciones estacionarias son ondas viajeras de velocidad ¢ = 0.

Segun el trabajo de Hale en [4], las drbitas homoclinas son inestables y la érbita he-
teroclina es asintéticamente estable. Este resultado, el cual por su contenido se sale de

los alcances de este trabajo, termina por enriquecer la teoria aqui mostrada.

4 4

) (@) (b) ©)

3 3
=
4 2 / ' 2
X
] 1ﬂ | ]
e
0 0 0
40 5 0 5 10 10 5 0 5 10 40 5 0 5 10
X X X

FIGURA 3.6: En rojo se exhibe la curva u (z,7) y 4n azul se exhibe la curva v (z,7).
(a) Solucién estacionaria homoclinica u(z,v) y v(z,7) cuando v = 0.15. (b) Solucién
estacionaria heteroclinica u(z,7) y v(z,7) cuando v = 2. (c) Solucién estacionaria

homoclinica u(z,~y) y v(z,~) cuando v = 0.23.



Capitulo 4

Frentes de propagacion en

autocatalisis con decaimiento

4.1. Introducciéon

En el capitulo 2, se observé que el modelo de Gray-Scott con flujo de entrada (2.13)
presenta el fenémeno de excitabilidad para los valores 7,, = 315, ko = ﬁ vy By = % Una
pregunta que resulta natural hacerse es, jcual sera el resultado, al introducir difusiéon en

el modelo autocatalitico con flujo de entrada, estudiado en el capitulo 27

De ésta interrogante, surge el objetivo de este capitulo, el cual se enfoca en estudiar
el modelo de Gray-Scott con flujo de entrada del catalizador B, bajo la hipétesis de hete-
rogeneidad. Este estudio se realizard mediante simulaciones numéricas bajo el esquema de
diferencias finitas. Por conveniencia, usaremos el modelo adimensionalizado (2.14). Asi,

el modelo a utilizar sera el siguiente:

11—«

a. = 6Via+ —af?, (4.1a)

Ty

5 = v+ 2 ap—wp, (1.10)

T

69
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donde a(y, ) v B(y, T) representan las concentraciones de A y B, respectivamente, en el

tiempo 7 y la posicién y. Asi mismo, § = g—g representa la razén entre los coeficientes de
difusion Dy vy Dg. Ademas, los parametros ko, 7. v Bo estan definidas como en el capitulo

2.

Los casos donde pondremos énfasis para estudiar, serdan cuando 06 = 7y § = 17, es
decir, casos donde Dy >> Dp. Estas soluciones ya han sido estudiados en [6]. Asi, tan

solo daremos una breve explicacion acerca de por que suceden.

Las simulaciones numéricas se realizaran utilizando el esquema de diferencias finitas
explicitas. Se considerara el espacio [0,1000] x [0,10000] y los tamanos de paso seran
dy = 3.3 y dr = 0.01. Ademds, tomaremos condiciones de frontera de Neumann de
cero-flujo:

Oa o8

donde n es el vector normal a 9[0,1000]; y en cada caso de estudio, plantearemos la

condicién inicial a usar.

4.2. Caso de estudio 1

El primer caso de estudio consiste en observar el comportamiento de las soluciones del
sistema (4.1) bajo el esquema de diferencias finitas ya mencionado, considerando § = 7'y

la siguiente condicién inicial:

a(y,0) =ag V y € [0,1000]

0.1 st y <100
/BO(ya O) =
by si y> 100

donde ay = 0.936955 y by = 0.014615. Estos valores de aq y by son los valores aproximados
del punto fijo E, analizado en la seccién 2.4, con el cual se mostré que la parte reactiva

de (4.1) presenta el fenémeno de excitabilidad.
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FIGURA 4.1: En azul, se muestra el perfil de a(y, 7). En rojo, se muestra el perfil de
B(y, 7). Ambos perfiles han sido tomados al tiempo 7 = 7.

4.2.1. Resultado de la simulacién

Se observa que la condicion inicial ag y 5y evoluciona a los pulsos mostrados en la figura
4.1. Estos pulsos tienen un gradiente alto en la parte frontal de la onda y en la parte
trasera de ésta, tienen un gradiente bajo. Esto (los valores de los gradientes) se debe a la
difusién que tiene el sistema (4.1) y, ademds, da la pauta para que las ondas se desplacen

en la direccién donde se encuentra el gradiente mayor.

Otra propiedad que tienen los pulsos mostrados en la figura 4.1, es que ellos rebotan
con los bordes y = 0 y y = 1000, alternando en cada rebote la ubicacion del gradiente

alto y del gradiente bajo en el pulso.

4.2.1.1. Descripcion de los pulsos encontrados

El pulso a(y,7), mostrado en la figura 4.1 para un valor especifico de 7 = 7, que en
el tiempo se desplaza de izquierda a derecha sobre el eje y preservando su forma, tiene
la siguiente descripcién: La variable a comienza en su parte derecha en un valor que
asintéticamente se acerca a ag. Al movernos sobre la curva a(y, 7*) en la direccién y a la
izquierda, notamos que el valor de alpha comienza a disminuir hasta alcanzar un mnimo
am,, el cual coincide con el valor minimo que alcanza la variable oo durante el fenémeno de
excitabilidad mostrada en la figura 2.16 en la seccién 2.4. Finalmente, al movernos atin

mas en la direccion hacia la izquierda, el valor de alpha aumenta para regresar al nivel
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de qg.

El pulso f(y, 7), mostrado en la figura 4.1 para un valor especifico de 7 = 7*, también se
desplaza de izquierda a derecha sobre el eje y preservando su forma. Su descripcién es la
sguiente: La variable J comienza en su parte derecha en un valor asintéticamente cercano
a by. Al moverse sobre la curva 5(y, 7*) en la direccién y a la izquierda, se observa que el
valor de (8 comienza a crecer hasta alcanzar un méaximo by, el cual coincide con el valor
maximo que alcanza la variable 8 durante el fenémeno de excitabilidad. Finalmente, al

movernos ain mas hacia la izquierda, el valor de § disminuye para regresar al valor by.

4.2.2. Explicacién del resultado

4.2.2.1. Desplazamiento de los pulsos en la direccion del gradiente mayor

Como se mencionod en la seccién anterior, la onda se propaga de izquierda a derecha a
velocidad constante, mientras se encuentra alejada de la frontera. El perfil de los pulsos,
se encuentra intimamente ligado al proceso de reacciéon dado por la ecuacion (2.14), como

se describe en la figura 4.2. Para ello, tomemos los perfiles de a (y, 7),8 (y,7) en 7 = 5.

En la Figura 4.2(a), se muestran diferentes posiciones (indicadas con las letras, A, B, C,
D y E). Para comprender como es la propagacién del pulso, es necesario saber que cada
una de las posiciones indicadas, son unicas en el sentido de que corresponden a diferentes
tiempos que ocurre la reaccién mostrada en la figura 4.2(b). Por ejemplo, en E, se puede
observar que ambos valores de a y 3 son casi ag v by, respectivamente’, que corresponde
al caso en que a y f estdn en el punto de equilibrio (Punto E en la figura 4.2(b)). En
D se puede observar que [ esta cerca de by, en tanto a ha comenzado a disminuir, con
respecto a ag; aqui decimos que D ya comenzo a recorrer la trayectoria de excitabilidad,

donde el Punto D de la figura 4.2(b) lo representa.

En C, se observa que la variable S no se encuentra en su valor maximo, mientras que la

'El valor de ag y by se alcanzan cuando y tiende a infinito, sin embargo, como trabajamos en un
dominio finito, solo podemos considerar que estamos muy cercanos a esos valores.
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FIGURA 4.2: (a) Pulso propagandose de izquierda a derecha en un tiempo 7* = 5. Perfil

de las variables a(y, 7*) y B(y, 7). (b) Dindmica del sistema sin difusién en el régimen

excitable. En el sistema completo (de Reaccién-Difusion) cada valor y en el espacio,
experimenta el comportamiento mostrado en las dindmicas mostradas arriba.

variable o se encuentra en su valor minimo. En este caso vemos que en dicho punto la
reaccion esté experimentando lo que sucede en el punto C de la figura 4.2(b). Por tanto,
se espera que la evolucién de la variable 5 en C respecto al tiempo sea reducirse hasta

llegar al valor de by.

De la misma forma, se puede observar que, al pasar los perfiles por A en la figura 4.2(a),
el valor de a(A, 7) comienza a aumentar hasta llegar a ag. Esto se logra ya que, en la
figura 4.2(b), el punto A estd casi al final de la trayectoria de excitabilidad. Por tanto,
como no hay una perturbacién lo suficientemente grande como para mandarlo por encima
del umbral (ya que en los alrededores de A en la figura 4.2(a), los valores de f(y, 7) son

muy pequenos), se mantiene avanzando hacia el punto fijo E.

En el caso del punto B de la figura 4.2(b), se observa que al avanzar el tiempo, este
punto va a pasar por la ubicacién de A acercandosé al equilibrio E. Por tanto, el valor
de a(B, T) comienza a aumentar lentamente hasta ag. Asi, determinamos que los pulsos

avanzan en direccion al gradiente mayor; en este caso, de izquierda a derecha. La figura
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FIGURA 4.3: En azul, se muestra el perfil de a(y, 7). En rojo, se muestra el perfil de
B(y, 7). Ambos perfiles han sido tomados al tiempo 7 = 6.
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FIGURA 4.4: Perfiles de los pulsos a(y, 7) en zul, y 8(y, 7) en rojo. (a) Perfiles en 7 = 7.
(b) Perfiles en 7 = 13. (c) Perfiles en 7 = 15. (d) Perfiles en 7 = 18.

4.3 nos muestra el avance de los pulsos, al tiempo 7 = 6.

4.2.2.2. Reflexion respecto a bordes

Para explicar el fenémeno de rebote respecto a los bordes y = 0 y y = 1000, vamos a
recurrir a la figura 4.4. La figura 4.4(a) muestra los pulsos, que se propagan de izquierda a
derecha. Estos perfiles, correspondientes a o en azul y [ en rojo, muestran una curvatura
aguda en la parte frontal de éstas y una curvatura suave en la parte posterior de éstas.
Conforme las ondas se acercan al borde y = 1000, como se aprecia en la figura 4.4(b),
la cantidad de reactante A en los alrededores de la parte frontal de la onda « no es

consumida totalmente. Una parte de ella pasa a la parte posterior del pulso (debido a la
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condicién de cero flujo (4.2)), ocasionando que el gradiente de la parte posterior aumente.

Esto también se puede notar, comparar los escenarios 4.4(b) y 4.4(c) en y = 850. Como
ya mencionamos, los pulsos se mueven en direccién de izquierda a derecha. Asi, el valor de
la concentracion de « en 850 aumenta conforme avance el tiempo. Asi, comienza a acer-
carse a ag y esto provoca que, para valores mayores a 850, también aumente el valor de

la concentracion de «, ocasionando que el gradiente en esta parte del pulso sea més grande.

A su vez, esto implica que la concentraciéon de « al frente de la parte frontal del pul-
so decrezca significativamente (sin llegar a 0), el méximo de  decrece también y la
curvatura de « en la parte frontal se torna menos pronunciada. La velocidad de propa-
gacién tiende a decaer a la par que decaen la cantidad de reactante disponible y el grado

de conversién.

Esto continua de manera que, en algiin momento, la velocidad de propagacién llega a
0. Aqui, los perfiles son casi simétricos, con respecto a su méximo valor. Precisamente
aqui, la curvatura de « al frente y en la parte posterior son muy similares. Esto mismo
sucede para el perfil de 8. Al avanzar el recorrido, los perfiles se vuelven méas pronunciados
en la parte posterior y mas suaves en la parte frontal de ellos. Esto debido a la influencia
de la cantidad de reactante A en la parte posterior de la onda, ver figura 4.4(c), lo que

posibilita que aumente el grado de conversién.

Gracias a este cambio en la dinamica de los perfiles, se puede concluir que ahora, la
onda viajara de derecha a izquierda. Es decir, la onda ha dado una reversa en su di-
reccién de propagacion. La figura 4.4(d) nos muestra la onda avanzando de derecha a
izquierda. Se puede decir también, que en la parte frontal de la onda, la curvatura es mas
pronunciada y en la parte posterior es més suave. Una vez que la onda llegue al borde
y = 0, la interaccién que sostendra, sera idéntica a la tenida con el borde y = 1000, solo

que en sentido contrario.
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FIGURA 4.5: En azul, se muestra el perfil de a(y, 7). En rojo, se muestra el perfil de
B(y, 7). Ambos perfiles han sido tomados en un tiempo 7 = 5.

4.3. Caso de estudio 2

El segundo caso de estudio consiste en observar el comportamiento de las soluciones del
sistema (4.1) bajo el esquema de diferencias finitas ya mencionado, considerando § = 7'y

la siguiente condicién inicial:
a(y,0) =ay Yy € [0,1000]

0.1 si y <100 o y > 900
B(y,0) = ,
bp st 100 <y < 900

donde ay = 0.936955 y by = 0.014615.

4.3.1. Resultado de la simulacion

La evolucion del sistema (4.1) al tiempo 7 = 5 se puede obserbar en la figura 4.5. Los
resultados obtenidos, muestran que las perturbaciones realizadas generan 2 pulsos, los
cuales viajan en direcciones opuestas. Conforme 7 crece, los frentes llegan a encontrarse
en y = 500, donde notamos que las ondas no se condensan en una sola, sino que se repelen
una a la otra, motivando que cambien de direccion. Este hallazgo nos indica que la recta

y = 500 es un eje de simetria, el cual a su vez funciona como borde de reflexion para cada
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FIGURA 4.6: En azul, se muestra el perfil de a(y, 7). En rojo, se muestra el perfil de
B(y, 7). En negro se muestra la recta y = 500. Ambos perfiles han sido tomados en un
tiempo 7 = 20.

una de las ondas viajeras, ademas de los bordes en y = 0 y y = 1000. De aqui, obtenemos

las siguientes conclusiones:

= La recta y = 500 tiene propiedades de cero-flujo, con respecto a ambas ondas

viajeras.

= Cuando las perturbaciones realizadas en la condicion inicial son iguales, entonces el

eje de reflexién serd el punto medio entre las perturbaciones.

La figura 4.6 muestra las ondas viajeras avanzando en direccién opuesta a como aparecen

en la figura 4.5, despues de haber chocado entre si y rebotar.

4.3.2. Explicacién del resultado

Conforme los pulsos se acercan a y = 500, por la difusién del reactante y su cambio dado
por la reaccion quimica, la cantidad de reactante activo que existe entre los pulsos dismi-
nuye mas rapidamente que cuando solo existe un pulso. Ademas, por el flujo de entrada

y la difusion del reactante, éste se acumula en la parte trasera de cada pulso.

Como el agotamiento que tiene el reactante en la parte frontal de los pulsos es ma-

yor que el repuesto que éste tiene por el flujo de entrada, se observa la disminucién de
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reactante en y = 500. Estd cambio en la cantidad de reactante en la parte frontal y en la
parte trasera de los pulsos, da pie a que los gradientes también cambien, logrando asi que

la parte trasera adquiera un gradiente mas grande que el de la parte frontal.

Este cambio tiene como consecuencia el cambio en la direccién de desplazamiento de

los pulsos.

4.3.3. Conclusion

La conclusién final de este caso, es la siguiente: Cada una de las perturbaciones realizadas
en la condicion inicial, genera una onda onda viajera. Cada una de ellas no llega a
recorrer todo el dominio en y. Mds bien, al ser simétricas respecto a la recta y = 500,
entonces el dominio de movimiento de cada una de las ondas es la mitad del dominio en
y, es decir, la primer onda viajera se mueve entre [0,500] y la sequnda onda viajera se
mueve entre [500,1000]. La primer ondas viajera rebota en y = 0 y en y = 500, mientas

que la sequnda rebota en y = 500 y y = 1000.

4.4. Caso de estudio 3

El tercer caso de estudio serd cuando 6 = 17, con las condiciones iniciales

a(y,0) =ag V y € [0,1000]

0.1 sz y <100
B(y,0) =
by si y> 100

donde ag = 0.936955 y by = 0.014615.

4.4.1. Resultado de la simulacién

Las simulaciones numéricas muestran que la parte trasera de los pulsos se excitan, de

forma que surge el nacimiento de otro pulso. El cambio en los perfiles se puede observar
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FIGURA 4.7: En azul, se muestra el perfil de a(y, 7). En rojo, se muestra el perfil de
By, 7). (a) Perfiles al tiempo 7 = 5 (b) Perfiles al tiempo 7 = 7 (c¢) Perfiles al tiempo
7 =10 (d) Perfiles al tiempo 7 = 15.

en la figura 4.7.

Este proceso continua sucediendo hasta que se satura el sistema, tal como se puede

apreciar en la figura 4.8.

4.4.2. Explicacion del fenémeno

Como se puede observar en las graficas 4.7 y 4.8 en comparacion a los casos anteriores, es
que ahora no sélo se tiene un efecto de reflexion con respecto a los bordes, sino ademas,
sucede el fenémeno de nacimiento de onda. ;A qué se debe esto? La alta difusividad
que se tiene del reactante A respecto a la difusividad del compuesto catalitico B, en este

caso, es la causante de este fendémeno.
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FIGURA 4.8: En azul, se muestra el perfil de a(y, 7). En rojo, se muestra el perfil de

500
i

670

850

1000

B(y, 7). Estos perfiles muestran el fenémeno de saturacién de ondas.

Recordemos que en el caso cuando 6 = 7, cuando fijabamos un valor sobre el eje y y
la onda pasaba a través de él, los valores de a(y, 7) y B(y, T) parece que recorren la érbita
de excitabilidad, terminando en el equilibrio estable. Ahora bien, el valor de § en este
caso de estudio es 17. Esto quiere decir que, conforme los valores de a(y,7) y B(y, T) se
acercan al valor del equilibrio estable, la alta difusién provoca que los valores de a(y, 7)
y B(y, 7) salten por encima del umbral de excitabilidad. Asi, el punto vuelve a recorrer la

trayectoria de excitabilidad y, por ende, se crea otra onda en la parte trasera de la onda

que ya teniamos.



Apéndice A

Reaccion-Difusion

A.1. Difusion

A.1.1. Idea intuitiva

La difusiéon de una sustancia consiste en el proceso de transporte mediante el cual las
particulas tienden a moverse de lugares donde existe alta concentracion a lugares donde

existe baja concentracion. Esto es posible observarlo en la figura A.1.

(@) (k) ()

0.8 0.8 0.8
06 0.6 0.6

=

T 04 0.4

02

0 0.5 1
X X x

Ficura A.1: Bosquejo de un proceso de difusién. El drea debajo de cada una de las
curvas en azul, es igual a una constante.

En A.1(a), se muestra una funcién tipo senoidal f(z,ts), que tiene bajo ella, un drea A.
Al aplicarle el proceso de difusion, las flechas indican las direcciones en las que se mueven
las particulas. Conforme transcurre el tiempo, la funcién f(x,t;) comienza a verse més
achatada, como se ve en A.1(b). Las flechas indican el lugar hacia donde se han desplaza-

do las particulas, recordando que el proceso de difusion mantiene areas constantes cuando

81
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se tienen condiciones de flujo nulo.

Para un tiempo lo suficientemente largo, la funcién f(z,tx)(ty >> 1), se ve como una
constante. Aqui, el proceso de difusion logré su cometido, tener en todos los lugares, la
misma concentracién. Aqui se denomina que se ha llegado al equilibrio. La figura A.1(c)

muestra este hecho.

A.1.2. Expresiéon matematica

Para poder determinar la expresion matematica de un proceso de difusién, vamor a re-

currir a las leyes de Fick.

A.1.2.1. Primer Ley de Fick

Es una ley fenomenoldgica que establece que el flujo difusivo va de las regiones de alta
concentracion a las regiones de baja concentracién. La magnitud del flujo es proporcional
al gradiente de la concentracién, a saber, si J es el vector de flujo de difusién, D el

coeficiente de difusion y w es la concentracion, entonces

J=-DVuw (A1)

A.1.2.2. Segunda Ley de Fick

La segunda ley de Fick es una ecuacién de balance o conservacion de la masa que indica
que la concentracion local de una especie cambia debido al movimiento de las molécul-

sa que entran o salen por difusién. Para ello, sea €2 una regién en el espacio con frontera A.

El cambio de concentracién dentro de €2 debe ser igual al flujo que entra o sale por

la frontera. Suponiendo que no hay fuentes de entrada, tenemos que

d
— [ wdQ = — / J-7dA (A.2)
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Sustituyendo (A.1) en el término de la derecha de (A.2), tenemos que

4 waa = - / —DVuw] - 7dA (A.3)

= / [DVw] - 7 dA (A.4)

Ahora, si suponemos que la regién no cambia en el tiempo y ademas, se cumple el teorema

de la divergencia, tenemos que

ow d
—dQ) = — | wd A5
o Ot dt /g (4.5)
= /V - (DVw) dS2 (A.6)

Q

y como la relacién (A.6) es vélida para cualquier region €2, y las derivadas de w son

continuas, entonces tenemos que

ow

— = DV?w (A.7)

ot

A esta ecuacion, le llamaremos ecuacién de difusion o ecuacion de calor. Para ca-
, . ;. t

sos méas generales, donde C es el vector de especies quimicas C = (Cy,Cs,...,C,)", la

expresion matemaética de un proceso de difusion es la siguiente:

0C

oy (1) = DV2C (A.8)

con D es la matriz diagonal de difusividad

D, 0 -+ 0
B 0 Dy - 0
0O 0 --- D,

y D; es el coeficiente de difusion de la i-ésima especie quimica C; (x,t) (coni = 1,2,...,n.).
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A.2. Reaccion-Difusion

A.2.1. Expresion matematica

En el caso de un proceso de reaccién-difusion, tenemos que la ecuacién de balance (A.2)

se modifica, siendo ahora

L e / R(w)dQ — / J-TdA (A.9)
dt Jo Q A

donde R(w) es la funcién que describe el cambio quimico que tiene w en funcién a la
posicién y al tiempo. Por tanto, realizando un célculo similar al proceso de difusién,
tenemos que

ow

i DV?*w + R(w) (A.10)

la cual es conocida como la ecuacion de reaccion-difusion. Cuando generalizamos

para n especies quimicas que interactuan entre si y con el medio, tenemos que, si C es el
. s . t . s

vector de especies quimicas C = (C1,Cs, ..., C,)", entonces la expresion matematica de

un proceso de Reaccién-Difusion es la siguiente:

0C

- (@) = DV?C + R (C) (A.11)

donde D es la matriz diagonal de difusividad

D, 0 - 0
0 Dy -~ 0
0O 0 --- D,

donde D; es el coeficiente de difusién de la i-ésima especie quimica C; (z,t) (con i =
1,2,...,n.). Ademds, R(C) = R(C,z,t) es la funcién que describe la cinética quimica

de la mezcla en funcién de la concentracion, la posicion y el tiempo.
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Cuando D = 0, tenemos que la ecuacién (A.11) se convierte en la ecuacién

dC
2 —R(C
- =1(C)

la cual describe la cinética quimica del sistema. Mientras que cuando R (C) = 0, tenemos

que (A.11) se convierte en
oC

-~ — DV?

la cual es conocida como la ecuacién de calor o ecuacion de difusion, en la teoria de

EDP’s.
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