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Capitulo 1

Introduccion

El que hacer de la ciencia siempre estd inspirado en el mundo que le rodea. Asi existen
una gran cantidad de discipilinas que se enfocan al estudio de distintos aspectos del mis-
mo, sin embargo, esto no quiere decir que estas disciplinas sean ajenas unas a otras, al
contrario, se necesitan para lograr avances y desarrollarse. Hablemos del caso de la bio-
logia y la matematica, de manera que en esta primera seccién es pertinente introducir el

terreno donde nos manejaremos a lo largo de este trabajo de tesis: la biologia matematica.

Ian Stewart en su libro The mathematics of life distingue cinco revoluciones en la bio-
logia que han cambiado la manera de pensar de los cientificos sobre la vida y agrega una

sexta que estd en curso [17].

La primera de las cinco se da con la invencion del microscopio por Anton van Leeuwenhoek
hace mas de trescientos anos, la segunda inici6 con la clasificacién sistematica de los seres
vivos por Carlos Linneo en 1735, la tercera comienza con la tan controversial teoria de
la evolucion de C'harles Darwin publicada en su libro El origen de las especies en 1859,
la cuarta revolucion se da a partir del descubrimiento de los genes por Gregory M endel
en 1865, y por ultimo tenemos el descubrimiento de la estructura del DNA por Francis
Crick y James Watson en 1953.

Adicionalmente, Stewart propone que la revolucién en curso es referente a como la mate-

matica se aplica a los procesos bioldgicos.

La matematica no sélo es usada para ayudar a manipular y manejar la informacién

sobre la biologia, si no que tambén provee de ciertos significados y ayuda a explicar como

1



Introduccion 2

funciona la vida.

Adiciomalmente, podemos mencionar que la invenciéon de la computadora y el surgi-
miento de las ciencias de la computacion nos ayudan a manejar gandes cantidades de
datos y hacer cédlculos que humanamente no nos ha sido posible. Ramas de la biologia
y la mateatica han sido creadas a partir de su existencia, por ejemplo, en el caso de la
biologia la bioinférmatica, y en la matematica, por mencionar algunas, las areas referentes

a los fractales y sistemas complejos.

En el captulo 1 daremos una introduccién de los fractales en la biologia, con la intencién
de explicar lo motivos que se tienen para aplicar esta area de las matematicas a aspectos
biolgicos, comenzando por describir las formas de los seres vivos y finalizando con los
sitemas complejos. En el capitulo 2 hablaremos de aspectos generales del DNA, con la
finalidad de introducir al lector al estudio de este. Posteriormente en el capitulo 3 se
formalizara mateméaticamente el estudio de los fractales, en especifico, los fractales auto-
similares. Finalmente en el capitulo 4 se mostrara un algoritmo que nos permite hacer

una conexion entre las dos areas.



Capitulo 2

Fractales en la biologia

En este capitulo tiene la intencion de introducir la presencia de los fractales en la biologia.

A lo largo de esta seccion veremos ejemplos sobre como la geometria fractal esta presente
en la morfologia de los seres vivos, para posteriormente extender esta nocion geométrica
a una temporal y considerar fractales en el tiempo, que nos ayudan a analizar compor-
tamientos irregulares en los sistemas biologicos. Después trataremos brevemente el tema
de sistemas complejos, los cuales podemos identificar por una serie de propiedades que
poseen, entre ellas una involucra a nuestro objeto de estudio. Una vez hayamos visto esto,

nos resultara claro que el estudio que haremos del DNA solo es un caso particular.

Al comenzar a hablar de un tema siempre existen referencias obligadas, los ejemplos
mas comunes de fractales en la naturaleza son la costa de Gran Bretana, donde la escala
con la que se mida la costa dicta su longitud (Figura 2.1); el movimiento browniano, el
cual se estudia el moviento de las particulas; el brécoli romanesco, cuya forma es autose-

mejante, entre otros.

Pretendemos poco a poco nos irnos haciendo de una idea intuitiva de lo que es un fractal,
que capitulos més adelante formalizaremos. Asi mismo, mencionaremos conceptos rela-

cionados al tema que no seran tratados a profundidad sino hasta el capitulo siguiente.
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—_———— —_—— =
Unit = 200 km, Unit = 100 km, Unit = 50 km,
Length = 2400 km (approx.) Length = 2800 km (approx.) Length = 3400 km (approx.)

FIGURA 2.1: Variacion de la longitud de la costa de Gran Bretana segun la escala de
medicién. [24]

2.1. La geometria fractal de los seres vivos

Las formas en que los seres vivos se presentan son diversas de algin modo, y el querer
asociar estas formas a las que se conocen de la geometria clasica puede resultar artificial y
tal vez demasiado simple en ciertos aspectos. Entonces nos cuestionamos si la geometria
fractal es también otro artificio con el que forzamos a la matematica a describirlas. Re-
cordemos que los modelos matematicos son representaciones imperfectas de la realidad,

y que el mejor modelo de la realidad que se conoce, es la realidad misma.

A continuacién hablaremos de organismos en los que podemos identificar formas frac-

tales de manera visual.

Braécoli Romanesco

El Brocoli Romanesco es conocido por ser el fractal mas comtn entre los seres vivos. En
su estructura observamos racimos terminales que son semejantes a todo el brécoli en si,
es decir, por todo el brocoli podemos encontrar miniaturas de si mismo. Esto nos indica

que existe una autosemejanza en él.

El brocoli romanesco pertenece a la familia Brassica oleracea, del cual podemos observar
facilmente su geometria fractal (Figura 2.2). Podriamos decir que esta caracteristica viene

de familia, ya que a las plantas pertenecientes a esta también se les atribuyen geometria
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fractal, ya que los cortes transversales de estas plantas se han sido asociados al Arbol de

Pitagoras (Figura 2.3).

Una idea importante que surge de pensar en estas formas en términos matemaéticos,
es que nos sugiere una forma de cuantificar su forma utilizando su autosemejanza, como

veremos méas adelante.

Hasta este punto solamente hemos visto que los fractales nos ayudan a describir la apa-
riencia de una planta, sin embargo, no hemos mencionado como estos se pueden relacionar

con otros aspectos de los seres vivos.

F1GURA 2.2: Brocoli romanesco.

FIGURA 2.3: Arbol de Pitagoras.
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Pulmones

Veremos ahora el caso de lus pulmones. Un aspecto destacable de las vias respiratorias es
su geometria. Pensemos que en ellas se debe distribuir cierto volumen de aire insipirado
en una superficie de intercambio, que a su vez se encuentra en un volumen acotado, con
lo que podemos deducir que el diseno de un érgano no deberia depender sélo de la forma,

sino que también de su funcionamiento.

En los pulmones de un adulto aproximadamente existen 300 millones alvéolos, que son
la parte final del arbol respiratorio y actian como unidad primaria en el intercambio
gaseoso, con un didmentro de 187 ym en promedio. Para darnos una idea del tamano que
deben tener considerando estas caracteristicas, se calcula que el area de los pulmones es

aproximadamente de 160 m?, lo mismo que mide una cancha de voleibol.

Para darnos una idea de la complejidad de su forma, las vias respiratorias en el pulmén
bifurcan dicotémicamente (Figura 2.4) a través de 23 generaciones, las primeras 14 son

los conductos bronquiales.

Para tratar a los pulmones matematicamente, supondremos que el conjunto de todas
las puntas de las ramas forman un conjunto autosimilar, al cual podremos medir su di-

mension fractal d.*

Para darnos una idea de lo que queremos decir con un conjunto autosimilar en este
caso, consideremos que el crecimiento del pulmon prenatal comienza con un brote, que
evoluciona hasta formar un tubo, el cual forma a su vez dos brotes, y en cada uno de ellos
se repite el proceso anterior, un proceso de crecimiento que es autosemejante. Notemos
que no estamos tomando en cuenta una posiciéon que nos describa qué es lo éptimo, sino
que estamos pensando en términos de simplicidad: el programa regulador del crecimiento
es mas corto si cada paso es una repeticion del anterior auna escala menor. De esta ma-
nera se nos sugiere el resultado del crecimiento queda completamente determinado por la
razén grosor/longitud de las ramas y por un parametro relacionado con el didmetro de
las mismas y de alguna manera con su dimension fractal. Llamaremos a este pardametro

5 [8].

I Asociamos el concepto de dimensién a niimeros enteros, sin embargo, esta asociacién no nos permite
distinguir entre ciertos objetos. Por ejemplo, sabemos que la dimensién de una linea recta tanto como de
una linea costera es 1. La dimensién fractal es un nimero real que no necesariamente es entero, lo cual
nos brinda mas informacién sobre nuestro objeto.
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FIGURA 2.4: Representaciéon de los pulmones humanos.

Ahora bien, dependiendo del valor que tome 9, el crecimiento segiin estas reglas llega

a uno de los tres resultados siguientes:

1. Después de un nimero finito de estos pasos, las ramas agotan el espacio disponible

para el crecimiento.
2. Las ramas nunca llegan a llenar més que una parte del espacio accesible.

3. Resulata que el espacio disponible es exactamente el que necesitan.

Cuando 0 = 3, corresponde al limite de tubos infinitamente finos y seria el caso ideal,
es decir, que estd llenando todo el espacio disponible. Sin embargo sabemos que esto
no es posible. Pero los tubos no son infinitamente pequenos, y lo mas que se obtiene es
que los valores de § sean ligeramente inferiores a 3, lo que concuerda con la evidencia
empirica, pero esto se obtiene como una simple consecuencia adicional de la propiedad

de autosemejanza.
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Bacterias

Las bacterias son organismos unicelulares, sin embargo no es comtin que existan como
organismos aislados, sino que forman colonias en las que crecen y se dividen. Para so-
brevivir, la colonia de bacterias debe extenderse en diferentes direcciones con el fin de
llegar hasta donde se pueden obtener los nutrientes necesarios. Este es un comportamien-
to cooperativo que da lugar a que se presenten patrones complejos en la forma de las

colonias. (Figura 2.5)

F1GURA 2.5: Patrones formados por la bacteria Paenibacillus vortex bajo diferentes
condiciones de crecimiento.

Hay diferentes manera de explicar razones por las cuales las bacterias forman estos pa-
trones durante su desarrollo y crecimiento. Por ejemplo, que esto se deba a moléculas
en movimiento entre las bacterias, de manera que fuerzas adhesivas que las mantienen

juntas, o que al dividirse se encuentran unas contra otras.

La familia de bacterias Paenibacillus mostrada en la imagen anterior presenta los pa-

trones a los que nos refererimos. Los miembros de familia tienen la habilidad de formar
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complejas estructuras multicelulares conforme crecen en placas de agar. Los patrones

pueden ser ramificados o en forma de arbusto, arremolinados o quirales.

Para el caso de estas bacterias, la formacion de estos patrones estd asociada al fenémeno
de mortalidad en enjambre, que es el comportamiento en cooperativo que mencionamos
anteriormente. Esta conducta colectiva presentada en las Paenibacillus tiene aplicacio-
nes. Se realizan simulaciones en computadora basadas en algunos principios derivados del
estudio de esta familia. Estas simulaciones muestran interacciones adaptables entre un
grupo de objetos en movimiento, cuya regla es dirigirse en direccién de mayor beneficio,
lo cual ha dado un desempeno superior comparado con los modelos basados solamente en

interacciones estaticas de repulsion y orientacion.

2.2. Series de tiempo

Como vimos anteriormente, con un enfoque fractal podemos describir formas geométricas
sin escala de longitud predominante. Esto puede ser extendido para analizar series de
tiempo con fluctuaciones cuyas componentes, similarmente, no se manifiestan inicamente

en una escala de tiempo especifica.

Una serie de tiempo es una sucesién de observaciones medidas en determinados mo-

mentos, ordenados cronolégicamente e igualmente espaciados.

Diremos que una serie de tiempo es fractal si presenta irregularidades a través de di-
ferentes escalas temporales y resultan invarantes estadisticamente con respecto la escala

de temporal con la que se esté analizando.

Las series de tiempo fractales son originadas por procesos dindmicos que generalmen-
te involucran interacciones no lineales. Lo que esperamos obtener a partir del analisis
fractal es informacion acerca de la dindmica que generd a la misma y patrones similares

entre este tipo de fenémenos.

Un ejemplo de estos patrones que exhiben las series tiempo fractales, es una caracteristica

o propiedad ¢ que describe una ley de potencias estadistica con respecto a la escala s que
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se cuantifique el tiempo, es decir,

q = ps°

donde p es un factor de proporcionalidad y € un parametro conocido como el exponente
fractal o de escala que puede ser relacionado con la dimension fractal, de la cual se ha-

blara capitulos mas adelante.

Como ejemplos de series de tiempo podemos mencionar los registros de la temperatu-
ra hora a hora de Hermosillo, el nimero de nacimientos cada ano de un pais, la cantidad
de manchas solares por ano, el indice de contaminacién registrado cada dia en la Ciudad
de México, por mencionar solo unos ejemplos. Desarrollaremos el caso de las series de

tiempo relacionadas con la actividad cardiaca.

En los seres vivos, las funciones y estructuras celulares se mantienen y evolucionan debido
a desequilibrios permanentes entre las células y su entorno. De esa manera, la actividad
cardiovascular es regulada por multiples sistemas que matienen en niveles adecuados el
flujo sanguineo y las presiones capilares. Mediante el mantenimiento de la presion hi-
drostatica en estos se promueven los desequilibrios con el liquido intersicial necesarios
para conservar la actividad celular. De esta manera, el control fisiologico a corto plazo
de la funcién cardiovascular, que abarca escalas temporales desde segundos a minutos, se

dirige principalmente a la regulacién de la presién arterial media.

Existen diversos factores que influyen en la actividad cardiaca, entre ellos se encuen-
tra el control nervioso ocasionado por la descarga permanente de neurotransmisores. La
importancia de estos consiste en que ejerecen una accion especializada y modifican la

frecuencia cardiaca.

A raiz de estas influencias, las perturbaciones externas, y en menor medida otros factores
como descargas hormonales o la organizacion del tejido cardiaco, la frecuencia cardiaca y

otras variables cardiovasculares exhiben fluctuaciones en diferentes escalas temporales.

En el caso del corazén, el analisis de fluctuaciones en intervalos cardiacos se realiza en

mediciones de lo que conocemos como variabilidad en la frecuencia cardiaca (VFC).

La medicion de la VFC tipicamente se realiza a partir de senales electrocardiograficas,

que se forman a partir de la actividad eléctrica de la auricula y los ventriculos.
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Explicaremos brevemente como se genera la actividad eléctrica. El nodo senoauricular
(Figura 2.4) se encuentra en la auricula derecha, cuyas células poseen un potencial trans-
membrana que decrece espontaneamente hasta alcanzar el potencial umbral, produciéndo-
se la auto excitacion. La propagacién de la excitacién a través de los ventriculos da origen

al complejo QRS que equivale a la contraccion ventricular.

Nédulo sinoauricular oW , ' -
(SA) —=7

7
Nédulo auriculoventricular . é
(AV) Lh,‘
|

AD = Auricula derecha
VD = Ventriculo derecho
Al = Auricula izquierda
VI = Ventriculo izquierdo T

FicurA 2.6: Diagrama del corazén.

El complejo QRS es un conjunto de ondas que representan la despolarizacién de los
ventriculos. La onda Q) es la primera onda negativa del complejo, la onda R es la primera

onda positiva del complejo, mientras que la onda S es la segunda onda negativa del com-

plejo.

Ficura 2.7: Complejo QRS.

Ahora que tenemos una manera de medir un fenémeno cardiaco, queremos estudiar las
mediciones de alguna manera, para ello introduciremos una herramienta basada en el
analisis fractal. Uno de los métodos fractales mas utilizado para explorar series de tiem-

po es el andlisis de fluctuaciones sin tendencia (DFA por sus siglas en ingés) que fue
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introducido por Peng et. al en 1994, particularmente para el andlisis de las fluctuaciones
en la frecuencia cardiaca, siendo una modificacién del analisis de la raiz cuadréatica media

para datos no estacionarios.

Esencialmente, en el andlisis de fluctuaciones sin tendencia la serie de datos originales

es integrada de acuerdo a la siguiente ecuacion:

k

Y (k) =) [RR(i) — RR
i=1
donde Y (k) representa el k-ésimo valor del resultado de la integracién donde k = {1, ... L},
RR(i) es el i-ésimo valor o intervalo de latido y RR es el valor medio de toda la serie ori-
ginal con L intervalos o muestras en total. Posteriormente la serie integrada es dividida en
segmentos independientes del mismo tamano que n que comprenden a un nimero de in-
tervalos cardiacos, los cuales abarcan una escala de tiempo particular. La tendencia local
en estos segmentos Y,, es estimada por un ajuste polinomial con el propdsito de restarla
localmente para reducir o eliminar las transiciones no estacionarias. Asi, la fuctuacion

cuadratica media F' en funcion de n puede ser calculada de la siguiente manera:

k=1

Este procedimiento se repite para un conjunto amplio de valores de n, obteniéndose una

relacion que se aproxima por el siguiente modelo o ley de potencia:
F(n) ~n®

donde « se estima por la pendiente obtenida a partir de una representacién logaritmica
entre las variables F'(n) y n. En el caso de las fluctuaciones cardiacas, el exponente « se
estima para un intervalo de escalas n que abarca un corto plazo (menor a 11 intervalos
cardiacos consecutivos) p, por el contrario un largo plazo. Esto a raiz de que el compar-
tamiento a largo plazo de las escalas no es estrictamente uniforme sino que, basicamente,
refleja dos dindmicas fractales principales asociadas a los diferentes mecanismos o factores

de control cardiaco, que operan o influyen ya sea en un corto o largo plazo.
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Paciente sano Paciente con falla en el corazén
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FIGURA 2.8: Intervalos cardiacos (RR) de una persona sana (derecha) y una persona
con fallas en el corazén (izquierda).

2.3. Sistemas complejos

Esta tultima seccién del capitulo la dedicaremos a hablar sobre los sistemas complejos.
Existen dos enfoques clasicos en la ciencia con los que se tratan los fenémenos de la na-

turaleza: el determinista y el probabilista.

El enfoque determista nos dice que, dada las condiciones iniciales de un problema, siem-
pre nos sera posibl e predecir el futuro de este. Por ejemplo, nos es posible calcular la
posicién de la Tierra en su orbita alrededor del Sol en determinada fecha, la trayectoria
de un satélite alrededor de la Tierra, etc. Desde esta perspectiva, estos fenémenos se
suelen modelar mediante ecuaciones diferenciales que hay que resolver para obtener la
informacion que deseamos, sin embargo, existen casos que para obtener dicha informa-
cion, la cantidad de ecuaciones es demasiado grande y no nos es posible hacerlo. Entonces

llegamos al limite de este enfoque.

Por otro lado, el enfoque probabilista considera que el azar estd presente en la naturaleza
y debido a esto podremos estimar el posible futuro de los fenémenos. Como ejemplos de
estos tenemos la cantidad de nacimientos y muertes en un ano, el lanzamiento de una
moneda, la posiciéon de una particula suspendida en un fluido, etc. Este enfoque es el uti-
lizado por la mecanica estadisica, donde la cantidad de componentes a tratar es de orden
23, con lo cual no nos atrevemos siquiera a tratarlo mediante un sistema de ecuaciones.
La informacién que obtenemos resulta un promedio de lo que ocurre en todas las compo-
nentes, sin embargo, para emplear los métodos de la mecanica estadistica se requiere que

la cantidad de objetos a tratar sea de dichos 6rdenes de magnitud.

Entonces, nos podemos cuestionar acerca de los fenénemos que quedan en medio, es
decir, que tienen demasiadas componentes para ser tratado mediante ecuaciones determi-

nistas, pero muy pocas para tratarlos mediante el método de la mecénica estadistica. Los
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sistemas complejos estan formados por un conjunto grande de componentes individuales
que interactian entre si y que pueden modificar sus estados internos como resultado de
estas interacciones. La cantidad de estas componentes queda en el abismo que existe entre

los dos enfoques.

En los sistemas complejos surgen espontaneamente propiedades a partir de las inter-
acciones entre los elementos que la constituyen. A estas propiedades se les conoce como
propiedades emergentes. También estos sistemas pueden situarse en regimenes criticos ca-
racterizados por la presencia de fluctuaciones espaciales y temporales en todas las escalas

posibles, lo que muestra que los fractales estan presentes en los sistemas complejos.

En la naturaleza podemos encontrar casos de sistemas complejos. Por ejemplo, reciente-
mente Per Bak y Kim Sneppen plantearon que las espontaneas extinciones catastroficas
pueden estar relacionadas con una distribucién conforme a leyes de potencias, mismas

que se observan en modelos de criticalidad autoorganizada.

El concepto de criticalidad autoorganizada fue introducido por Bak et al. para expli-
car el patrén de comportamiento de diversos sistemas o fenémenos complejos existentes
en la naturaleza. Estos sistemas complejos evolucionan hacia estados criticos, donde hay
alteraciones que se producen sin la intervensién de ningtin agente externo, que desencade-
na fenémenos de cualquier tamano. Estos, se dan a todas las escalas a las que se observa

el sistema, es decir, son invariantes a la escala.

Estos conceptos que han surgido en estas ultimas décadas han sido importantes apor-
taciones para entender los fenémenos de otra manera. Por ejemplo, la formulacién de
teorias y leyes en biologia ha sido diferente que en la fisica, donde estas son expresadas

mediante ecuaciones que relacionan cantidades que son fisicamente observables|1].



Capitulo 3

Fenomenologia del DNA

Todos los organismos del planeta, tanto si tienen o no un un ntcleo definido, poseen
cromosomas, en los que se almacena el material genético transmitido de generacion en
generacion. Las moléculas transmisoras de los caracteres hereditarios son, en todos los or-
ganismos, los acidos nucléicos. Salvo en contadas excepciones, por lo demés secundarias,

el acido nucléico depositario de la informacién hereditaria es la molécula llamada DNA.

La importancia y significado del DNA siendo el material genético puede ser apreciada
entendiendo su estructura. El caudal de informacién hereditario, viene determinado por
las diferentes disposiciones de los cuatro tipos de nucleétidos. Asi, este capitulo tiene la

intencion de presentar aspectos basicos sobre el DNA.
El DNA fue identificado por Friedrich Miescher y el modelo de la doble hélice fue propues-

to por James Watson y Francis Crick en 1953 basado los datos obtenidos por Rosalind
Franklin [18].

3.1. Estructura

La molécula del DNA! es un polimero lineal dado por una sucesién donde cada unidad

bésica es un monoémero llamado nucléotido. Los nucleétidos son moléculas formadas por

'DNA corresponden a las siglas del acido desoxirribonucleico en inglés. Aunque en espanol sea ADN,
internacionalmente se acepta DNA como un simbolo, andlogo a los elementos quimicos en la tabla pe-
riédica [5].

15
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FicguraA 3.1: Fotografia 51. Imagen obtenida por Rosalind Franklin que sirvié como
fundamento para el modelo de la doble hélice del DNA de Watson y Crick.

la unién covalente de tres componentes, que tienen una parte constante llamada nucledsi-
do; la desoxirribosa, que es un monosacarido de cinco carbonos (pentosa) y una molécula
de fosfato; y una parte variable constituida por cualquiera de las siguientes bases nitro-
genidas: adenina (A), citosina (C), guanina (G) y timina (T). Es decir, las palabras en el

lenguaje del DNA estén caracterizadas por sucesiones lineales de As, Cs, Gs y Ts.

Base nitrogenada

O— wv—C

H

.|
I
H

F1GURA 3.2: Estrucura de un nucleétido.

Para formar esta secuencia es necesario que los mondémeros se conecten entre si de al-
guna forma. Primeramente debemos aclarar que por convencion, a los azicares y anillos
heterociclos de les agrega un simbolo (’) para evitar ambigiiedades en la notacién. Las
componentes de los nucledtidos se encuentran unidas de la siguiente manera: la base nitro-
genada se encuentra ligada a la posicion 17 de la desoxirribosa, mientras que la molécula
de fosfato se encuentra unida a la posicién 5’ de este monosacarido. A su vez, los nu-
cleétidos se unen entre si para formar el polimero, la posicén 5’ de la desoxirribosa de un

nucledtido se conecta con la posicion 3’ del siguiente mendiante una molécula de fosfato,
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asi por convencién una cadena de nucleétidos corre en direccién 5 — 3’ (Figura 3.3 iz-

quierda).

Las dos hebras de DNA se encuentran unidas mediante puentes de hidrdgeno entre cada
una de las bases. Recordemos que un puente de hidrégeno es una atraccién electrostéatica
muy débil entre un dtomo de hidrgeno unido mediante un enlace covalente y un atomo

con un par de electrones no compartido(Figura 3.3 derecha).

NHa
=N A
¢ IJJ
NN 5 3
HO.
O -----
o pa A b
N NH G
R (Y
oo NTSNTSNH, ] s
o ptiale]
NHz
=N
p\o | A S
gole) N0 LT avivi A
o]
0
HN s
Orp 0 J\J‘j/ T G oiee CH
oo 0" "N

FicURrA 3.3: A la izquierda, la estrucutra de una hebra de DNA. A la derecha, puentes
de hidrégeno entre los pares de bases segin el modelo de Watson-Crick.

Por su parte, las bases nitrogenadas siguen una regla de asociacién y tienen caracteristicas
que nos permitiran trabajar con la secuencia de DNA de forma binaria, asignando ceros

y unos a los nucledtidos, con base en lo que nos sugieren las siguientes clasificaciones:

1. Para que las dos hebras del DNA se unan entre si, la condiciéon que se tiene que
cumplir es que adenina y timina siempre se correspondan, similarmente citosina
y guanina. Esto nos permite conocer la informacién de la doble hélice basandonos
solamente en lo que ocurre en una de las hebras puesto que esta condiciéon nos indica
que las bases son complementarias. Las parejas A-T estan unidas por dos puentes de
hidrogeno y C-G por tres. Asi, con base en las conexiones de puentes de hidrogeno,
A y T son débiles mientras que C y G son fuertes (Figura 3.4). Designamos a las

primeras con W y a las segundas por S, de manera que:
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Fuertes (C,G) — 1
WS=

Débiles (A, T) — 0

......

(C-6) H

FIGURA 3.4: Puentes de hidrégeno entre los pares de bases segtin el modelo de Watson-

Crick.

2. En esta clasificacién distinguimos a las bases mediante la cantidad de anillos com-

puestos de carbono hidrégeno presentes. Adenina y guanina son llamadas ” grandes”

ya que son moléculas de dos anillos y son llamadas purinas (R). La Adenina tiene

un grupo amino (-NHy) el carbono que se encuentra localizado en C6 (el carbono

ubicado en la posicién 6 en el anillo) y la guanina tiene un grupo amino en C2 y

un grupo cabonilo en C6. Citosina y timina son llamadas ”pequenas” por ser de

un anillo y son conocidas como pirimidinas (Y'). La citocina tiene un atomo de

hidrégeno en C5 y un grupo amino en C4 mientras que la timina contiene un grupo

metil en la posicién C5 con grupos carbonilos en las posiciones C4 y C2 (Figura

3.5).

Grandes (A,G) — 1
Pequenas (C,T) — 0

Y R=
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Ficura 3.5: Estructura de las bases nitrogenadas.

3. La tercera y ultima clasificacién separa a adenina y y citosina en un grupo aminico
(M), reflejado en los surcos mayores de la doble hélice, y a guanina y timina en
uno ceténico (K), lo que provoca diferencias estructurales, ya que el grupo ceténico
tiene una carga ligeramente negativa, mientras que el grupo aminico ligeramente
positiva. Cabe mencionar que esta combinacién queda determinada a partir de las

dos anteriores.

Aminadas (A,C) — 1
MK=

Ceténicas (G,T) — 0

Hasta este punto hemos explicado la estructura basica de la doble hélice al nivel de ele-
mentos que la conforman. Ahora, brevemente explicaremos la organizacién que tiene la

cadena completa de DNA.

A todos los organismos conocidos los podemos incluir en dos grandes categorias: los
procariontes y los eucariontes. Los primeros no tienen un ntcleo definido y su molécula

de DNA se encuentra en el citoplasma, organizado normalmente en un inico cromosoma
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circular. En los segundos el DNA se encuentra en el nicleo celular, y poseen uno o varios

cromosomas lineales[5].

Ademas, en los organismos eucariontes el DNA existe una organizaciéon geométrica que
consiste de una familia de proteinas llamas histonas. Esta familia esta compuesta por las
histonas H1, H2a, H2b, H3 y H4. Dos copias de H2a, H2b, H3 y H4 forman un nicleo de
ocho moléculas alrededor del cual un hilo de 145 pares de bases nitrogenadas de la hélice
del DNA se enrolla. La estructura es asegurada por una histona H1, que da estabilidad

al complejo. Estas unidades de histonas con DNA son llamadas nucelosomas.

A su vez, los histonas se vuelven a enrollar formando la cromatina. Este enrollamiento
puede ser comparado con los cables de teléfono, de esa manera el DNA se compacta en

un factor de seis [5].

3.2. Estabilidad

Como veremos mas adelante, algunas caracteristicas importantes de la doble hélice del
DNA son sus capacidades de replicacién, trascripcién y traduccion, es por ello que nos

concierne el estudio de los procesos de separacién y union.

Es importante que la informacion genética exista en forma de una doble helice. El princi-
pio de complementariedad del DNA nos provee de dos hebras que sirven de plantillas que
pueden ser copiadas por la polimerasa del DNA, produciendo dos copias exactas del ma-
terial hereditario, de manera que la forma de doble hélice es de suma importancia cuando
una de las partes se ve danada por quimicos genotoxicos, ionizacion o radiacion ultra-
violeta. Adicionalmente, gracias al empacamiento y condensaciéon del DNA que vimos al

final de la seccién pasada, se asegura que la informacién genética es quimicamente inherte.

Durante los procesos de replicacién, trascripcion y traduccion, se puede observar al DNA
de diferentes formas. A la secuencia de nucleétidos en una de las hebras, y que determina
la complementaria se le llama estructura primaria del DNA. A la doble hélice formada
por el torcimiento de la escalera de la estructura primaria del DNA y su complemento,

recibe el nombre de estructura secundaria.
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Estudios de difraccion de rayos X han revelado que existe mas de una posible confor-
macién de la estructura secundaria, es decir, de las formas en la que se presenta la doble
hélice. Estas formas pueden variar debido al porcentaje de bases nitrogenadas que lo con-
forman, a las condiciones de salinidad, etc. A alta salinidad la estructura dominante se
llama A-DNA y a baja salinidad B-DNA, que es la corresponde al modelo conocido por
todos. Posteriormente se encontré una tercera conformacion a la que se dio el nombre
de Z-DNA, la cual queda caracterizada por una secuencia alternante de bases puricas y

pirimidinicas (GCGCGC), debido a la cual sigue un curso de zig-zag.

En cuanto a su estabilidad termodinamica, se considera que la estructura de doble

A-DNA B-DNA Z-DNA

FiGURrA 3.6: Diferentes formas de la estructura secundaria del DNA. En la parte su-
perior

hélice notamblemente estable, lo cual se debe principalmente a dos fuerzas quimicas: los
puentes de hidrogeno y al apilamiento de las bases nitrogenadas. Un puente de hidrégeno

es un enlace que se establece entre moléculas capaces de generar cargas parciales.

Esto hace que la estabilidad del DNA depende de la composiciéon de la sucesion que
formen sus bases y de su longitud. Con esto, podemos deducir que la estabilidad del

DNA depende de la interaccion que existe entre los vecinos mas cercanos en cada una de
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sus componentes (termidindmica local), que puede ser considerada como la suma de las

interacciones de los vecinos cercano y calculada mediante la siguiente tabla [2].

Termodindmica de local del DNA

Interacciéon AH AG
AA/TT 9.1 1.9
AT/TA 8.6 1.5
TA/AT 6.0 0.9
CA/GT 5.8 1.9
GT/CA 6.5 1.3
CT/GA 7.8 1.6
GA/CT 5.6 1.6
CG/GC 11.9 3.6
GC/CG 111 3.1
GG/CC 11.0 3.1

FiGuraA 3.7: Los valores que toma AH indican la estabilidad energética dada en kcal
y los de AG indican la estabilidad relativa dados en kcal/mol.

Los pares de bases G-C tienen un puente de hidrégeno mas que los pares A-T, y como
podemos observar en los valores de la tabla, son mas estables. De esa manera, con una
mayor proporcion de pares G-C que de pares A-T se necesita mas energia para desnatu-
ralizar al DNA completamente. Podriamos entonces pensar que la estructura primaria del
DNA determina su estabilidad, sin embargo, es necesario tomar en cuenta otros factores,
como las fuerzas de van der Waals que se originan de la interaccién diagonal de las
bases de una de las hebras con sus contrapartes en el complemento. Las fuerzas de van
der Waals son atracciones entre atomos, moléculas y superficies; difieren de los enlaces
covalentes y ionicos en el sentido de que son causadas por correlaciones en la fluctuacion

de las polarizacion de las particulas cercanas, como consecuencia de la dinamica cuantica.

La separacion del DNA ocurre cuando se rompen los puentes de hidrégeno que mantienen
unidas a las dos hebras, es decir, las dos fuerzas debidas a los puentes de hidrégeno y
al apilamiento han sido superadas, sin embargo, los enlaces covalentes de la estructura

primaria no se separan.

Los puentes de hidrégeno pueden ser separados por diversos motivos. Por ejemplo, existen
condiciones bajo las cuales la doble hélice se rompe facilmente de DNA en una incubacién

a pH>12 o0 pH<2 a causa de la ionizacién de las bases. Otra razén puede ser la ionizacion,
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que resulta en un cambio en los puentes de hidrogeno, es decir, se alteran las cargas en

los puentes de hidrégeno.

A su vez, también los medios muy acidos degradan al DNA, es por llevo que la des-

naturalizacion del DNA se lleva a cabo con tratamientos alcalinos.

Incrementar la temperatura del DNA es otra manera de desestabilizarlo, lo que resul-
ta en la separacion de las dos hebras. El calor rompe los puentes de hidrégeno y destruye
los escudos de hidratacién del DNA, debilitando las fuerzas que mantienen unida a la
doble hélice. La temperatura a la cual el 50 % de las cadenas de DNA se han desenrollado

o desnaturalizado se le llama temperatura de fusién, denotada por T,,.

Como mencionamos al principio de la seccién, la separacion y unién del DNA es im-

FicurA 3.8: La doble hélice del DNA puede ser desnaturalizada por calor, en medios
muy basicos o muy acidos.

portante para los procesos de replicacion, traduccion y transcripcion. Podemos ahora

hacernos una idea de las condiciones bajos las cuales estos se llevan a cabo,

3.3. Replicacién, transcripcién y traduccion

Anteriormente vimos que por el principio de complementariedad, basta conocer solamente
una de las hélices del DNA. Algunos procesos requieren que la doble hélice del DNA sea

separada en dos hebras de manera temporal.



Capitulo 3. Fenomenologia del DNA 24

Replicacion

En este proceso el DNA se duplica, en otras palabras, se forman dos copias idénticas, salvo
por mutaciones debidas a sustituciones, supresiones o inserciones que ocurren durante el
proceso de copiado, que quedaran insertadas en células distintas producto de la division

celular.

La replicacion del DNA comienza cuando este es desenrollado y sus puentes de hidrogeno
son separados, siendo la helicasa la encargada de llevar acabo esta tarea. Asi, cada una
se las dos hebras de DNA sirve como plantilla para insercién de nuevos nucleétidos con

base en el principio de complementariedad.

Después de haber sido separadas, un pequeno segmento de RNA llamado primer, provee
de un punto de partida para la sintesis de DNA, que invariablemente se lleva en direccién

5 — 3’. Este primer es sintentizado previamente por una enzima llamada primasa.

Una enzima llamada polimerasa del DNA comienza a replicar al DNA anadiendo nu-
cledtidos a la cadena original. Se conocen numerosos tipos de polimerasas, tanto en pro-

cariontes como en eucariontes, pero su mecanismo de accion es similar en todos los casos.

Una vez que la sintesis ha terminado, primer son reemplazados con DNA, y cualquier

hueco entre los segmentos del DNA sintetizado son sellados por enzimas.

Para asegurarse de que en el nuevo DNA sintetizado, la célula realiza correcciones de
errores para evitar errores, supresiones o mutaciones, aunque también es importante
mencionar que la acumulacion o fijacion de dichas mutaciones también depende de otros
procesos. Sin embargo, lo cierto es que si la replicacion fuera perfecta, no habria variacién

genética en las poblaciones, lo que implica que no habria evolucién.

Transcripcién - traduccién

La transcripcion es un proceso en el cual la informacién de una cadena de DNA es copiada
en un una nueva molélcula mensajera de RNA (mRNA), que determina la manera en que
la célula produce los polipéptidos que eventualmente daréan lugar a las proteinas. E1 RNA

es idéntico al DNA| excepto que la timina es reemplazada por un uracilo (U).
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FiGurA 3.9: Replicacién del DNA.

La transcripcion es una de las etapas mas impoirtantes en el desarrollo de una célula
o un organismo, ya que ella se definen a cudles genes seran transferidos a la siguiente

generacién y con que frecuencia, es decir, la regulacién génica.

El proceso de transcripcion se inicia cuando una enzima llamada polimerasa del RNA
se junta a una de las hebras que sirven de plantilla del DNA y comienza a catalizar la
produccién de RNA complementario. Un protomero es una secuencia de DNA que define

donde la trasncripcion de un gen comienza.

De esa manera, el proceso de traduccién comienza donde la polimerasa del RNA for-

ma el RNA mensajero (mRNA) y lo utiliza en la sintesis de una proteina.

El mRNA se alarga, y una vez la sintesis haya terminado, la transcripcion estd com-

pleta.

Ademads del mRNA, durante la transcripcion son creados el tRNA (RNA de transferen-
cia) y el rRNA (RNA ribosomal). El tRNA se encarga de de transportar los aminoécidos
a los ribosomosomas y ordenarlos a lo largo del mRNA. Por su parte, el rRNA forma
parte de los ribosomas. Estos se encargan de la sintesis de proteinas segun la secuencia

de nucledtidos.
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FiguraA 3.10: Proceso de edicion bajo el cual se obtiene el mRNA maduro

Por su parte, la traduccion es el proceso en que se sintetizan las nuevas proteinas a
partir de la informacion contenida en el mRNA. Durante la traduccién, el mRNA es tra-
ducido con base en el codigo génetico, el cual define las distintas manera en que secuencias
de tres nucéotidos son clasificadas, estas secuencias son llamadas cominmente codones.
En 1961 Crick y sus colegas mostraron que las secuencias deben leerse en tripletes no
empalmados desde un punto fijo de comienzo. Esto quiere decir que un codén consiste de

tres nucledtidos, los cuales pueden ser representados por trinucledtidos sucesivos.

La informacién codificable en proteinas de los genes de los organismos constituidos por
células eucariontes estd contenida en paquetes llamados exones, mientras que los seg-
mentos no condificadores entres estos se les llama intrones. Los exones son las regiones
representadas en el RNA maduro y los intrones son aquellos que son retirados de la se-
cuencia recién transcrita del mRNA Figura 3.10 y sélo se encuentran en células eucariotas.

Un gen comienza y termina con los exones.

La molécula de RNA mensajero que estd libre de intrones, viaja a una estructura lla-
mada ribosoma. El ribosoma es una molécula formada por moléculas de RNA ribosomal
y proteinas que actian como traductor del lenguale del DNA y RNA al lenguaje de
aminodcidos. En los ribosomas se lee secuencialmente el RNA y por cada tres bases se

agrega un aminodacido a una cadena lineal conocida como polipéptido.
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FiguraA 3.11: Tamano del genoma de diferentes clases de organismos vivos.

3.4. Genes y genomas

Un gen estructural es un segmento de DNA que contiene la informacién necesaria para
la sintesis de una proteina, es decir, un gen estructural consiste del DNA necesario para

formar una proteina.

Al polimero completo, es decir, al total de DNA en un organismo se le llama genoma. De
esa manera, un gen es una parte del del genoma. Entonces, el genoma se esté dividido en
cromosomas, que contienen a los genes que contienen al DNA. Por ejemplo, el genoma

humano es la secuencia de DNA que esta contenida en los 23 pares de cromosomas.

El DNA de un organismo puede ir desde los miles hasta los billones de nucléotidos, entre

los primeros podemos mencionar a los virus y en el caso de los 1ltimos a algunos anfibios.

Usualmente se piensa que los organismos simples son menos complejos y tienen me-
nos funciones que realizar, y que de ahi que necesiten un menor acopio de informacion
genénetica, sin embargo, la Figura 3.11 nos muestra claramente como esta idea es correc-
ta. El nimero de funciones que un organismo estd llamado a ejecutar en el curso de su

vida permite hacerse de una idea de su grado de complejidad.
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Cabe mencionar que en algunos casos presentados en los virus, el RNA funciona co-
mo el portador del material hereditario. El genoma de RNA puede ser de cadena sencilla,
como la Hepatitis C o del virus de la inmunodeficiencia humana, o de doble cadena, como

en el rotavirus.

En total, existen 64 combinaciones posibles a partir de acidos nucléicos que forman
codones, entre los que se encuentra un codoén con el que se inicia a leer la secuencia
(ATG), 61 combinaciones que se traducen en aminodcidos y otras 3 que indican lugares

donde la traduccion se detiene. Asi, 61 codones solo pueden traducirse en 20 aminoacidos.

En la Figura 3.6 se muestra la equivalencia entre tripletes de DNA representados por
las cuatro bases nitrogenadas, y los aminoacidos. A la informacién contenida en esta ta-
bla se le denomina codigo genético estandar. FEn la naturaleza tinicamente son utilizados
estos 20 aminodacidos para la construccion de proteinas, de lo que se infiere que existen
codones que son sinénimos del mismo aminoacido, debido a esto se dice que el cédigo
genético es degenerado. Es importante recordar que no hay solapamientos, es decir, que
cada acido nucleico puede ser parte de a lo mas un codén, por lo que se dice que es

especifico.

Debemos mencionar también que el cédigo genético es casi universal, es decir, casi todos
los organismos, organelos y virus conocidos comparten el mismo cédigo con excepcion de

mitocondrias y algunos protozoos.
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T C A G
T|PHE | SER | TYR | CYS | T
T | PHE | SER | TYR | CYS | C
T | LEU | SER | STOP | STOP | A
T | LEU | SER | STOP | TRP | G
C| LEU | PRO| HIS | ARG | T
C | LEU | PRO| HIS | ARG | C
C | LEU | PRO | GLN | ARG | A
C | LEU | PRO | GLN | ARG | G
A| ILE | THR| ASN | SER | T
A | ILE | THR | ASN | SER | C
A | ILE | THR | LYS | ARG | A
A | MET | THR | LYS | ARG | G
G| VAL | ALA| ASP | GLY | T
G| VAL | ALA | ASP | GLY | C
G| VAL | ALA | GLU | GLY | A
G | VAL | ALA | GLU | GLY | G

Ficgura 3.12: Cédigo genético. El primer nucléotido del triplete esta indicado por
la columna de la izquierda, el segundo por las columnas centrales y el tercero por
la columna derecha. Los aminoacidos son codificados por el mRNA, donde las siglas
indicadas en la tabla significan lo siguiente, ALA: Alanina, CYS: Cisteina, ASP: Acido
aspartico, GLU: Acido glutamico, PHE: Felinalanina, GLY: Glicina, HIS: Histidina,
ILE: Isoleucina, LYS: Lisina, LEU: Leucina, MET: Metionina, ASN: Asparagina, PRO:
Prolina, GLN: Glutamina, ARG: Arginina, SER: Serina, TMR: Treonina, VAL: Valina,
TPR: Triptofano, TYR: Tirosina, y STOP denota a los aminoacidos Pardo, Ambar
y Ocre que no codifican pero que sirven como signos de puntuacién para finalizar el

mensaje [3].
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Fractales

La historia de los fractales no es reciente: podemos encontrar ejemplos de estos objetos
matematicos desde el siglo XIX como funciones continuas en todas partes, pero derivables
en ninguna, sirviendo asi como contrajemplos en el andlisis matematico, lo que los llevo a

ser vistos por algunos matematicos como curvas monstruosas.

Entre estos podemos encontrar la funcién de Weierstrass, la curva de Koch, el conjunto de
Cantor, el conjunto de Julia, entre otros, que datan de finales del siglo XIX y principios
del siglo XX, sin embargo, no fue sino hasta finales del siglo XX cuando por primera vez

se hablé de fractales.

Tal vez fue que Gaston Julia, al menos en ese entonces, no pudo ver un conjunto de
Julia, debido a que los fractales hicieron su apariciéon antes de que la tecnologia estuviese
lo suficientemente desarrollada para visualizarlos y que esto los llevara a convertirse en
una disciplina propia. No fue sino hasta la década de los setenta, cuando Mandelbrot hizo
ver que estos conjuntos tienen propiedades en comun. Su vision esta claremente plasmada

en la siguiente:

Las nubes no son esferas, las montanas no son conos, las costas no son circulos, y las

cortezas de los drboles no son lisas, ni los relampagos viajan en una linea recta.

Mandelbrot planteé todo esto en una época donde las computadoras le permitieron rea-

lizar y ver imégenes de algunos fractales.

30
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FicurA 4.1: Primera imagen del conjunto de Mandelbrot

A lo largo de este capitulo explicaremos formalmente la teoria de los fractales. Comenzare-
mos hablando del concepto de fractal, posteriormente introducideremos algunos conceptos
bésicos para el seguimiento del capitulo para finalmente abordar la dimensién fractal y

la autosimilaridad.

4.1. Concepto

La palabra fractal por si misma nos da ideas intuitivas de lo que es, incluso la definicién

que Mandelbrot dio y la mayoria de nosotros conoce es la siguiente:

Definicién 4.1. Decimos que un conjunto X en R™ es un fractal si:
dimp(X) < dimg(X)

Donde dim7(X) es la dimensidn topoldgica' y dimy(X) es la dimensién fractal. Sin em-
bargo, el aceptar esta definicion nos privaria de algunos conjuntos céomo la Curva de
Takagi, cuya dimensién de fractal es 1 y coincide con su dimension topoldgica, lo que nos
indica que este podria ser fractal. Por otro lado, tampoco podemos decir que los fractales

son aquellos conjuntos que exhiben autosimilaridad, ya que bajo esta condicién, una linea

'La dimensién topolégica siempre toma valores enteros y se define inductivamente partiendo de que
el conjunto vacio tiene dimensién -1.
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F1cURrA 4.2: Curva de Takagi.

recta podria ser considerada como un fractal, ya que es invariante ante cualquier escala

de observacién.

Esto nos dice lo siguiente: no hay un acuerdo para definir un fractal (o fractal no tiene
definicién). Cémo menciona Falconer en [4], la definicién de fractal debe ser considerada
como la definicién de vida: se le da un significado a la palabra vida a través de las carac-
teristicas y propiedades de los seres vivos, sin embargo, con cualquier definicion dejamos
algunos casos fuera de ella. Andlogamente, para nuestros fines consideraremos que un

fractal es un conjunto F con las siguientes propiedades:

1. F'tiene una estructura fina, es decir, detallada ante cambios de escala.

2. Fes demasiado irregular para ser descrito en el lenguaje de la geometria tradicional,

tanto local como globalmente.
3. F presenta autosimilaridad, ya sea aproximada o estadistica.
4. La dimension de Hausdorff de F'es mayor que su dimension topoldgica.

5. F puede ser descrito de manera sencilla, por ejemplo recursivamente.

Como un ejemplo de un fractal vamos a construir el conjunto de Cantor.

Como se muestra en la Figura 4.3 tomemos una linea recta, la cual consideraremos que
tiene longitud 1 y la vamos a llamar Cy. Ahora, dividamos esta linea en tres partes iguales
y quitemos el segmento central, de manera que nos quedamos con dos segmentos, cada

uno con longitud %, al conjunto formado por estos le llamamos C;. Enseguida repetimos el
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proceso con estos dos segmentos, obteniendo asi cuatro segmentos de longitud % y analoga-

mente obtenemos C,. Similarmente repetimos el proceso una cantidad numerable de veces.

En cada paso vamos obtienendo una mayor cantidad de segmentos de longitud cada

vez menor. Definimos entonces al conjunto de Cantor como

Si comparamos el primer renglén y el segundo de la Figura 4.3 nos damos cuenta que
son similares entre si, y que podemos hacer la misma comparacién entre cualesquiera
dos renglones. Esto nos indica que el conjunto de Cantor es un fractal, y al calcular su
dimensién fractal, como veremos mas adelante, obtenemos que esta es 0.63. Al ser su
dimension fractal mayor que 0 nos indica que el conjunto es mas que un punto, y al ser

menor que 1 nos dice que es menos que una linea.

FiguraA 4.3: Conjunto de Cantor

4.2. Espacios métricos

Primero, definiremos algunos conceptos que nos permitiran avanzar en la teoria de los

fractales.
Definicién 4.2. Sea X un conjunto no vacio. Una funcion d: X x X — R es llamada
una métrica si satisface las siguientes condiciones:

1. d(z,y) > 0 para toda z, y € X

2. d(x,y) = 0 siy sdlo siz=y

3. d(z,y) = d(y,x) para toda z, y € X

4. d(zr,y) < d(z,z) + d(zy) para toda x, y, z € X

Definicién 4.3. Un espacio métrico es un par ordenado (X, d) donde X es un conjunto

no vacio y d es una métrica en X.
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Los conjuntos que tienen estructura de espacio métricos son, en cierta manera, sencillos
de trabajar, ya que la métrica nos da informacién acerca de la cercania entre dos puntos

del espacio.

Definicién 4.4. Sea (X, d) un espacio métrico y xy € X. La bola abierta de radio ¢ con

centro en xg es el conjunto
B.(xg) ={y € X : d(zo,y) < €}

Es decir, la bola abierta de radio ¢ alrededor de x( es el conjunto que queda determinado

por los puntos cuya distancia a z( es estrictamente menor que €.

Definicién 4.5. Sea UCX, decimos que U es abierto si para todo x € U existe € > 0 tal

que B.(x) estd completamente contenida en U.

En otras palabaras, en un conjunto abierto, todos sus elementos son el centro de una bola

abierta contenida totalmente en el conjunto.

A la coleccién de todos los conjuntos abiertos en (X, d) se le llama una topologia, la

cual satisface las siguientes propiedades:

Proposicién 4.6. Sea (X, d) un espacio métrico.

1. X y () son conjuntos abiertos.

2. Si{Uy} es una coleccion arbitraria de conjuntos abiertos con o € I un conjunto de

indices, entonces la union de estos conjuntos, | .;Ua, es un conjunto abierto.

acl

3. 81 Uy, Us, ..., U, es una coleccion finita de conjuntos abiertos, entonces la intersec-
n
cion de ellos, () U;, es un conjunto abierto.
i=1

Demostracién:

1. Por definicién, se tiene que si x estd en X, entonces Bj(z) C X. Ahora bien, la
proposicién “si z es elemento de () entonces existe € > 0 tal que B.(x) estd contenida
en ()7 es verdadera, porque el antecedente “x es elemento de ()” es falso. Por lo tanto,

X, ) son abiertos.
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2. Sixz el
abierto, entonces podemos entontrar ¢ > 0 tal que B.(x) C U,,. Asi B.(x) C

ac1Ua, entonces  estd en alguna de los U,, digamos U,,. Como U,, es

UaerUas por lo que es abierto.

3. Siz € (Ui, entonces x € U; para cada ¢ = 1,2, ...,n. Como cada uno de los conjun-
tos U; es abierto, existen &1, €, ..., £, mayores que 0 tales que B, (z) C U;, para cada
i. Si tomamos £ como el minimo de todos los ¢;, entonces B.(z) estd contenida en

B.,(x) que a su vez es subconjunto de U; para cada 4, y por lo tanto B.(z) C (,U..

Por lo tanto, (] U;, es un conjunto abierto.
i=1

O

Definicién 4.7. Sea (X, d) un espacio métrico, A C X y xo € X. Decimos que xy es un
punto de acumulacion (o punto limite) de A, si para todo € > 0 la bola B:(xq) contiene

puntos de A distintos de xg, es decir

Be(wo) N A\ A{zo} # 0
Si z9p € Ay no es punto de acumulacion de A, entonces decimos que xy es un punto
aislado de A.

Definicién 4.8. Sea (X, d) un espacio métrico y E C X. Decimos que E es cerrado si

contiene a todos sus puntos de acumulacion.
Proposicién 4.9. Sea (X, d) un espacio métrico. Si E C X es cerrado entonces su

complemento X\ E es abierto.

Demostracion. Si E es cerrado, entonces para cada x en el complemento, entonces existe
un ¢ > 0 tal que B.(z) N E = (), ya que x no es un punto de acumulacién, es decir, B.(z)

estd completamente contenida en el complemento. Por lo tanto, X\ E es abierto.
O

Al igual que en el caso de los conjuntos abiertos, con la coleccién de conjuntos cerrados

se puede formar una topologia, la cual satisface lo siguiente,

Proposicién 4.10. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces:

1. X y 0 son conjuntos cerrados.
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2. Si {E.} es una coleccion de conjuntos cerrados donde o € I un cojunto arbitrario
de indices, entonces [\ E, es un conjunto cerrado.
ael

n
3. Si By, Es, ..., E, es una coleccion finita de conjuntos cerrados, entonces |J E; es
i=1
cerrado.

Demostracién:

1. X y 0 son cerrados por ser complementos de los conjuntos abiertos () y X, respec-

tivemante.

2. Tomemos {E,} una coleccién de conjuntos cerrados y por las leyes de De Morgan,

X \ﬂaeonc = Uaej (X\Ea)

Como X\ E, es abierto y la unién arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto

abierto, tenemos que () E, es un conjunto cerrado.
ael

3. De manera similar, consideremos F; un conjunto cerrado para i = 1,2, ..,n, asi

i=1 i=1
Coémo la parte derecha de la igualdad es abierta por ser la interseccion finita de

conjuntos abiertos, la parte izquierda también lo es. De aqui |J E; es cerrado.
i=1

Definicién 4.11. Una separacion de (X, d) es un par U, V de abiertos disjuntos no

triviales de X cuya unidn es X. Se dice que (X, d) es conero si no existe una separacion
de X.

Teorema 1. La imagen continua de un espacio conexo bajo una funcion continua es

conexa.

Demostracién: Sea f : (X,d) — (Y,d) una funcién continua. Queremos probar que

f(X) es conexo.

Supongamos que U UV es una separacién de f(X), entonces f~1(U) U f~1(V) constituye
una separacion de X en dos abiertos no vacios, puesto que f es continua y sobreyectiva,

lo que implica que (X, d) no es conexo.
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0

Definicién 4.12. Sea A C X un subconjunto de un espacio métrico (X, d). Entonces
A es conexo por trayectorias si, para cada par de puntos x,y € A, existe una funcion
continua f : [0,1] — A, de [0,1] con la métrica eulideana a (A,d), tal que f(0) =z y

f(1) =y. A esta funcion f se le llama una trayectoria de x a y.

Definicién 4.13. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesion en X es una funcion f:

o0

N — X. Denotamos a la sucesion como (x,)>2 .

Decimos que (z,)5, converge a x € X si, para todo ¢ > 0, existe N € N tal que, si

n > N, entonces d(z,,z) < ¢, y lo denotamos como z,, — x.

También, al punto x al cual la sucesiéon converge, es llamado el limite de la sucesion,

y se le denota como

z = lim x,
n—oo

Proposicién 4.14. Si una sucesion (r,)52, converge, entonces su limite es inico.

Demostracién: Supongamos que (x,) converge a x y que a su vez (z,) converge a .

Asi, existen constantes N1, Ny € N tales que si ny > Ny, no > N, entonces

d(xmax) < 5/2 y d(xm’x) < 6/2

Si escogemos N = max{N;, N»} entonces

d(z,y) < d(z,zy)+d(zy,y) <e/2+c/2=¢

Al ser ¢ arbitrario, concluimos que d(x,y) = 0 y por lo tanto = = y.

O

Definicién 4.15. Una sucesion (x,)52 . en un espacio métrico se dice de Cauchy si,

para € > 0, existe N € N tal que

d(xp, Tm) < €

para toda n, m ;N.
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Es decir, decimos que los elementos de la sucesion se van acercando cada vez mas entre
si. Las sucesiones de Cauchy juega un papel importante en los espacios métricos, como

veremos mas adelante.

Definicién 4.16. Decimos que un espacio (X, d) es completo si toda sucesion de Cauchy

en el espacio converge.

Definicién 4.17. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Una cubierta de A es una

familia {U,} con a en un conjunto de indices I, de conjuntos abiertos en X tales que

Ac U,

ael

FEs decir, la coleccion {U,} de conjuntos abierto cubre al conjunto A.

Por ejemplo, bajo esta definicién siempre es posible cubrir cualquier conjunto con una

coleccién de bolas abiertas de radio € > 0 de la siguiente manera:

Ac | B.(x),

z€EA

Definicién 4.18. Un subconjunto F de un espacio métrico X es compacto si toda cubierta

de F tiene una subcubierta finita.

De manera equivalente decimos que un conjunto es compacto si toda sucesion de elementos
en el conjunto tiene una subsucesién convergente. Bajo esta equivalencia, al conjunto se

le suele llamar secuencialmente compacto.

Teorema 2. Si Y es un subespacio de X, entonces A C Y es compacto en Y si, y solo

si, es compacto en X.
Demostracién: Supongamos primero que A C Y es compacto en Y. Cualquier cubierta
de A en Y, tiene una subcubierta finita. Consideremos {U,} una cubierta de A en X.
Definimos los conjuntos

Vo=U,NY,

los cuales forman una cubierta de A en Y, donde cada V,, es abierto en Y y

A=ANY cUU.nY =V,
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Como A es compacto en Y, {V,,} tiene una subcubierta finita, digamos {Va,, Va,, - - -, Va, }-
Por lo tanto {Us,,, Uay, - - -, Uy, } €s una subcubierta finita de A en X.

Para demostrar el otro sentido, supongamos que A C Y y que A es compacto en X.
Sea {U,} con a € I un conjunto de indices, una cubierta de A en Y. Entonces, para cada

«, existe un abierto V, en X tal que

U, =Y NV,
Como A C |J,e; Ua entonces
AcC U V.,
ael

Por lo que {V,} es una cubierta de A en X. Como A es compacto en X. podemos

seleccionar una subcubierta finita de los conjuntos V,,, digamos
Vars -3 Vo, }
De manera que

{Uays-- - Us }

es una subcubierta finita de A en Y, y por lo tanto es compacto en Y.

O

Definicién 4.19. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A es totalmente acotado

st, para cada € > 0 existen x1,xs,...,T, € X tales que

A C B(z1) U Be(x2) U+ U Be(z)

Al conjunto {x1,x9,...,2,} C X se le llama e-red.

Teorema 3. Si A C (X, d) es compacto, entonces es totalmente acotado.

Demostraciéon: Supongamos que A no es totalmente acotado. Mostraremos entonces

que A no puede ser secuencialmente compacto.
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Como A no es totalmente acotado, existe un €y > 0 tal que A no puede ser cubierto
por un numero finito de bolas de radio g3. Construimos entonces la siguiente sucesion:

consideramos 7 € A e inductivamente tomamos z,,; tal que
n
tne1 € A\ U Boy(a).
i=1

Esto es posible porque

n

A gZ U BEo(xi)

i=1

De manera que (z,) no tiene subsucesiones convergentes porque
d(l‘m, In) 2 €o

para cualesquiera m, n € N.

O

Lema 4.20. Sea A C (X, d) un espacio secuencialmente compacto y {U,} una cubierta

A. Entonces existe 6 > 0 tal que, para todo x € A, existe un « tal que
Bg(.%‘) C Ua

Demostracién: Supongamos que para cada § > 0, existe alguna bola Bjs(x) que no
estd contenida en ningun U,. Entonces podemos construir una sucesiéon (z,) en A tal
que By, (2,)n0 estd contenida en ningin U,. Como A es secuencialmente compacto, (z,)
tiene una subsucesién convergente, digamos x,, — = en A. Como {U,} una cubierta,

x € U,, para algin ag. Pero U,, es abierto, por lo que
B.(x) C Uy,

para algtin € > 0. Ahora bien, z,, — z, asi que existe un entero N que podemos escoger

mayor que 2/¢, tal que,
dzy,z) <e
Sin embagro, esto implica que

Bl/N - Uoc()
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porque, si z € By, entonces d(z,xy) < 1/N, y por la desigualdad de triangulo,

1
d(zx) < d(zyoy) + d(ay, @) < S+ =S4 5=¢

| ™
DO ™

2 € Bo(x) C U,,.

Que es una contradiccién, por lo que debe existir un § con la propiedad deseada.

O

Definicién 4.21. Sea (X, d) un espacio métrico completo, x € X y B un conjunto

compacto en X distinto del vacio. Definimos
d(r,B)= min{d(z,y) : y € B}
d(z,B) es llamada la distancia del punto x al conjunto B.
Ahora definimos el siguiente espacio:
C(X)={A:A+#0Dy es un subconjunto compacto de X}.

Lo siguiente es definir una métrica sobre C(X), la cual llamaremos la métrica de Hausdorff
sobre C(X).

Teorema 4. Para A, B € C(X), definimos
dg(A,B) =inf{r >0: BC U,(A) yACU,.(B)}

donde U, (A) = {z €X:d(x,y) <r para algunay € A} = U, B:(y). Entonces dy es una
métrica sobre C(X). Mds aun, si (X, d) es completo, entonces (C(X),dy) es completo.

Demostracion: Primero mostraremos que en efecto dy es una métrica, por lo que de-

bemos verificar que se cumplan las cuatro propiedades que caracterizan a una métrica.

Notemos que, bajo la definicién dada, es claro que dy (A, B) = dg(B,A) y dg(A, A) = 0.
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Para mostrar que dy(A, B) = 0 implica que A = B, observemos que para cualquier
n, A estd contenido Uy, (B). Asi, para cada x € A, podemos escoger z,, € B tal que
d(x,z,) < 1/n. Como B es cerrado, x € B y obtenemos que A C B. De manera anéloga

podemos obtener la otra contencion.

Para mostrar la desigualdad del triangulo consideremos dos nimeros r y s tales que

si
r>dy(A,B)y s>dy(B,C),
entonces
CCUys(A)y ACUs(0).
Lo anterior implica que r + s > dy (A, C). Por lo tanto,
du(A, B) +dp(B,C) = dg(A, C).

Ahora probaremos que (C(X), dy) es completo. Para una sucesién de Cauchy {4,},-, en
(C(X),dy), definimos

Primero, mostraremos que B,, es compacto. Como B, es una sucesién monotona decre-
ciente de conjuntos cerrados, basta con ver que B; es compacto. Para cualquier r > 0,

podemos escoger m tal que
Ak: g UT/Q(Am)

para toda k > m. Como A,, es compacto, existe una r/2 — red P de A,,, donde P es el
conjunto de puntos que conforman nuestra r/2—red. Como | J, . » B, (z) es cerrado, es facil
verificar que P tambén es una r —red de B,,. Anadiendo r—redes P de Ay, As, ..., A1,
podemos obtener una r — red de B;. Por lo tanto B; es totalmente acotado. También,
By es completo porque es un subconjunto cerrado de un espacio métrico completo X. De

aqui se sigue que B,, es compacto.

Ahora, como {B,} es una sucesién mondtona decreciente de compactos no vacios,
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A=,51Bn

es compacto y no vacio. Para cualquier r > 0, podemos escoger m tal que Ay C U,(A,,)

para toda k > m. Entonces
AC B, CU.(A)

para m lo suficientemente grande. Por lo que tenemos dy (A, A,,) < r para m lo suficien-
temente grande. Entonces A,, converge a A con la métrica de Hausdorff. Por lo tanto,
(C(X),dp) es completo.

O

Este espacio métrico que definimos es precisamente el espacio métrico de los fractales, es
decir, consideraremos que los fractales son conjuntos compactos de un espacio métrico.
Como mencionamos al inicio de capitulo, buscamos que los fractales puedan ser expresados

de manera sencilla, por lo que introducimos el siguiente concepto.

Definicién 4.22. Un sistema de funciones iteradas (IFS) consiste de una familia finita

de contracciones en un espacto métrico completo.

Los sistemas de funciones iteradas jugaran un papel importante méas adelante, cuando

hablemos de conjuntos autosimilares.

4.3. Dimension Fractal

Estamos familiarizados con el concepto de dimensién gracias a la geometria y al dlgebra
lineal. De la primera apredimos que un punto tiene dimensién cero, una linea dimensién
uno y un cuadrado dimensién dos, sin embargo, la asociacién que hacemos entre estos
objetos y la naturaleza es un tanto artificial y en algunas ocasiones no es correcta. De
la segunda obtenemos un concepto més general de dimension, aplicado a los espacios
vectoriales, donde la dimensién nos ayuda a clasificar a todos los espacios que son esen-
cialmente los mismo, pero eso sigue sin ser lo que deseamos que la dimensién nos ayude

a conocer.
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En capitulos anteriores dimos una idea intuitiva de lo que es la dimension fractal, misma

que formalizaremos a lo largo de este apartado.

Debemos considerar que la dimension de un conjunto X € R"™ satisfaga las siguientes

propiedades:

1. Que para el conjunto unitario {p}, dim({p}) = 0, para la recta [, para el intervalo
unitario I', dim( I') = 1, y en general, para el hipercubo m—dimensional 1™,
dim(I™) = m.

2. (Monotonia) Si X C Y,
dim(X) < dim(Y)

3. (E'stabilidad numerable) Si{X;} es una sucesién de subconjuntos cerrados de (R)",

entonces

dim ( E:jl(Xj)) = sup dim (Xj)

Jj=1

4. (Invarianza) Para una funcién arbitraria ¢ que pertenece a alguna familia de
homeomorfimos de (R)" a (R)"

dim(¢(X)) = dim(X)

Las condiciones 1 y 2 resultan bastantes naturales, que no es el caso de la condiciéon 3,
incluso en algunas ocasiones en lugar de considerar estabilidad numerable se considera

una condicion similar, la estabilidad finita y el inciso 3 quedaria escrito como

3. Si X1, Xs, ... X, son subconjuntos cerrados de (R)", entonces

m>j>1

dim ( 61(Xj)) = méix dim (X;)

Brevemente introduciremos algunos conceptos de teoria de la medida que son esenciales
para entender el concepto de dimensién y sus variantes.
Definicién 4.23. Sea X un conjunto, decimos que A es un dlgebra en X si es una

coleccion de subconjuntos de X que satisface la siguientes condiciones:

1. X e A.
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2. Si B e A, entonces X\B € A.

3. Si{B,} es una coleccion finita de conjuntos en A, entonces

pertenece a A.

En particular, decimos que A es o-élgebra si A es algebra y si {B,} es una coleccién

numerable de conjuntos en A. Entonces

UBia

i>1
también estd en A.

Definicién 4.24. Diremos que la pareja (X, A) es un espacio de medida si A es una

o-dlgebra en X.
Definicién 4.25. Sea (X, A) un espacio de medida. Una medida en X es una funcion
A — R tal que

1. u(0) = 0.

2. 8i B € A, entonces u(B) > 0.

3. Si {Bn} es una coleccion numerable de conjuntos en A, tal que B; N B; = 0 para

i#7, entonces

M(UBi) = u(B)).

i>1 i>1

Definicién 4.26. Una medida exterior u* es una funcion cuyo dominio son los subcon-

Juntos de X y que cumple las siguientes condiciones:

1. p*(0)=0
2. (Monotonia) St A C B, entonces p*(A) < u*(B)

3. (Subaditividad) Para toda sucesion de subconjuntos {A,} de X se tiene que
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En partircular, es de nuestro interés la que es llamada la medida exterior s - dimensional
de Hausdorff, ya que con base en ella construiremos la dimension de Hausdorff. Dicha
dimensién es a la que queremos llegar, puesto que cumple con las condiciones mencionadas

al inicio de la seccion y es la que tomaremos sobre los fractales.

Definicién 4.27. Decimos que el didmetro de un conjunto U es

U] = sup ||z —yll.
z,yelU

Asi, una d—cubierta de un conjunto dado X es una sucesién numerable de conjuntos {U; }

que satisfacen
(o]
xclu
i=1

con 0 < |U;| < 6. Observemos también que la definicién depende tinicamente del didmetro

de las d—cubiertas y no la manera en la que X es cubierto.

Anteriormente definimos el espacio métrico (C(X), dg), cuyos elementos son conjuntos

compactos, por lo que nos enfocaremos a trabajar con ellos.

Definicién 4.28. Sean X un subconjunto de (C(X), dg), 6 >0 yU la coleccion de todas
las §-cubiertas {U;},.; posibles para X, definimos la medida exterior s-dimensional de

Hausdorff como
5(X) = inf Uil
M) =iy >0
donde s es un real no negativo.

Para X, tenemos que H3(X) es una funcién de dos variables, s y 6. Podemos pensar que

esta funcién toma valores en [0, oo.

Si fijamos s, obtenemos que H3(X) es una funcién que depende del parametro ¢ la cual
crece conforme 6 decrece. Como incluimos al infinito dentro del conjunto de valores que
la medida exterior s-dimensional de Hausdorff puede tomar, siempre podemos obtener el

siguiente limite
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Si consideramos s, t valores positivos tales que s < t y cualquier d—cubierta {U;} de X

tenemos
SO =D UPIU T < 6 |
i=1 i=1 i=1
Esto es,
Hs < 6" (X)HF(X)
En particular, si H5(X) < oo entonces H5(X) = 0y si H5(X) > 0 entonces H3(X) = oo.

En otras palabras, la grafica de H3(X) es una funcién escalén con a lo mas un punto

de discontinuidad como se muestra en la Figura 4.4.

oo

FIGURA 4.4: Grafica de la funcién H*(X)

Definicién 4.29. Al valor donde la funcion H*(X) es discontinua, le llamamos la di-

mension de Hausdorff de X y lo denotamos por dimp(X).

Observemos que, a partir de lo observado en la Figura 4.4 se deducen las siguientes

igualdades:
dimpy(X) = sup{H*(X) = oo} = nf{H*(X) = 0}

La dimensién de Hausdorff cumple todas las condiciones deseadas para una dimension,
sin embargo por como la definimos, no siempre es posible calcular, es por ello que intro-

ducimos otras dimensiones no enteras las cuales nos sirven para los fractales.
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Definicién 4.30. Sea X C R" y s > 0. La premedida s-dimensional de empaque de X se

define como

Fy(X) = lmsup{}_ [B;|*}

0—0 i€l

Definicién 4.31. Sea F(r) el drea trazada por circulos de radio r a lo largo de una curva

fractal. Entonces,

existe y se le conoce como la dimension de Minkowsk: - Bouligand.

Definicién 4.32. Definimos la integral de correlacion como

donde H es la funcion escalon. Cuando el siguiente limite existe, la dimension de corre-

lacion se define como

C(e)
do = lim )
cor g,/ =0Tt 1H§

4.4. Autosimilaridad

De manera breve, diremos que un conjunto autosimilar es un un conjunto que consiste de
miniaturas de si mismo. Como hemos vimos en la seccién anterior, hay aspectos qno son
tan sencillos alrededor de los fractales, es por ello que restringiremos nuestro estudio so-
lamete a un tipo especifico de fractales,es que poseen autosimilaridad, como el Triangulo

de Sierpinski.

A lo largo de esta seccién, mostraremos la existencia de conjuntos autosimilares y al-

gunas de sus propiedades.

Definicién 4.33. Sean (X, d) un espacio métrico y f: X — X. Un punto z € X para el

cual f(x) = x es llamado un punto fijo.
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Definicién 4.34. Sean (X, dx) y (Y, dy) espacios métricos. Un mapeo X — Y se dice
ser (uniformemente continuo) Lipschitz sobre X con respecto a dx, dy si

L dy (f(x).f ()

sup < 00
z,yeX,x#y dX (ZE, y)

La constante L mencionada arriba es llamada la constante de Lipschitz de f y se denota
por L = Lip(f).

Definicién 4.35. Sea (X, d) un espacio métrico. Si f: X — X es Lipschitz sobre X con
respecto a d y Lip(f )<1, entonces f es llamada una contraccién con radio r, donde r es

la constasnte de Lipschitz.

En particular, una similaridad en X es una funcién f: X—X tal que

d(f(x), f(y)) = rd(z,y)

Como estamos interesados en trabajar con conjuntos autosimilares, formalmente los de-

finimos de la siguiente manera:

Definicién 4.36. Sea A C M, decimos que A es autosimilar si existen fi, fo, ..., fx con-

tracciones tales que:
k
A={J#4)
i=1

Ahora bien, dado un conjunto de contracciones, nos cuestionamos si siempre existe un
conjunto autosimilar bajo las condiciones planteadas en la definicién y ademas es tnico,

lo cual constestaremos con los siguientes:

Teorema 5. (mapeo contractivo). Sean (X, d) un espacio métrico completo y f: X
— X una contraccion con respecto a la métrica d. Entonces existe un unico punto fijo.
Mds aun, si * es punto fijo de f, entonces {f™(a)},s, converge a z* para toda a € X,

donde f™ es la n-ésima iteracion de f.

Demostraciéon: Si r es el radio de contraccion de f, entonces, para m > n

d(f"(a),f"(a)) < d(f"(a), /" (@) + -+ +d(f" " (a), /" (a))
d(a, f(a))

<4 (e, flo) < 7
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Por lo tanto {f"(a)},, es una sucesién de Cauchy. Como (X, d) es completo, entonces
existe * € X tal que f"(a) — z* cuando n — oo. Como f"V(a) = f(f"(a)) y f es
continua, z* = f(x*).

Ahora, si f(z) = z v f(y) = vy, entonces d(x,y) = d(f(x),f(y)) < rd(x,y). Entonces

d(z,y) =0y x =y, con lo que probamos la unicidad de los punto fijo.

O

Teorema 6. Dada una familia de contracciones {¢1, 2, ... om}, m> 2 en C(X), eziste

un unico conjunto autosimilar V.

Demostracién: Primero definimos un mapeo ®: C(X)— C(X) tal que
¢(4) = [ Jwi(4)
i=1

Como cada ¢; es continua, aseguramos que ¢ mapea C(X) en C(X). Como C(X) es un

espacio métrico completo, lo que queda es mostrar que ® es una contraccién en C(X).

Para conjuntos arbitarios Ay, A, Ay, A3 € C(X) se siguen las siguientes propiedades:

L. du(pi(Ao), pi(A1)) < Lip(pi)dr (Ao, A1)

2. dH(AO U A17A2 U Ag) S méX{dH(Ao,A2>, dH(A17 Ag)}

Para demostrar 1, hacemos s = dy(Ag, A1); entonces para cualquier x € A, existe y en

A; tal que d(z,y) < s. Esto implica que

d(pi(), pi(y)) < Lip(w:)d(z,y) < Lip(p;)s,

definimos N, = {z € X : d(z,A) = migd(m,y) < ¢} y observemos que p;(z) €
ye

Ni(pi(A1)), donde t =Lip(p;)s. De aqui que ¢;(Ag) C Ni(¢i(A1)), debido a que escogimos

x de manera arbitraria. Para probar 2 establecemos s = dy(Ag, A2) y t = dy (A1, A3);

entonces las inclusiones Ag C Ng(Az) v A1 C N;(A3z) nos dan las inclusiones

AgU Ay C Ny(As) UNy(A3) C N,.(Ax U A3)
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donde r = méx{s,t}. De manera anédloga se muestra la segunda inclusién.

Para cualquier A, B € C(X) usamos repetidamente la desigualdad 2 para obtener

4n(@(4), 2(B)) = du(Js(m | i(5)

< méx dy(pi(A), i(B))

T 1<i<m

A su vez, de la propiedad 1, se sigue

méx di(i(A), pi(B)) < ( méx Lip(gpi)>dH(A, B)

1<i<m 1<i<m

de las cuales, obtenemos

max Lip(¢;) <1

1<i<m

Lo que nos permite concluir que ®: C(X) — C(X) es una contraccion.

O

Definicién 4.37. Sea {¢1,%9,...,¥n} un conjunto de contracciones, definimos la di-
mension de similaridad del conjunto autosimilar V como la posible raiz de la siguiente

ecuacion en d

S (L) =1

=1

la cual depende unicamente de la constante de Lipschitz de las contracciones. Denotamos

este valor por dimg(V').

Lema 4.38. Para un conjunto autosimilar V.,

dimpy (V) < dimg(V)

Demostracién: Es suficiente con mostrar que H*(V) < oo, donde s = dim, (V). Dado

un subconjunto A de R" y una sucesién,

ivig . i (1<i;<m,j=1,2,... k)
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de k ntimeros que van desde 1 hasta m y por simplicidad usamos la siguiente abreviacion:
Aijig..i, =109z 0--- 01y (A).
Entonces, sabemos que existe un unico conjunto tal que
Aiyig.i, =V

Ademas, tenemos

k

j=1

donde A es el mayor entre las constantes de Lipschitz L(1) < 1. Sea § = A\*|V|. Entonces

el conjunto {V;,4, 4, } es una d-cubierta de V', y entonces tenemos

m m k

HV) <3 D Vol VI 3 TT(EW)"

i1=1  ip=1j=1

< WP( S Lwr) = v

i=1
Ahora podemos disminuir el valor de § tanto como queramos tomando & lo suficientemente
grande. De aqui se sigue H*(V') < |V|*.

O

Observacion: Decimos que un conjunto de contracciones {p1, @2, ..., ¢n} satisface la

condicién del conjunto abierto si existe un conjunto abierto no vacio U C X tal que

Teorema 7. Hutchinson Sean {1, ¢, ..., om} contracciones similares en X que sa-
tisfacen la condicion del conjunto abierto. Sean oy, s, . .., oy, las constantes de Lipschitz
de cada p;, y sea V # 0 el autosimilar correspondiente.

Entonces d = dimg (V') es el unico nimero tal que

af +a3+---+al =1
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Demostracién: Supongamos que el conjunto acotado U que satisface la condicién del
conjunto abierto contiene una bola cerrada de radio a y a su vez estd contenida en una

bola de radio 3. Establecemos

v= min L(y;) € (0,1)

1<i<m

Por contradiccién mostraremos que

(V) 2 (25%1)5

Con esta desigualdad la prueba quedard completa, ya que H*(V) < |V|® por el lema

anterior, incluso, habremos mostrado que V' es un s-conjunto.

Denotamos por 7 el valor del lado derecho de la desigualdad y supongamos que H*(V') < 7.

Entonces, para ciertas § pequenas y una d-cubierta {W;} de V la desigualdad

(o]
Wi <
i=1

se sigue. Aqui, podemos extender cada W; ligeramente mientras conservemos la desigual-
dad, asi suponemos que cada W; es un conjunto abierto. Al ser V' compacto, un niimero
finito de conjuntos abiertos {W;} cubre V. {W;} cubre V. Por lo tanto, podemos suponer
que V' tiene una cubierta abierta, finita y acotada {IV;}, tal que para algin natural N

tenemos
N N
velwiy Do < (4.1)
i=1 i=1

Para cada k > 1 y un conjunto arbitrario A € R", sea

IEVED) ) (AU

donde la suma corre a través de cada sucesion finita 7145 . . . 7, la cual satisface la condicion

ANUiy.q, # 0. Con A fijo, la sucesién {ux(A)} es monénotona decreciente, ya que

Usrig.ivy C Uiyig.ip, 1 <3 <myy Y- (L(¥;))° = 1(%).
j=1
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Esto es, el limite
u(A) = Tim gy (A)
k—o0

existe. En particular, la inclusion V' C U implica que u(V) = 1. También tenemos las

propiedades:

1. Si A C B entonces u(A) < u(B).

2. W(AU B) < u(A) + pu(B).

Y usando esas proposiciones obtenemos las siguientes desigualdades,

L=p(V) < u(L]_VJ) <> Nu(Wy).

Lo siguiente es evaluar p(W;). Como hemos supuesto que |[W;| es menor que 6, existe al

menos un numero natural £ > 2 para el cual las desigualdades

L) L(i_,) > Wi > L(ty;) - .. L(s,)

se siguen. Sea A; la familia de sucesiones {i; ...4;} la cual satisface las relaciones men-
cionadas anteriormente. La longitud de las sucesiones en A; no es uniforme en general.

Sea [ el valor maximo de la longitud de estas sucesiones. Entonces, por (*), tenemos

u(Wy) <D (L) - L(Wy,)°

donde la suma va sobre 4 ... con W; N Uil.“ik # (). Esto es porque la condicién W; N

Ui, ip..iy # 0 implica que W; N U;, ;. # (. Por lo tanto, de aqui se sigue que
n(W;) < (W) < p|lWjl?,
donde p es el nimero de sucesiones en A; con W; N Uil_“ik £ .

Si establecemos

r=Li)... Ly )ay R= L) ... L()B;

entonces cada 1; es una contraccién similar, podemos ver que U;, ;, contiene una bola

cerrada de radio r y a su vez estd contenido en una bola cerrada de radio R. Si z es un
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punto arbitrario de W;, la bola cerrada de radio || centrada en = contiene a Wj, y
asi U;, 4, estda contenido en alguna de las bolas cerradas de radio 2R + |W;|. También

tenemos que
r > ayL(pi) ... Lgg-1) > ay|Wj| y R < BIW;];

por lo tanto, resulta que U; se encuentra en alguna de las bolas cerradas de radio

1.0k
ay|Wj|. Recordemos que las bolas de radio (25 + 1)|W;| no dependen de las sucesiones
en A;. Por otra parte, los U;, ;, son mutuamente disjuntos, y comparando su volimen

n-dimensional, obtenemos
play[W; )" < ((26 + D[W;)",

o equivalentemente

p < <2ﬂ+1)n =71
ary

lo que implica que p(W;) < 771[W;|*, con la cual tenemos
N N
LY (W) <77 (Wl
j=1 j=1

lo que contradice (3.1).

4.5. Ejemplos

Para concluir con este capitulo, exhibiremos algunos ejemplos de fractales que son auto-
similares, a los cuales también les calcularemos su dimensién de Hausdorff haciendo uso

del teorema de Hutchinson.

Como primer ejemplo de un fractal autosimilar tenemos al drbol de Hata (Figura 4.5), el

cual lo denotaremos por A y queda determinado por las siguientes dos contracciones en
C,

01(2) =wz,  @a(2) = %TH
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De las cuales podemos obtener

A= p1(A) Upy(A)

Lip(p1) = 75 v Lip(p2) = 3

Asi, por el teorema de Hutchison tenemos que si d = dimy(.A), entonces

Con lo que obtenemos que d ~ 1.43655.

0.3 T T
0.25 B
0.2 1
0.15 1
0.1 o e
> 005 ; ool
0 e ﬁéﬁ umwﬁ,
005 - 4
0.1 - H "' i ]
] a b
£ O T
-0.15 A aTy el —
! ‘?ﬁ." ‘:“?:gr\:m"
02 I I i jotE 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x

FIGURA 4.5: Arbol de Hata.
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Otro conjunto autosimilar es la procesién de los cangrejos (Figura 4.6), el cual denotare-

mos por P se define a partir de las siguientes contracciones
p1(z) =z po(z) = 2
Para las cuales
P = p1(P)Upa(P)
Lip(p1) = %2 y Lip(¢z) =
Sea d = dimg(P),
()" () -

Con lo que tenemos que d = 2.

0.7 T T T T T T
0.6 -
0.5 -
0.4
0.3 -
0.2 -

0.1 -

-0.1

0.2 1 i 1 1 1 1
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1GURA 4.6: Procesién de los cangrejos.

El siguiente ejemplo es la curva de Lévy (£) (Figura 4.7), la cual es conjunto atractor de

las siguientes contracciones
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Para las cuales

L= Upy(L)

Lip(pr) = L2y Lip(py) = L2

Sea d = dimp (L),

Con lo que tenemos que d = 2.

0.5 T T

05

15 1 1
-1.5 -1 -0.5

15

FicUraA 4.7: Curva de Lévy.
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Otro fractal autosimilar es el conocido como la curva del dragén (D) (Figura 4.8), el cual

es conjunto atractor de las siguientes contracciones

pi(2) =2 palz) = 2

Para las cuales

D = 1 U py(D)

Lip(p1) = Y2y Lip(gps) = ¥

S

Sea d = dimg (D),

Con lo que tenemos que d = 2.

1.4 ;

1.2 -

1+

0.8

0.6

0.4

0.2 -

-0.2

-0.4 L

FiGURA 4.8: Curva del dragén.

El tridngulo de Sierpinski (7°) (Figura 4.9) es el conjunto atractor de las siguientes con-

tracciones

1

p1(2) = 5(z+p1)  @2(2) = 5(z+p2)  ws(z) =
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donde pq, ps, p3 son los vértices de un triangulo y para las cuales

3

T=U@(T)

=1

con

Sea d = dimy(T),

Con lo que tenemos que d = _}Zig

0.9 T T T T T T

F1GURA 4.9: Triangulo de Sierpinski.



Capitulo 5

DNA y Sierpinski.

El lenguaje de la herencia esta escrito en un reducido alfabeto de cuatro letras (A, C, G,
T), es decir, todo el caudal de informacién hereditaria viene determinado por las diferen-

tes dispociones de los cuatro tipos de nucledtidos.

En este capitulo usaremos esta idea para tratar al DNA como un conjunto de cuatro
elementos, por lo que podemos tratarlo matematicamente. Primeramente introduciremos
los operadores 16gicos binarios, en especifico, hablaremos de la funcion XOR que sera la
que nos permitira hacer la conexién entre el DNA y los fractales. Posteriormente, ex-
plicaremos el algoritmo para obtener un tetaedro de Sierpisnki a partir de una cadena
de DNA, para después observar las diferencias entre una cadena aleatoria y una cadena
que pertenece a un organismo. Finalmente, tomaremos la prorecciéon de los tetadros de

Sierpinski de diferentes seres vivos.

5.1. Funciones légicas

El volumen informativo de cada mensaje se suele representar mediante bits (que es la
contraccién de binary digits), y el DNA no es la excepciéon. Toda pregunta puede ser
formulada de tal manera que sea suceptible de ser respondida por un "no.° por un ”s7”,

es decir, 0 o 1.

Pensemos en lo siguiente: al representar al DNA con solo dos simbolos, en lugar de cuatro,
el nimero de bits contenido en una molécula de DNA equivaldria al doble de pares de

nucledtidos. A su vez, existen cuatro clases distintas de nucledtidos, por lo que el niimero

61
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de bits contenidos es el cuadruple del nimero de pares de nucleétidos. Para darnos una
idea, el genoma humano contiene 3 x 10° pares de bases, por lo que contiene 1.2 x 10

bits de informacién.

Esta informacion codificada en ceros y unos puede ser tratada mediante operadores 16gi-
cos. Un operador l6gico asigna un valor, ya sea cero o uno, a la combinacién de condiciones
entre las variables, en este caso, la informacion codificada. En esta seccién introduciremos
tres operadores 16gicos: NOT, AND y OR, y en la siguiente trataremos mas detallada-
mente al operador XOR.

Funcién NOT

La operaciéon NOT consiste en negar el estado de una variable, es decir, cambiar el cero
por el uno y visceversa. Asi, la funcién NOT es una funcién de una sola variable que

invierte el valor de esta y cuya tabla de verdad es la correspondiente a la Figura 4.1.

AllA
0] 1
0] 1
110
110

F1GUurA 5.1: Tabla de verdad de NOT

Funcién AND
Definicién 5.1. La conjuncion o “AND” es un operador logico que toma el valor verda-

dero si las condiciones son verdaderas y es falsa cuando al menos una de las condiciones

es falsa.

Lo denotaremos por A.

Podemos observar que la funcién AND es una multiplicacion logica, ya que como podemos

observar en la tabla, el resultado consiste de la multiplicaciéon de las dos variables.
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ANB

e k=1E=l
—| ol —=|o| T
ol Ke=) N el Ran)

FI1GURA 5.2: Tabla de verdad de AND

Funcién OR
Definicién 5.2. La disyuncion inclusiva o “OR” es un operador logico que toma el valor
verdadero al menos una de las condiciones es verdadera y es falso solamente si todas las

condiciones lo son.

Lo denotaremos por V.

A | B|AVB
010 0
0]1 1
110 1
111 1

F1GURA 5.3: Tabla de verdad de OR

A continuacién introduciremos la funcién légica con la que trabajaremos la informacion
de una cadena de DNA.

5.2. Funcion XOR

En el capitulo 1 mostramos como toda cadena de DNA puede ser codificada mediante
una sucesion de ceros y unos de tres maneras distintas, ademas, como veremos, la funcién
XOR determina la tercera forma en que una secuencia de DNA estd en funcién de las

otras dos.

Definicién 5.3. La disyucion exclusiva o “XOR” es un operador logico que toma el
valor verdadero si exactamente una de las dos condiciones es verdadera. Este operador es

tdentico a la no equivalencia.
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Lo denotaremos por @ y puede ser visualizado utilizando los operadores AND y OR de

la siguiente manera:

A® B = (ANB)V (IAAB)
= (AAB)V (IAAIB)

La tabla de verdad del operador XOR se muestra en la Figura 4.4.

A@B

el k==l
— o= ol

D
0
1
1
0

F1iGURA 5.4: Tabla de verdad de XOR

Para relacionar el DNA con estos operadores, consideramos un segmento de DNA cons-
tituido por nucledtidos y lo interpretamos como una sucesion de elementos que pueden

tomar valores en el alfabeto mencionado.

Por ejemplo, supongamos que la siguiente sucesién representa un segmento de DNA del

algin organismo:

S, =ATCGTTACCGGCAT...

Transformamos S,, en una sucesién binaria mediante el criterios WS, YR y M K. Recor-
demos que bajo el criterio W.S a C y G les corresponde el valor 1, mientras que a A y T
el valor 0; el criterio YR asigna 1 a A, Gy 0 a Cy T; por ultimo, el criterio M K asigna
laA Cy0aGyT. Asi, obtenemos la siguiente tabla:

Criterio
WS
YR
MK

el L=l E=R

TIC|G|T
0110
0]0]1/0
0/1]0/0

olo|lo|

AICICIG|G|CIA|T
O(1}(1]1,1]0]0]0
110701 [1]0]11]0
1{1}1]0[0]0]1]0

Ahora que hemos encontrado la manera de representar al DNA como una sucesion de 0

y 1. De la anterior tabla podemos hacer una comparacién entre las filas y notar que al
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sumar dos de ellas en base dos, se obtiene la tercera fila, justo como en el criterio XOR.

Adicionalmente, partir de esta representacién podemos hacer una identificacion de una

secuencia de DNA con elementos de R3.

El genoma de un organismo contiene un gran nimero de nucleétidos, por lo que hacemos
una particién del genoma en unidades mas pequenas. Por ejemplo, el genoma humano
contiene 3200 millones de pares de nucleétidos, asi que para trabajar con él podriamos
utilizar unidades de 10 nucleétidos y reducir un orden de magnitud. Como decidimos usar
unidades de 10 nucledtidos, lo que implica que nuetra sucesion de ceros y unos tendra 320

millones de segmentos conformados por 10 elementos.

Identificamos la sucesion determinada por cada criterio con un nimero en el intervalo
[0,1], donde la cantidad de cifras después del punto decimal esta dada por la cantidad de
elementos que decidimos que tendra cada segmento. En el caso del ejemplo del genoma

humano, las coordenadas del elemento en R? tendrian 10 cifras decimales cada una.

Para visualizar esto mejor, tomemos el segmento ATCGTTACCGGCAT al cual pre-

viamente le asignamos sus representaciones, entonces, sus valores segin cada criterio son,

Criterio | ATCGTTACCGGCAT
WS 0.00110001111000
YR 0.10010010011010
MK 0.10100011100010

y el punto que le corresponde en R? es
(0.00110001111000, 0.10010010011010, 0.10100011100010)

Sin embargo, esta representacion esté en base dos, y lo desable es expresarla en base diez.
Obsevemos que en la representacion WS la primer cifra decimal es 0, lo que quiere decir
que el valor que le corresponde al segmento bajo este criterio es menor que 0.5. Bajo
los otros dos criterios, tenemos que el primer decimal es 1, por lo tanto, el valor que le

corresponde bajo YRy M K es mayor que 0.5.

Podemos pensar en que estamos considerando una particién en octantes del cubo unita-

rio, ya que cada coordenada de cada punto en R? estd contenida en [0,1] y cada criterio
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corresponde a un eje. Seleccionamos el octante correspondiente a la primera cifra decimal
(Figura 5.5). Notemos que solamente cuatro de los ocho octantes corresponden a zonas
donde se pueden los puntos correspondientes a segmentos, ya que los valores que toma
DNA bajo WSy Y R determinan los octantes donde podremos encontrar los puntos co-

rrespondientes.

Similarmente, el octante seleccionado sera dividido en ocho partes, y de la misma manera,
solo cuatro de ellos corresponden a zonas donde es posible encontrar puntos. Asi podemos

encontrar los puntos de la secuencia de DNA en R? de una manera intuitiva.

FI1GURA 5.5: Patricion del cubo unitario en octantes.

Formalmente, lo que haremos es hacer una particiéon de la secuencia del DNA de un
organismo en segmentos de longitud fija y asignarles tres niimeros reales a través de los
criterios WS, YR y M K. Asi, tomamos como dominio el conjunto de los puntos en [0,1]
determinados por los criterios W.S, Y R y codominio el conjunto de los puntos en el mismo

intervalo pero que estan determinados por el criterio M K. De esa manera, consideramos

f:10,1] x [0,1] — [0, 1], donde f es la funcién XOR.

Debido a la definicién de la funcion, existen zonas restringidas donde se puede encon-
trar la imagen de nuestro punto. Por ejemplo, sabemos que en la zona correspondiente
a la segunda mitad de los intervalos no se encuentra la imagen del punto, puesto que la
funcion asigna la primera mitad del invervalo en el eje z cuando al punto le corresponde

la segunda parte en los otros dos ejes.

Notemos que al aplicar la funcién, obtenemos copias autosimilares de la figura en una
escala mas pequena, en particular, la grafica de la funcién corresponde a un Tetrahedro

de Sierpinski. Vale la pena mencionar que la funcién XOR correponde a la regla 60 del
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FIGURA 5.6: A la izquierda, octantes permitidos al realizar la primera particién, a la
derecha, zonas permitidas después de la segunda particién.

FIGURA 5.7: En la parte superior se muestra la regla 90 del autémata celular elemental,
en la parte inferior el Tridngulo de Sierpinski generado por la misma [23].

automata celular elemental (Figura 5.7), a la cual le corresponde el tridngulo de Sierpisn-
ki.

Ahora aplicaremos el algoritmo visto en la cepa K-12 de la Escherichia coli', una en-
tero bacteria procariota cuyo unico cromosoma circular tiene 4 639 221 pares de bases
nitrogenadas de donde consideramos 15 000 pares de bases del gen yoaD?, asociado a
la regulacién de la celulosa. Al implementar la funcién en GNU Octave, se observa el

Tetraedro descrito por el proceso mencionado (Figura 5.8).

Ademads, generamos también una sucesion aleatoria con una longitud de 15000 elementos

utilizando unidades de 4 elementos, representando asi un segmento de DNA. Para ello,

'La Escherichia coli es la bacteria més estudiada por la humanidad.
2Los datos fueron tomados de [19)
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MK

FicuraA 5.8: Tetraedro obtenido a partir del gen yoaD de la E. coli.

consideramos una distribucion binomial con parametros n = 4 y p = 0.25, de la que se

obtuvo el tetraedro de la Figura 5.8.

0.9
0.8
0.7
06

MK 0.5
0.4
0.3 ; ;
2 R A
0.1 |

s S

FiGura 5.9: Tetraedro generado a partir de una distribucién binomal.

Podemos ver que los tetraedros generados por la sucesion correspondiente a la E. coli
y a la sucesion aleatoria son similares, entonces nos cuestionamos acerca de la presencia
del azar en el orden en que aparecen las bases nitrogenadas en la secuencia del DNA de
un ser vivo. Para ver la diferencia entre los datos de la E. Coli y los generados aleatoria-

mente, nos fijamos en la proyeccion de los tetraedros en los ejes WSy YR.

Notemos que en la proyeccién de los datos de la E. Coli podemos encontrar que hay

una mayor concentracién de puntos en ciertas zonas, mientras que evaden otras. En el
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caso de los datos generados por la distribuciéon binomial, observamos que el patréon for-

mado por la esta no es similar al que se obtuvo del organismo.

Podemos pensar en esto como una especie de firma gendmica, que estd caracterizada
por la densidad de los iterados, es decir, de las zonas de mayor concentracién. En las
siguientes imagenes vemos las proyecciones de los Tetraedros de Sierpinski de diferentes

especies.

F1GURA 5.10: A la izquierda proyeccién de los datos de la E. Coli, a la derecha proyec-
cién de los datos aleatorios.

F1cURA 5.11: A la izquierda, proyeccién formada con un genoma humano. A la derecha,
formadoa con el genoma de una rata.

Ficura 5.12: A la izquierda vemos la proyeccién del genoma de la rickettsia, a la
derecha, la proyeccion de datos aleatorios.
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5.3. El Tetraedro de Sierpinski

En esta 1ltima seccién hablaremos del tetraedro de Sierpinski, el fractal obtenido a partir

del algoritmo implementado.

Definiremos el tetraedro de Sierpinski como un conjunto autosimilar de R3. Sean

p1 = (0,0,0)
p2 = (1,1,0)
ps = (1,0,1)
ps=(0,1,1)

y para 1< i < 4 introducimos las funciones f; : [0, 1] x [0,1] — [0, 1] tales que

1
@) = 500+ )
Estas funciones son similaridades con Lip(f;) = % y por el Teorema 6, definen un tnico

conjunto autosimilar.

Definicién 5.4. Sea ® la funcion

donde X es un subconjunto de R3. Entonces definimos S como el tinico conjunto que

satisface:
o(5)=S
Llamamos a S el Tetraedro de Sierpinski.

Proposicién 5.5. La dimension de Hausdorff del Tetraedro de Sierpinski es 2.

Demostracién: De cada f;, tenemos que el conjunto de contracciones similares es {%}
y por el Teorema de Hutchinson (Teorema 7), la dimensién de similaridad d satisface la

siguiente igualdad,

1 1 1 1
git it =1
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FicurA 5.13: Tetraedro de Sierpinski.

Asi, obtenemos que la igualdad se satisface para d = 2, y como el Tetraedro de Sierpisnki
es un fractal autosimilar, su dimensién de Hausdorff y de similaridad coinciden. Por lo

tanto, dimgy(S) = 2

O

Definicién 5.6. Sea m un entero no negativo. Llamamos Sy al tetraedro inicial formado

por los vértices {p1, pa, P3,Pa}. Andlogamente,

Sm-i—l - (I)(Sm)

Extendemos la definicién anterior al no solo considerar el tetraedro formado por {p1, ps, ps, p4}-
En lugar de considerar Sy como dicho tetraedro, consideramos Sy como el cubo unitario,
y al aplicarle la funcién @, el resultado seguird siendo el Tetraedro de Sierpinski (Figura

5.14).

Ademas, para el Tetraedro de Sierpinski tenemos lo siguientes propiedades:

1. El Tetraedro de Sierpisnki es un conjunto compacto.
2. El Tetraedro de Sierpinski es conexo.

3. El Tetraedro de Sierpinski es conexo por trayectorias.

El inciso 1) se tiene a partir de la definicién del tetraedro de Sierpinski, para ver la de-

mostracién de 2) y 3) se sugiere revisar [6].



Capitulo 5. DNA y Sierpinski. 72

(1) () ()

FIGURA 5.15: Imagen en R? de: (a) la funcién AND, (b) la funcién XOR, (c) la funcién
OR.

Algo importante que no debemos olvidar, es que el tetraedro de Sierpinski obtenido a
partir del DNA es una caracteristica de la funcion XOR y de éste. En la primera sec-
cién introducimos las funciones logicas y todas ellas tienen como imagen tetraedros de
Sierpinski, sin embargo, las funciones AND y OR no representan alguna caracteristica

biolégica de nuestro interés por el momento.
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Conclusiones

Hoy en dia se tiene una gran cantidad de informacién de DNA, sin embargo, atin no se
conocen muchos aspectos de ella, por ejemplo, el término DNA no codificador se refiere
a todo el DNA que no esta involucrado en la codificacién de un producto de mRNA
maduro, el DNA no codificante es también llamado DNA basura. Puesto que no se tiene

entendimiento de que es lo que hace, muchos suponen que simplemente no hace nada.

Con este trabajo de tesis no se tiene la intencién de descubrir algo sobre eso, sin em-
bargo, el ejemplo ilustra que ain queda mucho camino que recorrer para comprender
todo el genoma de un organismo, y mas aun, la semejanza y la diferencia entre los geno-

mas de diferentes seres vivos.

La intencion es que la matematica nos ayude al comprender los fenémenos bioldgicos.
Podriamos preguntarnos acerca de la densidad de iteradados que aparecen en las pro-
yecciones de los tetraedros de Sierpinsiki: sobre si las zonas sin puntos corresponden a
palabras prohibidas en el genoma, o sobre que es lo que origina las zonas mas densas,
también podemos cuestionarnos acerca de la similitud entre algunas proyecciones co-
rrespondientes a diferentes especies. Esto abre la posibilidad a un trabajo futuro para

responder a estas cuestiones.
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