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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo realizaremos una exposicion detallada de los conceptos
fundamentales que necesitaremos para construir nuestros resultados. En
la primera seccién presentaremos los conceptos topoldgicos basicos para
construir las variedades topoldgicas. En la tercera seccién desarrollaremos
el concepto de variedad diferencial a partir de las variedades topoldgicas:
es a estos espacios donde extenderemos las nociones el calculo diferencial,
generalizando por ejemplo, el cdlculo en curvas y superficies en R3. En
nuestra segunda seccién estudiaremos el concepto de funcién propia,
el cual, a pesar de ser un concepto estrictamente topoldgico, tiene gran
importancia en geometria diferencial y sistemas dinadmicos; de hecho, el
objetivo de este trabajo es establecer algunos resultados importantes en estas
dos areas de las matematicas basados en funciones propias. Finalmente, en
nuestra cuarta seccién extenderemos el concepto de campo vectorial a las
variedades diferenciales, y veremos que en estos espacios también podemos
estudiar ecuaciones diferenciales de manera muy similar a lo que se hace en
los espacios euclideos.

1.1. Variedades Topoloégicas

Una variedad topoldgica es una generalizacién del concepto de curva
o de superficie, a dimensiones superiores. Una curva es una variedad
topoldgica de dimensién 1, y una superficie es una variedad topoldgica
de dimensién 2. La dimension tiene que ver con el nimero de parametros
que necesitamos especificar para determinar de manera tnica un punto.
Por ejemplo, una circunferencia, la cual es una curva, necesita sélo un
parametro para identificar de manera Unica sus puntos: basta con que
especifiquemos el dngulo, y con eso determinamos de manera Unica un punto
en la circunferencia. En un cilindro, el cual es una superficie, necesitamos
dos parametros: la altura a la que estard el punto, y el angulo que forma
respecto a la circunferencia.



8 1.1. Variedades Topolégicas

c(t) = (cos(t). sen(t))
t=m/3

X

Una variedad topolégica M de dimensién n, o bien, una n-variedad
es un espacio topoldgico que satisface las siguientes propiedades:

1. M es de Hausdorff,
2. M es localmente homeomorfo a R™ (con la topologia usual),

3. M satisface el segundo axioma de numerabilidad.

Si M es una n-variedad, la segunda condicién nos dice que existe una
familia {(U;, ¢;) }ier de homeomorfismos, llamados cartas locales ¢; : U; C
M — ;(U;) € R" tal que M = |J;c; U;. Otra manera de expresar esta
condicién es que para cada p € M existe una vecindad abierta U de p y un
homeomorfismo ¢ : U — ¢(U) C R™. En este caso decimos que (U, ) es una
vecindad coordenada de p, ya que la biyeccién ¢ nos permite determinar
cada punto de U por medio de las coordenadas de su imagen.

La segunda condicién es meramente local, es decir, nos dice que
localmente una variedad topolégica es como un espacio euclidiano, pero
no nos da por si sola condiciones globales de dicho espacio. Las otras dos
condiciones son suficientes para poder garantizar propiedades deseables en
las variedades topoldgicas, que le hardn compartir mas caracteristicas con
los espacios euclidianos. Antes de desarrollar dichas propiedades, daremos
algunos ejemplos:
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Ejemplo 1.1.1. Si U C R"™ es abierto entonces U es una n-variedad con
la topologia relativa. En efecto, la propiedad de Hausdorff y ser sequndo
numerable son propiedades hereditarias, las cuales son satisfechas por R™.
Ademdas Idy : U — U es homeomorfismo.

Ejemplo 1.1.2. Paran € N, si S® = {z € R"" | ||z|| = 1} entonces S"
es n-variedad con la topologia relativa como subconjunto de R"1. Primero
recordemos que las propiedades 1 y 8 las hereda de R™ ', por lo que sdlo
debemos demostrar que S™ es localmente homeomorfo a R™. Sean N =
0,...,0,1),S =(0,...,0,—1) y sean f : S"\{N} - R", g : S"\{S} — R"
definidas por

(21, 7))
f(xl,...,:,anrl) = 1—1’n+1
(—21,...,2p)
T1,...,T =7
9( 1 n+1) 1+ 2n

Sus inversas vienen dadas respectivamente por

(221, ..., 22, ||z||* — 1)
||z][* + 1 ’
(=2x1,..., 21,1 — ||z||?)
|z]]* + 1

f_l(xl--'axn):

g Ny xn) = ,
las cuales estdn bien definidas y son continuas, es decir, f,g son
homeomorfismos entre S"\{N},S"\{S} y R", respectivamente. Como
SM\{N},S™\{S} son abiertos que cubren a S, tenemos que dicho espacio
es localmente homeomorfo a R™. En general, se puede hacer una proyeccion
estereogrdfica desde cualquier punto p al plano perpendicular al radio por
p que pasa por el centro de la esfera, y de igual manera, esto define un
homeomorfismo local.

Ejemplo 1.1.3 (Toro). Consideremos R? con la topologia usual y sea
;7% x R?2 = R? la accion de Z? en R? definida por

O((m,n), (z,y)) = (m+z,n+vy).

El espacio T? = R2?/Z? es llamado 2-Toro. Dicho conjunto posee
estructura de grupo heredada de R? dada por

[(a, )] + [(z, 9)] = [(a + 2,0+ y)].

9
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Para probar que dicha operacion estd bien definida, hay que demostrar que
si (z,y) ~ (z,w) entonces (a + x,b+1y) ~ (a+ z,b+w). Pero esto es claro
ya que

(@,y) ~ (z,w0) = (z,y) = (¢ + m,w +n)
= (a+xz,b+y)=(a+z+m,b+w-+n)
= (atz,b+y)~(a+zb+w)
De manera andloga, el n-Toro se define por T" = R"/Z", donde la

accion se define de manera similar componente a componente. En particular,
T' =s'.

Otra manera de construir T? es la siguiente: sea X = [0,1] x [0,1] el
cuadrado unitario en R2. Definimos ~ en X por (a,b) ~ (x,y) si y sélo si
se cumple alguna de las siguientes:

(avb) = (ZL‘,y),’

a=xz,b=0,y=1;
a=z,b=1,y=0;
b=y,a=0,z=1;

A

b=y,a=1,2=0.

La razon de que T? = X/ ~ es debido a que [0,1] x [0,1] es una regién
fundamental de la accion, es decir, su interior contiene a lo mds un
representante de cada clase en la relacion de equivalencia en R? y también
a que si restringimos la accion al conjunto X = [0,1] x [0,1] obtenemos
la misma relacion de equivalencia que estd descrita en los cinco puntos
anteriores.

Hay una tercer manera de construir el n-Toro, y es T" = S' x ... x S,

Ejemplo 1.1.4 (Botella de Klein). La Botella de Klein K? se puede
construir de dos formas distintas: Consideremos primero el grupo I' =
(g9,h | ghg='h =e€). Ahora, sea @ : T x R? — R? dada por
®I(z,y) = (z + 1, —y),
M (z,y) = (z,y + 1)

., —1 .
Para probar que es una accién, basta demostrar que ®Io®Mo®9™ 0P = jdpo

(recordemos que, implicitamente, se imponen las relaciones gg—' = e,

10
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hh=t = e y por ello P9 = (®9)~1):

P90 @M oI o ®(z,y) = (I)goq)hoq)g_l(x,y—l-l) =PIodM(z—1,-y—1)
=¥z —1,-y) = (z,).

Esto significa que ® si define una accién en R%. Ahora, definimos la botella
de Klein por K? = R?/T.

Otra manera de construirla es a partir de X = [0,1] x [0,1] con la
siguiente relacion de equivalencia: (a,b) ~ (x,y) si y sdlo si alguna de las
siguientes condiciones se satisface:

(a,b) = (z,y);
a+xz=10b=0,y=1;
a+z=1b=1,y=0;
b=y, a=0,z=1;

SN

b=y,a=12=0.

De nuevo, la razon de que ambas definiciones coincidan se debe a que
[0,1] x [0,1] es una region fundamental de la relacion de equivalencia dada
por la accion, y que los cinco puntos anteriores muestran la accion en dicha
region.

K2 es no-orientable y no hereda estructura de grupo a partir de R?, a
diferencia de T2.

Ejemplo 1.1.5. En X = R""\{0} definimos x ~ y si y sélo si existe
A € R\{0} tal que x = \y. A X/ ~ se le llama Espacio Proyectivo Real
n-dimensional, y se denota por RP".

Otra manera de definir RP™ es por la accion de Zo = (1 | 1+1 = 0)
en S" dada por ®°(x) = x y ®'(x) = —x. Para probar que esto define una

accién, debemos probar que ®' o ®' = Idgn, lo cual es verdadero ya que
dlodl(z) = dl(—2) =2,

En este caso, cualquier semiesfera n-dimensional es una region
fundamental. Ambas definiciones coinciden en este caso porque las clases
de equivalencia de la primer definicion intersecadas con S* C R™ ! resultan
en las clases de equivalencia en la sequnda definicion.

11
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Toro 2-dimensional Botella de Klein Plano Proyectivo

Probaremos que T?, K? y RP" son variedades topoldgicas. Observemos
primero que las acciones que definen a cada uno de nuestros espacios son
acciones continuas, lo cual significa que en los tres casos la proyeccion
candnica es una funcién abierta (Apéndice, Prop. A.0.60). Por otra parte,
el toro T, la botella de Klein K? y RP" son cocientes de R",R? y S,
respectivamente, los cuales son segundo numerables. Por la Proposicién
A.0.47 del Apéndice, basta probar que T", K?> y RP” son localmente
euclideos para garantizar que seran segundo numerables.

En el caso de T, probaremos que para cada p € R™ existe una vecindad
U de p tal que la restriccién de la proyeccién canénica |y : U — 7(U)
es inyectiva. De esta manera, 7|y serd inyectiva, continua y abierta, es
decir, un homeomorfismo en su imagen. La inversa de 7|y definird un
homeomorfismo local entre T" y U C R", probando que T" es localmente
euclideo. Un ejemplo de una vecindad U para p es el interior de cualquier
region fundamental que contiene a p, por ejemplo, el n-cubo centrado en p
de lado 1,

Ciya(p) = (p1 —1/2,p1 +1/2) X ... X (pn — 1/2,pn + 1/2).

El caso de la Botella de Klein es totalmente andlogo, sélo que en este
caso la vecindad abierta U de p vendra dada por

Ciy2(p) = (p1 — 1/2,p1 +1/2) x (p2 — 1/2,p2 + 1/2).

El caso del espacio proyectivo es ligeramente distinto. Para probar que
es localmente euclideo, también podemos encontrar para cualquier punto
p € S™ una vecindad abierta en la que la proyecciéon canodnica sea inyectiva.
Dicha vecindad U la tomaremos como el interior del hemisferio que tiene a

12
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p como polo. La inversa de la restricciéon 7|y define un homeomorfismo local
entre 7(U) y U C S". Sin embargo, definimos U como el hemisferio de S"
que tiene a p como polo. Si hacemos una proyeccion estereografica desde —p
(véase ejemplo 1.1.2), la restringimos a U y la componemos con (7|y)~ !,
obtenemos el homeomorfismo con R™ que buscabamos.

Con lo anterior hemos probado que T", K? y RP" son espacios localmente
euclideos y segundo numerables. Ahora probaremos que también son de
Hausdorff, para lo cual, probaremos que la accién que los define es
propiamente discontinua: En el caso del n-toro, sean [z], [y] € T" distintos.
Sin pérdida de generalidad, supongamos podemos suponer que z,y € [0, 1]",
ya que esta es una regién fundamental de la accién. Si al menos uno de
ellos pertenece a (0,1)", podemos encontrar un n-cubo abierto de lado 1
que contenga a x e y. Si ambos estan en la frontera, podemos cambiar de
representantes de clase de tal manera que haya dos que pertenezcan a la
misma “cara” del cubo, y en este caso también existe un n-cubo abierto que
contiene a ambos representantes. En cualquier caso, existe un n-cubo abierto
C de lado 1 que contiene a ambos representantes de clase, a los que sin
pérdida de generalidad seguiremos llamando = e y. Sean U y V vecindades
abiertas y ajenas de x e y, respectivamente, totalmente contenidas en C
(éstas existen porque R™ es de Hausdorff y C' es abierto). Si m € Z" y
m # 0 entonces m + C N C = (), ya que C es un n-cubo abierto de lado 1.
Puestoquem+U Cm+Cy V C C, se sigue que m+ U NV = (). Como
m € Z"\{0} es arbitrario, la accién es propiamente discontinua y T" es de
Hausdorff.

Para probar que K2 es de Hausdorff, aplicaremos los mismos argumentos
a partir de que demostremos que, para cualesquiera dos elementos [p], [¢] €
K? distintos, podemos encontrar representantes de clase cuyas coordenadas
difieran en menos que 1. Recordemos que K? = R?/T", donde

L'={9,h|ghg'h=e)
y ® estd determinada por la acciéon de los generadores
®(r,y) = (z+1,-y),  (z,y) = (x,y+1).

Sean p,q € R? los representantes de clase. Si le aplicamos a p la operacién
®Y (o su inversa) suficientes veces, podemos obtener que la imagen de p
bajo estas transformaciones sea tal que su coordenada z difiera con la de ¢
en menos que 1. Posteriormente, si a ¢ le aplicamos la operacién ®" (o su

13



14 1.1. Variedades Topolégicas

inversa) suficientes veces, podemos obtener que la imagen de ¢ bajo estas
transformaciones sea tal que su coordenada y difiera en menos que 1 con el
nuevo representante de [p] que obtuvimos en el paso anterior. Ademads, como
®" no altera la coordenada x, tenemos que las dos coordenadas de ambos
representantes de clase difieren en menos que 1, como queriamos.

Para probar que RP"™ es de Hausdorff, haremos lo mismo: para
cualesquiera dos puntos distintos encontraremos dos representantes de
clase que pertenezcan a una misma regién fundamental. En este caso
es muy sencillo, ya que la regién fundamental es la semiesfera, y si los
dos representantes de clase no estdn en la misma semiesfera, al tomar el
diametralmente opuesto a uno de ellos como representante asegurara que
pertenezca a la misma semiesfera que el otro.

Todo esto nos ha permitido demostrar que el n-toro, la Botella de Klein
y RIP" son variedades topoldgicas.

Ejemplo 1.1.6. Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales en R?
dado por el campo v(x,y) = ( — 2?41, x) :

i =—z?+1,

Yy =x.

Su retrato fase viene dado de la siguiente manera:

Jh\w\%yf\""\

y (A P TUNARN
TN N
“\‘\

i (UL NN

TN N\

fl’?\z‘\ss

1 NN

TV X




Preliminares 15

Sea ® : R x R? — R? el flujo de la ecuacién diferencial. Consideremos la
relacion de equivalencia ~ en R? dada por

p~q<q= o (p) para algin t € R.

Es inmediato comprobar de las ecuaciones que definen al campo v, que
éste no posee puntos criticos, por lo que, por la Proposicion 4.4.4, Orb,
es un espacio conero, sequndo numerable y localmente euclideo. FEs fdcil
ver ademds que las rectas * = 1 y x = —1 son trayectorias del campo
v. Probaremos que este espacio no es de Hausdorff mostrando que ambas
trayectorias no pueden separarse por abiertos.

La ecuacion anterior es facil de resolver, de hecho,

92 2
z(t, (z0,40)) = 1+ o, C_ln<1_:c0+1>’

1
y(t, (z0,50)) = In(e" — €*) —t+k,  k=yo+In <”0_+2 ) |

Ejemplo 1.1.7. El ejemplo 1.1.6 nos muestra que existen espacios sequndo
numerables y localmente euclideos que no son de Hausdorff. Ahora,
construiremos un ejemplo de un espacio de Hausdorff, sequndo numerable
que no sea localmente euclideo: Consideremos a Q con la topologia discreta,
es decir, donde todo subconjunto de Q es abierto. Si x,y € Q con x # vy
entonces {x},{y} son vecindades abiertas y ajenas de x ey, probando que
es de Hausdorff. Por otro lado, B = {{z} | + € Q} es base para dicha
topologia, y como Q es numerable tenemos B es una base numerable para este
espacio. Finalmente, como todo abierto en R™ es no-numerable, es imposible
que alguna funcion f: A C Q — R” sea abierta, ya que Q es numerable.

Finalmente construiremos un espacio de Hausdorff localmente euclideo
que no sea sequndo numerable: Consideremos el par (R?,7), donde T es
generada por la base B = | ], cg{U x {y} | U € T} que consiste de la unién
disjunta de las topologias de R consideradas separadamente para cada recta
horizontal en R%. Es claro que B define una base, ya que la interseccion
de dos elementos de B es vacia o es (UNV) x {y} € B, y por el corolario
A.0.2, se sigue que B es una base. Es imposible que exista una base numerable
para este espacio, ya que para cada y € R debe existir un elemento bdsico
contenido en (0,1) x {y}. Este espacio es localmente euclideo, ya que para
cada (z,y) € R?, (R x {y},71) es un homeomorfismo local.

15



16 1.1. Variedades Topolégicas

Hemos presentado diferentes ejemplos de variedades topoldgicas,
y también de espacios que no lo son. Ahora introduciremos una
definicién topoldgica, que es poco usual, pero que posteriormente nos
permitira establecer criterios para determinar cuando una funcién entre dos
variedades topoldgicas es propia:

Definicion 1.1.8. Un espacio X se llama compactamente generado si
posee la siguiente propiedad: Si C C X es tal que para cualquier conjunto
compacto K en X se tiene que C' N K es cerrado en K, entonces C es
cerrado.

A pesar de que la definicién anterior sea algo rebuscada, el resultado
siguiente nos dice que una gran cantidad de espacios topoldgicos son
compactamente generados:

Proposiciéon 1.1.9. Todo espacio primero numerable o localmente compacto
es compactamente generado.

En [6, p. 121], encontramos la demostracién de este hecho.

Si juntamos el teorema de [1, p. 9], la proposicién anterior y el teorema
de [5, p.9], podemos concluir que toda variedad topoldgica es compactamente
generada, localmente conexa, localmente compacta, paracompacta y normal,
es decir, que aunque nosotros sélo pedimos 3 condiciones para una variedad
topoldgica, las relaciones que existen entre ellas dan lugar a muchas més
propiedades.

Son resultados conocidos de topologia que el producto de dos espacios
de Hausdorff es de nuevo un espacio de Hausdorff con la topologia producto
(Proposicién A.0.16) y que el producto de dos espacios segundo numerables
es de nuevo segundo numerable (podemos encontrar una demostracién de
este hecho en [12, p. 218]). También ocurre que el producto de un espacio
localmente homeomorfo a R™ con un espacio localmente homeomorfo a R™
resulta en un espacio localmente homeomorfo a R"*" (Proposicién A.0.49).
Combinando estos tres resultados, podemos concluir que:

Proposicion 1.1.10. Si M es una m-variedad y N es una n-variedad
entonces M x N es una (m + n)-variedad con la topologia producto.

En adelante, cuando nos refiramos al producto de dos espacios
topoldgicos supondremos que posee la topologia producto.

16
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1.2. Funciones Propias

En esta seccién introduciremos el concepto de funcién propia, que es el
objeto central de nuestro estudio.

Recordemos que las funciones continuas tienen la propiedad de que la
imagen inversa de un conjunto abierto es abierto, la imagen inversa de
un conjunto cerrado es cerrado. Sin embargo, no toda funcién continua es
abierta o cerrada, es decir, no siempre ocurre que la imagen de un abierto
o un cerrado bajo una funcién continua es de nuevo abierto o cerrado.
Observemos ademds que la imagen de un conjunto compacto bajo una
funcién continua es de nuevo un conjunto compacto. Sin embargo, no siempre
se tiene que la imagen inversa de un conjunto compacto bajo una funcién
continua sea de nuevo un conjunto compacto. De hecho, las funciones que
satisfacen esta propiedad son las funciones propias.

Que una funcion sea propia es una propiedad deseable en muchos casos,
como veremos a lo largo de este trabajo. Veremos que en la teoria de sistemas
dindmicos y en geometria diferencial, el trabajar con este tipo de funciones
nos da propiedades bastante tutiles.

En esta seccién estableceremos solamente los hechos que necesitaremos
para el desarrollo de este trabajo. Para consultar informacién adicional sobre
funciones propias y sus propiedades, se recomienda al lector consultar la
referencia [6] de la bibliograffa.

Definicion 1.2.1. Sean X,Y espacios topoldgicos. Una funcion f: X =Y
se llama propia si para cada subconjunto compacto K de Y se tiene que
fHK) es compacto en X.

Ejemplo 1.2.2. Consideremos la proyeccion en la primer componente

71 : R? = R dada por 71 (x,y) = x. Esta funcién no es propia, pero si es
continua y abierta.

La funcion sin : R — R es continua, como sabemos, pero no es propia
ya que sin~(0) = {n7 | n € N} no es acotado.

La funcion f : R — R dada por f(xz) = 3 + 2x es continua, propia,
abierta y cerrada.

17



18 1.2. Funciones Propias

Recordemos que las funciones continuas tienen la cualidad de enviar
sucesiones convergentes en sucesiones convergentes, y que en los espacios
primero numerables el reciproco es valido (véase [12, p. 217]). Esto nos dice
que, para una gran cantidad de espacios topoldgicos, podemos caracterizar
las funciones continuas en términos de sucesiones convergentes y visualizar
mejor el comportamiento de estas funciones.

Par estudiar las funciones propias haremos algo similar: definiremos una
clase especial de sucesiones y daremos una caracterizacién de las funciones
propias en términos de dichas sucesiones.

Definicién 1.2.3. Si X es un espacio topologico, una sucesion = ()02

que toma valores en X se dice que diverge a infinito si para cada conjunto
compacto K en X, se tiene que sélo un numero finito de valores de x
pertenecen a K.

Antes de caracterizar a las sucesiones divergentes a infinito, y a las
funciones propias por medio de ellas, enunciaremos algunos resultados que
seran utiles en esta seccién.

Teorema 1.2.4 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Si X es un espacio
topoldgico compacto y primero numerable entonces toda sucesion que toma
valores en X posee una subsucesion convergente en X. El reciproco es
verdadero si X es sequndo numerable.

La demostracién de estos hechos aparecen respectivamente en [5, p. 6] y
en [6, p. 99].

Lema 1.2.5. Si (x,)52, es una sucesion convergente a x € X entonces
K ={z, | n € N}U{z} es compacto.

Demostracion del Lema: Sea {Uy }acp una cubierta abierta de K. Puesto
que (Jyep Ua D K se sigue que existe § € A tal que x € Ug, y para cada
k € N existe aj € A tal que z;, € U,, . Puesto que z;, converge a z, existe
n € N tal que, para todo k > n, x, € Ug. Por lo anterior, {Uq, }}_; U{Us}
es una subcubierta finita de {U, }4ea para K, probando que K es compacto,
como queriamos. 7

Podemos caracterizar a las sucesiones divergentes a infinito de la
siguiente manera:

Proposicién 1.2.6. Sea X un espacio topoldgico y sea x una sucesion
que toma valores en X. Si x diverge a infinito entonces x no puede tener

18



Preliminares 19

subsucesiones convergentes. FEl reciproco es verdadero si X es sequndo
numerable.

Demostracion. Sea x = (,)52; una sucesion que toma valores en X.

Supongamos que x posee una subsucesion (xy, )22 | que converge a algin
z € X.Sea K = {xzy, | k€ N}U{z}. Por el Lema 1.2.5, K es compacto, y
claramente x toma una infinidad de valores en K por lo que x no diverge a
infinito.

Supongamos ahora que X es segundo numerable y que K es un conjunto
compacto en X con la propiedad de que x toma una infinidad de valores en
K. Esto implica que la subsucesién formada por los valores que x toma en K
poseera una subsucesion convergente, ya que, por ser X segundo numerable,
se satisfacen las hipotesis del teorema de Bolzano-Weierstrass. Por ello, si x
no diverge a infinito entonces posee alguna subsucesién convergente. O

De la misma manera en que el comportamiento de las funciones continuas
puede caracterizarse en términos de sucesiones convergentes, las funciones
propias pueden caracterizarse en términos de las sucesiones divergentes a
infinito, como veremos enseguida.

Proposicién 1.2.7. Si f : X — Y es una funcion propia entre los espacios
topoldgicos X,Y entonces, para cualquier sucesion € = (x,)0> divergente
a infinito, se tiene que f(x) = (f(xn))22, diverge a infinito. El reciproco es
verdadero si X es sequndo numerable.

Demostracion. Sea K un conjunto compacto en Y y sea x una sucesion que
toma valores en X, divergente a infinito. Puesto que f es propia, f~1(K) es
compacto en X, por lo que existe sélo un ntimero finito de indices ny, ..., ng
tales que xz,, € f~Y(K) para i = 1,...,k, ya que x diverge a infinito.
Esto significa que sélo los términos f(x,,) de la sucesién f(x) = (f(zn))22,
pertenecen a K. Como K es un conjunto compacto arbitrario en Y, se sigue
que f(x) diverge a infinito, como queriamos.

Supongamos ahora que X es segundo numerable y sea K un conjunto
compacto en Y. Supongamos que existe una sucesién x que toma valores
en f1(K) y que no tiene subsucesiones convergentes. Por la proposicién
anterior, x diverge a infinito y por hipdtesis f(x) también lo hace. Sin
embargo, f(x) toma valores en K, por lo que es imposible que diverja a
infinito. Esta contradicciéon nos conduce a que toda sucesién con valores
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20 1.2. Funciones Propias

en f~!(K) posea subsucesiones convergentes. Puesto que X es primero
numerable, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass tenemos que f~1(K)
es compacto y por lo tanto f es una funcién propia. O

Ejemplo 1.2.8. El Teorema de Bolzano-Weierstrass para sucesiones en R"
nos dice que si una sucesion es acotada entonces posee una subsucesion
convergente. Como R™ es seqgundo numerable, quiere decir que una sucesion
que diverge a infinito es no-acotada. En general, podemos caracterizar las
sucesiones divergentes a infinito en R™ como las que toman sdlo una infinita
de valores en un conjunto acotado.

Presentaremos otros criterios que garanticen que una funcién sea propia.

Proposiciéon 1.2.9. Sea f: X — Y una funcion entre el espacio compacto
X y el espacio de Hausdorff Y. Si f es continua entonces es propia.

Demostracion. Sea K C Y un conjunto compacto. Como Y es de Hausdorff,
por la Proposicién A.0.21 se sigue que K es cerrado. Si f es continua entonces
f~YK) es cerrado en X, por lo que, por la Proposicién A.0.20, f~1(K)
es compacto en X. Puesto que K C Y es un compacto arbitrario, f es
propia. O

Como consecuencia de lo anterior tenemos el siguiente corolario

Corolario 1.2.10. Si f : M — N es una funcion continua entre dos
variedades topoldgicas, donde M es compacta, entonces f es propia.

Definicion 1.2.11. Sean X,Y conjuntos arbitrarios y sea f: X — Y una
funcion. La fibra sobre y € Y es la imagen inversa del conjunto unipuntual
{y} bajo f

F7Hy) = )

Proposicion 1.2.12. Si f : X — Y es cerrada y si para cada y € Y se
tiene que ffl(y) es compacto en X entonces f es propia.

Demostracion. Sea K C Y un conjunto compacto, y sea {U}aer una
cubierta abierta para f~'(K) en X. Para caday € K, f~!(y) es un conjunto
compacto contenido en f~!(K), por lo que existe una subcubierta finita de
{Us}aer para f~1(y), digamos {U}"_;. Como que f es cerrada, el conjunto

{3
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es cerrado en Y, por lo que Y\Cj, es abierto en Y. Como y y C, son ajenos,
y € Y\Cy, por lo que {Y\Cy},ck es una cubierta abierta para K. Puesto
que K es compacto en Y, existen yi,...,y tales que K C U;nzl Y\Cy;.
Observemos que

FEYN\Gy) = X\fHCy) = X\ (f (X\ (U Uf’) ))
=1
c X\ <X\ <O U}')) = Lnj U,
=1

1=1

lo cual implica que
m m N
e cJrtone) e yyu,
j=1 j=li=1

es decir, {U}”} es una subcubierta finita de {Us }aer. Por ello, f71(K) es
compacto y f es propia. O
Ejemplo 1.2.13. Consideremos la funcién f : RY — R dada por f(z) = %,
donde R posee la topologia relativa. Primeramente, es conocido que esta
funcion es inyectiva, continua y que f=1 = f, por lo que f~(y) = {1/y} si
y>0o0 fl(y) =0 siy<0. En cualquier caso, la fibra es compacta. Por
otra parte, esta funcidn no es cerrada, ya que

f([1,00)) = (0,1]
y para cada conjunto compacto K C R tenemos que
fYUK)=f(KNRT) c RT.

Como K es compacto en R, K NR*Y es compacto en RT y f(K NR") es
compacto en R, ya que f es continua. Por otra parte, al ser f(KNRT) C RT
compacto en R, es compacto en R, por lo que f~1(K) es compacto en RT .
Esto demuestra que f es propia.

Nuestros ejemplos anteriores muestran que las condiciones de ser propia,
continua, abierta o cerrada son independientes.

La siguiente proposicién nos dice que para una gran familia de espacios
topoldgicos, las funciones propias son cerradas.
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22 1.2. Funciones Propias

Proposicion 1.2.14. Sean X,Y espacios topologicos. Si f : X — Y es
continua, propia y Y es un espacio de Hausdorff y compactamente generado
entonces f es cerrada.

Demostracion. Sea C C X un conjunto cerrado y sea K C Y compacto.
Puesto que Y es de Hausdorff, la proposicién A.0.21 nos dice que K es
cerrado en Y. Como f es continua y propia, f~!(K) es cerrado y compacto
en X. Esto implica que f~}(K) N C es un conjunto cerrado contenido en
el compacto f~1(K) por lo que, por la Proposicién A.0.20, f~Y(K) N C
es compacto. Como f es continua, f(f '(K) N C) es compacto en Y.
Observemos que

FEHE)NC) = {f(x) |z € fFTH(K)NC}
={f() | f(z) e K} {f(x) |z € C} = KN f(C),

por lo que K N f(C) es compacto. Puesto que Y es de Hausdorff, se sigue
que K es de Hausdorff, por lo que, por la Proposicién A.0.21, K N f(C) es
cerrado en K, ya que K N f(C) es compacto. Como K C Y es compacto
arbitrario e Y es compactamente generado, se sigue que f(C) es cerrado en
Y, probando que f es cerrada. O

Como consecuencia de las proposiciones anteriores tenemos que:

Corolario 1.2.15. Si f : X — Y es continua, biyectiva, propia y Y es de
Hausdorff compactamente generado entonces f es homeomorfismo.

Demostracion. Puesto que f es biyectiva y continua, basta demostrar que
f es cerrada. Puesto que f es propia y el espacio Y es de Hausdorff
compactamente generado, por la proposiciéon anterior, f es cerrada. Por
tanto, f es homeomorfismo. O

Corolario 1.2.16. Si f : M — N es una funcion continua y propia, donde
M, N son variedades topoldgicas, entonces f es cerrada.

Demostracion. Puesto que una variedad topoldgica es un espacio de
Hausdorff y compactamente generado, claramente se tiene que en este caso
se satisfacen todas las hipdtesis de la Proposicién 1.2.14. Por tanto, f es
cerrada. O

Corolario 1.2.17. Si f : X = Y es una funcién continua con la propiedad
de que para cada y €Y, f~1(y) es compacto entonces f es propia si y solo
si es cerrada.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de las Proposiciones 1.2.12 y
1.2.16. O
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1.3. Variedades Diferenciales

En nuestros primeros cursos de calculo diferencial estudiamos cémo
hacer calculo en los espacios euclideos, es decir, en R". Esto quiere decir
que nosotros sabemos cuando una funcion entre conjuntos abiertos de R"
es diferenciable, su significado geométrico y aplicaciones. Las variedades
diferenciales surgen en respuesta a la necesidad de hacer célculo diferencial
en espacios distintos a los euclideos.

Un primer contacto con el célculo diferencial en espacios no-euclideos se
da en geometria diferencial, cuando empezamos a trabajar con superficies
en R3. Sin importar cémo nos definen inicialmente a las superficies, al
final vemos que éstas localmente pueden parametrizarse por abiertos de
R2, es decir, son localmente homeomorfas a R?. Esta misma situacién se
tiene en las variedades topoldgicas, por lo cual éstas resultan los espacios
idéneos para generalizar el concepto de diferenciabilidad. Puesto que la
diferenciabilidad es una propiedad local, y las variedades topoldgicas son
localmente homeomorfas a un espacio euclidiano, utilizaremos las cartas
locales de dicha variedad para decidir cudndo una funcién es diferenciable.
Sin embargo, existen funciones que con una carta local sean diferenciables
en un punto, pero que no lo sean en el mismo punto si utilizamos una carta
local diferente. Para evitar este tipo de ambigiiedades, pediremos ciertas
condiciones de compatibilidad entre las cartas locales para tener un concepto
fijo de diferenciabilidad en una variedad.

1.3.1. Variedades Diferenciales, Subvariedades y Funciones
Diferenciables

Definiciéon 1.3.1. Sea M wuna variedad topoldgica. Dos cartas locales
(U, ), (V1) con UNV # O se dicen C*°-compatibles si las funciones

pop L p(UNV) = pUNV), op l:ipUNV)—=yUNV)
son diferenciables, es decir, de clase C*°. Esta definicion tiene sentido, ya

que po ! yp oyt son funciones entre abiertos de R™.

Un atlas diferenciable A sobre la variedad topoldgica M es una
coleccion de cartas locales A= {(U, )} tal que

1. M — U(U,QO)E.AU
2. Las cartas son compatibles: Cualesquiera (U,p),(V 1) € A tales que
UNV # 0 son C®-compatibles.
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24 1.3. Variedades Diferenciales

1

A la funcién ¢ o ™+ se le llama funcién de transicién entre (U, ¢) y

(V.1).

Definicion 1.3.2. Consideremos la coleccion de todos los atlas
diferenciables en la wariedad topoldgica M. Decimos que dos atlas
diferenciables Ay, Ay son equivalentes si A1 U Ay es de nuevo un atlas
diferenciable. Es inmediato comprobar que esto define una relacion de
equivalencia. Una estructura diferencial D en M es una clase de
equivalencia dada por la relacion anterior.

Con lo anterior, ya estamos listos para estudiar el concepto de variedad
diferencial.

Definicion 1.3.3. Una variedad diferencial n-dimensional es un par
(M, D), donde M es una n-variedad topolégica y D es una estructura
diferencial en M. Si (U, @) es una carta que pertenece a alguno de los atlas
de D, decimos que (U, ) es una carta admisible.

En la préctica, basta especificar un atlas diferenciable A para M,
pues su estructura diferencial viene dada por la clase de equivalencia a la
cual pertenece A. Convencionalmente, en vez de escribir (M, D) se escribe
simplemente M, y nos referimos a M como variedad diferencial.

En las definiciones anteriores hemos exigido que las funciones de
transicion sean de clase C°°. En adelante, cuando hablemos de funciones
diferenciables nos estaremos refiriendo a funciones de clase C*°, pero de
hecho también se puede trabajar con variedades de clase C*, k € N.

Si M es una variedad topoldgica, para cada p € M consideremos una
carta local (Up, ¢p). Puesto que f, : R — R" dada por fy(z) =z — ¢,(m)
es diferenciable, (U,, fp o ¢p) es también una carta local en M, por lo que
desde el principio podemos suponer que ¢,(m) = 0. Puesto que 0 € ¢, (U,),
existe r, > 0 tal que B, (0) C ¢,(Up), lo cual implica que (¢, (By,(0)), ¢p)
es una carta para m, por lo que desde el principio podemos suponer que
©0p(Up) = By, (0). Finalmente, si r > 0y gp(x) = ra/rp, (Up,gp o ¢p) es
también una carta local con (g, o ¢p)(Up) = Br(0), por lo que desde el
principio podemos suponer que (Up, ¢p) es una carta con ¢,(U,) = B-(0) y

pp(m) = 0.

Lo anterior nos dice que sin pérdida de generalidad podemos suponer que
©p(Up) es cualquier bola abierta centrada en 0; también pudiéramos suponer
que ¢,(Up) es un n-cubo abierto centrado en 0 de tamano arbitrario.
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Definicién 1.3.4. Sean (Mi,D1),(Ma,D2) variedades diferenciales. La
variedad producto (M; x Ma, Dy x Ds) consiste del espacio topoldgico
My x My y de la estructura diferencial Dy X Do que contiene al atlas
{(U1 x Uz, o1 X p2) | (Ui, i) es una carta en M;}.

Por la Proposicion 1.1.10, M7 x My es una variedad topoldgica. Para
ver que la variedad producto estd bien definida, debemos probar que
efectivamente el conjunto

{(U1 x Uz, 01 x v2) | (Ui, i) es una carta en M;}

es un atlas diferenciable. Sean A1, Ao dos atlas de M1, M, respectivamente.
Para i =1,2, {U; | (U;, i) € A;} es una cubierta de M;, por lo que

U U1><U2: U U1X U U2:M1><M2,
((U1,1),(Uz,2))€(A1 x A2) (U1,p1)€EAL (U2,p2)€A2

lo que implica que {(U; X Uz, 1 X v2) | (Ui, i) es una carta en M;} es
una cubierta de M x My. Sea ahora (mq, mg) € (U x Uz) N (Vi, V2), donde
(Ui, i), (Vi) € A; para i = 1,2. Entonces v; o (pi_l D ei(UinVy) —
;(U;NV;) es diferenciable. Como 1; ogp;l son funciones diferenciables entre
abiertos de R™, se sigue que

(1o ) x (205 h) 1 1 (U1NVA) x 02 (UaNVa) — b1 (U1 NV7) X 1ba (UaNVa)

es diferenciable, es decir, (1097 ") X (Paopy ') = (1 X ha) o (7 x 5 ') es
diferenciable y las cartas de {(U; x U, p1 X p2) | (U;, ;) es una carta en M;}
son compatibles. Por tanto, este conjunto si define un atlas y la variedad
producto estd bien definida.

En adelante, el término “variedad” significard “variedad diferencial”, y el
término “carta” o “carta local” significard “carta admisible” una vez que ya
especifiquemos la variedad con la que estemos trabajando. También, cuando
tengamos dos variedades M, N, al referirnos a su producto M x N como
variedad, serd con la estructura de variedad producto descrita anteriormente.

Definicion 1.3.5. Una subvariedad de la variedad M es un subconjunto
N C M con la siguiente propiedad: para cada p € N existen un entero no
negativo k, y una vecindad coordenada (U, ) de p tales que

0:U—=RFxR™ K op(UNN)=pU)N(RF x{(0,...,0)}).

Dado el subconjunto N de M, si (U,p) es una carta que satisface
la propiedad anterior, decimos que (U,p) tiene la propiedad de
subvariedad para N.
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26 1.3. Variedades Diferenciales

Es facil ver que si U C M es abierto entonces U es subvariedad en este
sentido (con k = m). Mas atn, si N es subvariedad de M podemos darle
estructura de variedad diferencial a través de la topologia relativa y de la
estructura diferencial generada por el siguiente atlas:

{(UNN, ¢|lun N)‘(U, ) es una carta que tiene la propiedad de subvariedad}.

Como N C M, N es un espacio de Hausdorff segundo numerable con la
topologia relativa. Ademas el conjunto anterior nos dice que NN es localmente
homeomorfo a R¥. Por otro lado, si (U N N, p|lyan), (V N N, |yay) son
cartas con la propiedad de subvariedad tales que (UNN)N (VN N) #
entonces UNV # Dy potp=t :p(UNV) — (UNV) es un difeomorfismo.
Observemos que (U NV N N) = (U N V)N (R* x {(0,...,0)}) y que
e(UNVNN)=pUnV)n (RF x {(0,...,0)}). Por ello, la funcién de
transicion

(p\UmNow‘;}W YP(UNVNAN) = oUNVAN)

es la funcion
pluanoy|pmy : (ONVINRFx{(0,...,0)}) = (UNV)N(RFx{(0,...,0)}),

que es en realidad la restriccién de ¢ o ¥~! al conjunto (U N V) N
(R¥ x {(0,...,0)}), por lo cual es diferenciable. De la misma manera,
Ylvan o 90\(}% y s diferenciable y por ello son difeomorfismos.

Ejemplo 1.3.6. Por el Ejemplo 1.1.1 sabemos que R™ es una variedad
topoldgica. De la misma manera, si U C R™ es abierto, también tiene
estructura de variedad topoldgica. Mas ain, como {(U,Idy)} es un atlas
diferenciable para U, éste adquiere estructura de variedad, la cual coincide
con la estructura diferencial usual. Esto quiere decir que las funciones que
son diferenciables en U C R™ en el sentido usual, también lo son como
funciones entre variedades. A (U, Idy) se le llama carta identidad y a
{(U,Idy)} se le llama atlas usual. De la misma manera, si U C M es
abierto y A es un atlas para M, el conjunto Ay = {(V',¢) | (V,v) €
AV =V Uy = |y} define un atlas para U. Con esta estructura, U
se llama subvariedad abierta de M.

Con este punto de vista, si M es variedad, una curva

c:ICR—-M

se puede ver como una aplicacién entre variedades. Asimismo, una funcién
f: M — R es una aplicacién entre variedades. En adelante, salvo que se
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especifique lo contrario, cuando nos refiramos a U C R"™ como variedad
diferencial, lo haremos considerando el atlas usual.

Definicién 1.3.7. Sea M wuna wvariedad. Denotaremos por C*(M) al
conjunto

C®(M)={f: M —R| f es diferenciable},

y denotaremos por Co0(M) al conjunto al conjunto
Co(M)={f: M — R | f es diferenciable en m}.

Proposicion 1.3.8. Sea M wuna variedad m-dimensional. Si N C M es
subvariedad n-dimensional entonces para cada pyg € N existe una vecindad
abierta U C M y funciones f1,..., fm"~" c C®(U) tales que

NNU={zeM| fYz)=...= f""(z) =0}

Demostracion. Sea (U,¢) una vecindad coordenada de py que tenga la
propiedad de subvariedad para N. Sean ¢! = 7wl o,...,¢™ = 7™ o .

Si f' = "™ entonces para cada x € N NU tenemos que
fix) = ") = 7 (p(x)) = 0,

ya que en las coordenadas de subvariedad, las tltimas m — n coordenadas
son iguales a cero. O

Ejemplo 1.3.9. Consideremos el conjunto A = {(U = S"\{N}, f),(V =
S™\{S},9)}, donde f,g,N,S vienen dados como en el Ejemplo 1.1.2. Como
N € S™\{S}, se tiene que S®* = U UV . Ademds, fog~',go f~1 : R"\{0} —
R™\{0} vienen dadas por

_ _ —T1,T2,...,T
foyg 1(%’1,...,.%”):90]0 1('%-1’...,:371):( 1 Hi‘|2 n),

las cuales son funciones diferenciables en R™\{0}. Por tanto, A define un
atlas diferenciable para S™. Mds ain, recordemos que R™! posee estructura
de variedad dada por el Ejemplo 1.3.6. Con esta estructura, las funciones

F:{zeR" | zp41 <1} - R", G:{zeR" | zp41 > -1} - R"

(T1,...,Tp) (—21,...,Tp)

G(x1,...,x =
1=z ( ! n+1) 1+2p41

F(xy,...,op401) =

son diferenciables y su restriccion a S" coincide con [ y g, respectivamente.
Por ello, F,G tienen la propiedad de subvariedad y el atlas A le da a S™ la
misma estructura diferencial que la que tiene como subvariedad.
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Como deciamos al principio de esta seccién, el concepto de variedad
diferencial surge para realizar calculo diferencial en espacios mas generales
que los euclidianos. Para esto, utilizaremos las cartas locales para decidir
cudles son nuestras funciones diferenciables, ya que la diferenciabilidad es
una propiedad local. Veremos que, si tenemos una estructura diferencial D en
una variedad topoldgica, la definicion de diferenciabilidad no dependera de
las cartas que se elijan para determinar dicha condicion.

Definicion 1.3.10. Sea f : M — N wuna funcion, donde M, N son
variedades diferenciales de dimensiones m y n, respectivamente. Sea p € M.
Decimos que f es diferenciable en p si existen cartas (U, ), (V,v) de
M, N, respectivamente, tales que p € U, o(U) CV y que

fi=tofop ':ACR™ - BCR"

es diferenciable en @(p). A la funcion f se le llama expresién local de f
en las cartas (U, ), (V ). Si f es diferenciable en p para todop € W C M,
decimos que f es diferenciable en W. Si f : M — N es diferenciable en
p € M para todo p, decimos simplemente que f es diferenciable.

En particular, si N = R entonces (V, ¥) es la carta identidad y f = fop ™!

es la expresion local de f.

Es inmediato comprobar a partir de las definiciones que si f es
diferenciable en p con las cartas (U, ), (V,1) entonces es diferenciable en
p con cualquier par de cartas que contengan a p y a f(p). En efecto,
supongamos que 1o fop~ ! es diferenciable en ¢(p). Como M es una variedad
diferencial, las funciones de transicién son diferenciables, por lo que, para
cualquier par de cartas (U, @), (V',4') tales que f(U’) C V' con p € U’, las
funciones ¢’ o )=, po (¢')~1 son diferenciables en (U NU’') y o' (VN V).
Ademas,

Pofol(d) =@ oy oo fop ) o(poy)T,

es decir, ¢’ o f o (¢')7! es composicién de funciones diferenciables, por lo
que a su vez es una funcién diferenciable en ¢'(p). Por tanto, la definicién
de diferenciabilidad de una funcién en un punto p no depende de la cartas
que se elijan para determinarla.

Proposicion 1.3.11. Si f: M — N es diferenciable en p € M entonces es
continua en p.
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Demostracion. Sean (U, p),(V,1) cartas en M, N respectivamente, tales
que p € U, f(U) C V. Observemos que f = ¢~ o f o . Puesto que
f es diferenciable en ©(p), es continua en ¢(p), pues f es una funcién
entre abiertos de R™. Puesto que ¢,1 ™" son continuas, se sigue que f es
composicién de funciones continuas en p, y por lo tanto es continua en p. [J

Consecuencia de lo anterior es que si f : M — N es diferenciable entonces
f es continua.

Definicién 1.3.12. Una funcion f : M — N, donde M, N son variedades
se llama difeomorfismo si f es biyectiva y si f, f~' son diferenciables.

Asi como los homeomorfismos nos permiten clasificar los espacios
topoldgicos, los difeomorfismos nos permiten clasificar las variedades.

Proposicién 1.3.13. Si M es una variedad diferencial y (U, ) es una carta
admisible entonces ¢ : U — @(U) es un difeomorfismo.

Demostracion. Utilizando para U la carta (U,¢) y para ¢(U) la carta
(p(U),idywr)), la funcién de transicion @ : p(U) — o(U) viene dada por
¢ =idyqnopo ol = id (1), probando que su expresion local es la funcién
identidad y por ser biyectiva es un difeomorfismo. O

Proposicién 1.3.14. Si f; : M; — N; es diferenciable en m; € M; (i =1,2)
entonces f1 X fo: My x My — Ny X Ny es diferenciable en (m1, ma).

Demostracion. Para cada i = 1,2, sean (Uj, p;), (Vi, ;) carta en M;, N,
respectivamente, tales que m; € U; y fi(U;) C V;. Puesto que f; es
diferenciable, la funcién de transicién f; = ¢; o fi o o~ 1 es diferenciable, es
decir para cada x; € U, la funcién ¢;(x;) — 1i(f(x;)) es diferenciable. En
las coordenadas (U1 xUs, 1 X p2), (V1 X Vo, 11 X1)2), la funcién fi X fo toma la
forma (1 (21), p2(z2)) — (¥1(f(21)), ¥2(f(22))). Puesto que componente a
componente esta funcién es diferenciable, se sigue que f; X fo es diferenciable,
como queriamos. ]

Proposicién 1.3.15. Siw: M x N — M es la proyeccion en la primer
componente entonces m es diferenciable.

Demostracion. Si (m,n) € M x Ny (U, ), (V,1) son cartas con m € U,n €
V entonces m(U x V) = U. En las coordenadas (U x V,¢ x ), (U, ¢), la
funcién de transicién 7 toma la forma (¢(m), ¥ (n)) — p(m), la cual es una
proyeccién usual en espacios euclidianos y por ello es diferenciable. ]
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30 1.3. Variedades Diferenciales

misma maner r i6on en un mponen

De la sma manera, la proyecciéon en la segunda componente es
diferenciable, y para distinguir una proyeccién en la otra, se denotaran por
pry, pry, respectivamente.

1.3.2. Particiones de la Unidad

Las particiones de la unidad son una herramienta que mas adelante
utilizaremos para probar la existencia de ciertos objetos con los que
estaremos trabajando a lo largo de este trabajo. El hecho de que una variedad
diferencial sea un espacio paracompacto nos garantizara la existencia de una
particién de la unidad.

Definicién 1.3.16. Sea X un espacio topoldgico y sean {Uy},{Vi} cubiertas
de X. Decimos que {V;} es un refinamiento de {U,} si para cada i eziste
a tal que V; C U,.

Definicion 1.3.17. Una particion de la unidad en la variedad M es una
familia de funciones {f; € C*°(M)} con las siguientes propiedades:

1. {supp(fi)} es una cubierta de M localmente finita.
2. Para cada x € M, )", fi(x) = 1.

Una particion de la unidad { f;} se dice subordinada a la cubierta {A,}
st {supp(f;)} es un refinamiento de {Ay}.

Definicién 1.3.18. Una funcidn meseta es una funcion f € C°(R™) tal

que supp(f) C Ba(0), f(x) =0 sixz ¢ B3(0) y f(x) =1 si z € B1(0).

Las funciones meseta son la clave para demostrar la existencia de
particiones de la unidad para funciones diferenciables. En el apéndice
podemos encontrar una demostracién de su existencia.

Definicién 1.3.19. Sea M wuna variedad. La familia {(U;, Vi, 0i)}52, se
llama cubierta regular esférica si {U;}ien es una cubierta abierta
localmente finita, y si para cada i € N se tiene que (U;, ;) es una carta local
con V; C Ui, i(U;) = B3(0) y ¢i(V;) = B1(0). En cambio, si @;(U;) = C3(0)
y ©i(Vi) = C1(0), decimos que {(U;, Vi, i) }2, es una cubierta regular
ctbica. Si {U;}ien es un refinamiento de la cubierta abierta {A,}, decimos
que {(U;, Vi, i) }32, estd subordinada a la cubierta {Aq}.

Ahora estamos listos para enunciar el el Teorema de Existencia de las
Particiones de la Unidad:
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Teorema 1.3.20 (Teorema de Existencia de Particiones de la Unidad).

a) St {(Us, Vi, i)}2, es una cubierta regular esférica entonces existe una
particion de la unidad { f;}3°,} subordinada a {p; ' (B2(0))}32,}.

b) Toda cubierta abierta {Aq}acr de M posee una particion de la unidad
{fi}ien subordinada a dicha cubierta.

La demostracion de este teorema se puede consultar en [1, p. 194-195].

Claramente, el enunciado anterior también es valido para cubiertas
regulares cibicas.

1.3.3. Espacios Tangentes y Haz Fibrado Tangente

Recordemos que si tenemos una funciéon f : U — V, donde U,V son
abiertos de R™, R™, respectivamente, y f es diferenciable en U, se define la
diferencial de f como la funcién

df : R® — R™
T dy f
que a cada punto x de U le asocia la dnica transformacién lineal d,f que

satisface
ik ‘f(fUO‘i"U)_f(fCo) _dmof(v)|

=0.
||v]|—0 |[v]]

Notemos que hemos identificado R™" con el espacio L(R™,R™) que consiste
de las transformaciones lineales de R™ a R™.

Queremos generalizar la nocién de diferencial a variedades, por lo cual,
tenemos que empezar por definir qué es un vector tangente.

Definicién 1.3.21. Sean ci,c2 @ (—€,¢) — U curvas diferenciables tales
que ¢1(0) = ¢2(0) = p € U, donde U es un conjunto abierto de R™. ¢1 y
co se llaman tangentes en p si ¢j(0) = 4(0). A ¢j(0) se le llama vector
tangente a c; en p.

Observemos que dos curvas son tangentes en p si y sélo si tienen el mismo
vector tangente en p.

Definicién 1.3.22. Si S es una superficie en R® y p € S, un vector
tangente a S en p es ¢/(0), donde c : I — S C R? es una curva en S
tal que ¢(0) = p. De esta manera, un vector tangente a S en p es un vector
tangente a una curva c en p, tal que la curva esté totalmente contenida en

S.
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32 1.3. Variedades Diferenciales

Al conjunto de los vectores tangentes a S en p se le identifica usualmente
con el plano tangente a S en p, como subespacio vectorial de Rg (con el origen
trasladado a p). Ahora abstraeremos estas nociones a cualquier variedad
diferencial, independientemente de si estén o no inmersas en R™, como las
superficies en R3.

Vectores Tangentes como Clases de Equivalencia de Curvas

Definicién 1.3.23. Sea M una n-variedad y sea m € M y (U, ¢) una carta
conm € U. Una curva en m es una funcion diferenciable ¢ : I — M, donde
I C R es un intervalo abierto con 0 € I, tal que ¢(0) = m. La derivada de
c en m respecto a la carta (U, ) se define como el vector

G0 =(edoer.

Decimos que dos curvas c1,co son tangentes en m si existe una carta local
(U, ), conm € U, tal que

(poc1)'(0) = (¢ oc2)(0).

Hemos definido la derivada de una curva con respecto a una carta;
mas adelante daremos una definicién de derivada que no depende de
coordenadas.

Puesto que para cada ¢ = 1,2, la funcién ¢; : I, C R — M es
diferenciable, por definicién se tiene que (po¢;) : I; — o(U) C R™ es
una funcién diferenciables entre abiertos de R™; de hecho, poc¢; es una curva
en o(U) C R™. Por ello, la definicién anterior nos dice que dos curvas en M
son tangentes en m € M si y sélo si sus expresiones locales son tangentes
en ¢(m) € R™.

Por otro lado, si (V1) es cualquier otra carta local con m € V', tenemos
por la Regla de la Cadena:

(Woea) (0) = ((Wop ) o(poc))(0) =dppm(op ) (poca)(0)
= dymy( o) (poc)(0) = ((Wop ™) o(poc)) (0)
= (1o c1)'(0).

Por ello, si dos curvas son tangentes en una carta local entonces son
tangentes en cualquier carta que contenga a m, por ello, la definicion
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de tangencia no depende de la carta que se elija. Mas atn, el “ser
tangentes en m” define una relaciéon de equivalencia en el conjunto de curvas
en m. Si ¢ es una curva en m, la clase de equivalencia a la cual pertenece ¢
se denotara por [c|m,.

Definicion 1.3.24. Sea M wuna variedad, y sea m € M. El espacio
tangente a M en m es el conjunto de clases de equivalencia de curvas
en m:

TonM = {[c]m | ¢ es una curva en m}.

A los elementos del espacio tangente les llamamos vectores tangentes.

La definicién anterior nos dice que un vector tangente es una clase de
equivalencia de curvas. A T,,M le daremos estructura de espacio vectorial,
primero de manera local por medio de una vecindad coordenada (U, ) de
m, y después probaremos que esta estructura no depende de la carta que
hayamos elegido para dotarlo de esta estructura.

Si U C R™ un conjunto abierto y si ¢ es una curva en p € U, existe un
unico v € R"™ tal que la curva ¢®¥ : I — R" dada por ¢”¥(t) = p + tv
es tangente a ¢ en p. Que ¢ y c”? sean tangentes en p equivale a que

%(0) = dc;’w (0) = v, por lo que dicho vector es precisamente v = ¢/(0).

De la misma manera, si ¢ es una curva en m € M, con M variedad n-
dimensional, y (U, ¢) una vecindad coordenada de m, existe un unico v € R"
tal que la curva ¢, : I — M dada por

Cmw(t) = gofl(go(m) + tv)

es tangente a ¢ en m. Por definicién, ¢ y ¢, son tangentes en m si y sélo
si pocy ¢ocy, son tangentes en p(m). Puesto que ¢, = o lo cpm)v
lo anterior ocurre si y sélo si ¢ o ¢y ¢?™)? son tangentes en ¢(m). En
virtud de lo anterior, el vector v buscado es precisamente la derivada de ¢
con respecto a la carta (U, ¢), es decir, v = (¢ o ¢)’(0).

La discusién anterior puede resumirse en lo siguiente: Para cada [c],, €
T, M y para cada carta (U, ) con m € U existe un unico v € R” tal que
[c]m = [¢m,v]Jm- Por ello, tenemos una biyeccién v + [¢m]m entre R™ y el
espacio T,,, M dada por la carta (U, ¢). Esto quiere decir que, fijando la carta
(U, ¢), todo vector tangente es de la forma ¢, p]m.-
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34 1.3. Variedades Diferenciales

Definicién 1.3.25. Sea (U, ) una carta en la variedad n-dimensional M,
conm € U. Definimos la biyeccion dy,p : T M — R™ como dpp([¢mplm) =
v. A v le llamamos vector de coordenadas de [cy |m en la carta (U, p).

Puesto que ¢, depende de la carta, cuando haya dos o més cartas
involucradas, digamos {(U?, ¢®)}ser, representaremos por v al vector dado
por el Lema anterior en la carta (U%, %), y a la curva dada en dichas
coordenadas la denotaremos por cfj, ,o. Cuando trabajemos con una sola
carta, la notacién serd simplemente ¢, ,.

No es dificil ver de las definiciones que si u y v son los vectores de
coordenadas de [c],, en las cartas (U, ¢) y (V, 1)), respectivamente, entonces
u y v se relacionan por la ecuacién

u = dd’(m) ((10 o ’l)Z)_l) - U.
Ademé,s, d¢(m)(90 o 1/1_1) = dm@ © (dmd])_l'

Ahora estamos listos para darle a T}, M estructura de R-espacio vectorial:
Sea (U, ¢) una vecindad coordenada de m. Si [¢m p)m; [Cmw]m € TmM son
vectores tangentes cualesquiera y k € R es un escalar arbitrario, definimos

[Cm,v]m + k[cm,w]m = [Cm,v+kw]~

En otras palabras, las operaciones estan definidas para que dpyp : T,y M —
R™ sea un isomorfismo. Sin embargo, como veremos enseguida, estas
operaciones estan bien definidas, es decir, la estructura es independiente
de la carta (U, ¢) que elegimos:

Sean [ci]m,[calm € TnmM y sean (U, '), (U? ¢?) vecindades
coordenadas de m. Para cada 7,7 = 1,2, existe un unico vector vf- tal que ¢;
es tangente en m a la curva

= (@) (m) + to]).

m,v;

Por la Proposicién anterior, tenemos que
1 2y—1y 2
Uy = dgoz(m)(go o (90 ) ) "V

Para cada j = 1,2, la operacion [c1]m+k[ca]sm en la carta (U7, ¢7) viene dada

por [¢ . .]m.Para demostrar que estd bien definida, sélo hay que probar
m,v; +kvy
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que ct

2

m,v%—l—kv% y Cm,v

ploc vy ploc son tangentes en ! (m)
m,v%Jrkv% m,v%Jrkv% :

2 g SOI tangentes en m, para lo cual probaremos que

d d

i (¢’ o Cyln,vﬁkv%)(t) =7 (" (m) + t(v] + kvy)) () = vi + kvs.
t=0 t=0

d d _

Tl @ e =2 (0 e @) e (¥(m) + ] + ki)
t=0 t=0

= dch(m) (Qpl 0 (@2)_1) ) (’U% + k"U%)
= dch(m) (@1 0 (@2)_1) ’ U% + kdt,pQ(m) (901 o (902)_1)

Por ello, en la carta (U, p'), ambas curvas tienen el mismo vector tangente,
a saber, v{ + kv, probando que son tangentes y que la estructura de espacio
vectorial estd bien definida.

Por ello, T,,M es un espacio vectorial de dimensién n isomorfo a R"™
via dpp. Una base para dicho espacio viene dada por la imagen de la base
canénica bajo dicho isomorfismo, a saber {[¢” |,,}" ;. A las curvas ¢” |

m,e 1= ) m,e
les llamamos curvas coordenadas y las estudiaremos mas adelante.

Definicién 1.3.26. Sea m € M. Denotaremos por (m,0) al vector cero del
espacio tangente T, M. Claramente, su vector de coordenadas en cualquier
carta es el vector cero, ya que, para cualquier vecindad coordenada (U, ¢) de
m dpyp es lineal y envia al vector cero en el vector cero.

Vectores Tangentes como Derivaciones Puntuales

Ademads de la definicién como clases de equivalencia de curvas, podemos
definir los vectores tangentes como R-derivaciones puntuales de Coo(M).

El concepto de derivacién puntual estd presente desde el calculo
diferencial de varias variables. La derivada direccional es precisamente el
ejemplo del que partiremos para generalizar a variedades. Sea f : U C
R™ — R una funcién diferenciable en p € U. Recordemos que la derivada
direccional de la funcién f en la direcciéon v € R™ en el punto p € R”

se define como t
(Do f)(p) = lim flo+ Ut) —fn)

Recordemos también que, si fijamos el punto p, la derivada direccional
satisface las siguientes propiedades para cualesquiera v,w € R" f,g €
CrU),a eR:
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36 1.3. Variedades Diferenciales

» R-linealidad: Dy(f + ag)(p) = Du(f)(p) + aDy(9)(p)-

» Derivaciéon Puntual (Regla de Leibniz): D, (f-g)(p) = Dy (f)(p)-9(p)+
f(®) - Du(g)(p).

» R-linealidad en la otra componente: Dyiaw(f)(p) = Dy(f)(p) +
aDuy(f)(p)-

Las primeras dos propiedades nos dicen que, para cada v € R" y p € U,
la funcion

Dy()(p) : C=(U) = R
f = Dy(f)(p)

es una R-derivacién de CI?O(U ). La tercera propiedad, nos dice que, para
cada p € U, la coleccién T,U = {D,(-)(p) }vcrn es un espacio vectorial sobre
R isomorfo a R™ via la funcién v — D, (-)(p).

Las nociones anteriores nos llevan a redefinir los vectores tangentes como
sigue:

Definicion 1.3.27. Sea M wuna variedad diferencial y sea m € M. Un
vector tangente a M en m es una funcion

Ut CY (M) = R

que sea una R-derivacidon, es decir, que satisfaga las siguientes dos
propiedades:

1. R-linealidad: vy, (f + ag) = v (f) + avn(g).

2. Derivacion Puntual (Regla de Leibniz): vy (f - g) = vm(f) - g(m) + f(m) -
Um(9)-

De igual manera, probaremos que
TmM = {vp, | v es un vector tangente a M en m}

es un espacio vectorial sobre R y que es candénicamente isomorfo a 15, M.
Las operaciones que definiremos en 7, M para darle estructura de espacio
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vectorial son las siguientes:

+: T;M X T;eM — T M
(U, W) =+ (U, W) = (U + W) 1 CrP (M) = R
[ (om +wn)(f) = vm(f) + wm(f)
R X T M — ToM
(o, wp) = (W) = (- wp,) : Co (M) - R

[ (a-wm)(f) = a- wn(f)

No es dificil ver, en virtud de la R-linealidad de las derivaciones, que
(TmM, +, ) satisface todos los axiomas de espacio vectorial.

Nuestro siguiente paso es establecer la relacién entre el espacio tangente
T:nM definido como la coleccién de todas las clases de curvas [c|,, y el
espacio T,, M de todas las R-derivaciones puntuales de C°(M). Para ello,
recordemos del cédlculo en varias variables, que existe una manera practica
para calcular derivadas direccionales por medio de curvas: Si p € U C R",
con U abierto, y si ¢ es una curva con ¢(0) = p y ¢(0) = v entonces, para
cualquier f € C®(U), la derivada direccional de f en la direccién v en el
punto p puede calcularse como

Dy(f)(p) = (f 2 )'(0).

Generalicemos, de nuevo, estas nociones a variedades:

Para cada curva c en m consideremos el vector tangente v5,, definido por

v () = 129 )

La Regla de Leibniz y la linealidad de la derivada nos asegura que esto
efectivamente define un vector tangente, las cuales podemos aplicar sin
problema puesto que f o ¢ es una funcién diferenciable de R a R.

No es dificil ver, utilizando una carta local, que si dos curvas ci, co son
tangentes en m entonces vS! = v¢2. En virtud del lema anterior, tiene sentido
hablar del vector tangente en m asociado a una clase de curvas en m, es decir,
Ulfb]m = v, estarfa bien definido. Reciprocamente, si yo tengo un vector
tangente vy, (cémo puedo construir una curva c en m tal que v5, = v,7?

Para ello, primero construiremos una base de vectores tangentes en m para

T M.
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Definicién 1.3.28. Sea M wuna n-variedad y (U, ) una cara local con
m € U. Para cada i = 1,...,n, sea e = (8},...,0") el i-ésimo vector
de la base candnica de R™. A la curva

[ I— M
tci(t) = (pm) +t-e)
se le llama i-ésima curva coordenada en m asociada a la carta (U, ). Al

a -
O

vector tangente vSi lo denotaremos por

y se le llama i-ésimo vector
m

tangente coordenado.

Es inmediato comprobar que los vectores tangentes { 5%‘ * | aplicados

a una funciéon f : M — R coinciden con la derivada dire::ncional D i(f o
0 1 (p(m)) de la expresién local de f en la carta (U, ) en la direccién e,

of| _ of
opt| Ol

p(m)

En otras palabras, la evaluacién del vector tangente coordenado en la funcién
f: M — R coincide con la derivada parcial de la expresién local de la funcién
con respecto a la funcién coordenada correspondiente en R™.

Definicién 1.3.29. Sea M una n-variedad y (U, ) una cara local con m €
U. Para cadai=1,...,n, sea m; : R" = R,z = (z1,...,2,) — mi(z) = x;
la proyeccion en la i-ésima componente. A la funcion ©' : M — R definida
por @' = m; o ¢ se le llama i-ésima funcién coordenada asociada a la
carta (U, p).

Observemos que las funciones coordenadas y los vectores tangentes
coordenados son duales entre si, en el sentido de que

0
It

Las derivaciones puntuales son de caracter local, es decir, si f,g €
C*°(M) son funciones tales que f|; = g|;, donde U es vecindad abierta
de m € M entonces vy, (f) = vm(g) Yo, € TmM. La demostracién de
este hecho tiene que ver con la existencia de las funciones meseta y puede
consultarse en el Apéndice, B.0.81.

Proposicion 1.3.30. Si M es una n-variedad y m € M entonces Ty, M es
de dimension n sobre R.
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Demostracion. Probaremos que {621' } , es una base para 7T, M. Sean
m
ar,...,an € Rtalesque 0 =", a; a%;i’ . Evaluando esta expresién en ¢’
m

tenemos que

= 0
0= a; ——

n
() = b = aj,
m =1

probando que a; = 0 Vj y por ello los vectores tangentes coordenados son
linealmente independientes. Ahora probaremos que todo vector tangente es
generado por los vectores tangentes coordenados. Para ello, utilizaremos el
Lema de Hadamard, que afirma lo siguiente:

Lema 1.3.31 (Lema de Hadamard). Si f € C°(M), existen funciones
1y gn € CX(M) tales que la igualdad

n
F=fm)+> ¢ g
i=1
se satisface en alguna vecindad abierta de m.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que ¢(m) = 0, es decir, ¢'(m) =
0 Vi. Sea ademés v, € T,, M arbitrario, y consideremos el vector tangente

Wy, = Dor g U (Y) 8% L Probaremos que wy, = vy,. Sea f € Co(M)

arbitraria y sean g¢i,...,g, las funciones para f dadas por el Lema de
Hadamard.

Puesto que las derivaciones puntuales son operadores locales v f =
f(m)+ > ¢" - g; en una vecindad de m, se sigue que

vn(f) = vm(f(m) + D ¢'g),
=1

win(f) = wm(f(m) + > 'gi).
i=1
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Observemos que

() = v (f(m) -3 w@)
+ Z 'Um gz + 'Um gl Z ’Um gl
) + Z ¥ g;)
=1

wn(f) =D vm(¢’) 5
i=1 Op

(=3 vmls) af’;i (f(m

=1

Um((pl)gz(m)a

i=1

probando que v, (f) = wp(f). Puesto que f € C°(M) es arbitraria, se

sigue que vy, = Wy, es decir, vy, = > i V() 8%)2» Y { 8& ’m ™, es base

para T, M

Volvamos a la pregunta que nos planteamos: dado v, € T, M, jcémo
construir una curva c en m tal que vg, = v,,7

» . es base de T, M,

Sea (U, ) una carta con m € U. Como {8%01'
existen ay, ..., a, tales que vy, = Y 1 a; a%}i‘ .Seav=> " ae €eR"y
m
sea c¢: I — R™ la curva en m dada por
~1
c(t) = ¢ (p(m) + vt).

Observemos que, para toda f € Co°(M),

() = (f20)(0) = (f o (p(m) +v1)"(0) = dymy (fo ™) -

n

= aidpmy(fop™) € =D ai(f o (p(m) + te'))'(0)

1 i=1

1=
n

o - 9
Zaifocz Zaz : ziz:;aiw

=1

= v (f),

por lo que v¢, = vV,

(f)

Proposicién 1.3.32. El conjunto T,,M es un espacio vectorial, el cual es
candnicamente isomorfo a Ty, M .
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Demostracion. Sea F : T, M — Ty, M dada por F([c],,) = v°. Por nuestro
desarrollo anterior, F' estd bien definida y es biyectiva. Sea (U,y) una
vecindad coordenada de m y sean [Cpm ulm, [¢mwlm € TmM arbitrarios y
sea k € R. Observemos que

F([Cm,v]m + k[cm,w]m)(f) = F( Cm,v+kw m) Cm vk (f) = (f o Cm,v-‘rkw),(o)
= (f ~H(p(m) + t(v + kw)))'(0)
= (fosol) (v+ kw)

= (p(m)(fo e ) v+ kdyny (fop™h) w
=(focm v)/( ) +k(fo Cm,w)/(o)

= () ko ()

= F([Cm,v]m) (f) + kF([Cm,w]m) (f)a

por lo que F' es lineal, y por lo tanto un isomorfismo. El isomorfismo es
canonico, ya que la definicién de F' es independiente de coordenadas. O

Puesto que T,,M y T,M son espacios vectoriales candnicamente
isomorfos, en adelante T,,M denotarda tanto el conjunto de clases de
equivalencia de curvas en m como el conjunto de las R-derivaciones puntuales
en M.

Definicion 1.3.33. Sean M una variedad diferencial, ¢ : I — M una curva
en M, y sea m = c(ty), to € I. La funcién d dada por d(t) = c(t + to) es
por lo tanto una curva en m. La derivada de c en el punto m es el vector
tangente c (tg) € T,, M dado por

dc

Sl =) = dlm

t=to
Proposicién 1.3.34. Sim € M y |y € T, M entonces ¢(0) es el vector
de coordenadas de [c],, para cualquier carta (U, p) conm € U que escojamos.

Demostracion. Sea (U,¢) una carta con m € U. Si v es el vector de
coordenadas de [c], en la carta (U, ) entonces [c|m = [¢m]m, de donde
se sigue que (¢ oc)(0) = (pocmyp)'(0). Sin embargo, de la definicién de ¢y, 4
es fécil ver que (¢ o ¢my)'(0) = v, lo cual implica el resultado. O
La proposicién anterior nos dice que el vector de coordenadas de ¢ (o)
en cualquier carta (U, ¢) es
d

% o C(t—f—tO) = % —o @(C(t-ﬁ-to)) = % B (,O(C(t)) — ((,00 C)I(to).
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42 1.3. Variedades Diferenciales

d

Como derivacién, la derivada de ¢/(¢y) se define como v,

todo f € C¥(M),

, es decir, para

d(fod)
dt

d(foc)
dt

d (to)(f) = v (f) =

t=0 t=to

La siguiente proposicién es util cuando queremos realizar calculos con
respecto a una carta dada:

Proposicién 1.3.35. Sea c: I — M una curva en y sea (U, p) una vecindad
coordenada de m. Si (poc)(t) = (c1(t),...,cn(t)) entonces

" o
(1) = /
c(t) = ;cz(t) 9%l

Demostracion. Como consecuencia de la Proposicién anterior, el vector de
coordenadas de ¢/(t) con respecto a la carta (U, ) es (poc)'(t), lo cual quiere
decir que, para cada t € I,

d(t) = [CC(t),(wOC)’(t)]c(t)‘

Puesto que {e!,...,e"} es la base canénica de R™, tenemos la igualdad
(poo)(t) = (c1(t),. .., (1) = D di(t)e"

Observemos que, por definicién, aiw\m = [@*1(¢(m) + tei)]m, es decir,

8%1_|m = [Cim.ei]m- Esto implica que

> o

i=1

n

o > i®ectyet] e = Lectrn o, e ey = [Cetigoerm] oy = ¢ )
c =1

La Diferencial

Ahora, daremos una generalizacién de la diferencial, para el caso de
funciones entre variedades:

Definicion 1.3.36. Si f : M — N es diferenciable en m € M, definimos
dm f : TmM — Ty N por

A f - [clm = [f o ] (m)-
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A dicha funcion se le llama diferencial de f en m. Utilizando la notacion
de derivaciones puntuales tenemos que dmf - vy es el vector tangente en
TN dado por

(dmf - vm)(g) = vm(g o f).

Es fécil ver que d,, f estd bien definida, por la siguiente razén: Si ¢ € [¢|m
entonces c1, ¢ son tangentes en m € M. No es dificil probar, con ayuda de
cartas locales, que focy focy son tangentes en f(m) € N, lo que implica
que [f oc]pam) = [f o c1]f(m), probando que d,, f estd bien definida.

La diferencial dp, f : T;M — Ty(;) N es una transformacion lineal entre
ambos espacios tangentes, ya que se puede demostrar que es composicion de
transformaciones lineales, a saber, d,,f = (d f(m)¢)_1 0 dy(m) f © dmtp-

Recordemos que si M es una variedad y (U,¢) es una vecindad
coordenada de m € M entonces ¢ : U — ¢(U) es un difeomorfismo, por lo
que la diferencial dy,¢ @ TinU — Ty(m)@(U) es una biyeccién. Sin embargo,
puesto que U C M y tanto U como M tienen la misma dimensién, se tiene
que T, U = T M5 ademés, T,y p(U) = R™, pues ¢(U) es un abierto en R".
Por ello, la diferencial dp,p @ TrnU — Ty (U) coincide con la biyeccién
dm : Tru M — R™ que definimos en apartados posteriores.

Si M es una m-variedad y N C M es una subvariedad de dimension
n, la inclusion ¢ : N < M es una funcién diferenciable ya que la
representacion local de i en las coordenadas (U N N, ¢|unn), (U, ¢), donde
(U, ) tiene la propiedad de subvariedad, viene dada por (z!,...,z") =
(z1,...,2",0,...,0), la cual es una funcién diferenciable. Por ello, dpi :
T,N — T, M es lineal, por la proposicién anterior y ademads es inyectiva: Si
dpilcpv]p = [cpo]p entonces iocy, , ¥ ¢p o son tangentes, es decir, ¢, ¥ ¢p 0 SON
tangentes y v = 0, probando que el Kernel de dpi consiste inicamente del
vector cero. Esto implica que d,i es inyectiva, y que T, N es canénicamente
isomorfo a su imagen bajo dyi.

Dicho de otra manera, la identificacién anterior consiste de lo siguiente:
Si [¢], € TN entonces c es una curva en p € N y por lo tanto es una curva
en p € M, probando que [c], € T,M. Claramente, esta identificacién en un
morfismo de espacios vectoriales que coincide con la identificacién anterior.

Si (U, ), (V,1) son cartas con zg € U y f(U) C V, a la matriz de la
diferencial dg, f en las bases { }:il v { (%i
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of

ox

xg.
Proposicion 1.3.37. Sean M, N, K wvariedades diferenciales, y sean f :
M — N,g: N — K funciones tales que [ es diferenciable en m € M y g
es diferenciable en f(m). Las siguientes propiedades son satisfechas por la
diferencial:
1. La funcién g o f es diferenciable en m y dm(g o f) = dsm)9g -
dm f. En particular, la composicion de funciones diferenciables es también
diferenciable.
2. Siidy : M — M es la funcion identidad entonces dpyidy = idr,, 0

3. Si f es difeomorfismo entonces d,, f es biyectiva y df(m)(f_l) = (dpf)7 L.
Demostracion. Sean (U, p), (V,v), (W,p) cartas en M, N, K,

respectivamente, tales que m € U, f(U) C V y g(V) C W. Observemos
que la funcién de transicion g o f puede expresarse por

gof=po(goflop ' =(pogor No(ofop )=Fof.

Esto muestra que g o f es composicién de funciones diferenciables en ¢(m)
y ¥(f(m)), por lo que es a su vez una funcién diferenciable ¢(m), probando
que g o f es una funcién diferenciable en m. Observemos ahora que, para
cada curva en m,

dm(g © f)[C]m = [g ofo c](gof)(m) = dmg[f o C]f(m) = (df(m)g © dmf)[C]Tm
probando que dy, (g0 f) = dy(m)g © din f-

Ahora, dmidyr[clm = [idy © cligy (m) = [€lm = idr,,m[clm, por lo que
dmidyr = tdr, pr.- Finalmente, por la parte anterior tenemos que

dymy(f ™) 0 dinf = du(f 7" 0 f) = dinidys = idr,,ar,

probando que d () (f 1) = (dmf) ™. =

Haz Fibrado Tangente

Nuestro siguiente paso es construir el haz fibrado tangente a una variedad
M, la cual es una variedad cuya dimensién es el doble de la de M, y consiste
de todos los vectores tangentes a una variedad. El construir esta variedad
nos permitird hablar de “variacion suave” de vectores tangentes en M, es
decir, de campos vectoriales.
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Definicion 1.3.38. Se llama haz fibrado tangente de M a la terna
(TM7 TM, M)7

donde
T™ = | | TnM
meM
y 1y 2 TM — M wviene dada por [c]y, — m. A la funcion Ty se le llama
proyeccion fibrada tangente de M.

De la definicién anterior es facil ver que para cada m € M, la fibra de
m bajo Tar es 7y, (m) = T, M.

Definicién 1.3.39. Sean (M, D) una variedad diferencial y (U, ¢) una carta
admisible. Definimos el conjunto TU por

TU := | | TuM,
meU

y las funciones T : TU — o(U) x R™ y dp : TU — R™ por

T@([Cm,v]m) = (p(m),v),
de([emp]m) == v.
Claramente TU C TM y To(vy,) = (go(m),dmcp(vm)) =

(cp(m), dcp(vm)), lo que implica que T'¢ es biyectiva. Notemos que

TM = U TU.
(Up)eA

Observemos ademds lo siguiente: TU N TV = | |, cyqy TmM, por lo cual
TUNTV # 0 implica UNV # 0. Si v,, € TU NTV entonces Tp(vy,) =

(p(m), dme(vm)) y T (vm) = (Y(m), dm1(vm)). Esto implica que el cambio
de coordenadas T o (T¢)~! viene dado por

(z,v) = (0 o™ (x),dmt) 0 (dmp) * (v)).

Por una parte, como U NV # ) la funcién ¢ o ¢! es diferenciable, por lo

que la primer componente de la funcién de transicién es diferenciable. Por
otra parte, d,,v o (dpmp) ™t = d(m) (W 0 o~ 1), la cual estd bien definida y es
diferenciable ya que 1 o ¢! es diferenciable.
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46 1.3. Variedades Diferenciales

Lo anterior nos sugiere que el conjunto
TA={(TU,Ty) | (U,¢) es una carta admisible en M}

puede definir un atlas diferenciable para TM. Empezaremos por darle
a TM la topologia en la que todos los T : TU — (U) x R™ son
homeomorfismos. Con esta topologia, T'M resulta un espacio de Hausdorff.
En efecto, sean v,,,w, € TM. Si m # n, por ser M un espacio de
Hausdorff podemos encontrar dos vecindades coordenadas (U, ¢), (V,%) de
m,n respectivamente, tales que U NV = () y como T'M es unién disjunta de
los espacios tangentes, tenemos que 75, (U) N7y, (V) = 0. Si m = n entonces
Um, Wi Son puntos distintos en T,, M, y si v,w € R" son sus vectores de
coordenadas entonces, por ser R" de Hausdorff existen vecindades abiertas
y ajenas W, W' de v, w, respectivamente. En tal caso, |J,,cs dme t(W) v
Uner dme (W) son vecindades abiertas y ajenas de vy, y wy, en TM. Para
ver que T'M es segundo numerable, podemos construir un atlas numerable
A para M tal que el conjunto

By ={U | (U,¢) € A}

sea una base para M. Si B es una base numerable de R" entonces

BTM = { |_| (dm@)_l(W) | (U,(,D) € “47W € B}

meU

es una base numerable para T M.

Con la topologia anterior, T'M es una variedad topoldgica, méas aun, es
una variedad diferencial con el atlas T'A, al cual se le llama atlas natural.

Si tenemos una funcién diferenciable entre dos variedades, podemos
inducir una funcién entre sus haces tangentes.

Definiciéon 1.3.40. Sea f : M — N una funcion diferenciable. Definimos
la diferencial de f como
df : TM — TN
Um > dmf(vm)
‘Utilizando cartas de los atlas naturales para TM y T'N podemos ver que
si f es la representacién local de f en las cartas (U, ), (V, 1) entonces la

representacién local de df en las cartas (TU, Tp), (TV,T) viene dada por
(p,v) = (f,dpf - v) la cual es diferenciable.
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Proposicion 1.3.41. Sean My, My variedades y sean m; : My x My —
M;, i = 1,2 las proyecciones en cada componente. La funcion
(dﬂ'l,dﬂg) : T(Ml X Mg) — TM1 X TM2
v (dmi(v), dma(v))

es un es un difeomorfismo.

Demostracion. No es dificil ver, utilizando cartas de los atlas naturales y
del atlas producto de éstos, que la funcién de transicién de (dm, dmy) viene
dada por

((p,q), (v,w)) = ((p,v), (¢, w)),

la cual claramente es diferenciable. O
Por lo anterior, identificaremos al haz fibrado T(M; x Ms) con el

producto de haces T'My x T M>.

1.3.4. Variedades Riemannianas

Definicién 1.3.42. Una variedad riemanniana es un par (M, g), donde
M es una variedad diferencial y, para cada m € M, g, es una métrica
riemanniana en T, M que depende de m de manera suave.
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Capitulo 2

Funciones Propias en Variedades

En este capitulo, estudiaremos tres tipos de funciones diferenciables entre
variedades: Submersién, Inmersiéon y Encaje. Estos tres tipos de funciones
tienen una propiedad en comun: que son de Rango constante. Un encaje es
una inmersién inyectiva que nos permite construir subvariedades por medio
de funciones diferenciables, por lo que buscaremos criterios para asegurar que
una inmersién inyectiva sea un encaje. Veremos céomo las funciones propias
nos permiten garantizar esta condicién.

2.1. Teorema del Rango para Funciones entre
Variedades

Si tenemos una funcién diferenciable f : U — V, donde U C R" y
V C R™, el rango de la funcién f en el punto p € V es igual al rango de
su diferencial d,, f en dicho punto. Recordemos que d, f : R" — R™ es lineal
y por lo tanto podemos hablar de su rango, es decir, de la dimensién del
subespacio d, f(R™) C R™. Si expresamos la diferencial como una matriz en
las bases usuales, ésta se expresa como

aft aft
. [afi( )} ) axl.(p) (%n.(p)
Ph 007 o o

W(p) o 9xn (p)

De esta manera, el rango de f en p es el nimero maximo de vectores,
renglén o columna, que son linealmente independientes. Al rango de f en p
le denotaremos por rang,(f).

Definicion 2.1.1. Sea f : M — N wuna funcion diferenciable en
p € M, donde M, N son variedades diferenciales de dimensiones m, n,
respectivamente. Si (U, ), (V,1) son cartas tales que p € U y f(U) C V,
definimos el rango de f en p como el rango de f = 1o fop™" en p(p). Al
rango de f en p se le denota por rang,(f).
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50 2.1. Teorema del Rango para Funciones entre Variedades

Probaremos que el rango de una funcién entre variedades en un punto
estd bien definido, es decir, que no depende de las cartas (U, ), (V, )
que se elijan para determinarlo: Recordemos que si f =)o fop~! entonces
(d f(p)w)*l ody(p) f odpp. Puesto que dyp, d ;)1 son isomorfismos de espacios
vectoriales, se sigue que rang((dp )~lod,fo df(p)zp) = rang(d,f), es decir,
rcmg@(p)(f) = rang(d, f). Por ello, el rango es independiente de las cartas, y
coincide con el rango de la diferencial de f en x, generalizando lo que ocurre

con las funciones diferenciables entre abiertos de espacios euclidianos.

Puesto que dp,f : T,M — Ty N, se tiene que rang(d, f) < min{m,n},
es decir, rangy(f) es menor o igual a las dimensiones de las variedades.

El siguiente teorema es clave para todo nuestro estudio posterior, ya que
en este resultado se sustentan una gran cantidad de propiedades:

Teorema 2.1.2 (Teorema del Rango Constante). Sea f : M —
N diferenciable, donde M,N son wvariedades de dimension m,n,
respectivamente, tal que rang,(f) = k Vp € M. Si p € M, existen cartas

(U> SO)7 (Vqu/)) con p ¢ U, f(U) - V, tales que (P(p) = (07 R 70)a¢(f(p)) =

(0,...,0),0(U) = C70), (U) = C(0),, y que f = o fop™! viene dada
por )
fleh . o™ = (o ..., % 0,...,0).
Demostracion. Sean (U',¢'), (V',1)") cartas con z € U’y f(U') C V'. Por
definicién de rango, la funcién de transicién @ U) = (V') definida
por f=1¢'ofo (¢')~! es diferenciable y su rango es constante igual a k.
Por el Teorema del Rango para abiertos de espacios Euclidianos, existen
difeomorfismos G : U" — C7(0) y H : V" — C7(0), con ¢'(x) € U" C
F(UT) v ¢ (F(@)) € V7 C 9/(V") tales que H o f o G-1(C(0)) € C2(0) y
que .
HofoG Yol .. ¢™) = (o'...,¢%0,...,0).

Sean U = (¢ )~YU"), V = (¢')"Y(V") y definamos ¢ : U — C™(0),
YV — C™0) por p = Goy'|y, v = Hot)'|y,. Puesto que G, H son funciones
diferenciables entre abiertos de espacios euclidianos, se sigue que las cartas
(U, ), (V,1) son compatibles con (U’,¢") y (V',¢') respectivamente. La
funcién de transicién de f en las cartas (U, ), (V,9) viene dada por

f=vofop™ =HofoG™ porlo que (U ), (V,¥) son las cartas
que buscamos. O

Teorema 2.1.3 (Teorema del Valor Regular). Sea f : M — N una
funcion diferenciable, donde M y N son variedades de dimension m y n,
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respectivamente. Supongamos que m > n. Si f tiene rango constante k en
todo m € M y siy € f(M) entonces f~'(y) C M tiene estructura de
subvariedad cerrada de dimension m — k.

Demostracion. Sea x € f~1(y). Puesto que se satisfacen las hipétesis del
Teorema del Rango, sean (U, ), (V,v) con x € Uy f(U) C V las cartas
dadas por dicho teorema. Probaremos que (U, ¢) satisface la propiedad de
subvariedad para z. Sip € UNf~(y) entonces f(p) =y y ¥(f(p)) = ¥(y) =
(0,...,0). Por ello,

e(UNf W) =e{peU|¥(f(p)=(0,...,0)})
=p({peU| fle®)=(0,...,0)})
=o({peU| f(¢' D). m(P)) =(0,...,0)})
—o({peUle'(p)=...= " (p) =0}
= (U )ﬂ{mERm]:U :xk:O}
= o(U) N ({(0,..., )}XRm "),

lo cual prueba que (U, ) tiene la propiedad de subvariedad. Como z €
f~1(y) es arbitrario, f~!(y) es una subvariedad de M, y claramente es de
dimensién m — k. Como N es Hausdorff, {y} es cerrado en N; como f es
diferenciable, es continua, por lo que f~1(y) es cerrado en M. ]

Ejemplo 2.1.4. Consideremos la funcion f : R3\{0} — R dada por
flx,y,2) = %(wQ + 12 + 22). Observemos que Ay f =V =(ry,2), por
lo que f tiene rango constante igual a 1. Por el Teorema del valor reqular,
f~Y(1/2) es una subvariedad cerrada de R? de dimensién 2. Sin embargo,

—1(1/2) = S2, probando que S* es subvariedad cerrada de R®. Haciendo
ezactamente lo mismo, S es subvariedad cerrada de R™ 1.

Ejemplo 2.1.5. Sea U C R? el conjunto abierto {(z,y,z) € R® | 2 > 0}.
Consideremos la funcion f: U — R dada por f(z,y,z) = %(ZL‘Q +y? - 22).
Observemos que V f(z,y,z) = (z,y,—z), por lo que Vf # 0 en U. Por
ello, f tiene rango constante 1 y podemos aplicar el Teorema del Valor
Regular y f=1(0) es una subvariedad de dimension 2 en U C R3. Sabemos
que f71(0) = {(x,y,2) € U | 2> + y* = 22}, lo cual representa al cono en
R3 “sin punta”.

Si consideramos la funcion f : R? — R dada por f(z,y, z) = 2% 4+y> — 22
no podemos aplicar el Teorema del Valor Regular para afirmar que el cono
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52 2.2. Clasificacién de Funciones Suaves en Variedades

tiene estructura de subvariedad en R3, pues V f(0,0,0) = (0,0,0).

Probaremos de hecho que C = {(z,y,2) € U | 22 +y? = 2%,z > 0}
no es subvariedad en R3: Observemos que p = (0,0,0) € C. Sea (U, )
una carta en R® con p € U y sin pérdida de generalidad supongamos
que o(p) = (0,0,0) y p(U) = B}(0). Si (U,p) tuviera la propiedad de
subvariedad entonces (U NC) = B3(0)N (R? x {0}) = B(0) x {0}. Puesto
que @ es biyectiva, para cualesquiera p,q € R con (p,q) € B%(O) se tiene que
0 Y(p,q,0) € C, por lo que existen funciones a,b: B(0) — R tales que

¢ (p,q,0) = (a(p, ), b(p. q), V(a(p. q))2 + (b(p, q))?).

Puesto que ¢ es difeomorfismo, las funciones a,b y Va%+ b2 son
diferenciables en B?(0). Puesto que (0,0,0) = (0,0,0) y ¢ es biyectiva,
tenemos que a(0,0) = b(0,0) = 0.

2.2. Clasificacion de Funciones Suaves en
Variedades

2.2.1. Submersiones

Definicion 2.2.1. Sean M, N wariedades de dimensiones m, n,
respectivamente. Decimos que la funcion diferenciable f : M — N es una
submersion si f tiene rango constante igual a n.

Ejemplo 2.2.2. Sea M una n-variedad y tpy : TM — M la proyeccion
fibrada tangente. Si vy, € TM es un vector tangente arbitrario y (U, ¢) una
vecindad coordenada de m entonces T en las cartas (TU,Tp), (U, ) viene
dada por

T 2 p(U) X R" = ¢(U)
(x,v) = x

por lo que localmente es una proyeccion y tiene rango n. Esto significa que
su rango es constante en cada punto, igual a la dimension de M, por lo que
M es una submersion.

Ejemplo 2.2.3. Consideremos la funcion f : R3\{0} — R dada por
f(z,y) = 224+y?—22. Observemos que V f (0, 50, 20) = (220, 2y0, —220) # 0,
por lo que, en el domino que elegimos, esta funcion tieme rango constante
igual a 1y [ es una submersion.
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Observemos que si f es una submersién entonces n < m. Por otra parte,
f es una funcién abierta y localmente sobreyectiva. En efecto, para cada
x € M existen, por el Teorema del Rango, vecindades coordenadas tal que
la funcién de transicién toma la forma

1 1
(@7"'7@”?"'7(Pm)H((p7"'7(pn)7
la cual es una funcién sobreyectiva. Por otra parte, si x € U, con U abierto,
entonces la representacién anterior es una funcion abierta, lo cual nos dice
que f(z) es punto interior de f(U) y f es abierta.

Ejemplo 2.2.4. Consideremos la funcion f : S' x R — S definida por
f(0,t) = 6. Consideremos la carta (U,p) de S' donde U = S'\{(1,0)}
y e : U — (0,1) viene dada por ¢(cos(2nt),sin(2nt)) = t. Ahora,
consideremos la carta (U xR, ¢ xidg) de S' x R. Claramente f(U xR) = U
Y f : R? — R viene dada como la proyeccion en la sequnda componente y
por ello f tiene rango constante igual a 1 en (S'\{(1,0)}) x R. De manera
similar podemos construir una carta que nos permita demostrar que f tiene
rango 1 en (1,0) X R, lo cual nos demuestra que f es submersion.

En general, sim: M XN — M es la proyeccion en la primer componente,
se trata de una submersion, ya que para cualesquiera dos cartas (U, @), (V, 1)
en M y N, se tiene que (U x V¢ X 1) es una carta en M x N con
(U x V) = U y en esas cartas, la funcion de transicion queda como
7 =pomo(pxy)~t = pomo(p~txh™1), que en coordenadas es (x,p) v+ ,
la cual tiene rango constante igual a m. Como esto es para cualesquiera dos
cartas, ™ es una submersion.

2.2.2. Inmersiones

Definicion 2.2.5. Sean M,N variedades  de  dimensiones
m,n, respectivamente. Decimos que la funcion diferenciable f : N — M
es una inmersion si f tiene rango constante igual a n.

Observemos que si f es una submersién entonces m > n. Por otra parte, f
es una funcién localmente inyectiva. En efecto, para cada x € N existen,
por el Teorema del Rango, vecindades coordenadas tal que la funcion de
transicién toma la forma

la cual es una funcién inyectiva.
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54 2.2. Clasificacién de Funciones Suaves en Variedades

Definicion 2.2.6. Si f : N — M es una inmersion inyectiva, dotamos a
f(N) de una topologia inducida por f como sigue: U C f(N) es abierto siy
solo si existe V abierto en N tal que f(V) =U. A esta topologia se le llama
topologia inducida por f.

Si A es un atlas para N, definimos el atlas para f(N) por fA =
{(f(U),po f~H | (Uy) € A}. La estructura diferencial para f(N) dada
por dicho atlas se llama estructura de variedad inducida por f.

Como f es inyectiva, f : N — f(N) es una biyeccién, por lo que
f~1 estd definida. Ademas, las funciones de transicién vienen dadas por
(pofHo(of 1™t =poy~! porlo que las cartas fA son compatibles.

Finalmente, U(U,w)efA U = U(U,go)eA flU) = f(U(U,<p)eA U) = f(N),
probando que fA es un atlas para f(N).

Ejemplo 2.2.7. Si f : R — R? viene dada por f(t) = (cos(2mt),sen(27t))
entonces ||f'(t)|| =1 por lo que también es una funcion de rango constante
tgual a 1 y es una inmersion.

Ejemplo 2.2.8. Si f : R — R? viene dada por f(t) = (cos(Tt),sen(Tt),t)
entonces f'(t) = (=Tsen(7t),7cos(7t),1), lo cual prueba que f tiene rango
constante igual a 1 y por ello es una inmersion, ademds es inyectiva.
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ym/ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

Ejemplo 2.2.9. Si f: R? — R viene dada por f(t) = (t,sin(t)) entonces f
es una inmersion inyectiva.

Ejemplo 2.2.10 (Figura del 8). Sea f : (-7, 7) — R? dada por

f(t) = (2cos(t — 7/2),sen2(t — 7/2)).
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56 2.2. Clasificacién de Funciones Suaves en Variedades

Esta es la figura 8 completa pero sin autointerseccion. Ahora,
f'(t) = 2(—sen(t—m/2),cos 2(t—7/2)) = 2(—sen(t—7/2), 1—sen2(t—7r/2)),

por lo que las dos componentes no pueden anularse simultdineamente. Esto
implica que [ es una inmersion, mds aun, es una inmersion inyectiva.

Ejemplo 2.2.11 (Curva del Topélogo Modificada). Sea f : R — R? dada
por

) (I/t,sen(nt)) si1 <t
1) = {(0,t+2) sit<—1

y tal que en [—1,1] la grdfica de la funcion esté conectada suavemente, como
se muestra en la figura.
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Este también es un ejemplo de inmersion.

Los ejemplos anteriores muestran que una inmersién no necesariamente
es inyectiva, y que la imagen de dicha inmersién no necesariamente tiene
la misma topologia como variedad, que como subespacio de la imagen.
Tomemos primero el Ejemplo 2.2.10. En su topologia inducida de R por
medio de f, vemos que f(—1/10,1/10) es vecindad abierta de f(0) = (0,0).
Si consideramos la topologia relativa, cualquier vecindad de (0,0) en R?
interseca a la figura 8 en forma de cruz:
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58 2.2. Clasificacién de Funciones Suaves en Variedades

Esto nos dice que, aunque f(—1/10,1/10) sea un abierto en la figura 8 con la
topologia inducida por f, no lo es con la topologia relativa en R?. El ejemplo
de la curva del topdlogo modificada ocurre algo similar: f(—5/2,—3/2) es
una vecindad abierta de f(—2) = (0,0) cuando consideramos la topologia
inducida por f. Sin embargo, toda vecindad abierta de (0,0) con la
topologia relativa es intersecada una infinidad de veces por la curva t —
(1/t,sin(nwt)),t > 1, por lo cual, en la topologia relativa, f(—5/2,—3/2) no
es abierto.

Lo anterior motiva una definicién en la cual pedimos una condicién mas
fuerte para las inmersiones.
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2.3. Encajes y Funciones Propias. Ejemplos

Como vimos en los ejemplos anteriores, una inmersién inyectiva no
siempre es un homeomorfismo, ya que la topologia inducida no coincide
con la topologia relativa. Cuando una inmersién inyectiva es tal que dichas
topologias coinciden, la inmersién inyectiva se llama encaje. En este caso,
veremos que no sélo coincidiran la topologia relativa con la topologia
inducida, sino que coincidirdn las estructuras diferenciales de subvariedad y
la inducida por dicho encaje. Por si esto fuera poco, probaremos que todo
encaje es un difeomorfismo en su imagen.

Para asegurar que una funciéon es un encaje, primero debe satisfacer
que es una inmersion inyectiva. Esto en la practica, generalmente no es
dificil de garantizar, es decir, hay maneras practicas de ver si es inyectiva y
si su rango es constante y maximal. Sin embargo, el garantizar que una
funcién es un encaje es mas complicado, porque se debe asegurar que
tenemos un homeomorfismo. Veremos que si la inmersién inyectiva es ademéds
una funcién propia entonces se trata de un encaje. Esta es nuestra primer
aplicacién de las funciones propias en geometria diferencial.

Definicion 2.3.1. Una inmersion inyectiva f : N — M se dice que es un
encaje si la topologia inducida de f(N) por f coincide con la topologia de
f(N) como subespacio de M.

Podemos ver que una inmersién es un encaje si y s6lo si es un
homeomorfismo en su imagen cuando a esta se le considera con la topologia
relativa. De nuestros ejemplos anteriores de inmersiones, s6lo el primero es
un encaje.

Observemos que si N C M es subvariedad de la variedad M, entonces la
inclusion i : N < M es un encaje. En efecto: puesto que N es subvariedad,
posee la topologia relativa de M, por lo que i(N) tiene la misma topologia,
es decir, la relativa. Por ello, 7 es encaje.

Proposiciéon 2.3.2. Si f : M — N es una inmersion entonces para cada
p € M existe una carta (U, @) con p € U tal que fly es un encaje.

Demostracion. Consideremos las cartas (U, ),(V, 1) dadas por el Teorema
del Rango. Hemos visto que estas coordenadas la funciéon f es localmente
inyectiva, por lo que sélo falta probar que f es un homeomorfismo
sobre su imagen. Esto equivale a probar que f : C7(0) — C™(0) es
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60 2.3. Encajes y Funciones Propias. Ejemplos

un homeomorfismo sobre su imagen, ya que las cartas coordenadas son
homeomorfismos. Puesto que f(gpl, ™) = (@b .., 9™,0,...,0) es un
homeomorfismo sobre su imagen, f = ¥o f o~ ! es también homeomorfismo
sobre su imagen con la topologia relativa, por ser composicién de
homeomorfismos. O

El siguiente teorema nos da la propiedad més importante de los encajes:
no sélo la topologia inducida de la imagen coincide con la topologia relativa,
sino que las estructura de variedad inducida coincide con la estructura
de subvariedad como subconjunto. La importancia de este teorema radica
en lo siguiente: basta garantizar que se cumple una propiedad topoldgica
(que f : N — f(N) es homeomorfismo) para asegurar que se cumple una
propiedad sobre diferenciabilidad (que f: N — f(N) es difeomorfismo).

Teorema 2.3.3. Sea f : N — M un encaje, donde N' y M tienen
dimensidn n y m, respectivamente. Si N = f(N') entonces N es una
subvariedad de M. Ademds, f: N' — N es un difeomorfismo.

Demostracion. Sea y = f(x) cualquier punto sobre N. Por el Teorema
del Rango existen vecindades coordenadas (U, ¢), (V,9) tales que p(z) =
(0,...,0) € C7(0) = ¢(U), ¥(y) = (0,...,0) € C7*(0) = (V) y que
f =10 fop ! viene dada por (p!,..., ") = (p!,...,¢"0,...,0). Puesto
que f es un encaje, f(U) es abierto en f(N’) y como la topologia inducida
por f coincide con la topologia relativa, existe W abierto en M tal que
WNN = f(U). Como f(U) CV, setiene (WNV)NN = f(U), donde
WNV C V, por lo que, sin pérdida de generalidad, supongamos que W C V.
Observemos que ¢ (W) es un abierto contenido en C}"(0) y que contiene al
origen. Por otra parte, ¥(W) D ¢(f(U)) = f(p(U)) = {p € C(0) | "+ =
... =¢™ = 0}. Esto implica que podemos escoger un cubo C7"(0) C (W),
y sean V' = ¢~ 1(C™(0)) y 9’ = 1|y Por construccién, V! C W; por ello,
VINN =V'NnWNN =V'NnfU).SiU = p(C™0)) y ¢' = ¢|y entonces
(U, ") y (V',9) satisfacen todas las propiedades del teorema del Rango,
pero ademas

FU) = fle™H(C2(0) = ¥ H(F(CL0))) = v~ H(CT(0)) NN = V'N N,

por lo que N es subvariedad de M. Por otro lado, f y su inversa en
las coordenadas (U’,¢), (V',m o) (donde m(vt,...,9™) = (¢, ..., "))
vienen dadas por (z',...,2") — (2!,...,2"), probando que N es difeomorfa
a N, O
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Funciones Propias en Variedades 61

Por lo general es sencillo identificar cudndo una funcién es o no una
inmersién, pero no es sencillo discriminar si se trata o no de un encaje.
Enseguida probaremos que, si una inmersion inyectiva es propia entonces f
es un encaje:

Proposiciéon 2.3.4. Si f: N — M es una inmersion inyectiva y ademds
es propia entonces f es un encaje.

Demostracion. Como f : N — M es una inmersién, f : N — M es
continua e inyectiva, por lo que f : N — f(N) es continua y biyectiva.
Si probamos que f : N — f(N) es cerrada, se tendrda que f : N — f(NV)
es homeomorfismo, y por ello f serd un encaje. Pero como f : N — f(N)
es continua, propia y f(N) es de Hausdorff y primero numerable (ya que
es variedad topoldgica), se sigue que f es cerrada por la Proposicién 1.2.14.
Esto termina la demostracion. O

Corolario 2.3.5. 5i N es compacto y f : N — M es una inmersion
inyectiva entonces f es un encaje.

Demostracion. Puesto que f : N — M es inmersion inyectiva entonces
f + N — f(N) es continua y biyectiva. De la misma manera en que
procedimos en la demostracién anterior, tenemos que f(N) es de Hausdorff
y primero numerable. Esto significa que f : N — f(IN) es una funcién
continua entre el espacio compacto N y el espacio de Hausdorff f(N), lo
cual, por la Proposicién 1.2.10, se sigue que f es propia. Por la Proposicion
anterior, tenemos el resultado. ]

61



62

2.3. Encajes y Funciones Propias. Ejemplos

62



Capitulo 3

Sistemas Dinamicos en Variedades

3.1. Campos Vectoriales en Variedades

En las variedades diferenciales no sélo podemos trabajar con
funciones diferenciables, sino que podemos estudiar sistemas de ecuaciones
diferenciales definidas en dichas variedades. Dado un campo vectorial suave,
veremos que su flujo también es diferenciable. Mas atn, veremos que si el
campo depende del tiempo o de algin otro pardmetro, su flujo también
es diferenciable. En esencia, los teoremas de Existencia y Unicidad, de
Dependencia de Condiciones Iniciales, y Dependencia de Pardametros, son
validos también en una variedad.

Para ello, debemos extender la definicién de campo vectorial a
variedades. Puesto que ya definimos lo que es un vector tangente, la
definicién de campo vectorial resultara bastante natural.

3.1.1. Estructura Algebraica de Campos Vectoriales

Un campo vectorial en U C R” es una funcion X : U — R"
de clase C*, la cual en coordenadas se puede expresar como X(p) =
(X1(p), ..., Xy(p)). Esta funcién, a cada punto p € U le asocia un vector
X(p) € R". El espacio tangente T,U es un espacio vectorial de dimensién
n, el cual es isomorfo a R"™ usando las coordenadas usuales. Por ello,
intuitivamente, un campo vectorial en R” es una funcién que a cada punto
de U le asocia un vector tangente en dicho punto.

Definiciéon 3.1.1. Un campo vectorial X en M es una seccién de
la proyeccion w del fibrado tangente, es decir, una funcion diferenciable
X : M — TM tal que T3y o X = 1idys, es decir, para cada m € M,
X(m) € T,,M. Si X es una seccion local (esto es, X estd definido solamente
en un abierto U de M y mpr o X = idy), decimos que X es un campo
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64 3.1. Campos Vectoriales en Variedades

vectorial local. Al conjunto de los campos vectoriales en U C M se les

denota por X(U).

Intuitivamente, un campo vectorial es una funcién que a cada punto le
asigna un vector tangente en dicho punto “de manera suave”. Para cada
m € U, a X(m) lo denotaremos como X,,.

Ejemplo 3.1.2. Sea X € X(U) un campo vectorial, con (U, ) carta en M.
Puesto que Tay o X = idyy, se sigue que X(U) C TU. La expresion local
X :o(U) = o(U) x R* de X en las cartas (U, ), (TU,Ty) viene dada por
X(p) = (TpoXopH(p) = (p, dg,_l(p)go(qu(p))). Notemos que la funcion
X : p(U) = R" dada por X (p) = dp-1p)P(Xp-1(p)) €8 un campo vectorial
en o(U) C R™ en el sentido usual. a X se le llama la parte principal de
la expresion local X.

Es inmediato verificar también que X(U) es un mdédulo sobre el anillo
C*>°(U) de las funciones diferenciables de U en R, con las operaciones

L (X4Y) =X, + Yy,
2. (kX)m =k X,

3. (fX)m = f(m) * X,

donde m € U, X, Y € X(U),f € C®(U) y k € R. Lo anterior estd bien
definido porque, para cada m € U, X,,, Y, son vectores tangentes, los cuales
forman un R-espacio vectorial. Con las dos primeras operaciones, X(U) es
un R-espacio vectorial, s6lo que de dimensién infinita.

Ejemplo 3.1.3. Sea M wuna n-variedad diferencial y sea (U, ) una carta
con funciones coordenadas {p'} ;. Para cada i = 1,...,n, definimos un
campo vectorial local como

a"::i:UcM—mM
dp?
o

— -
m 6§0Z -

= 0.

Sim € U entonces (Tip o 0°)(m) = Tp(d:,) = (¢(m),e?), por lo que la
funcidn de transicion & dada por las coordenadas (U, ) y (TU,T¢) viene
dada por o(m) + (p(m),e'), la cual es diferenciable, pues simplemente
agrega las coordenadas del vector e'. FEsto prueba que 0' es diferenciable

para cada i. Mds ain, probaremos que {0"}7, es una base local de campos
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vectoriales:

Para cada © = 1,...,n consideremos las funciones X; : U — R dadas
por X;(m) = mppi(dme(Xi)). Consideremos el campo Y € X(U) dado por
Y = 3, X;0". Observemos que (Tp o Y)(m) = Tp( >0, Xi(m)dl,) =
(o(m), dme (31, Xi(m)d?,)). Sin embargo, dpe es un isomorfismo de
espacios vectoriales, por lo que

(TeoY)(m)= (w(m)ydmw(z Xi(m)%)> = <<p(m), Z&(W%w(%))

i=1 1=1
- (Mm),ZXi(m)el’) .
=1

Pero veamos que, por definicion de X;, se tiene que (T'p o X)(m) =
(o(m), 31, Xi(m)e'), probando que (T o X)(m) = (T o Y)(m). Sin
embargo, la igualdad anterior es vdlida para toda m € M y ademds T
es biyectiva, por lo que X =Y, es decir,

X = Zn: X;0',
1=1

probando que X(U) es finitamente generado si (U, ) es una carta.

Definiciéon 3.1.4. Sea N C M wuna subvariedad en M. Decimos que el
campo X € X(M) es tangente a N si para cada m € N se tiene que
Xm € Ty N. Al campo X|n € X(N) le llamamos la restriccion de X en
N.

Proposicién 3.1.5. Sea N C M una subvariedad en M de dimension k.
Si (U, ) es una carta en M con la propiedad de subvariedad para N y

X € X(U) entonces, para cada i =1,...,k es tangente a N.

0
) 8g0i
Demostracion. Puesto que e, ..., e, generan a R¥, para i = 1,...,k la
curva t + p(m) + te; estd contenida en p(U) N (RF x {(0,...,0)}) para
algiin intervalo que contiene a cero. Por ello, ¢! ((p(m) + tei) es una curva

totalmente contenida en N y 021' es tangente a N, como queriamos. O

La Derivada de Lie

Si X € X(U) es un campo vectorial en U C R", la derivada de Lie de
cualquier funcién f € C*°(U) se define por Lx f(z) = (X (x), V f(x)), donde
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(,) es el producto punto usual en R™. De la definicién podemos ver que
Lx f es una funcién diferenciable. La derivada de Lie, como veremos mas
adelante, permite estudiar la “variacién” de una funcién a lo largo de un
campo.

Para estudiar la derivada de Lie en variedades, introduciremos los
siguientes conceptos.

Definicion 3.1.6. Sea U un abierto en M, con M wvariedad diferencial.

Una R-derivacion en C>*(U) es una funcion D : C*(U) — C>°(U) que
satisface las siguientes propiedades:

1. D(f +g) = D(f) + D(g),
2. D(k- f)=k-D(f),
8. D(f-g)=D(f) g+ f-Dlg),

para cualesquiera f,g € C®(U),k € R. Al conjunto de todas las R-
derivaciones de C*°(U) se le denota por DerrC*(U).

Claramente, DerrC*°(U) forma un espacio vectorial sobre R, pero
ademds, también forma un mdédulo sobre el anillo C*°(U) de las funciones
diferenciables en U con las siguientes operaciones:

L (D + E)(f) := D(f) + E(f),
2. (kD)(f) := k- D(f),
3. (fD)(g) := [ - D(g),
donde D, E € DergrC=(U); f,g € C°(U) y k € R.

Ahora presentaremos uno de los ejemplos m&ds importantes de
derivaciones en C*°(U):

Definicién 3.1.7. Sean M una variedad, U C M, X € X(U) y f € C*(U).
La derivada de Lie de la funcion f a lo largo del campo X es la funcion

Lxf:UCM—R
dada por Lx f(m) = Xpn(f). Esta funcion es C*.
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La funcién Lx f estd bien definida para cada m € U, ya que X,, es
un vector tangente en m, y como f es C°, X,,(f) es el valor de dicho
vector tangente en la funcion f. Probaremos que, en efecto, Lx f es una
funcién diferenciable: Sea m € U y sean (V, ) una carta local con m € V
donde {p’ », son coordenadas en V. Puesto que {0 ., es una base
local, existen Xi,...,X, € C®(U NV) tales que X = Y ", X;0" en la
vecindad coordenada de m. Por ello, X,,(f) = > | X;(m)dL,(f), lo cual

en coordenadas locales coincide de hecho con la funcién

p(m) = Y (X 0 o7 ")(ip(m)) De, () (ip(m)).
i=1

En virtud de esto, si X = Y"1 ; X;0° en alguna carta (U, ¢), entonces

n

Lxfle (x) =) (Xiop ) (@) De,(f) () = (X(2), Vf(2)) = L f(x)
i=1
para todo z € ¢(U), es decir, las coordenadas locales de la derivada de Lie
coinciden con la derivada de Lie del campo inducido en ¢(U) por medio de
las funciones de transiciéon. Puesto que la derivada de Lie de una funcion
diferenciable a lo largo de un campo es diferenciable, se tiene que Lx f es
diferenciable, como queriamos.

Proposicién 3.1.8. La funcion Lx : C°(U) — C*(U) dada por f — Lx f
es una R-derivacion de C*(U).

Demostracion. Sim e U, A€ Ry f,g,h € C*®(U) entonces

Lx(Mf+g-h)(m) = Xin(Af + g h) = XX (f) + Xm(g)h(m) + g(m) X (h)
= ACx f(m)+ Lxg(m)h(m) + g(m)Lxh(m)

ya que X,, es un vector tangente. Puesto que la igualdad anterior es valida
para cada m, se sigue que Lx(Af +g-h) = \MCxf+ Lxg-h+g-Lxh,
probando que Lx : C*°(U) — C*>(U) es una R-derivacién. O

En adelante, utilizaremos la notacién X(M), C*°(M), DerrC> (M),
etcétera (con M en lugar de un abierto U de M); pero tengamos en cuenta
que procediendo de la misma manera podemos construir estos objetos de
manera local.

Hemos visto que la funcién X — Lx asocia un campo vectorial con una
derivacién. Ahora, probaremos que X — Lx es un isomorfismo entre los

C*°(M)-moédulos X(M) y DerrC*°(M).

67


Eduardo
Resaltado

Eduardo
Resaltado

Eduardo
Resaltado

Eduardo
Resaltado

Eduardo
Resaltado


68 3.1. Campos Vectoriales en Variedades

Definicién 3.1.9. La funcion L : (M) — DerrC*°(M) dada por X — Lx
se llama derivada de Lie.

Proposicién 3.1.10. La derivada de Lie es una funcion C*°(M)-lineal, es
decir, si X, Y € X(M) y st f € C°(M) entonces Lx4y = Lx + f - Ly.

Demostracion. Si g € C°°(M) entonces, para cada m € M,

Lxiryg(m) = (X + fY)n(g) = Xn(g) + f(m)Yn(g9) = Lxg(m) + f(m)Ly (g)(m),

probando que Lx sy = Lx + f - Ly. d

Lema 3.1.11. Sea (U,p) una carta en M y sea X € X(U). Si X =
Yoy X,0" entonces X; = Lx¢’. En particular, se tiene que Lgip’ = a7

Demostracion del Lema: Para cada m € M,

Lx@'(m) = Xm(¢’) = (Z Xﬁi) (¢) = > Xi(m)aj, (") = Y Xi(m)d] = X;(m),
i=1 =1

m ' i=1
lo cual prueba que Lx¢’ = X;. v
Lema 3.1.12. Si Lx = Ly entonces X =Y.

Demostracion del Lema: Puesto que L : X(M) — DergC>° (M) es lineal,
se sigue que Lz =0, donde Z = X — Y. Seam € M y sea (U, ¢) una carta
con m € U. En dichas coordenadas tenemos que Z = > | Z;0', donde
Z; = Lz¢'. Sin embargo, como Lz = 0, se sigue que Z; = Lz¢' = 0,
probando que Z = 0 en U, en particular, Z(m) = 0,,. Como m € M es
arbitrario, Z =0, es decir, X - Y =0y X =Y. vy

La derivada de Lie es por lo tanto inyectiva. Ahora probaremos que es
sobreyectiva.

Proposicién 3.1.13. Si D € DerrC*°(M) entonces existe X € X(M) tal
que D = Lx.

Demostracion. Sea D € DergC™(M). Para cada carta (U, ¢), sean {p'}7;

las funciones coordenadas locales y sea Xy € X(U) dado por Xy =

Sy D(npi)a‘?oi. Demostraremos que Lx,, = D|y. Seam € Uy f € C®(U).
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Por el lema de Hadamard existe V' C U y existen g1,..., g, € Ci (V) tales
gi(m) = af 2r(m) y que f = f(m) + Yo (¢" — ¢'(m))g;. Por lo anterior,

D(f)(m) =D <f(m) + Z(wi - s@i(m))gi) (m)

=D(f ) + Z (' = ¢ (m)) (m)gs(m) + (&' — ¢*(m)) (m)D(g;)(m))

=memmm=2mwmﬁﬂm
i=1 2

=3 D)) 5

[ =Lx, f(m).

m

Como esto ocurre para todo m € U y para toda f € C®°(U), se sigue
que, Lx, = D|y. Ahora, sea X : TM — M dada por X(m) = Xy(m) si
m € U. Si probamos que X estd bien definida, se seguird que X |y = Xy,
por lo que X serd una funcién suave con 7p; o X = idyy, es decir, un campo
vectorial en M,y Lx|y = D|y para cada (U, ). Eso implicard que Lx = D,
probando el resultado: Sim € UNV con (U, ¢), (V, 1) cartas en M entonces
Lx, = Dlv y Lx, = Dl|v, por lo que Lx, |unv = D|vnv = Lx,, |unv. Por
el Lema anterior, Xy |yny = Xv|unv, probando que Xy (m) = Xy (m). Por
ello, X esta bien definidoy Lx = D. O

De lo anterior tenemos que la derivada de Lie £ : X(M) — DerrC>(M)
establece un isomorfismo canénico entre los C*°(M)-médulos X(M) y
DerrC*°(M). Sin embargo, como veremos, DerrC> (M) tiene estructura
de algebra de Lie.

Por medio de la derivada de Lie podemos caracterizar a los campos que
son tangentes a una subvariedad dada:

Proposicién 3.1.14. Sea N C M una subvariedad en M. El campo X es
tangente a N si y solo si (Lx f)|y =0Vf e C>®(M) constante en N.

Demostracion. Si X es tangente a N y f € C°°(M) es constante en N
entonces f|y es una funcién constante y X|y € X(NN). Puesto que la
derivada de Lie de una funcién constante es igual a cero, tenemos que

(Lxf)Iv = Lx|y(fIn) = 0.
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70 3.1. Campos Vectoriales en Variedades

Reciprocamente, sea X € X(M) tal que (Lxf)ly = 0 Vf € C®(M)
constante en N. Para cada pg € N existe una vecindad coordenada U de pg
tal que NNU = {fl(z) = ... = f""(z) = 0}, donde f! = ¢ son las
funciones coordenadas en dicha carta. Esto significa que f? es constante en
N, y en las coordenadas mencionadas podemos escribir

= 0
X = ;ij.
Por hipétesis, parai=1,...,m —n y para todo p € U,
m (9(,0”"

0= (LxfHInp) =D X;(p) o

J=1

(o)) = Xitn(p),

lo que demuestra que X = 2?21 Xjai@j, y X es tangente a N, ya que aiw

es tangente a N. ]

El Corchete de Lie

Definicién 3.1.15. Sean D, E € DerrC*°(M). El corchete de D y E se
define por
[D,E]=DoE— EoD.

Si D,E € DergC*>®(M) entonces D o E es una transformacién lineal,
pero no necesariamente es una derivacion. En efecto,

(Do E)(f-g)=D(E(f-g)=DE(f) g)+D(fE(g))
= D(E(f)) g+ E(f)-D(g) + D(f) - E(9) + - D(E(9))
= (Do E)(f) g+ E(f)-D(g9)+D(f)  E(g) + f- (Do E)(g)

pero eso no necesariamente es igual a

(Do E)(f)-g+[f-(DoE)g)

pues E(f) - D(g) + D(f) - E(g) no necesariamente es idénticamente cero.

Sin embargo, el corchete de derivaciones si define una derivacién. En
efecto:

(Do E)(f-g)=(DoE)f)-g+E(f) D(g)+D(f)-E(9)+f- (Do E)(g)

(EoD)(f-g)=(EoD)(f) g+ D(f) E(g)+ E(f) - D(g) + f-(EoD)(g)
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por lo que

(D, E](fog) =(Do E)(fog)—(EoD)(feg)

(Do E)(f)-g+ E(f)-D(9) + D(f)- E(9) + f - (Do E)(9)

— ((EoD)(f) g+ D(f) - E(9) + E(f) - D(g) + f - (E o D)(g))
(Do E)(f)-g+[-(DeE)(g)—(EoD)(f)-g—f-(EcD)g)
[D,E|(f)-g+[-ID,El(g),

probando que, [D,E] = Do E — E o D es una derivacién en C*°(M).

Corolario 3.1.16. El par (DergC>(M), [,]) es una subdlgebra de Lie del
R-dlgebra de las transformaciones lineales (L(C™(M),R), [,]).

Lema 3.1.17. Si D, E € DerrC*°(M) y si f € C>°(M) entonces
Demostracion del Lema: Si g € C*°(M) entonces

(D, f-El(g) = (Do (f-E))(g)—((fE)eD)(g) =D(f-E(9)) - f-E(D(9))
=D(f)-E(9)+ [ - D(E(g)) — [ - E(D(g))
= (D(f) - E)(9) + [ - [D, El(9),

por lo que [D, f-E]=D(f)-E+ f-[D, E], como queriamos. v/

Definicién 3.1.18. Sean X,Y € X(M). El corchete de Lie para campos
vectoriales se define como el tnico campo vectorial [X,Y] € X(M) tal que
Lixy] = [Lx, Ly].

La operacién [X,Y] estd bien definida por lo siguiente: Para X,Y €
X(M), se tiene que Lx,Ly € DerrC*(M). Esto implica que [Lx, Ly] €
DergC*(M). Puesto que £ es un isomorfismo entre X(M) y DerrC* (M),
existe un unico campo Z € X(M) tal que Lz = [Lx, Ly]. Dicho campo Z
es el que denotamos por [X,Y].

Proposicién 3.1.19. (X(M), [,]) es una R-dlgebra de Lie con el corchete
de Lie para campos vectoriales.

Demostracion. Sean X,Y,Z € X(M) y sea k € C°°(M). Observemos que

Lixiwy,z) = [Lxary, Lz] = [Lx +kLy, L] = [Lx, L] + k[Ly, L]
= Lix,z1 + kLy,z1 = Lix,2)+k[v,2)-
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72 3.1. Campos Vectoriales en Variedades

Esto implica que [X + kY, Z] = [X, Z]+k[Y, Z]. Esto demuestra la linealidad
del corchete.

Para probar que [,] es antisimétrico, notemos que
Lixy)=[Lx,Ly]=—[Ly, Lx]=—Lyx) =L [yvx)

lo que implica que [X,Y] = —[Y, X]. Finalmente, para probar la Identidad
de Jacobi veamos que
Lix v+ vizx)+izixy) = Lix vz + Lyzx) + Lizixy)

= [Lx, Lyy,z1] + Ly, L1z x)) + [Lz, Lix,v]]

=[Lx,[Ly,Lz])]+ [Ly,[Lz,Lx]| + [Lz,[Lx,Ly]] =0,
va que Lx, Ly, Ly € DerrC>(M) y (DergC>(M), [,]) es dlgebra de Lie.
Puesto que Lix v, z]+[v,(z,x])+]z[x,y] = 0, se sigue que

(X, [Y, Z]| + [V, [2, X]] + [Z,[X, Y] = 0.
]

Lema 3.1.20. Si X,Y € C°(M) entonces [ X, fY|=Lxf- Y+ f-[X,Y].
Demostracion del Lema: Por el Lema 3.1.17 tenemos que
Lix gy = [Lx,Ley] = [Lx, fLy]| = Lxf- Ly + f-[Lx,Ly]
=Lexry + 1 Lixy) =Lrxfyefx,y)

lo que implica el resultado. 7

De manera similar, podemos demostrar que [fX,Y] = —Lyf - X + f -
[X,Y].

El corchete de Lie de campos vectoriales es una operacién dada en
términos de la derivada de Lie. En el siguiente ejemplo, veremos cémo viene
dado el corchete de campos vectoriales por medio de coordenadas locales.

Ejemplo 3.1.21. Si (U,¢) es una carta en M y X, Y € X(U) entonces,
para cada i =1,...,n existen X', Y € C®(M) tales que

x=y Xxi_—~,

Y:ZYW.

i=1
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Consideremos la expresion local del corchete de Lie de ambos campos:

X,y =S 7 -—.
X =2 7

Por el Lema 3.1.11 tenemos que
Z'=Lixy1p' = Lx o (Lyy") — Ly o (Lx¢")

n
=LxY'—LyX'=> XILyY' =YLy X'

j=1

—~ ;079X
=Y XI— —yi
Z asoj asoj

Esta expresion coincide con la definicion usual del corchete de campos
vectoriales para campos en R™.

Push-Forward y Pull-Back

Si tenemos definida una estructura, ya sea un campo vectorial o una
funcién diferenciable sobre una variedad M, y si M es difeomorfa a N via
el difeomorfismo f : M — N, podemos inducir dicha estructura en N por
medio de la funcion f:

Definicién 3.1.22. Sea f : M — N un difeomorfismo y sea g € C°(M).
El push-forward de g bajo f es la funcion f.g=go f1.

Si X € X(M), el push-forward de X bajo f es el campo f, X : N - TN
dado por fiXn = ds-1(5)f - Xp-1(p)-

Es inmediato verificar que en efecto f.g € C°°(N). Para ver que
f+X : N = TN es diferenciable, observemos que

fX=dfoXof,

donde f7': N - M, X : M — TMydf : TM — TN son funciones
diferenciables, lo cual prueba que f, X € X(N).

Si f: M — Nyg: N — K son difeomorfismos y si h € C°(M)
entonces

(go f)sh=ho(gof) ' =ho(ftog )= (hof oy
=gi(ho f71) = g.(fih) = (gx © fi)h,
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74 3.1. Campos Vectoriales en Variedades

por lo que (g o f)« = g« o f«. Por otro lado, si X € X(M) entonces

(g0 f).X =d(go f)oXo(gof)  =dgodfoXof g
= dgof*Xogil = g(f+X) = (g« 0 f2) X,

lo cual prueba que, en cualquier caso, (g o f)« = (g« © f«)-

Por otro lado, si ahora tenemos un campo o funcién sobre una variedad
Ny f: M — N es un difeomorfismo, podemos inducir un campo o funcién
en N de la siguiente manera:

Definicién 3.1.23. Sea f: M — N un difeomorfismo y sean g € C*°(N),
X € X(N). El pull-back de g bajo f es la funcion f*g = gof, y el pull-back
de X bajo f es el campo f*X, = df(n)f_l “Xi(n)-

Es inmediato verificar de las definiciones que, en cualquier caso, f* =
(fY)«, por lo cual f*gy f*X estan bien definidos. Ademés, si f: M — N
y g : N — K son difeomorfismos entonces

(go /) =g )™= (fog = (f"uolg )= fog"

Lema 3.1.24. Sea f : M — N un difeomorfismo. Si X € X(M) n € N y
g € C°(N) entonces

(f*X)f(m)(g) = Xm(f*g)a
considerando a X, como derivacion puntual de Cgo(M).

Demostracion del Lema: Por definicion,

(f*X)f(m)(g) = (dmf - Xm)(9) = Xm(go f) = Xm(f"9).

De manera similar podemos ver que (f*X)(m)(9) = Xm(fig)-

Lema 3.1.25. Si f : M — N es difeomorfismo, n € N, g € C*°(N) y
X € X(M) entonces Ly, xg(n) = Lx(f*9)(f~'(n)) y [*Ls.x9=Lx(f*g)-

Demostracion del Lema: En virtud del lema anterior, tenemos que

Ly,xg(n) = (£X)nl9) = X1y (f*9) = Lx([*9)(f (1)
Por otra parte, para todo m € M,

[ Lyxg(m) = Ly, xg(f(m)) = (f+X) pm) (9) = Xm(f79) = Lx(f"g)(m).
Y%
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Proposicién 3.1.26. Si f : M — N es difeomorfismo y si X,Y € X(M)
entonces f[X,Y] = [f X, fY].

Demostracion. Sean g € C*°(N) y n € N. Por el Lema anterior tenemos
que

Lrxy19(n) = Lixy (o) (f () = [Lx. Ly](f*9)(f~ (1)

= Lx(Ly(f*9)(f~ () — Ly (Lx(f*9)(f~(n))

= Lx(f*Lryg)(f~1(n) = Ly (f*Lpxg)(f(n))
=Lpx(Lsyg)(n) — Lry(Lr.xg)(n) =[Lr.x,Lyy]g(n)
= Li.x,1.v19(n).

Puesto que la derivada de Lie es biyectiva, y la igualdad anterior se tiene
para toda g y para todo n, se sigue que f[X,Y] = [f. X, f.Y]. O

3.1.2. Flujos de Campos Vectoriales

Definicién 3.1.27. Sea X € X(M) un campo vectorial. Una trayectoria
de X es una curva ¢ : I — M tal que c'(t) = X4 para todo t € I. Si
¢(0) = m, decimos que ¢ es una trayectoria de X en m.

La definicién anterior tiene sentido, ya que por definicién, X,y € T M
y d(t) €T, ()M, es decir, son vectores tangentes a M en ¢(t). La siguiente
proposicién serd de gran utilidad mas adelante:

Proposicién 3.1.28. Sean f € C®(M) y X € X(M) una curva. Si
c: I — M es una trayectoria de X entonces

(ex e = 120

Demostracion. De las definiciones tenemos que

(Lxf)(e(t) = Xey(f) = )(f) =

O

Intuitivamente esta proposicion nos dice que la derivada de Lie a lo largo
de un campo mide la variacién de una funcién a lo largo sus trayectorias.

Definicién 3.1.29. Si f € C°°(M), decimos que f es integral primera
del campo X si f es constante a lo largo de cualquier trayectoria de X.
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Como consecuencia de la definicién anterior, tenemos que f es integral
primera del campo X siy sélo si Lxf = 0.

En adelante, para cada curva c utilizaremos la notacion ¢(¢) para indicar
su derivada en t € I, y para cada campo X € X(M) utilizaremos la notacién
X (m) para indicar el vector tangente en el punto m € M.

Definicién 3.1.30. Sea M una n-variedad, mo € M y sea v € X(M).
Consideremos el sistema

T =v(z), xreM (3.1)
z(0) = mo, mo € M.

Una curva x en my se llama solucion del sistema (3.1) si @(t) = v(x(t))
para todo t € I, es decir, si x es una trayectoria del campo v. Al sistema
(8.1) también se le llama problema de Cauchy.

En esta seccion mostraremos que muchos de los resultados sobre
ecuaciones diferenciales que son validos para sistemas en R", también son
validos para sistemas en una variedad. Empezaremos por demostrar el
Teorema de Existencia y Unicidad para Variedades:

Teorema 3.1.31 (Teorema de Existencia y Unicidad). Si M es una
variedad diferencial, mg € M y v € X(M), entonces existe una tnica
trayectoria de v en myg, es decir, dos trayectorias de v en mgy coinciden
en la interseccion de sus dominios. En otras palabras, el sistema 3.1 tiene
una unica solucion.

Demostracion. Probaremos primero la parte de Existencia: Sea (U, ) una
vecindad coordenada de mg. Para cada curva ¢ en mg tenemos una curva ¢
en p(mg) dada por ¢ = poc, y para cada campo X € X(U) podemos inducir
un campo X en ¢(U) dado por X (p) = dp—1 (X (071 ().

Como consecuencia de la parte de existencia del Teorema de Existencia
y Unicidad para R", existe una trayectoria i“(t,go(mo)) de 7 en mg, y
un intervalo abierto I > 0 donde Z(t,¢(myg)) estd definida. Definiendo
z(t,mo) = ¢ 1(Z(t, p(mo))), tenemos que z(t,mg) es una trayectoria de
v en mg. En efecto, el vector de coordenadas de &(t,mg) en la carta (U, ¢)
es precisamente %a}(t, ©(myg)), y el vector de coordenadas de v(z(t,mp)) es

(o) P (0(@(8,110))) = (i) (v(97 (@ (2 (t,m0))))) = 0(((t,mo)))

2 2 (b, o(mo)).

= (3 (t,mo)) =
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Como #(t,mp) y v(x(t,mg)) son vectores tangentes en Ty ,,,)M con el
mismo vector de coordenadas, son iguales. Esto significa que en variedades
también tenemos un Teorema de Existencia.

Observemos que lo unico que hicimos para demostrar la parte de
existencia es tomar una vecindad coordenada alrededor de mgy y usar
directamente que este resultado es valido en R™. Para demostrar la parte
de Unicidad, empezaremos por probar el resultado de “Unicidad Local”,
utilizando una vecindad coordenada alrededor de mg:

Lema 3.1.32. Sicy: 11 — M,co: Is — M son dos trayectorias de v en my
entonces existe € > 0 tal que ¢1 y ca coinciden en (—e,€).

Demostracion del Lema: Sea (U, ) una vecindad coordenada de my.
Puesto que c1, co son funciones diferenciables, existe € > 0 tal que la imagen
de (—e€, €) bajo ¢1 y ¢g esta contenida en U. Puesto que c1, ¢o son trayectorias
de v en my, las curvas poci|(_c ), Poca|(—,) son trayectorias de ¥ en ¢(my).
Por la parte de Unicidad del Teorema de Existencia y Unicidad en R", se
tiene que ¢ o ci|(_c) = @ 0 2|(ee); €8 decir, c1](_e) = c2|(ee); COMO
queriamos. Y/

Sean ¢1 : [y = M, ¢y : Iy — M trayectorias de v en m y sea I = 11 N Iy
ysea K = {t € I| ci(t) = ca(t)}. Probaremos que K = [ y habremos
terminado. Puesto que c¢q, co son continuas y M es de Hausdorff, se tiene
que K es cerrado en I. Si probamos que K es abierto, dado que I es conexo
y no-vacio, tendriamos que K = I, por lo que nos abocaremos a probar esto
ultimo. Por el Lema anterior tenemos que K contiene una vecindad abierta
de 0; para cada t € K consideremos ahora las curvas ct(s) = ¢;(t+s),i = 1, 2.
Por construccion, ¢}, b, son trayectorias de v en ¢} (0) = ¢;(t) = c2(t) = c4(0).
Por el lema anterior, ¢ y ¢} coinciden en una vecindad de 0, es decir, c; y
¢y coinciden una vecindad U de ¢, probando que t € U C K y que t es punto
interior de K. Esto demuestra que K es abierto, probando que K = I y que
c1, o coinciden en la interseccion de sus dominios. O

Como consecuencia del Teorema de Existencia y Unicidad, dos curvas
soluciones distintas coinciden, pero su intervalo de definicién puede ser
distinto. Sea mog € M y sea

F={I%|z%:I* — M es trayectoria de v por mg,a € A},
y sea Iy, = J;er I la unién de todos los dominios de las trayectorias por
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myg. Consideremos la curva x : I,, =& M dada por
x(t) = z%(t), sit e I°.

Es inmediato comprobar que x esta bien definida por Unicidad, y que ademas
es una curva solucién de (3.1).

Definicién 3.1.33. A I,,,, se le llama intervalo mdxzimo de la solucion
del sistema (3.1).

El siguiente resultado nos dice que también en variedades tenemos la
propiedad de grupo:

Proposicioén 3.1.34. Sim € M, s € Iy, t € Ly m) Yyt + s € Ly entonces
z(t,z(s,m)) = z(t + s,m).

Demostracion. Sea s € I, fijo y sea c(t) = x(t + s,m). Sabemos que
z(t,x(s,m)) es la curva solucién del sistema

y ademds sabemos que ¢(0) = z(s,m) = z(0,2(s,m)). Por Unicidad, si
demostramos que v(c(t)) = ¢/(t) estaremos probando que c¢(t) es también
una trayectoria de v por z(s, m). Observemos que

¢(t) = %x(t bsm) = diix(T,m) — o(a(r,m)) = v(c(t)),
donde 7 =1 + s. O
Definicién 3.1.35. Sea M una variedad y v € X(M). Un flow box de v
para mo € M es una terna (Ug, €, P, ), donde
1.- Uy C M es una vecindad abierta de mg y € € R 0 € = +o0,
2.- @y Up X (—€,€) = M es una funcion suave,

3.- para cada m € Uy, la curva x : (—e€,€) = M dada por x(t) := ®p,(m, )
es una trayectoria del campo v en m.

4.- 8i @, Uy — M se define por ®f, (m) := ®py(m,t) entonces para cada
t € (—e€), L, (Uo) es abierto y @, es un difeomorfismo en su imagen.

A la funcién ®,,, se le llama flujo local, ya que estd definido solamente
para un intervalo de tiempo pequeno en una vecindad de mg. En términos
de la definicién anterior, la Proposicién (3.1.2) puede escribirse como sigue:
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Proposicién 3.1.36. Si (Uy, €, ®yy,,) es una terna que satisface las primeras
tres condiciones de la definicion anterior entonces para cada s,t € R tales
que s,t,t+ s € (—e¢,€) se tiene que
P, 0@l =t @) = Idy,.

Teorema 3.1.37 (Teorema del Flow Box). Sea v € X(M). Si mg € M
entonces existe un flow box para mg. Si (U, €, Prmy), (Uy, €, @, ) son dos
flow boxes para mq entonces ®py y P, coinciden en (Uy NUy) x (—¢,¢),
donde ¢ = min{e, €'}.

En [8, p. 246-247] podemos encontrar la demostracién de este hecho.

Representacion Grdfica de un Flow Box

El Teorema del Flow Box nos dice que la funcién ®(m,t) dada por la
trayectoria del campo v en m es diferenciable para un intervalo pequefio de
tiempo. Esto lo hemos demostrado con ayuda de cartas locales.

Sea v € X(M). Consideremos el dominio D,, = {(t,m) € RxM |t € I, }.

Proposicién 3.1.38. Sea M una variedad y v € X(M). Se satisfacen las
stquientes propiedades:

1. M x {0} C D,

2. D, es abierto en M x R,
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80 3.1. Campos Vectoriales en Variedades

3. Existe una unica funcién ® : D, — M tal que la funcion t — ®(m,t)
es la trayectoria de v por m,

4. Para cada (m,t) € D, se tiene que (Py(m,t),s) € D, si y sdlo si
(m,t+s) € D,. En este caso, (m,t + s) = ®(P(m,1),s).

Este resultado puede consultarse con demostracion en [8, p. 248-249].

Para cada t € R, el conjunto D, = {m € M | t € I,,} es abierto en M,
pues D, es abierto y R x M tiene la topologia producto. Por la Proposicién
anterior, la funcién

oDl - M
m— O(t,m)

es diferenciable. y ®° o ®? = &5 cuando dichas operaciones estén definidas.

Definicion 3.1.39. A la funcion ® se le llama flujo del campo v. De igual
manera, a la familia de funciones {®'},cr también se le llama el flujo del
campo v.

En adelante, utilizaremos la notacién (Up, €, ®) en vez de (Up, €, Ppy,)
cuando nos refiramos a un flow box para mgy € Uy.

Sistemas no-Auténomos y Dependientes de Parametros

Definicion 3.1.40. Un campo vectorial dependiente del tiempo es una
funcion diferenciable X : R x M — TM tal que X (t,m) € T,, M para todo
(t,m) € R x M. De esta manera, la funcién X¢(m) := X (t,m) es un campo
vectorial en M para todo t. El flujo dependiente del tiempo ®;, de X
se define por la condicion de que la funcidn t — ®; s(m) sea la trayectoria
de X en m al tiempo t = s, es decir,

d

E‘Ptﬁ(m) = X(t, P 5(m)), O, = Idy.

Observemos que la definicién anterior puede darse equivalentemente en
los siguientes términos: un campo vectorial dependiente del tiempo es una
funcién diferenciable X : I x M — T'M tal que X (t,m) € T,, M para todo
(t,m) € I x M, donde I C R es un intervalo. Aunque el desarrollo posterior
se hard considerando la primera definicién, debemos tener en cuenta que
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esto mismo puede hacerse para cualquier intervalo.

Puesto que X es un campo que depende del tiempo, el flujo depende de
un parametro adicional: no sélo depende del punto inicial y del tiempo que
recorras, sino que depende del tiempo a partir del cual empezamos a recorrer
la trayectoria, ya que el valor del campo X es diferente segin cambia este
tiempo. Si X es un campo que No depende del tiempo, ®; s = ®;_,.

Para campos vectoriales dependientes del tiempo podemos demostrar el
Teorema de Existencia y Unicidad de trayectorias de la misma manera en
que procedimos para los campos auténomos: sabemos que el resultado es
verdadero para campos en R"”, utilizando cartas probamos que el resultado
es verdadero localmente y usando el resultado local probamos que se vale el
resultado global.

La existencia y unicidad de trayectorias nos permite hablar también de
“intervalos maximos de definicién”. Para cada s € Ry m € M sea

Fs={I]z:1— M es la trayectoria de X por m al tiempo ¢ = s}.

El intervalo méaximo de definicién I}, := (J;cz I es el conjunto maximal
donde esta definida la tnica trayectoria de X por m al tiempo ¢t = s.

Proposicién 3.1.41. Para cualesquierar, s, t se tiene que ®; 0Py, = Py ;.

Demostracion. Sea m € M y sean r, s fijos. Sea x(t) = P 5 (@S,r(m)) y sea
y(t) = @4 (m). Observemos que

O X (s (B () = X (1 2(0), 2(s) = B (),

¥y que

d
L= X(E i (m) = X(Ly(D), yls) = B (m).
Por unicidad de trayectorias, se sigue que z(t) = y(t) para todo t, es decir,
Py 5(Ps,r(m)) = Py, (m) para todo m. Puesto que m € M es arbitrario,
tenemos el resultado. O

Un campo vectorial dependiente del tiempo en una variedad n-
dimensional puede convertirse en un campo vectorial auténomo en una
variedad n + 1-dimensional, como sigue:
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82 3.1. Campos Vectoriales en Variedades

Definicion 3.1.42. Sea X : R x M — T M un campo vectorial dependiente
del tiempo definido en una variedad M. La suspension X' € X(R x M) del
campo X se define por

X'(t,m) = ((t,1), X¢(m)) € TiR x T,, M = Ty ) (R x M).

Recordemos que, para cualesquiera dos variedades M, N, T(N x M) y
TN x TM son difeomorfas. Ademds, podemos ver que por construccién, X’
es diferenciable. El siguiente resultado nos da la relacién existente entre el
flujo de la suspensién X’ de un campo dependiente del tiempo X; con su
flujo dependiente del tiempo:

Proposicién 3.1.43. Sea @, el flujo dependiente del tiempo de campo X;.
El flujo ®' de la suspension X' € X(R x M) viene dado por

D' (s,m) = (t+ s, Prys,s(m)).

Este hecho aparece demostrado en [8, p. 285].

La Proposicién anterior es muy importante, ya que, al haber relacionado
el flujo dependiente del tiempo de un campo vectorial con el flujo de un
campo auténomo, podemos dar una versién no-auténoma de los teoremas y
resultados que tenemos para campos vectoriales que no dependen del tiempo:

Definicion 3.1.44. Sea M wuna wvariedad y X wun campo vectorial
dependiente del tiempo. Un flow box de X para mg € M al tiempo t = s es
una terna (U, €, ®70), donde

1.- Uy C M es una vecindad abierta de mg y € € R 0 € = +o00,
2.- @70 Uy x (s —€,5+¢€) — M es una funcion suave,

3.- para cada m € Uy, la curva x : (s — €,s + €) — M dada por z(t) =
O (t,m) es una trayectoria del campo X en m,

4.- 51 ®0 : Uy — M se define por ;") (m) := ®F°(t,m) entonces para cada
t € (s—¢s+e), &/P(Up) es abierto y ;Y es un difeomorfismo en su
magen.

Como consecuencia de aplicar la Proposicion anterior y el Teorema del
Flow Box a la suspensién de X, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.1.45 (Teorema del Flow Box para campos dependientes del
tiempo). Sea M wuna variedad y X un campo vectorial en M dependiente
del tiempo. Si mg € M y s € R entonces existe un flow box para mg al
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tiempo t = s. Si (Up, €, PJ°), (Vo, 6, d™0) son dos flow boxzes para mq al

tiempo t = s entonces P y O coinciden en (Up N Vp) X (s —e,s + €),
donde € = min{e, 6}.

Ahora, consideraremos campos que dependen “de manera suave” de
parametros.

Definicién 3.1.46. Sean M, N wariedades diferenciales. Un campo
vectorial en M parametrizado por N es una funcion diferenciable
X :NxM — TM tal que X(n,m) € T,, M para todo n € N. De esta
manera, la funcion X" : M — TM dada por X"(m) := X(n,m) es un
campo vectorial en M para todo n. El flujo parametrizado por N de X
es la funcion

O NXMxR— M,

tal que t — ®(n,t,m) es la trayectoria de X™ por el punto m.

El objetivo de esta parte es demostrar que si X es un campo vectorial
en M parametrizado por IV y si ® es su flujo parametrizado por N entonces
® es una funcién diferenciable.

Definicion 3.1.47. Sea X un campo en M parametrizado por N. La
extension de X es el campo X € X(N x M) definido por

X:NxM— T(N x M)
X(n,m) = ((n,0), X"(m)),

donde (n,0) € TN denota al vector cero.
Proposicion 3.1.48. Sea X un campo en M parametrizado por N y sea
" su flujo parametrizado por N. Si X es la extension de X y ® es el flujo
de X entonces

®(t,(n,m)) = (n,®"(t,m)).
Demostracion. Sean m € M,n € N. Consideremos las curvas c(t) =
®(t,(n,m)) y d(t) = (n,®"(t,m)). Para demostrar que c(t) = d(t),
probaremos que d también es trayectoria de X por (n,m). Observemos
primero que d(0) = (n, CID”(O,m)) = (n,m), ya que ®", al ser un flujo,
es la identidad para t = 0. Por otro lado, d(t) = (n,®"(t,m)), es decir,
la primer componente de d(t) es constante, lo que implica que la primer
componente de d'(t) es el vector cero en el punto n. Por ello,

A~

d(t) = ((njO), i@(n,t,m)) = ((n,0), X" (®"(t,m))) = X(n, ®"(t,m))

= X(d()),
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84 3.1. Campos Vectoriales en Variedades

lo cual prueba que d es la trayectoria de X que pasa por (n,m) y se cumple
la igualdad anterior. O

Como consecuencia de la demostracién anterior, tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 3.1.49 (Teorema de Dependencia Suave de Pardmetros). Si ® es
el flujo dependiente de N del campo X en M dependiente de N entonces ®
es diferenciable.

Demostracion. Por la proposicién anterior, el flujo dependiente de N, &,
es la segunda componente del flujo de la extensién X. Como el flujo de un
campo es diferenciable, ® es también diferenciable. ]

Campos Completos y Grupos 1-paramétricos de Difeomorfismos

Es bastante deseable que, cuando trabajamos con un campo vectorial,
sus trayectorias estén definidas para todo tiempo. Un campo con esa
propiedad se llama campo completo. El concepto de campo completo
esta intimamente ligado al de grupo 1-paramétrico de difeomorfismos,
ya que existe una correspondencia biunivoca natural entre ambos conceptos,
como veremos enseguida.

Definiciéon 3.1.50. Sea M wuna variedad. Un grupo 1-paramétrico de
difeomorfismos es una familia de funciones {®'}cr tal que la funcion

O:RxM—->M

dada por ®(t,m) = ®'(m) es diferenciable y que para cualesquiera s,t € R
se tiene que ®° o ®f = P+,

Definicién 3.1.51. Sea M una variedad y sea v € X(M). El campo v se
llama completo si I, = R para todo m € M.

Que un campo v no sea completo significa que existe una trayectoria c
del campo v tal que dicha trayectoria diverge a infinito en un tiempo finito.

Ejemplo 3.1.52. Consideremos la siguiente ecuacion diferencial en el
plano:
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4

- A
A i
A7 7
P f

Utilizando separacion de variables, obtenemos que las soluciones vienen

dadas por
1 1
z(t) = —— t)=—.
)= ——. oo =
Como vemos, estas curvas con nuestras condiciones iniciales estdn definidas
en (—=5,00) y (—00,3), respectivamente, es decir, la curva solucion viene
dada por (=5,3). Esto demuestra que el campo v(z,y) = (2%,y%) no es

completo, porque su trayectoria por (—5,3) no estd definida para todo t € R.

Si v es completo entonces su flujo ® esta bien definido en todo R x M.
Como consecuencia de las propiedades del flujo, tenemos que:

Proposicién 3.1.53. Si v € X(M) es completo entonces su flujo {®'}ier
es un grupo I1-paramétrico de difeomorfismos de M.

Ademss, si tenemos un grupo 1-paramétrico de difeomorfismos podemos
construir un campo vectorial cuyo flujo coincide con dicho grupo:

Proposicién 3.1.54. Existe una correspondencia biunivoca entre campos
v € X(M) y grupos 1-paramétricos de difeomorfismos {®'}icr.
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86 3.1. Campos Vectoriales en Variedades

Demostracion. Vimos que para cada campo v existe un grupo 1-paramétrico
de difeomorfismos de M dado por {®'};cg. Reciprocamente, si {®'};cr es
un grupo l-paramétrico de difeomorfismos construiremos un campo cuyo
flujo coincida con {®'}4cr. Sea v € X(M) dado por

t=0

La definicién anterior tiene sentido, ya que para cada m € M, la funcién

c(t) = ®(m) es una curva en m. Probaremos que el flujo de v es {®'};cR,
d

es decir, que v(®f(m)) = £®'(m). Observemos que

d d

d
R t —
7 m =4

S @@t m) = v(@!(m),

s=0

s=0

por lo que tenemos una correspondencia biunivoca. O

El siguiente criterio es muy importante, ya que nos da una condicion
suficiente para que un campo v sea completo:

Proposicién 3.1.55. Sea v € X(M) y sea x : I — M una trayectoria del
campo v, donde I es su intervalo mdzimo de definicion. Si, para cualquier
intervalo abierto finito (a,b) C I existe un conjunto compacto K en M tal
que la traza x(a,b) de la curva en ese intervalo sea un subconjunto de K,
entonces I = R.

Demostracion. Sea (a,b) C I un intervalo finito, y sea K el conjunto
compacto que contiene a la traza de la curva en dicho intervalo. Sea
(tn)22, una sucesién que toma valores en (a,b) convergente a b. Puesto que
(x(tn))52; es una sucesién que toma valores en el conjunto compacto K, el
teorema de Bolzano-Weierstrass nos asegura que dicha sucesién posee una
subsucesién (z(tn,))7>, convergente a un punto p € K. Por el Teorema
del Flow Box, existe una vecindad abierta U de p y ¢ > 0 tales que
(—€,€) x U C D,. Puesto que (x(ty,));>, converge a p, existe N tal que
para todo k > N se tiene que z(t,,) € U. Por otro lado, como (t,)5>;
converge a b, existe R tal que para todo k > R se tiene que t; € (b—¢€/3,b).
Esto significa que para k > max{N, R}, z(t,,) € U y t,, € (b —€/3,b).
Sin embargo, por definicién de U y €, z(ty,, + €/2) esta bien definida, pero
tn, +€/2 > b, por lo que z estd definida también en b y b € I. De manera
similar se puede demostrar que a € I. Puesto que (a,b) es un intervalo
arbitrario, I = R, como queriamos. ]
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En particular, si un campo vectorial v no es completo, existe una
trayectoria x : I — M y una sucesién de tiempos (t,,)22 ; convergente alguno
de los extremos de I, tal que (x(tn))zo:l diverge a infinito.

3.2. Campos Completos y Funciones Propias

Existen muchos criterios que son 1utiles en diferentes casos para
garantizar que un campo vectorial sea completo. En [7, p. 6-7] encontramos

el siguiente criterio y su demostracién, para campos vectoriales definidos en
R"™:

Ejemplo 3.2.1. Si v € X(R") es un campo vectorial suave en R™, y si
existen constantes reales cq, co tales que

(@) < erlf]] + e2
entonces v es completo.

Intuitivamente, la desigualdad anterior nos dice que el campo no crece
arbitrariamente, sino que viene acotado por un crecimiento lineal. Un
criterio, que se puede pensar como una generalizacion de este resultado,
fue dada por William B. Gordon en [9]. Una versiéon muy parecida aparece
en [8, p. 250] y, como veremos més adelante, las ideas de las demostraciones
son muy similares:

Teorema 3.2.2 (Gordon). Sea X € X(M) un campo vectorial suave
definido en una variedad diferencial. Si existen E,f € C*(M), con f es
propia, y constantes a, 8 € R tales que

(X (E(2))|
|/ ()]

alE(z)],
BIE(z)],

<
<

entonces el campo X es completo.

Teorema 3.2.3 (Abraham-Marsden). Sea M wuna variedad de n-

dimensional y sea X € X(M). Si existe una funcién propia H € C*°(M) y

dos constantes ¢y > 0,co > 0, tales que para cada x € M se tiene que
ILxH(z)| < a1|H(z)| + c2,

entonces X es completo.
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88 3.2. Campos Completos y Funciones Propias

El objetivo de esta secciéon serd demostrar estos teoremas, para lo
cual, necesitamos desarrollar varios resultados previos: Posteriormente
utilizaremos estas generalizaciones para garantizar cudndo un campo
hamiltoniano es completo.

Lema 3.2.4 (Gronwall). Sean 61,03 > 0 y sean ¢,v : [-T,7] — R

funciones no-negativas. Si

) < 6y / D(F)b(r)dr + 6 (3.2)

entonces ¢(t) < d3exp (51 fo dT)

Demostracién del Lema: Puesto que §1,d3 > 0y ¢, > 0, el lado derecho
de (3.2) es positivo. Por tanto, podemos pasar dividiendo dicho término y
obtener
<Z>(t)

(51 fO dT+ (53

Ahora, multiplicaremos a ambos lados por d19(t), el cual es un nidmero
no-negativo:

51¢( W( )
01 fO dT+53

Integrando a ambos lados con respecto a t tenemos que

’ S16(t)(t)dt s
I 1 Jy b(T)o(r)dT + 65 < [ vt

Sea f(t) = &1 fo (1)dT + 03. Observemos que el lado izquierdo de la
desigualdad puede ebcmblrse €omo

C hobnd e n
L RIS n(f(s)) — In(/(0))
)/f( )) =In((s)/55).

5)/83) < /O Ci(t)dt
f(s) < dzexp (/05 51¢(t)dt> :

88

< 019(t).

Esto nos dice que

es decir,
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Finalmente, f(s) > ¢(s), pues esta es precisamente la desigualdad (3.2), por
lo que

8(5) < f(5) < by exp ( A 5lw<t>dt) ,

tal y como queriamos. v/

Como consecuencia del lema de Gronwall tenemos que
Corolario 3.2.5. Sid3 =0 en la desigualdad (3.2) entonces ¢(t) = 0 Vt.

Demostracion. Si ¢(t) < 01 fgw(7)¢(7)d7 entonces, para cada ¢ > 0 se

tiene que ¢(t) < 91 fg W(T)p(7)dT + €. Por el lema de Gronwall, para cada
t € [-T,T] tenemos que

QS(t) S Eefot 61¢(T)d7—_
Puesto que € es arbitrario, tenemos que ¢(t) = 0. Puesto que t € [T, T] es
también arbitrario, se sigue que ¢ = 0. 0

De lo anterior se sigue que la desigualdad de Gronwall es verdadera para
todo d3 > 0.

Proposicién 3.2.6 (Desigualdad Débil de Gronwall). Sean 6; > 0,2 >
0,63 > 0. Si

¢
o(t) < dat + 6 /0 P(s)ds + 03

entonces

< (2 it 22
o(t) < ( : +53)e ”

Demostracion. Sea f(t) = ¢(t) + g—f La desigualdad anterior se reescribe
como

t ) 1
f(t)§52t+51/ f(s)— 2 ) ds+ 63+ =,
0 01 01
la cual resulta en

f(t)§51/0tf(3)d5+ (53-1-2?)-

Aplicando el lema de Gronwall en este caso, obtenemos

o(t) + % = f(t) < (53 - ?) o Jids _ <53 N gz> ot

1 1 1

lo que implica el resultado. ]
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Ahora, ya estamos listos para demostrar las dos versiones de los teoremas
anteriores:

Teorema 3.2.7. Sea X € X(M) un campo vectorial suave definido en una
variedad diferencial. Si existen E, f € C°°(M), con f es propia, y constantes
a, B € R tales que

[Lx E(x)] < ol E(z)],
|f(2)| < BIE(2)],

entonces el campo X es completo.

Demostracion. La idea de la demostracion es suponer que el campo no es
completo, y hacer la composicién de f con una trayectoria x del campo que
no esté definida para todo tiempo. Esto define una funcién real de variable
real. La derivada de Lie Lx f en x(t) puede expresarse en términos de la
derivada de (fox)(t), por lo que, utilizando la desigualdad de Gronwall y la
segunda desigualdad de las hipdtesis, la funcién fox deberd de estar acotada.
Puesto que la trayectoria se va a infinito en tiempo finito, podemos encontrar
una sucesién (t,)5; de tiempos que converjan a uno de los extremos del
intervalo tal que (( fo az)(tn))zo:l diverge a infinito, ya que f es propia. Sin
embargo, esto nos dard una contradiccion porque f o x debia estar acotada.
Sin mas predmbulo, procedamos a la demostracion:

Supongamos que X no es completo, es decir, que existe m € M tal que
la trayectoria x : I,,, = M del campo X por m no estd definida en todo R. Si
I, es su intervalo maximo de definicién, digamos I, = (a,b), supongamos
primero que b < co. Sea h = E oz : (a,b) — R. Observemos que, por ser x
una trayectoria de X,

(ExB) (1) = 5 Bla(t) = O

Esto implica que

‘CZL = [(LxE)(z(1))] < a|E(z(t))| = alhl.

Integrando en el intervalo [0,¢] C (a,b) tenemos que

tdh t
[4]-]
o dt 0
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es decir, |h(t)] < afg |h|dt + |h(0)|. Por la desigualdad de Gronwall,
[A(t)] < [P(0)] e,
Ahora, la segunda desigualdad de nuestras hipdtesis implica que
|[f(@(®)] < BIE((t))] = BIAt)] < BIA(0)|e". (3-3)

Como b < oo, el lado derecho de la desigualdad es acotado por |h(0)[e®®
sit > 0, por lo que f oz es acotada en R*. Puesto que I, = (a,b) es el
intervalo maximo de definicién de z(t) y b < oo, existe una sucesion (t)22
de nimeros positivos que converge por la izquierda a b, tal que (x(t,))5
diverge a infinito, en virtud de la Proposicién 3.1.55. Puesto que f es propia,
(f(z(tn)))s2, también diverge a infinito. Sin embargo, esta sucesién toma
valores en R, y como diverge a infinito, dicha sucesién es no-acotada. Esto

contradice que f o x sea acotada, por lo que b = co.

De la misma manera, si a > —oo podemos tomar a la sucesién (t,)52; que
converge por la derecha a a de manera que conste sélo de términos negativos.
Por ello, el lado izquierdo de (3.3) va a estar acotado por |h(0)le™*" y
con argumentos similares llegamos a la misma contradiccién, por lo que
a = 0. O

Teorema 3.2.8. Sea M una variedad de n-dimensional y sea X € X(M).
Si existe una funcion propia H € C°(M) y dos constantes ¢; > 0,co > 0,
tales que para cada x € M se tiene que

[LxH(x)| < c1|H(z)| + e,
entonces X es completo.

Demostracion. Supongamos que X no es completo y sea x : I, — M una
trayectoria del campo X por m, donde I,,, = (a, b) es su intervalo méximo de
definicién. Supongamos que b < co. Sea ¢ = Eox : (a,b) — R. Observemos
que, por ser x una trayectoria de X,

(ExH) (1) = S H(a(t)) = 2.

Esto implica que

% = |(LxH)(z(t))| < alH(z(t))| + 8 = a|¢| + B.
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92 3.2. Campos Completos y Funciones Propias

Integrando en el intervalo [0, ¢] tenemos que

td t
[5-]
o dt 0
es decir, |¢(t)] < « f(f |p|dt+Pt+|p(0)|. Por la desigualdad débil de Gronwall:

9(8)] < (ﬁ ¥ rczs(on) ol _ B

6(0)] ~ 16(0)] < [6(8) — 9(0)] = < [Colars

«

Como b < oo, el lado derecho de la desigualdad es acotado por
(g + |<;5(0)\) et — g sit > 0, por lo que ¢ = H oz es acotada. Puesto

que I, = (a,b) es el intervalo méximo de definicién de z(t) y b < oo, existe
una sucesién (t,)5°; que converge por la izquierda a b tal que (x(t))52,
diverge a infinito, en virtud de la Proposicién 3.1.55. Puesto que H es propia,
(H(x(ty)))o2, también diverge a infinito. Sin embargo, esta sucesién toma
valores en R, y como diverge a infinito, dicha sucesién es no-acotada. Esto
contradice que H o x sea acotada, por lo que b = oc.

De la misma manera, si a > —oo podemos tomar a la sucesién (t,)52
que converge por la derecha a a de manera que conste sélo de términos
negativos. Por ello, el lado izquierdo de (3.3) va a estar acotado por

(g + ](]5(0)\) e — g y con argumentos similares llegamos a la misma

contradiccién, por lo que a = oo. O

Como vemos, ambos criterios son muy parecidos, vienen dados en
términos de la derivada de Lie y funciones propias, y sus demostraciones
son muy similares. El segundo criterio es mejor para realizar demostraciones
tedricas, pero el primero es més 1til en la practica: si conocemos una funcién
E que no sea propia, tal que |Lx E(x)| < |E(z)|, tenemos libertad de buscar
una funcién f que si lo sea y que satisfaga la segunda hipdtesis del primer
teorema.

Como caso particular del teorema anterior, tenemos los siguientes
corolarios:

Corolario 3.2.9. Sea X € X(M). Si existe una funcion propia f € C*°(M)
tal que Lx f es acotada entonces X es completo. En particular, si X tiene
una integral primera que es propia entonces el campo es completo.

Corolario 3.2.10. Si M es una variedad compacta entonces todo campo
X € X(M) es completo.
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Demostracion. Puesto que M es compacto, toda funcién diferenciable f €
C>°(M) es propia. En particular, si f es la funcién constante igual a 1 es
también propia. Puesto que f es constante tenemos que Lx f = 0. Tomando
c1 = co = 1 tenemos que se satisfacen las hipétesis del segundo teorema y
X es completo. ]

Ejemplo 3.2.11 (Campos Gradiente). Sea (M,g) wuna variedad
riemanniana y f € C®°(M). El campo gradiente Vf € X(M) se define
como el inico campo vectorial tal que

9z(Vf(x),v2) = v (f), Yoy € TyM,x € M.

Observemos que la igualdad anterior puede reescribirse como g(Vf, X) =
df (X) para todo X € X(M). La Proposicion riemann campo forma del
apéndice nos asequra que, en virtud de esta ultima igualdad, V f estd bien
definido.

La siguiente propiedad nos dice que los campos gradiente generalizan a
los campos gradiente usuales: Si f,h € C°(M) y x € M entonces

gx(v(f : h)(x)vv:r:) = 'Uac(f ’ h) = Ux(f) ) g(I) + f(l’) ’ Ux(g)

= gx(Vf($),Ux) ’ g(l’) + f(x) ’ gx(Vg(:v),vx)

= 0:(Vf(2) - g(z) + f(2)Vg(2), va),
por lo que

V(f-h)=Vf-g+[ Vg
Otra propiedad que podemos demostrar acerca de los campos gradiente es la
siguiente: Si f,h € C®°(M) entonces Lynf = g(Vh,Vf). En efecto, por
definicion,

g(Vh,Vf)(x) = Vh(z)(f) = Lonf(z).

Por lo anterior, f es una integral primera de Vh si y solo si g(Vh,Vf) =0,
esto es, si los campos Vh, Vf son g-ortogonales.

Aplicando el teorema anterior, y los resultados anteriores para campos
gradiente, podemos obtener el siguiente resultado: si f,h € C*°(M) donde
f es propia, y si existen constantes A, B € R tales que

lg(Vh, V) (@) < Alf(z)|+ B VeeM

entonces el campo gradiente Vh es completo. En particular, si exviste f €
C>®(M) propia tal que g(Vh,V f) es acotada entonces Vh es completo, por
ejemplo, si V f es g-ortogonal a Vh.
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94 3.3. El Caso de Sistemas Hamiltonianos

3.3. El Caso de Sistemas Hamiltonianos

Formalismo Hamiltoniano

Definicién 3.3.1. Sea R?*" = {p = (p1,...,pn),q¢ = (q1,---,qn)} el espacio
euclidiano 2n-dimensional. Un sistema auténomo Hamiltoniano con n
grados de libertad es un sistema de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias
de la forma

dpi _0H dg; OH

i g (p, q), i op (p,q),

donde H = H(p,q) € C®(R*™). A H se le llama el Hamiltoniano
del sistema (8.4). Los vectores p y q se llaman momento y posicion.
A R™ = Ry x Ry se le llama espacio de fases y a Ry espacio de
configuraciones.

i=1,...,n, (3.4)

Observemos que cada sistema Hamiltoniano queda totalmente
determinado por H(p,q).

Los sistemas hamiltonianos son de gran importancia ya que los modelos
mas importantes de la mecanica cldsica puede expresarse como un sistema
hamiltoniano, como veremos en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 3.3.2 (Segunda Ley de Newton). El movimiento de una particula
de masa m > 0 moviéndose en un campo potencial V(q), ¢ € R3, viene
descrito por las ecuaciones de Newton

ov
94
Si q es la posicion, ¢ es la velocidad y p = mq es el momento. Por ello,

las ecuaciones de Newton anteriores pueden reescribirse como un sistema
Hamiltoniano (3.4) con Hamiltoniano

G = i=1,2,3.

3
1
H = E %p?+V(q).
i=1

La funcion H es la energia total del sistema, con su parte cinética y su
parte potencial.

Ejemplo 3.3.3 (Ecuaciones de Lorentz). Consideremos un electrén de masa
m con carga e moviéndose en un campo magnético

0As  0Ay 0A1  0A3 04 8A1>

B =rotA = , )
< O 0gq3 Ogz Oq1 O Ogo
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donde A = (A1(q), A2(q), A3(q)). Las ecuaciones de Lorentz

e
mg=-q¢x B
&

describen el movimiento de un electron en dicho campo. Introduciendo el
vector de momento p = mq + SA(q), las ecuaciones de Lorentz pueden
reescribirse como un sistema Hamiltoniano, con

H = 323: (pi - gAi(Q)>2-

=1

Campos Hamiltonianos en R?” y el Corchete de Poisson Clésico

El expresar un sistema particular como un sistema hamiltoniano es de
gran importancia, ya que podemos estudiar los campos hamiltonianos en
general, y aplicar dichos resultados a sistemas como los de los ejemplos
anteriores.

Introduciendo las coordenadas = (x1,...,Zn, Tnt1,---,T2n) = (D, q),
el sistema 3.4 se transforma en
dx 0H
— =J—, € R*, 3.5
dt Oz * (3:5)
OH OH OH
donde - = (871’ ey —amn) y
0 —I o .
J = e I es la matriz identidad n x n.
Notemos que JI = —J, que det(J) = 1y que J?> = —I,. Expresando
nuestro sistema 3.5 por % = vy (x), tenemos que
OH
=J—(x).
vn(z) = o0 (@)

En este caso, decimos que vy € X(R?") es un campo hamiltoniano.

Definiciéon 3.3.4. Si vy = J%—g, decimos que vy es un campo
hamiltoniano asociado a la funcién H € C*°(R?*").

Ahora, introduciremos el corchete de Poisson clasico y estudiaremos su
relacién con los campos hamiltonianos:
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96 3.3. El Caso de Sistemas Hamiltonianos

Definicién 3.3.5. Sean f,g € C*(R} x Ry). El corchete de Poisson
{f,g} de las funciones f, g se define por

= (0fdg Of dg
{fag}—;<8pi8qi 8%‘8}71’).

Utilizando las coordenadas x = (x1,...,Tay), el corchete de Poisson puede
escribirse de manera mds compacta como

_,,0f 9g
{f’g} - <‘]£’87x>7

donde (,) es el producto interior usual en R>",

Proposicién 3.3.6. El corchete de Poisson cldsico satisface las siguientes
propiedades para cualesquiera f,g,h € C°(M) y k € R:

1. R-bilinealidad: {f + k-g,h} ={f,h} + k{g,h}.
2. Antisimetria: {f, g} = —{g, f}.
9. Identidad de Jacobi: {f, {g.h}} = {{f.g}.h} + {g. {f.h}}.

4. Regla de Leibniz: {f,g-h} ={f,g9} -h+g-{f,h}.
La cuarta propiedad nos dice que {, } es una derivacion del producto usual
de funciones, y la tercera propiedad nos dice que {,} es una derivacion del
mismo corchete {,}.

Demostracion. La primera propiedad se debe a la R-bilinealidad de (,) y a
la R-linealidad de la derivada y del producto de matrices.

Para probar la segunda propiedad notemos que

Of 9, 09 0f g 0f

B B __, .09 Of
%’ax>_<ax’ 8x>_< ax’ax>_ <ax’ax>

{figy=(J =—{g, f}.

La segunda igualdad se debe a la simetria de (,), la tercera igualdad es la
definicién de traspuesta, y la cuarta igualdad es por la antisimetria de J.

Por la antisimetria del corchete, la tercera propiedad se puede reescribir
como

{fi{g,n}} + {9, {h, f}} +{g,{h, f}} = 0.
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Para demostrarla, observemos que
of 0 < <ag oh  dg 8h> of 0 <ag oh  dg Oh
Ag,h — - 2 ) - L s
U Ag hi} = Z (sz 9g; ¢ Z Opj Oq;  0q; Opj 0q; Op; ; Opj q;  0q; Opj
_Z<8f 329 Oh  0f dg 9*h  Of &g Oh _9f dg 9%h
Op; Op;0q; Oq;  Op; Opj Dq;0q;  dpi Dq;0q; Op; ~ Op; Dq; Ip;0q;

 3q; Op;Opi dq;  Dq; Opj Dq;0pi | Dqi Dq;Op; Bp;  Dg; Dy Op;Op;

{g.{h. f}} = z 99 &h Of | 0g oh O°f g 0*h Of g oh O°f
: Opi Op;0¢: 045 Opi Op; 04;0q;  Op; 99;0q; Op; — Opi I4; Op;0¢:

8f %9 Oh  Of 09 9*h of 0% Oh  Of 9g 82h>

] 1

99 0*h Of 0g Oh O f dg 9*h Of  9g Oh 82f>

_l’_
 Oq; Op;Opi Dq;  Dq; Ipj Dq;0pi | Dqi Dq;Op; Dp;  Dg; Dgqj Ip;dp;

{h,{f,g}} = Z Oh & dg , 0hOf O b 0*f g  Ohof %
dpi Op;0q; Dq; ' Op; Op; dq;0q;  Ipi Dq;dq; Op;  dp; Dgj Op;dg;

] 1
oh 9%f dg Oh 8f 929 Oh 9f 8g Oh Of 82g>

 0q; Op;Op; g5 9q; Opj Dq;0p;  Oq; Dq;0p; Op;  Ig; Dq; Ap;Op;

Sumando y cancelando obtenemos que {f,{g,h}} + {g,{h,f}} +
{h,{f,g}} = 0. Para probar la cuarta propiedad, notemos que

(o hh@) = (1 (@), 2 ax @)

1 @), 2 2) hia) + o)

={J oz
= 2 (@), % )y - h(a) + gla) -

591
ox ox
={f,9}(@) - h(x) + g(x) - {f, h} (=

probando que {f,g-h} = {f, g} -h+g-{f,h}. L

Oh
@)

of . Oh
ISl (@), 5 @)
)

La siguiente Proposicién demuestra la relacion entre el corchete de
Poisson cléasico y los campos vectoriales hamiltonianos:

Proposicién 3.3.7. Si H, f € C°(R?") entonces Ly, (f) = {H, f}.
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98 3.3. El Caso de Sistemas Hamiltonianos

Demostracion. Por definicién,

—~0H df OHdf _
opi 0q;  Oq; Op;

Lo(F) = o, V) = (50 9f) = (H, 1}

=1

Variedades de Poisson

Ahora desarrollaremos el formalismo con el que se estudian los campos
hamiltonianos para generalizar la nocién de sistema hamiltoniano a
variedades.

Puesto que en una variedad general NO tenemos coordenadas globales,
no podemos definir un corchete de Poisson de la misma manera en que lo
hicimos en R?”. Observemos que, al definir un corchete de Poisson {,} en
una variedad M, podremos definir a los campos hamiltonianos como aquellos
campos v € X(M) para los cuales existe una funciéon H € C°°(M) tal que
L,(f)={H,f}Vf € C>®(M). De esta manera, un sistema hamiltoniano en
M serd aquél que viene dado por un campo hamiltoniano.

Consideremos de nuevo el algebra C*°(M) de las funciones diferenciables
en M, con M una variedad diferencial.

Definicién 3.3.8. Un corchete de Poisson en C*°(M) es una funcion
{,} :C®(M) x C®(M) — C>*(M)

que satisface las siguientes propiedades:

1. R-bilinealidad: {f + k-g,h} ={f,h} + k{g, h} para cualesquiera f,g,h €
C>®(M) ykeR.

2. Antisimetria: {f, g} = —{g, f} para cualesquiera f,g € C*°(M).

3. Identidad de Jacobi: {f,{g,h}} = {{f,9},h} + {9.{f. h}} para f,g,h €
C>®(M).

J. Regla de Leibniz {f,g - h} = {f,9} - h + g - {f.h} para cualesquiera
f.9.h € C=(M).

Al par (C*(M),{,}) se le llama dlgebra de Poisson. Si un corchete
de Poisson estd definido sdlo para un abierto U C M, decimos que {,} es
un corchete de Poisson local.
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Las primeras tres propiedades hacen de (C*(M),{,}) una R-dlgebra de
Lie. La cuarta propiedad nos dice que {,} es una derivacién del producto
usual de funciones, y la tercera propiedad nos dice que {, } es una derivacién
del mismo corchete {, }.

Definiciéon 3.3.9. Una variedad de Poisson es un par (P, {, }), donde
P es una variedad diferencial y {,} es un corchete de Poisson en C*°(P).

Ejemplo 3.3.10. Por lo visto anteriormente, (RQ”, { }), con el corchete de
Poisson cldsico, es una variedad de Poisson.

Ejemplo 3.3.11. Sea (U, ¢) una carta en la variedad 2n-dimensional M, y
sean {¢'} 77, las funciones coordenadas. Si {,} : C°(U)x C*(U) — C*°(U)
viene dado por

_~0f 99 Of g
{f’g}_;awi 3gpi+n 8g0i+” ggpi

entonces {, } es un corchete de Poisson local también llamado corchete de
Poisson cldsico.

Definicién 3.3.12. Sea (M,{,}) una variedad de Poisson. El campo X €
X(M) se llama hamiltoniano con respecto al corchete {,} si existe una
funcion H € C*°(M) tal que Lxf = {H, f} para toda f € C>®(M). Al
conjunto de todos los campos hamiltonianos se le denota por Xp(M).

Observemos que, para cada H € C*°(M),

{H,f-g+kh}={H,f g} +k{Hh} ={H f} g+ [ {H g} +k{Hh},

lo cual demuestra que f — {H, f} es una R-derivacién de C*°(M). Puesto
que la derivada de Lie es biyectiva, existe un tnico campo Xy tal que
Lx, = {H,-}. De esta manera, para cada H € C*°(M), existe un tnico
campo hamiltoniano Xp.

Definicion 3.3.13. Un sistema de ecuaciones diferenciales se llama
hamiltoniano si el campo que lo define es un campo hamiltoniano.

Si & = Xpg(z),z(0) = m es un sistema hamiltoniano entonces la funcién
H es siempre una integral primera del sistema. En efecto,

Lx,H={HH}=0

debido a la antisimetria del corchete de Poisson. A la funcién H se le
conoce como la energia total, hamiltoniano o funcién de Hamilton
del sistema.
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100 3.3. El Caso de Sistemas Hamiltonianos

Proposicién 3.3.14. Sea (M,{,}) una wvariedad de Poisson. El par
(Xu(M),[,]) es una subdlgebra de Lie de (X(M),],]).

Demostracion. Probaremos primero que, para cualesquiera Hq, Ho €
C>(M) se tiene que X, g,y = [Xn,, X,). Por la identidad de Jacobi:

LX iy = K Hob, f} = —{Ha, {H), f}} + {H, {H2, f}}
= —{Hz, Lx,, [} + {H1,Lxp, [}
= _'CXHQ (EXHI )+ 'CXH1 (ﬁXH2 f)= [EXHl ) EXHQ](f)

= E[XHl’XHQ]f

Puesto que f es arbitraria y £ es biyectiva, tenemos que [Xg,, Xp,] =
X(H, H,}- Esto demuestra que el corchete de dos campos hamiltonianos es

de nuevo un campo hamiltoniano, por ello, (X (M), [,]) es una subdlgebra
de Lie de (X(M),1,]). O

Funciones Hamiltonianas Propias

Ahora, daremos un criterio muy importante para determinar cudndo un
campo Hamiltoniano es completo:

Teorema 3.3.15. Sea (P,{,}) una variedad de Poisson n-dimensional. Si
H € C*(P) es propia entonces Xy es completo.

Demostracion. Recordemos que |[Lx,H(m)| = 0 < |H(m)|. Por la
proposicién anterior, como H es propia, se sigue que Xpg es completo. [

Ejemplo 3.3.16 (Sistemas Hamiltonianos en Variedades Riemannianas).
consideremos una variedad riemanniana (M, g), y sean (q,p) las coordenadas
de T*M. Un potencial V. € C>*(M) da origen a un hamiltoniano H =
T+ YV, donde T = %szzl gpipj es la energia cinética y V = V(q)
es la energia potencial. Para que el campo hamiltoniano vy sea completo,
necesitamos que H sea propia. Sin embargo, si V es inferiormente acotada
y propia, H también es propia, ya que

1~
H=35% g'ppj+V.

1,7=1
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Capitulo 4

Criterios de Trivializacion de Haces
Fibrados

En este capitulo estudiaremos el concepto de haz fibrado. Un haz
fibrado es una submersion sobreyectiva entre dos variedades, lo cual
automadaticamente nos define la distribucién vertical, es decir, una familia
de subespacios del espacio tangente que viene dado como el kernel de la
diferencial en cada punto.

Una clase especial de haces fibrados son los haces fibrados localmente
triviales. El objetivo de este capitulo es dar condiciones suficientes para
que un haz fibrado sea trivial, por medio de las funciones propias. Para
ello desarrollaremos la teoria de Conexiones de Ehresmann, levantamientos
horizontales y transporte paralelo como herramientas principales.

4.1. Haces Fibrados

4.1.1. Distribuciones en Variedades

Definicion 4.1.1. Sea M una variedad de dimension m, sea TM su haz
tangente y Tas : TM — M la proyeccion fibrada tangente. Un subconjunto
S C TM se llama subhaz k-dimensional (o distribucion regular) si
satisface las siguientes tres condiciones:

1. 7 (S) = M. En adelante, denotaremos por s := Tpr|s a la restriccion de
la proyeccion fibrada tangente al subconjunto S.

2. Para cada p € M, el conjunto S, := Ts_l(p) C T,M es un subespacio
vectorial de T, M dimension k.

3. Para cada pg € M eziste una vecindad abierta U de pg y v1,...,vx € X(U)
tales que S, = span{vi(p),...,vx(p)} para todo p € U.
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Intuitivamente, una distribucién regular S es una funcién que a cada
punto p € M le asigna un subespacio S, del espacio tangente T,M. La
condicion 2 es la de regularidad, ya que el subespacio siempre es de la misma
dimension, y la condicion 3 es la de suavidad, es decir, intuitivamente esta
asignaciéon punto-subespacio es “de manera suave”.

De la definicién anterior, es claro que k < m, ya que la dimensién de un
subespacio es siempre menor o igual a la del espacio total. En adelante, el
término “distribuciéon” significard “distribucién regular”.

Definicién 4.1.2. Sean S',S? dos distribuciones en M tales que S; OSZ% =
{0,} para cada p € M. La suma directa S* & S? de dichas distribuciones
se define por (S' & 5%), = S} & S2.

La suma directa de dos distribuciones se define como la suma directa de
sus subespacios en cada punto. Esto estd bien definido ya que la suma directa

de dos subespacios que se intersecan en el vector 0 solamente estd bien
definida.

Es inmediato comprobar que si S',S? son distribuciones regulares de
dimensiones ki, ko, respectivamente, si su suma directa estd bien definida
entonces S @ S? es una distribucién regular de dimensién ki +ko. En efecto,
la dimensién de una suma directa es igual a la suma de las dimensiones, por
lo que se satisface la condicién de regularidad. Finalmente, para ver que se
satisface la condicién de suavidad notemos lo siguiente: para cada p € M y
para cada i = 1,2, existe U; y campos vectoriales v!, ... ,v,ii € X(U;) tales
que Szi, = span{vi(p),.. .,v,ii(p)} paratodope U;. SiU=U1NUy y

U]l Sij S ]{:1
v =
! v sij>k
j—ky SLJ = R
entonces el abierto U y los campos vi,..., 054k, € X(U) satisfacen la
condicién de suavidad para S' @ S2.

Definicion 4.1.3. Decimos que la distribucion S es involutiva si los
campos vy, ...,vr € X(U) de la condicion 3 siempre pueden tomarse de
tal manera que [v;,vj](p) € S, Vp € U.

Definicion 4.1.4. Una funcion diferenciable X : M — S se llama seccion
del subhaz S si 7 o X = idps. En otras palabras, una seccion del subhaz S
es un campo vectorial X € X(M) tal que X,, € Sp,,¥Ym € M. En este caso,
decimos que X es un campo vectorial tangente al subhaz S. Al conjunto
de secciones del subhaz S lo denotaremos por sec(S).
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Puesto que Sy, es un espacio vectorial, sec(S) es un C°°(M )-médulo.

4.1.2. Definicién de Haces Fibrados y sus Propiedades

Definicién 4.1.5. Un haz fibrado es una terna (E,m, B), donde 7 : E —
B es una submersion sobreyectiva. E se llama espacio total, B se llama
espacio base y 7w se llama proyeccion.

De la definicién anterior se sigue inmediatamente que FE,B son
variedades diferenciales y que 7 es una funcién diferenciable de rango
constante igual a dimB. Por el Teorema del Valor Regular, la fibra 7—1(b) C
FE tiene estructura de subvariedad cerrada de dimension dimFE — dimB. En
adelante denotaremos Ej, = 7~ 1(b).

Al espacio total E se le suele llamar espacio fibrado, ya que E es la unién
de todas las fibras.

Definicién 4.1.6. Sea (E,w,B) un haz fibrado. Decimos que dicho haz
es localmente trivial, o que es una fibracién, si eriste una variedad
diferencial F' con la siguiente propiedad: para cada by € B existe una
vecindad abierta Uy, de by y un difeomorfismo

I/Jbo : EUbO — Ubo x F

tal que pry oy, = 7. Decimos que (E,m, B) es un haz fibrado globalmente
trivial, o simplemente decimos que es trivial, si existe una variedad
diferencial F' y un difeomorfismo

Y:E—BXF
tal que pryop = 7. A F se le llama la fibra tipica.
Ejemplo 4.1.7. Haz Fibrado Vectorial.

Ejemplo 4.1.8. 7y en el ejemplo 2.2.2 es un haz fibrado localmente
trivial con fibra tipica igual a R™, ya que, como vimos, es una submersion
sobreyectiva. Para probar que es una fibracion consideremos para cada
mo € M una vecindad coordenada (U, ¢), y consideremos la carta (T'U, Tp)
para T M. Recordemos que TU = T_l(U) =TMy y que

Te:TU — ¢o(U) x R"

es difeomorfismo. Como ¢ : U — ¢(U) es también difeomorfismo, se sigue
que la funcion g : U x R™ — o(U) x R™ dada por (m,v) — (¢(m),v) es
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104 4.1. Haces Fibrados

un difeomorfismo. Por ello, v : 7,/ (U) — U x R™ dada por ¢ = go Ty es
difeomorfismo. Ademds, pry o ¥ (vy,) = pri(m,v) = m = 1ar(vy,), probando
que Tar : TM — M es un haz fibrado localmente trivial.

Ejemplo 4.1.9. En el ejemplo anterior, consideremos M = S? la esfera
de dimension 2. En el ejemplo anterior probamos que (TS? 7g2,S?) es
una fibracion, ahora veremos que no es trivial. Supongamos que existe un
difeomorfismo

P :TS? - S? x R

tal que pry o ¢ = 1s2. Consideremos la funcion f : S?> — S? x R dada por
f(m) = (m,el). Sea X : S? = TS? dada por X =~' o f. Esta funcion es
diferenciable, ademds,

T2 0 X(m) = (re2 09" o f)(m) = 12 (¢~ (m, €")) = pry(m, ') = m,

ya que de la igualdad pry o ¢ = Ts2 podemos desprender que Tg2 o ™! =
pry. Lo anterior implica que X es un campo vectorial suave en S?. Por
construccion, este campo localmente viene dado por x +— (x,e'). Esto quiere
decir que este campo no se anula nunca, ya que su parte principal es e'. Sin
embargo, esto es imposible, ya que es conocido que todo campo suave sobre
la esfera debe tener por lo menos algin punto critico. Para consultar una
demostracidon de este hecho, se puede consultar la referencia [2, p. 521-523].

De la definicion de haz fibrado localmente trivial se sigue que, para cada
beU,

pry (Yo, (Eb)) = m(Ep) = {b},

por lo que ¥y, (Ep) = {b} x F. Esto quiere decir que cada fibra Ej es
difeomorfa a F' para cada b € U.

Definicién 4.1.10. Sean (E, 7, B) y (E', 7', B) dos haces fibrados sobre la
misma base B. Un morfismo de fibrados es una funcion diferenciable
¢ : E — E' tal que 7' o ¢ = w. St ¢ es un difeomorfismo, ¢ se llama
isomorfismo de fibrados.

Observemos que, para cada b € B, ¢(E,) = Ej. En efecto, si m € E,
entonces 7' (¢(m)) = w(m) = b, por lo que ¢(m) € Ej, probando que
¢(Ey) = Ej;. También notemos que (E,m, B) es un haz fibrado globalmente
trivial si y sélo si existe un isomorfismo de fibrados ¢ entre (E,w, B) y
(B x F,pry, B).
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Proposicién 4.1.11. Sean (E,7,B) y (E', 7', B) dos haces fibrados sobre
la misma base B. Una funcion ¢ : E — E' es un isomorfismo de fibrados si y
solo si ¢ es difeomorfismo y si, para cada b € B, la restriccion ¢|g, : Ey, — Ej
es un difeomorfismo.

Demostracion. Si m € E entonces m € Ep(y. Si ¢ satisface la segunda
condicién entonces ¢|g,_ .+ Erm) — E;(m) y ¢(m) € E;r(m). Por ello,

7'(¢(m)) = m(m), y como m € E es arbitrario, 7’ o ¢ = m, probando
que ¢ es un morfismo de fibrados. Reciprocamente, si ¢ es un morfismo de
fibrados O

Ejemplo 4.1.12. Cuando tenemos un haz fibrado, éste automdticamente
define una distribucion. Para cada m € E, consideremos la fibra Er ().
Puesto que Ery,) es subvariedad de E, tenemos que TyEr,) es un
subespacio de Ty E. A la funcion V(m) = Vy, = TpEqy le llamamos
distribucion vertical.

Es facil ver que V es una distribucion suave y reqular. Observemos que
dimVy, = dimT,y, B () = dimEp () = dimE — dimB,

por lo que V es regular de dimension dimFE — dimB. Para ver que V es
suave, notemos lo siguiente: Para cada mqo € E, por el Teorema del Rango,
existen cartas (U,p), (V,€) con mg € U, f(U) C V que satisfacen las
condiciones dadas por dicho teorema. De la demostracion del Teorema del
Valor Regular, (U,p) tiene la propiedad de subvariedad para el conjunto
Er(m), para todo m € U. Esto implica que los campos locales {8i’i le
definidos en U, donde k = dimE — dimB, son tangentes a Er(y), y al

ser linealmente independientes, se sigue que {aiw-|m}f:1 generan a Ty, Er ()
para cada m € U. Esto demuestra que la distribucion es suave.

Observemos ahora lo siguiente: si (U, ) es una carta y {%M}Ll son

los campos coordenados entonces [0;, 0j] = 0. Esto implica que la distribucion
V es involutiva.

Notemos finalmente que V,, = Ker(d,,m) para todo m € M. En efecto,
para cada [c]y, € Vo, se tiene que ¢ es una curva en m totalmente contenida
en E-(m), por lo que wo c es igual a la funcion constante w(m):

(dmﬂ—)[c}m = [7T 0 c]ﬂ(m) = [ﬂ(m)]w(m) = [Qr(m),O]ﬂ(m)?

probando que V,, C Ker(d,,m). La igualdad se debe a que ambos subespacios
de T, E tiene dimension igual a dimFE — dimB.
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106 4.1. Haces Fibrados

El ejemplo anterior es muy importante, porque con él construiremos las
Conexiones de Ehresmann.

Notacion: Vimos en el ejemplo anterior que para cada mg € E podemos
considerar coordenadas locales (U, ¢) y coordenadas (V,§) de m(my) tales

que para cada m € U, (U, ¢) tiene la propiedad de subvariedad para E ().

Esto quiere decir que los primeros k elementos del conjunto {8?01'

generan a Tp,Er(,) para m € U, y los restantes construyen el resto del
espacio tangente en m. En adelante, denotaremos r :=dim B, k+r :=n =
dim E; las coordenadas locales (V,€) las denotaremos por (£1,...,£7) y las
coordenadas locales (U, ¢) por

n
m =1

(wl,...,xk,fl,...,fr).

Aqui hemos hecho una identificacién entre las coordenadas (¢!,...,£") en B
y las ltimas 7 coordenadas en E de la forma &/ := 70 &/, De esta manera,
la funcién 7 en estas coordenadas toma la forma 7(z,§) =y 8% es un
campo tangente a las fibras Fr,,) para cada m € U,a € {1,...,k}.

Definicién 4.1.13. A (U, ) dada por el ejemplo anterior, le llamaremos
coordenadas verticalmente adaptadas.

Definicién 4.1.14. Un campo X € X(FE) se llama vertical si X € sec(V),
es decir, si X es tangente a V. En adelante, denotaremos X" (E) := sec(V).

Observemos que XY(E) es un submédulo de X(E). Més atin, es una
subdlgebra de Lie de X(E), ya que V es una distribucién involutiva.

Por definicién de V tenemos que X € X(F) es tangente a V si y sélo si
X es tangente a Er(,,) para todo m € E. Mostraremos ahora otro criterio
para decidir cuando un campo X es vertical.

Proposicién 4.1.15. X € XV(E) si y sélo si Lx(f o) = 0 para todo
feC>®(B).

Demostracion. Si X € XV(FE) entonces para cada mg € F, X es tangente
a Er(mg)- Puesto que f o es constante en Er (), Lx(f o W)‘Eﬂ'(mo) = 0.
Finalmente, como E es unién de todas las fibras, tenemos que Lx (fom) = 0.

Reciprocamente, supongamos que Lx(f o) = 0Vf € C®(B). Sea
mo € E y consideremos las coordenadas (U, ) verticalmente adaptadas
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para mg. En estas coordenadas, escribimos
k r
0 0
X = Xo— Y, —.
azl B0 +j§ s

Ahora, veamos que Lx& = Lx (& om) =0, porloque Y; = Lx& =0y
X = 22:1 Xa%, es decir, X es generado por campos verticales, probando
que es vertical. ]

4.2. Concepto de Conexion de Ehresmann

Definicion 4.2.1. Una conexion de Ehresmann es un subhaz H en E
tal que H,,, ®V,, = T, E para todo m € E. A H le llamamos distribucion
horizontal.

Dicho de otra forma, HH & V = TFE. De la definicién se sigue que
H,, NV, = {0} v que H tiene dimensién igual a dimB.

Definicién 4.2.2. Para cada m € E consideremos la funcion (pry)m :
TmE =H,,®V,, — H,, dada por (pry)m(wm+vm) = W, y consideremos la
funcion (pry)m : T E = Hy, @ V,,, — Vo, dada por (pry)m (Wm + vm) = vUp,.
También consideremos la funcién pry : TE — H dada por pri(wm, + vm) =
W, Y la funcion pry : TE — V dada por pro(wm + vm) = vn. A dichas
funciones les llamamos proyecciones en la primera y sequnda componente,
segun el caso.

Evidentemente, para cada m € E las proyecciones son funciones lineales.

Proposicion 4.2.3. Las funciones pry : TE — H y pry : TE — V son
diferenciables.

Demostracion. Probaremos que pr; es diferenciable, la otra demostracion es
completamente andloga. Sea w, + v, € T'E un vector tangente arbitrario,
con w, € Hy, y v, € V,,. Puesto que H,V son subhaces, existe una carta
(U,¢) con p € U y campos vectoriales wy, ..., w,,v1,...,v € X(U) tales
que

H,,, = span{wi(m),...,w(m)}, Vi = span{vi(m),...,vx(m)} Ym € U.

La carta (TU,Ty) tiene la propiedad de subvariedad para H, y tanto
wp + v, como w, pertenecen a TU. En dicha carta, las coordenadas de

Wi, + Upp SON ((p(m),wl,...,wr,vl,...,vk) y las coordenadas de w,, son
(cp(m),wl, w0, ,O). Esta es una proyecciéon comtun y corriente en
espacios euclidianos, por lo que es una funcién diferenciable. ]
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La demostracién anterior sirve en general no sélo para conexiones de
Ehresmann, sino también para cualquier par de distribuciones S!, S? tales
que S' @ S? = TE. De igual manera, la siguiente proposicién puede
generalizarse para ese caso:

Proposicion 4.2.4. Sea H una conexion de Ehresmann en E. Todo campo
X € X(E) se descompone de manera inica como

X = Xhor +XU€T,

donde X" Xver ¢ X(E) son tales que, para todo m € FE, Xhr ¢
H,p, X2 € V.

Demostracion. Sea m € E. Como H,V son distribuciones suaves, existe una
vecindad U de m tal que V = span{v!,...,v*} y H = span{w!,...,w"} en
U. Puesto que H® V = TE, tenemos que {v',...,v* w!, ..., w"} es una
base de campos vectoriales en U. Por ello,

k r
Xy = Zaivi Jerjwj.
i=1 i=1

Es fécil ver que si definimos X" = "' bjw/ y si definimos X?" =
Zle a;v* en la vecindad U de m, tendremos que X" y XV satisfacen
las condiciones del problema. Puesto que H & V = TFE, una segunda
representacién en otra vecindad U’ de m deberd coincidir al final con la
primera, por lo que X" y X" estdn bien definidos, es decir, no dependen
de la carta que elijamos para definirlos. ]

No es dificil ver que como definicién alternativa para X"er y Xver
pudimos haber dado la siguiente:

Xhor .= pr, o X, X" :=pryo X.
En virtud de la proposicién anterior tenemos la siguiente definicién:

Definicion 4.2.5. Sea H wuna conexion de FEhresmann. Un campo X €
X(E) se llama horizontal si X" = 0. Al conjunto de todos los campos
horizontales en E lo denotaremos por X7 (E).

Puesto que HOV = TE, X(F) = X¥(E)pXxV(E), gracias a la Proposicién
4.2.4. Es inmediato comprobar que X es vertical si y sélo si X" = 0. En
general, X*(E) no es una subélgebra de Lie de X*(E), como veremos més
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adelante, a diferencia de XV(E), la cual sabemos que si lo es.

Ahora daremos una manera alternativa de definir las conexiones de
Ehresmann:

Definicion 4.2.6. Una 1-forma valuada vectorial en V es una funcion
I':TE — V de clase C* tal que para cada m € E, la funcion Ty, :==T|1, £
ThE — V,, es lineal. Al conjunto de las 1-formas valuadas vectorial en V
se le denota por QY (E; V).

Proposicion 4.2.7. Existe una correspondencia candnica entre las
distribuciones horizontales y las 1-formas valuadas vectorial que poseen la
siguiente propiedad:

[(vm) = vm Yoy, € Vi, m € E. (4.1)

Demostracion. Sea H una distribucién horizontal en E y consideremos la
1-forma valuada vectorial en V definida por

I'y = pry.

Puesto que (pry)., es lineal, 'y es una 1-forma valuada vectorial en V que
satisface la propiedad (4.1), ya que pry(vm) = vm Vo, € V. Observemos
que,

Ker(Tu)m = {vm~+wm | (pra)m(Vm+wn) = 0} = {vpm~+wm | vy, = 0} = {wp, } = Hyp,

por lo que H = Kerl'y.

Ahora, siI" es una 1-forma valuada vectorial que satisface (4.1), definimos
la distribucién Hr como

(Hr),, = KerT',, VYm € FE.

Sea m € E. Puesto que I'y, : T, E — V,, satisface I',,(V,,) = V,,,, es
decir, es sobreyectiva, su kernel debe tener dimensién igual a la diferencia
de las dimensiones, por lo que, para probar que (Hr),, ® V,, = T,,E, basta
demostrar que (Hr),, N V,, = {0,,} para cada m € E. Si vy, € (Hrp),, NV,
entonces I'y,(vy,) = vy porque v, € V, pero I'yy(vy,) = 0 ya que v, €
(Hr),, = KerT,,. Por ello, v,, = 0, como queriamos.
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Ahora probaremos que, en efecto, Hr es una distribucién suave. Sea
mo € E y sea (U,p) las coordenadas verticalmente adaptadas para my.
Puesto que 8%1 es un campo vertical para o = 1,..., k, tenemos que

0 0
F(m) = oo

Puesto que I' toma sélo valores verticales y {&%, %} es una base local

de campos vectoriales tal que 8% genera la parte vertical, se tiene que la
1-forma valuada vectorial I' toma la siguiente representacién local

k
r:ZF”@
v=1

donde I'” es una 1-forma usual. Puesto que T’ (8%) = 8%, tenemos la
igualdad

V=da” + ) TY( x)dé
j=1

Definamos, pues, la siguiente familia de campos vectoriales locales:

w; = agz Zra aa’ i=1,...,m

Observemos que

P =1 () - Zr% (o) = TH(e) ~ TY(6a) =0

por lo que I'(w;) = 0 parai =1,...,r y w; € Ker". Ahora, probaremos que
{w1(§,x),...,w-(§,2)} es un conjunto linealmente en 7T,,E independiente
para cada (£, x). Sean A1,..., A, € R tales que

=1

Por definicién de w; tenemos que

k

0="> Mwi(¢ ) ZA%Z ¢ ) Z(Z““ & )gﬁa@,x»
=1

a=1
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Puesto que {8%&, %} es una base local de campos vectoriales se tiene que

los vectores {8%(5 ,T), %(5 ,x)} son linealmente independientes, por lo que
los coeficientes de la expresion de arriba son cero y A\; = 0 para cada 1,
probando que {w;(&,x),...,w,(§,2)} es un conjunto linealmente en T,,FE
independiente para cada (&, ).

Lo anterior demuestra que se satisface la condicién 3 de suavidad para
el kernel de la 1-forma valuada vectorial I', por lo que Hr en efecto es una
distribucion. I

Por lo anterior, una conexiéon de Ehresmann puede definirse como una
1-forma valuada vectorial I con valores en V tal que I'(vy,,) = vy, Yo, € V.
Como consecuencia de lo anterior tenemos que

Corolario 4.2.8. Sea I' la 1-forma de la conexion de FEhresmann H
asociada al haz fibrado # : E — B. Si (a%,%) son los campos
coordenados asociados a coordenadas verticalmente adaptadas entonces T’

toma la representacion

k d
I'= v
; ® oxV’

donde I'V es la 1-forma

T =da¥ + ) T4 x)de/
j=1

Definicion 4.2.9. Sea H una conexion de Ehresmann. Si 'y se define como
en la demostracion de la Proposicion anterior, a I'y se le llama la 1-forma
de la conexion.

Definiciéon 4.2.10. Sea 7 : E — B una submersion sobreyectiva. Decimos
que X € X(F) estd m-relacionado con v € X(B) si el siguiente diagrama

conmuta,

TE  TB

X v

T T
E 5 B
esto es, sidmroX =wvom.

Proposicién 4.2.11. Si X € X(E) y v € X(B) estin w-relacionados
entonces, para toda f € C°(B) se tiene que Lx(fon) =L, fo.
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112 4.2. Concepto de Conexion de Ehresmann

Demostracion. Para cada m € E, tenemos que

Lx(forr)(m) = Xon(for) = (dmm X)) f = (dmoX ) [ = (vom)mf = Vam)f = (Lo for)(m)
O

La definicién anterior en términos de campos vectoriales la podemos
reescribir en términos de sus flujos:

Proposicién 4.2.12. Sean X € X(E),v € X(B) campos vectoriales, y sean
{0t} ier, {©' }ier sus respectivos flujos. X estd w-relacionado con v si y sélo
simogt=plom.

Demostracion. Consideremos un punto m € FE. Por definicién de flujo
tenemos que ¢!(m) es una curva solucién de X y ¢f(7(m)) es una curva
solucién de v es decir,

d t

I o ¢'(m) = Xom
d t
% tzo(P (W(m)) = Un(m)

Si o ¢! = ! o entonces

d

- @ 7(9!(m)) = dyw- X = (dro X)(m),

t=0

(vom)(m)

w(m
=0 dt
probando que v o = dmro X.

Por definicién, c(t) = (¢! o 7)(m) es la curva solucién del sistema

T =v(x),
z(0) = w(m).
Por otra parte, d(t) = (7o ¢')(m) satisface que d(0) = 7(m). Puesto que

queremos demostrar que ¢ = d, por Existencia y Unicidad basta demostrar
que d'(t) = v(d(t)). Sin embargo, por la regla de la cadena:

2(1) = w0 6)(m) = dys gy - X(6'(m)
= (dm o X)(¢'(m)) = (vom)(¢'(m)) = v(n (' (m)))
=v(d(t)),
probando que ¢ = d, es decir, 7o ¢! = @' oT. O
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Corolario 4.2.13. Sean X,v campos vectoriales en E y B respectivamente,
dependientes del tiempo, tales que Xy y vy estén mw-relacionados para cada
t e R. Si{ps1} y {pst} son los respectivos flujos dependientes del tiempo
entonces To Qg = Qg1 OT.

Demostracion. Sea m € E. Por definicién, ¢*(t) = (ps¢ o m)(m) es la
trayectoria de v en 7(m) al tiempo ¢ = s. Por otra parte, d*(t) = (mogg)(m)
satisface d*(s) = m(m), por lo que, para demostrar la igualdad m o ¢s; =
@s,t © T, debemos probar que

d

2 () = v(t, (1)),

Por la regla de la cadena:

D) = (70 60)(m) = di 7 X (1 60a(m) = (dr 0 X0} (da(m)

= (v 0 m)(Ps5,6(m)) = v(t, 7(ds,e(m))) = v(t, d*(t))
U

La Proposiciéon anterior nos dice que el flujo del campo del espacio total
proyecta en el flujo del campo del espacio base si estos campos estdn -
relacionados. Si tenemos un campo en el espacio total, no siempre existe un
campo en el espacio base que esté m-relacionado con él, como veremos en
el siguiente ejemplo, pero el reciproco si es verdadero, como veremos en el
lema posterior:

Ejemplo 4.2.14. Sea 7 : R?2 — R dada por la proyeccion en la primera
componente: m(x,y) = x. Claramente, esta funcion es una submersion
sobreyectiva, es decir, (R?,7,R) define un haz fibrado. Consideremos el
campo X € X(R?) dado por X = ya% Este campo no estd w-relacionado
con ningun campo en R, ya que (dm o X)(xzo,yo) = yoa%. Sin embargo, para
cada o € R, 77 (zg) = {(20,y) | ¥y € R}, por lo que para cada punto el
campo v no estaria bien definido, porque tenemos una infinidad de valores
para yga%.

La
siguiente proposicién es muy importante porque nos permitira “levantar”
campos vectoriales en B a campos vectoriales en F por medio de nuestra
conexion de Ehresmann.

Proposicién 4.2.15. La diferencial dmmln, @ Hy — TremyB es un
isomorfismo para cada m € E.
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Demostracion. Puesto que Hyy, y Tr(,,) B tienen la misma dimension, basta
probar que d,,7|m,, es sobreyectiva. Sea Ur(m) € Tr(m)B. Como 7 es una
submersion, dp,m @ TyE — Ty, B es sobreyectiva, por lo que existe
Wy, € Ty B tal que dpym(wy,) = Up,. Puesto que H,, & V,,, = T,,, F, existen
hm € Hp, v, € Vo, tales que hy, + vy, = wy,. Por la linealidad de dp,m,
tenemos que

A8, (hin) = dm T (b)) = dp® (b ) +dpnm(Vm) = dpT(hn+vm) = dpm (W) = Urm)

ya que vy, € V,, = Ker(d,, 7). Esto prueba que d,,7|g,, es sobreyectiva. [

4.2.1. Levantamiento Horizontal de Campos y Curvas
Levantamiento Horizontal de Campos Vectoriales

Lema 4.2.16. Sea H una conexion de Ehresmann en E. Para cadav € X(B)
existe un unico campo hor(v) € XH(E) tal que hor(v) estd m-relacionado con
v. A hor(v) se le llama levantamiento horizontal del campo v.

Demostracion del Lema: Sea v € X(B). Para cada m € E, definimos
hor(v)(m) := (dpr|m) ™! - v(7(m))

Probaremos que en efecto, hor(v) es diferenciable. Sea my € FE y sean
(U', "), (V'y)) cartas verticalmente adaptadas a mg. Sea U” una vecindad
abierta de mg tal que existen campos wi,...,w, € X(U") que satisfacen
H,, = span{wi(m),...,w.(m)} para todo m € U"”. Sean U = U' N U",
V = 7(U) (recordemos que toda submersion es abierta), ¢ = ¢'|, ¥ = 9|y .
De esta manera, (U, ), (V,1) son cartas verticalmente adaptadas para mg
y ademas U satisface la condicién de suavidad para H.

Como v € X(B), v € X(V), por lo que existen funciones diferenciables
v1,...,0, tales que v = Y1, Uia%i en V. Observemos que, para cualquier
punto (&, x) se tiene que

hor(v) (€, 2) = (e i) ™" - v((€,2)) = (die.ymli) - v(€)

= Zvi(g)(d(g,x)ﬂﬂ)fl . Bi“i (€).

Puesto que H®V = TFE tenemos que, para cadam € U, (8%1 o wl(m))

es una base de T,,F; ademds, (8%1 es la base coordenada para

m’% m)
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T, F por lo que podemos escribir

k

0 d j
ag 37 ;tiwm

lo cual implica que
0
a0 = Ao oo 52 6:0) Zt” & 2)d(eaym(w;(€,@)).

Sustituyendo en la expresion anterior, tenemos que

r

hor(v)(€,2) = ) vi(€)(d(eayml) " agl Z Z i) (& 2)w; (&, @),

=1 i=1 j=1

por lo cual hor(v) es diferenciable.

Sea ahora X un campo horizontal que esté w-relacionado con v. Esto
significa que para cada m € E, d,m - X(m) = v(w(m)). Como X es
horizontal, podemos reescribir lo anterior como dyy, g, 7 - X (m) = v(w(m)).
Finalmente, como d,,|g, es biyectiva, esto es equivalente a X(m) =
(dmlm, )" tv(m(m)), es decir, coincide con la definicién de hor(v). Esto
demuestra la unicidad, y que en efecto, hor(v) y v estdn mw-relacionados.

Y%

Proposicion 4.2.17. Si [’ es la 1-forma de la conexion de Fhresmann
asociada al haz fibrado (E,m, B), y si (%, a:%) es la base local de campos
coordenados dados por coordenadas verticalmente adaptadas entonces

) o G )

donde T' se representa como I' = Zlkal ' ® 821' y 'Y = dz* +
> =1 T3 (&, x)dE? en esas coordenadas.

Demostracion. Primero demostraremos que para cada j =1,...,r,

-3

es un campo horizontal. Para ello, debemos de probar que dichos campos
. k el
pertenecen a Ker I'. Primero, observemos que, como » . _, F?‘(f,x)az—a
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116 4.2. Concepto de Conexion de Ehresmann

es un campo vertical entonces F(Za 1 I§(E )696&) = Zl; 1 T (&, )(%a.
Ademas,

0 k o(¢, ) de’ 0 _y " are iy 0
F(%j)_;dx +ZF €2 dé)(aga)w—;(mr;ﬂ (5733)53‘)%
a 9 N d
= ;Fj (571’)8? =T (;F]’ (&m)axa) )

lo que prueba que I (859 — Za 1 1 (&, )%a) = 0 y dichos campos son
horizontales. Para probar ahora que

k

) ) . )

a=1

basta demostrar que 85] es

decir, basta probar que

- b=t I'9(¢,2) 2% estd m-relacionado con %,

dmﬂa—gj(m) = 96 (m(m)),

ya que Za 1 I5 )(%a (m) es vertical y es anulado por dp 7. Sin embargo,
la igualdad anterlor es verdadera por definicién de 5 en cada caso, ya que

Eom=4¢. O
Ahora estudiaremos algunas propiedades del levantamiento horizontal:

Lema 4.2.18. Si f € C*°(B) yv,w € X(B) entonces hor es C*°(B)-lineal,
en el sentido de que hor(fv + w) = (f o m)hor(v) + hor(w).

Demostracion del Lema: Por definicién,

hor(fv +w)(m) = (dmr|e) ™ ((fo + )(W(m)))—(mWIH) Hf(m(m))o(m(m)) + w(m(m)))
f(m(m)) - (dml) ™ (v(m(m))) + (dm|ea) ™ (wr(m))
=(f07f)( ) - hor(v)(m) + hor(w)(m).
v

Una consecuencia inmediata del lema anterior es que hor : X(B) —
%H(E) es R-lineal, ya que para cualquier constante k, konw = k.
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Levantamiento Horizontal de Curvas

En esta seccién, consideraremos curvas cuyo dominio estd definido en un
intervalo que no es abierto. Esto como convenio significa que estan definidas
en un intervalo abierto que contiene a dicho intervalo.

En adelante, (F,m,B) serd un haz fibrado y H una conexién de
Ehresmann.

Definicién 4.2.19. Sea v : (T — a,T + a) — B una curva en la base B y
sea a > € > 0. La curva 7 : (T —¢,T + €) — E se llama levantamiento
horizontal (local) de v por el punto my si se satisfacen las siguientes
condiciones:

1. y(a) = mo,

3. ’V(t) S H:/(t)

para todo t € (T — e, T +¢). Si € = a, el levantamiento horizontal se
llama global.

Definicién 4.2.20. Una conezion de Ehresmann H se llama buena si cada
curva v : (T'—a,T 4+ a) — B admite un levantamiento horizontal global.

El siguiente resultado nos dice que el levantamiento horizontal de una
curva es localmente la solucién de un sistema no-auténomo de ecuaciones
diferenciales:

Proposicién 4.2.21. Si 7 : (T — a,T + a) — E es un levantamiento
horizontal dey : (T —a,T+a) — B pormgy € E entonces para cada ty € [a, D]
existen vecindades abiertas U, V' de 7(ty),7(to) respectivamente, y campos
vectoriales dependientes de tiempo X; € X(U), vy € X(V),t € (tog — €,t0 +¢€)
que satisfacen las siguientes propiedades:

» Para cadat € (tg—e€,to+€), los campos Xy y vy estan mw-relacionados.

» La curva (t) y su levantamiento horizontal 5(t) son trayectorias de
v y Xy al tiempo tg, respectivamente.
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118 4.2. Concepto de Conexion de Ehresmann

Demostracion. Sea V una vecindad abierta de 7(to), y sea {X!,..., X"}
una base de X(V'). Puesto que 7 es continua, existe € > 0 tal que y(t) € V
Vt € (to — €,to + €). Puesto que 7'(t) € T, B, existen r funciones
diferenciables a1, ...,a, : (to — €',to + €') — R tales que

V() =D a®X () VEE (to— € to+€).
=1

Consideremos ahora el campo vectorial dependiente del tiempo v = v; dado
por {vt = Z;":l ai(t)X’}te(tO_E, tote)’ Por construccién, tenemos que

V(1) = or(v(1));

en otras palabras, si ¢, es el flujo dependiente del tiempo de v al tiempo
t = to entonces Y(t) = @i, (7(to)). Dicho flujo esta definido para algin
intervalo de tiempo (tg — €”,tg + €”), con €’ < €.

Sea U = 7 Y(V). Por el Lema 4.2.16, para cada t € (ty — €,tg + €)
existe un tnico campo horizontal hor(v;) € X(U) que estd m-relacionado
con v € X(V). De esta manera, X (¢,m) := hor(v:)(m) define un campo
vectorial dependiente del tiempo en E.

Por otro lado, por la condiciéon 3 de levantamiento horizontal tenemos
que dsyy7 -5 (t) = +/(t) Vt. Puesto que ¥'(t) € H, podemos reescribir lo
anterior como

dy@ylm - 7' (t) = ' (t)
F () = (dypymla) ™" v (t) = (dsymlm) ™" - ve(v(t)) = hor(v) (F(t)).

Esto implica que 7 es la trayectoria del campo X que pasa por J(tg) al
tiempo t = tg. es decir, §(t) = ¢++,(7(t0)) es el flujo dependiente del tiempo
de X, el cual estd definido para un intervalo de tiempo (tg — €/, ¢y + €").
Tomando € = min{e”, "}, tenemos el resultado. O

Como consecuencia de la Proposicién anterior, tenemos lo siguiente:

Proposicién 4.2.22 (Existencia y Unicidad de Levantamiento Horizontal
Local). Para cadamg € E,(q), existe un levantamiento horizontal local de la
curvay : [a,b] = B pormg. Siy1 : Iy — E y A9 : Io — E son levantamientos
horizontales de vy por mg, y si I = I N Ia, entonces 1|1 = 2|1
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Demostracion. Siguiendo la linea de la demostracion anterior, sea V
vecindad abierta de y(a) € V' y sea v = vy dado como en la demostracién de
la Proposicién anterior. Sabemos que v(t) es la trayectoria del campo v; al
tiempo t = a que pasa por (0). Sea X; = hor(v;) definido en U = 7~ (V).
Si ¢rq el flujo dependiente del tiempo del campo vy y si ¥(t) := ¢r.q(mo)
entonces

(1) = & 61.4(mo) = Xi(bra(mo) = Xu(3(1)) = hor(u)(3(1)) € HL
Ademis,

mo(t) =m0 dra(mo) = ¢ra o m(mo) = ¢ra(7(0)) = 7(1),

probando que ¥ es un levantamiento horizontal para -y, definido en algin
intervalo [a,a + €].

Para probar la unicidad, sea K = {t € I | 1(t) = A2(t)}. Puesto
que F es un espacio de Hausdorff y 41,72 son continuas entonces K es
cerrado en I. Probaremos ahora que K es abierto: Si tg € K entonces
A1(to) = F2(to). Por la Proposicién anterior, tenemos que existe un intervalo
de tiempo (tg — €,to + €) en el cual tanto 4; como 42 son la trayectoria de
un campo dependiente del tiempo X;. Por Unicidad de trayectorias, se tiene
que 1 |(so—e to+e) = V2| (tg—e,to+e)> Probando que (to — €,tg +€) C K, es decir,
K es abierto en I. Finalmente, como K es abierto, cerrado y no-vacio en I,
y ademaés I es conexo, entonces tenemos que K = I, como queriamos. []

En todo este estudio hemos visto que el levantamiento horizontal de una
curva es la solucion a un sistema de ecuaciones diferenciales dependiente del
tiempo, y de ahi se desprenden la existencia y la unicidad del levantamiento
local. Sin embargo, cabe mencionar que dicho levantamiento depende de la
conexién de Ehresmann H que se elige, es decir, el levantamiento horizontal
es Unico una vez fijada la conexién de Ehresmann. Esto quiere decir que si
una curva admite un levantamiento horizontal global con una conexién, esto
no necesariamente ocurre si cambiamos de conexién. Ahora, probaremos
que el levantamiento de la curva no depende de la parametrizacion de
la misma, es decir, probaremos que el levantamiento horizontal es una
propiedad intrinseca de la geometria de dicha curva.

Proposicién 4.2.23. Sea v : [a,b] — B una curva y sear : [c,d] — [a,b] un
difeomorfismo con r(c) = a. Si ¥ : [a,b] — E es un levantamiento horizontal
de v por mg, y iy : [c,d] = E es un levantamiento horizontal de la curva
Yy or por mg entonces yor =4.
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120 4.2. Concepto de Conexion de Ehresmann

Demostracion. Puesto que el levantamiento horizontal es tinico, probaremos
que 7y or satisface las tres condiciones de levantamiento horizontal para yor:

1
2.- (mo(For))(s) =n(3(r(s))) = v(r(s)) =
3 "(r

= (Yor)(s) =7 (r(s)) - 7'(s); como ¥'(r(s)
es un R-espacio vectorial, se sigue que 7'(r(s))

Esto termina la demostracion. O

Ejemplo 4.2.24. Sean M, N variedades diferenciales y sea w: M x N —
M la proyeccion en la primera componente. Puesto que T(M x N) es
canonicamente difeomorfo a TM x TN, tenemos que

dmmym: T(M x N) = TM

viene dada por d(y, p)T(Vm, Wy) = Vm, €s decir, es también una proyeccion,
y por lo tanto es sobreyectiva. Por ello, (M x N,m, M) es un haz fibrado.
Consideremos la conexion de Ehresmann H dada por Wy, ny = Ty n) (M X
{(m,n)}). Sea v : [0,1] — M wuna curva en M. Claramente, E,q) =
{7(0)} x N, asi que si (y(0),n),n € N es un punto arbitrario de E. )
entonces la curva

3(t) = (v(t),n)

es el levantamiento horizontal global de ~ por dicho punto. Este es un
ejemplo de una conexion de Ehresmann buena en un fibrado producto.

Ejemplo 4.2.25. Consideremos el haz fibrado 7 : R? — R, donde (x,y) =
x. Puesto que w es lineal, su diferencial coincide con ella misma y entonces
el kernel de la diferencial en cada punto viene dado por

V(m,y) = span{(0,1)}.

Consideremos la distribucion horizontal H, ,y = span{(1,4*)} (obviamente,
es una distribucion suave porque es globalmente generada por el campo
ax +y ay) y la curva en la base v : [0,1] — R dada por ~(t) = t. El
punto (0,2) € R? pertenece a la fibra Ey = E.(0), por lo que construiremos
el levantamiento horizontal 5 de v empezando en el punto (0,2).
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Sea 7 = (’ylfyg). Observemos que t = y(t) = (m o 7)(t) = H1(t) y que la
condicidn 4’ € H implica que existe una funcion diferenciable f :[0,1] — R
tal que

(31(6),3(0) = (1) £(B) - (32(8)).
Por otro lado, como F1(t) = t, tenemos que ¥1(t) = 1 y por ello f(t) = 1.
Esto significa que
() = (32()°
con condicion inicial 2(0) = 2. Resolviendo esta ecuacion diferencial
obtenemos por solucion .

Yo(t) = —,
¢

por lo que nuestro levantamiento horizontal local es la funcion 7 : |0, %) — R?
dada por

Prmmr rt
(R M|
T Tt
papfr ot
rrpr ot
ror e
G I
ittt En rojo, la curva 7,
T ft_"r T T T En azul, su levantamiento,
ot I 1 1 Las flechas, la distribucidn horizontal.
FTag 71T
rrgrtt
I A N
L P A
/"fl"'__x"”/"/"f
—r—}—:i%'—}:%'—'!
1—'—'."—'—3—'&—'-}1-'—3'—'—'!

Puesto que dicho levantamiento no puede extenderse mas alld de t =1/2, ~
no admite un levantamiento horizontal global por (0,2). Esto demuestra que
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122 4.2. Concepto de Conexion de Ehresmann

la conexidn de Ehresmann dada por la distribucion H, ) = span{(1,3*)}
no es buena.

4.2.2. Conexiones Buenas y Funciones Propias

El siguiente teorema es el mas importante de nuestra secciéon; nos da un
criterio que nos permite garantizar cuando cualquier conexion de Ehresmann
es buena:

Teorema 4.2.26. Si 7 : £ — B es una funcién propia entonces toda
conexion de Ehresmann H es buena.

Demostracion. Para demostrar este teorema, necesitamos demostrar el
siguiente lema:

Lema 4.2.27. Sea v : [a,b] — B una curva. Si mg € E,) entonces
eziste una vecindad abierta U de mg y un tiempo €y, > 0 tal que para
todo m € E,,) NU, existe un levantamiento horizontal de v en m definido
en [a,a + €mgl.

Demostracion del Lema: Sea v = vy como en la demostracion de la
Proposicién 4.2.21, y sea X = X; := hor(v;). Puesto que X es un campo
vectorial dependiente del tiempo en una vecindad de E, (), el Teorema del
Flow Box para Campos Dependientes del Tiempo garantiza que existen una
vecindad U, de mg, €y, > 0, @;”Lf : Up, — E tales que

d
%@)m = hor(vy) (®70(m))  Vm € Upy,t € [a, 0+ €my)-
Por el mismo Teorema sabemos que <I>;';n(f es el flujo de hor(v), y de la
demostracién del Lema 4.2.22 tenemos que ¢ — @;”Cf (m) es el levantamiento

horizontal de ~ en el punto m.

Y%

Lema 4.2.28. Erziste € > 0 tal que para todo m € E,) existe un
levantamiento horizontal de v en m definido en (T — €, T + €).

Demostracion del Lema: Para cada m € Ey) sea (Un, T, Pm) la
terna dada por el Lema anterior. Puesto que 7 es propia y {v(T)} es

compacto en B, E, (1) es compacto en E, ademads, {Um}m6E7<T) es una

cubierta abierta para E, (1), por lo que existen my, ..., my € E, (1) tales que
k ; .

Eyry € Uiz Um,;- Sea e = min{T,, | m € E, )} Si m € E, (1) entonces

m € Up; para algin j < k, por lo que existe un levantamiento horizontal
de v en m definido en (T'— T}, T + T3y, ). Puesto que € < Ty, se tiene que
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dicho levantamiento esta definido en (T'—€,T + €). v

Volviendo al problema, consideremos el conjunto
K ={t€0,a]|Vm € E, ) existe un levantamiento 7y, : (I'—t,T+t) — E}.

El Lema anterior nos dice que ¢ € K. Por otra parte, si ¢ € K entonces
s € K para 0 < s < t, es decir, K es un intervalo que empieza en 0. Sea
7 = sup K. Probaremos que [0,7] C K. Si t € [0,7) entonces 7 —t > 0, por
lo que, por definicién de supremo, existe k € K tal que 7 — (1 — t) < k,
es decir, t < k. Puesto que k € K, t < k y K es un intervalo que empieza
en 0, se tiene que t € K, probando que [0,7) C K. Probaremos ahora que
7 € K, es decir, que para cada m € E, () existe un levantamiento horizontal
Am (T —71,T+71)— E.

Probaremos que 7 € K: Primero notemos que si s € K entonces por
definicién de K existe un levantamiento de v por m al tiempo 7"

Ao i (T'—s,T+s)— E.
Observemos ahora que

(T-7T+7)=JT-sT+s),
seK

ya que 7 = sup K. Definimos
Ym (T —7,T+71)—> FE

por A, (t) = 5,(t) sit € (T — s, T + s). Esta curva estd bien definida, ya
que el levantamiento horizontal es unico; ademas es diferenciable, ya que
localmente coincide con alguna 7;,. Finalmente, como localmente coincide
con ;. para algin s € K, se sigue que 7, es un levantamiento horizontal
de ~, probando que 7 € K, lo que demuestra que K = [0, 7].

Probaremos ahora que 7 = a y habremos terminado. Si 7 < a entonces,
la curva 7 esta definida en [T'— 7,7 + 7] y ¥[T — 7,T + 7] es compacto
en B. Por otro lado, # : E — B es una funcién propia, por lo que
K=n"1 (fy[T -, T—i—TD es compacto en E. Por definiciéon de levantamiento
horizontal, (T — 7,7 + 7) C K. Esto significa que los puntos p4,p_ € E
definidos por py = lim;,, (T £ t) existen, ya que toda sucesién en un
compacto posee una subsucesién convergente. Ademds,

n(ps) = limm(5(T £)) = (T £7),
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por lo que p+ € E (pir). Por el Lema 4.2.28 existe ¢ € (0,a — 7) tal que
existe un levantamiento horizontal local de la curva ~ al tiempo T + 7 por
el punto p,

Ay (TE£7—€T+x7+¢€)— E.

Observemos que la curva 4, : (T'—7 —€,T + 7 + €) — E dada por

Ap_(t)site (T —17—€T —T+e€)
Am(t) = S Am(t) sit € (T —7,T + 1)
ppt)site (T+7—€T+T7+e)

esta bien definida, ya que ¥,_, Ym, Jp, son levantamientos de la misma curva,
por lo cual coinciden en la interseccién de sus dominios. Puesto que %
es localmente igual a alguna de esas tres curvas, es diferenciable y es un
levantamiento de v definido en (T'— 7 — €, T+ 7 +¢€), por lo que 7+ € € K.
Esto es una contradiccién, ya que 7 = sup K, por lo que es imposible que
T < a, es decir, 7 = a y K = [0,a], probando que a € K y que existe un
levantamiento horizontal de v en todo m € E, 1y definido en (T'—a,T +a),
es decir, H es una conexion buena, como queriamos. ]

Corolario 4.2.29. Si (E,m,B) es un haz fibrado con 7 propia entonces
existe una conexion de FEhresmann buena H.

Demostracion. Puesto que para cualquier haz fibrado existe una conexion
de Ehresmann, si 7 es propia, dicha conexién es buena, por ello, para dicho
haz fibrado existe una conexién de Ehresmann buena. O

Corolario 4.2.30. Si vy : [0,1] — B es una curva y m € E. ) entonces
existe un levantamiento horizontal local 5 : [0,€¢] — E de 7 por el punto m
al tiempo 0.

Demostracion. Por definicion, existe § > 0 tal que = estd definida en
(—0,1 + 6). Por Existencia del Levantamiento Horizontal local, existen
e € (0,6/2) y un levantamiento 7 : (—2¢,2¢) — E de v : (—0,0) — B.
Restringiendo 4 : [0, €] — E, tenemos el resultado. O

Corolario 4.2.31. Si~y : [0,1] — B es una curva y 7 : E — B es propia
entonces para cada m € E,q existe un levantamiento horizontal global
7 :[0,1] — E de ~y por el punto m al tiempo 0.

Demostracion. Por definicion, existe § > 0 tal que 7 estd definida en
(—=0,1+ ). Puesto que 7 : E — B es propia, por el Teorema anterior, para
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cada m € E, ) existe un levantamiento horizontal global 7 : (=§,1+0) — E
de 7 por el punto m al tiempo 0. Restringiendo % : [0,1] — E tenemos el
resultado. O

Ejemplo 4.2.32. Sean T? = R?/Z? y S'! = R/Z, y sea w : T?> — S' dada
por w[(z,y)] = [x]. Si x,y ¢ Z entonces (x,y) tiene un representante de
clase en (0,1) x (0,1) y en este caso la representacion local de w viene dada
por w(x,y) = x, por lo que en este caso es una proyeccion. De la misma
manera, en cualquier otro caso w tieme rango constante igual a 1 y es una
submersion. En este caso, la fibra Ey,) es igual a [x] x S!. Puesto que T?
es compacto, ™ es propia. Esto nos asequra que, para cualquier conexion
de Fhresmann que consideremos, cualquier curva v tiene un levantamiento
horizontal global.

Consideremos la conexion de Ehresmann H generada por el campo
X € X(T?) inducido por el campo % + 28% € X(R?). Sea v :[0,1] — St la
curva dada por y(t) = [t]. Construiremos su levantamiento horizontal 5 por
el punto [(0,1/2)].

4.2.3. Transporte Paralelo

Si tenemos una conexién de Ehresmann buena, una curva «y : [0,1] — B
en la base nos induce una funcién P, entre las fibras E, ) y Ey ) de la
siguiente manera: Para cada m € E, ), sea i, [0,1] — E el levantamiento
horizontal global de ~ por m. Por definicion de levantamiento horizontal,
Am(1) € E. (1), es decir, el levantamiento de la curva conecta a m € E, )
con un punto Py(m) € E,(1).

En adelante, sea H una conexién de Ehresmann buena en el haz fibrado
(E,m, B).

Definicién 4.2.33. Sea v : [0,1] — B una curva en la base B. A la funcion
Pyt Eyo) = By
dada por Py(m) = Am(1) se le llama transporte paralelo a la curva ~.

Puesto que el levantamiento horizontal de una curva no depende de
la parametrizacién de dicha curva, de igual manera el trasporte paralelo no
depende de la parametrizacion que se use para la curva, siempre y cuando
se preserve el sentido del recorrido de la curva:
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126 4.2. Concepto de Conexion de Ehresmann

Proposicién 4.2.34. Sea r : [0,1] — [0,1] wna funcion biyectiva y
diferenciable tal que 1'(s) # 0 para todo s € [0,1]. Sea v : [0,1] — B
una curva en la base B.

Sir'(s) > 0 Vs entonces Pyor = Ps.
Sir'(s) < 0 Vs entonces Pyor 0 Py = Idg

~(0) "

Demostracion. Sir'(s) > 0 entonces r es creciente y r(0) = 0,7(1) = 1. Esto
implica que (1) = v(r(1)). Puesto que el levantamiento horizontal de la
curva no depende de la reparametrizacién, tenemos que ¥,,(1) =~ or,, (1),
es decir, P,(m) = Pyor(m). Ahora, si 7’(s) < 0 entonces r es decreciente. Si
7 es el levantamiento de v por m € E, o) entonces yor es el levantamiento
de v o r por 4(1). Puesto que, geométricamente, ¥ o r y 4 son la misma
curva pero recorridas en sentido contrario, Pyop (7(1)) = 5(0) = m, es decir,
Pror © Py(m) =m 'y Pyor 0 Py = Idg, . O

Definicién 4.2.35. Sean v1,7v2 : [0,1] — X dos funciones continuas, con X
espacio topoldgico y con v1(1) = v2(0). Se llama curva producto la funcién
v -2 : [0,1] = X dada por

@) site0,1/2)
mn(t) = {72(% —1) site[1/2,1]

Claramente, 1 - 72 es una curva continua.

Proposicién 4.2.36. Si y1,72 : [0,1] — B son curvas diferenciables tales
que v1(1) = 12(0) y que y1 -2 : [0, 1] — B es también diferenciable entonces
Pry 0 Py = Py

Demostracion. Primero probaremos el siguiente Lema:

Lema 4.2.37. Sim € E y si 41,72 son los levantamientos horizontales
globales de ~1 por m y de vy por 41(1) entonces 71 - 72 es el levantamiento
horizontal de vy - vo por m.

Demostracion del Lema: Basta probar que 7 - 42 satisface los axiomas
de levantamiento para 1 - 2.

L 71 92(0) = 31(0) = m,
2. Si ¢t < 1/2 entonces m(51 - 32(t)) = 7(71(2t)) = n(2t) = 1 - 12(?); si

t > 1/2 entonces 7(F1 - J2(t)) = 7(F2(2t — 1)) = 1 (2t — 1) = 71 - 32(t). En
cualquier caso, 7 (%1 - §2(t)) = 11 - Y2(t).
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5511 1/2 Gr ) () = 5100 € Wi 02 1/2, G 52)(0) = 340) € B
En cualquier caso, ( o) (t) €
Vv

Volviendo al problema, sea m € E, ). Observemos que P, (m) = 41(1)
y que, por el Lema anterior,

Pra Py, (m)) = Prs (71(1)) =%2(1) =5 - %(1) = P’Yl"YQ(m)’
probando que P,, o Py, = Py, .4,. O

Inductivamente se puede demostrar que si ¥y =172 - ... Vn, entonces
Py = P,, o...0P,. El siguiente resultado nos asegura que el transporte
paralelo es una funcién diferenciable.

Proposicion 4.2.38. Sea H una conexion de Ehresmann buena asociada
al fibrado (E,7,B). Si v :[0,1] — B es una curva en la base B entonces
Py i Eyo) = Eyq) es diferenciable.

Demostracion. La idea de la demostracion es construir para cada mg en la
fibra £, ) un nimero finito de vecindades abiertas del levantamiento de
por myg, tales que en cada una de dichas vecindades el transporte paralelo
sea el flujo de algin campo dependiente del tiempo. Puesto que el flujo
es diferenciable, el transporte paralelo sera diferenciable en cada una de
dichas vecindades. Utilizando la Proposicién anterior, obtendremos que el
transporte paralelo es la composiciéon de dichos flujos, por lo que a su vez
serd diferenciable.

Sea mo € E, ) y sea 7 : [0,1] — E el levantamiento horizontal global
de v por mg. Por la Proposicién 4.2.21, para cada tg € [0,1] existe una
vecindad abierta Uy, de J(tp) y un campo vectorial horizontal dependiente
del tiempo X}° € X(Uy,) tales que para un intervalo de tiempo (to — ¢, to +€)
la curva 4 viene dada como la trayectoria de Xfo al tiempo t = %, esto es,
A(t) = dr1o(F(t0)) Vt € (to —€,to +€). Puesto que 7 : [0,1] — E es continua,
7([0,1]) es compacto en E; ademds, {Uy, }1,e[0,1] €5 una cubierta abierta de
'7([0, 1]) Por compacidad, existen t1,...,t, € [0, 1] tales que

n
(- U Uti,
=1

y supongamos sin pérdida de generalidad que t1 < t5 < ... < t,. Esto
significa que existen si,...,s,-1 € [0,1] tales que J(s;) € U; N Uj41. Sean

127



128 4.3. Teoremas de Ehresmann

so =0,5, =1lyparai=0,...,n—1sea ¢, el flujo dependiente del tiempo
del campo Xfi. Inductivamente definamos

Uo = Uy NE, o), Ur = Ut,Nsy,0(Uo), Uz = UpyNsy 6, (Un), - -, Un—1 = Up,N@s,, 1 5,5 (Un—2)-

Definamos inductivamente V,_ 1 = U,_1 v V; = ¢;1+1,S¢(Vi+1) para i =
n — 2,...,1,0. Observemos que por construccion ¢Si+1,si(vi) C Viliy
Vi C Eys,)- Seay; : [si—1,s;] — B larestriccién v; = 7|5, -1,5,- Observemos
que
Y=Y 720 - Uns

por lo que ¥ = J1-Y2-.. .- Y y Py = P, 0...0P,,. Ademds, por construccién,
Fit1(t) = o5, (Fi+1(84)), por lo que P, = ¢s, 5, en Vi_1. Esto prueba que
P,, es diferenciable en V;_;. Ademds, como P, = P,, o...oP,,, se sigue
que P, es diferenciable en Vp, la cual es una vecindad abierta de mg. Como
mo € E, () es arbitrario, P, es diferenciable, como queriamos. O

4.3. Teoremas de Ehresmann

Si (E,m, B) es un haz fibrado, en adelante denotaremos Ey = 7 1(U),
donde U C B. Ademais, si 7 : [0,1] — X es una curva, definiremos la curva
—v:10,1] = X por —y(t) := v(1 —t).

4.3.1. Primer Teorema de Ehresmann

Teorema 4.3.1 (Primer Teorema de Ehresmann). Si 7 es propia y E es
conexo entonces (E, 7, B) es un haz fibrado localmente trivial.

Demostracion. Sea H una conexién de Ehresmann asociada a (E,w, B).
Puesto que 7 es propia, dicha conexién es buena y toda curva en B admite
un levantamiento horizontal global. Sea by € B y sea (V,§) una vecindad
coordenada de by tal que (V) = B1(0) sea la bola abierta centrada en el
origen y de radio 1, y que {(bg) = 0. Para cada b € V consideremos la
curva ¢ : [0,1] — £(V) dada por ¢,(t) = (1 — t)€(b). Observemos que la
curva ¢y estd totalmente contenida en £(V). Sea «° : [0,1] — V dada por

b = €71 o, la cual es una curva bien definida, totalmente contenida en V
con 7°(0) = by 7°(1) = bo.

Puesto que m : E — B es propia, para cada m € E,q existe un
levantamiento horizontal global 4%, : [0,1] — E. Consideremos la funcién

T/JbOZEv—>VXEbO
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dada por ¢p,(m) = (W(m)77),y7r(m) (m)). Probaremos que dicha funcién es
diferenciable, mostrando que m = P =) (m) lo es.

Consideremos, para cada b € V, el campo vectorial v* € X(V) dado por
: 0
WP =" —(b) 5
j=1 ¢

Sabemos que 7°(t) = :(7(0)), es decir, 4°(t) es la trayectoria por b
del campo v°. Consideremos el levantamiento horizontal de este campo,
Xt e x(U), dado por

X° = hor(vb) = z; —&j(b)hor (ai) .

Para cada m € FEy sea d)f(m) el flujo de X™(™ . Como X7(™) es el
levantamiento horizontal de v™(™), y 4™(™) g 1a trayectoria de v™(™) por
m(m), podemos concluir por nuestro estudio anterior que ¢ — qﬁf(m) (m) es
el levantamiento horizontal de ’y”(m) por el punto m. En estos términos,
Pwﬂ(m)(m) = ¢71r(m)(m), por lo que tenemos que demostrar que m +—>

¢’1r(m) (m) es diferenciable.

Puesto que X? = > =1 —&;(b)hor (%), la funciéon X : V x By - TE

dada por X (b,m) := X°(m) es diferenciable y por ello, X es un campo
en Fy parametrizado por V. Esto significa que su flujo ¢ parametrizado
por V también es diferenciable, en virtud del Teorema de Dependencia
de Pardmetros, es decir, la funcién (m,b,t) — ¢?(m) es diferenciable. En

particular, m +— ¢>71T(m) (m) es diferenciable, pues 7 : E — B es una funcién
diferenciable. Con esto, hemos probado que m +— P,Yﬂm) (m), y por ello,
Uy, : By — V x Ep, es diferenciable.

Ahora, consideremos la funcién
pbO:VXEbO%EV

dada por py,(b,p) = P_,(p). Sea (b,p) € V x E,. Probaremos que
(b © ppo) (b, p) = (b, p). Observemos que

(W0 © Po) (0,) = Yy (P (P)) = (7 (P2 (P)), P_scp_ o (P ()
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130 4.3. Teoremas de Ehresmann

Puesto que 7° es una curva tal que 4%(0) = b y 7%(1) = by, se tiene que
—~2(0) = by y que —°(1) = b. Por ello, si p es un punto en la fibra de by,
—~(p) es un punto en la fibra de b, por lo que m(P_p(p)) =by

(wbo © pbo)(b7p) = (b’ P’Yb(P—’Yb (p)))

Sin embargo, ya hemos demostramos que P.» (P_,yb (p)) =id By, > POT lo que
(1o © Pby) (D, p) = (b, p).

Sea ahora m € Ey y probaremos que (pp, © ¢p,)(m) = m.

(Pbo©Wbo) (1) = ppg (T(110), Py (1)) = Py (Poeomy (M) = i, (M) = m,

por tanto, 1y, ¥ pp, son inversas una de la otra. Finalmente demostraremos
que py, es diferenciable, y esto nos dird que v, es un difeomorfismo. De
manera similar a como lo hicimos con y,, observemos que py, (b, p) = ¢ ;(p)
es el flujo parametrizado por B al tiempo t = —1 del campo X°. Por el
Teorema de dependencia de parametros, esta funcién es diferenciable.

Por ello, Ey es difeomorfa a V' x Ep,. Para probar que (E,m, B) es
un haz fibrado localmente trivial basta demostrar que todas las fibras son
difeomorfas entre si, para que no haya dependencia del punto de la base en
la representacion V' x Ej,.

Como consecuencia de que Ey es difeomorfo a V' x Ej,, se tiene que para
cada by € B existe una vecindad V' de by tal que E} y Ej, son difeomorfos
para cada b € V. Sean ahora ¥/,b"” € B. Puesto que B es conexa, B es
conexa por trayectorias, por lo que existe una curva continua c : [0,1] — B
tal que ¢(0) =¥, ¢(1) = b”. Puesto que [0, 1] es compacto y ¢ es continua, el
conjunto

K ={c(t) |t €[0,1]}

es compacto en B. Para cada t € [0,1], sea V; la vecindad de ¢(t) tal que
para cualquier b € Vi, Ep y E(;) sean difeomorfas. Como c(t) € V; para cada

t €[0,1], y K es compacto, existen t1,...,t, € [0,1] tales que
n
K c Vi,
i=1
y supongamos sin pérdida de generalidad que t; < ... < t,. Para i =
1,...,n—1seas; € [0,1] tal que c(s;) € V;; N V},,,. Sean so = 0, 55,41 = 1.
Para cada ¢ = 0,...,n — 1, tenemos que F, )y Eq, ) son difeomorfas,
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porque c(si+1) € Vi,,,. Por otra parte, c(s;) € Vi, por lo que E,) es
difeomorfa a E.q, ). Esto significa que E,,) es difeomorfa a E,, ) para
cada i = 0,...,n. Por ello, By = E.4; es difeomorfa a E.,,), la cual
es difeomorfa a E(,), que a su vez es difeomorfa a FE,), etcétera. Por
transitividad, E(,,) es difeomorfa a E., ), es decir, Ey es difeomorfa a
Eyr. Puesto que cualesquiera dos fibras son difeomorfas, la representacion
Eyv =2V x Ep, no depende de by, probando que (E, 7, B) es un haz fibrado
localmente trivial. O

4.3.2. Segundo Teorema de Ehresmann

Teorema 4.3.2 (Segundo Teorema de Ehresmann). Sea (E, 7, B) un haz
fibrado con w propia, tal que la base B es suavemente contraible, es decir,
existe una funcion diferenciable F : [0,1] x B — B tal que

1. Si F; se define por Fi(b) :== F(t,b) entonces F; es diferenciable para cada
t € [0,1].

2. Iy =1idpg.
3. Para cada b € B, Fy(b) = by para algin by € B fijo.

Dadas las condiciones anteriores, (E,m, B) es un haz fibrado globalmente
trivial.

Demostracion. Probaremos que E es difeomorfo a B x E,. Primero notemos
que para cada b € B la funcién 4 : [0,1] — B dada por 7°(t) := Fy(b) es
una curva tal que 4°(0) = by que 7°(1) = by. Sea ¢ : E — B x Ej, dada
por

P(m) = (ﬂ(m), Pvﬂm) (m)) .

Probaremos que 1 es difeomorfismo, mostrando que p : B x Ep, — E dada
por

p(b,p) =P_(p)

es la inversa de p y que ambas son diferenciables: La demostraciéon de que
1y p son inversas es igual a como lo hicimos para vy, ¥ pp, en la prueba
del Teorema anterior. Para probar que ¥ y p son diferenciables, haremos
algo muy parecido a lo que hicimos en el teorema anterior: construiremos
una familia de campos vectoriales parametrizados por B y dependientes del
tiempo, tal que @ y p puedan expresarse en términos del flujo de dichos
campos.
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Sea b € B. Como 1 es continua, el conjunto 7°[0, 1] es compacto, por lo
que existe un numero finito de cartas {(V;,¢;)}7; tales que

7" 0, 1] ¢ |J Vi
=1

En cada carta V; podemos definir un campo vectorial Ufﬂ- e X(Vp)

dependiente del tiempo, tal que, para cadai = 1, ..., n v sea una trayectoria
del campo vf’i en la vecindad V;. Consideremos el levantamiento horizontal de
estos campos, X} ; = hor(v} ;) € X(V;). Puesto que X?; es el levantamiento de
vgi, el levantamiento horizontal global 4%, de 4* por algin punto m € Ej es
trayectoria de Xf’ ; para toda . Ahora, consideremos una familia de tiempos
to = 0,t1,...,t, = 1 tales que, para ¢ = 1,...,n—1, ¢, € V;N V41, vy
denotemos por 7’ := Vb‘[ti_l,ti] a la restriccién de 4 al intervalo [t;_1,t;].
Por lo dicho anteriormente, 7% es una trayectoria de vf’i por v°(t;_1) al
tiempo t= tifl.

Por el Teorema de Dependencia de Parametros, existen vecindades
Wo, Wi,..., W, de y(to),y(t1),...,7(tn) respectivamente, tales que, para
cada ¢ = 1,...,n, el flujo qbthtF1 : Viei — Vi de Xf’ estd bien definido.
Ademas, estas funciones son diferenciables. Mas atun, por el Teorema de
dependencia de pardmetros, cada una de las funciones ¢, 4 , @ Vi1 X
W;_1 — W, son diferenciables. Por otra parte, tenemos que

(b,m) = Pop(m),m € Wy

coincide con d)ff’mtnil o...0 ¢$f)1,to7 por lo que es diferenciable. Puesto que
(b,m) — Pp(m) es diferenciable, m + P, zm)(m) es diferenciable y ¢ es
diferenciable. De la misma manera, podemos ver que p(b,m) = P_.»(m) es
diferenciable.

Esto demuestra que ¢ : E — B x Ej, es difeomorfismo, probando que
(E, 7, B) es globalmente trivial. O

4.4. Ejemplo: Rectificacion Global

Como aplicacion de la teoria de Conexiones de Ehresmann, probaremos
el Teorema de Rectificacién Global de Sistemas de Ecuaciones Diferenciales
en el Plano. Empezaremos por demostrar dicho teorema de manera local,
para después buscar condiciones suficientes que nos permitan generalizarlo.
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Definicién 4.4.1. Sea M una variedad diferencial y sea v € X(M) un
campo vectorial completo. Definamos en M wuna relacion de equivalencia
dada por

p~qe IR O(p) =q.

Es inmediato comprobar que [p| = Op, donde
O, = {®'(p) € M | t € R}.

El conjunto O, se llama la orbita de p bajo el flujo. Esto significa que el
conjunto de clases de equivalencia M/ ~= {[p] | p € M} coincide con el
espacio de orbitas del campo v,

Orb, ={0, | pe M}.

A la funcion m: M — Orb, se le llama proyeccion natural.

4.4.1. Secciones Transversales

El concepto de seccién transversal de un campo vectorial es importante
en varias ramas de los sistemas dinamicos, en particular, en la demostracion
del teorema de Poincaré-Bendixon (véase [10]), este concepto resulta
fundamental.

Definicién 4.4.2. Sea v € X(M). Una seccion transversal local del
campo v es una curva o : I C R — M que satisface las siguientes
propiedades:

1. o(s) es un punto regular para todo s € I.

2. La traza de o no interseca a minguna curva solucion en dos puntos
distintos.

3. o es transversal al campo v, es decir, ninguna trayectoria de v es
tangente a o.

Si ademds v es un campo vectorial sin puntos criticos y si o interseca
a todas las trayectorias de v, decimos que o se llama seccion transversal
global.

En lo sucesivo, los resultados y definiciones las haremos para M = R2,
que es la aplicacién que nos interesa:
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Proposicién 4.4.3. Si xg € R? es un punto reqular del campo v, es decir,
v(xzg) # 0 entonces existe una seccion transversal local o tal que o(0) = xg.

Demostracion. Puesto que v(zg) # 0, existe un vector w € R?, unitario,
anclado en xg, linealmente independiente con v(xg), y una vecindad abierta
U de x¢ tal que v(x) # 0Vx € U. Sea o : R — R? definida por o(s) = xo+sw.
Puesto que o es continua, existe € > 0 tal que o(t) € U para todo
s € (—€,€), es decir, la restriccion o|(_q ) satisface la primer condicién
de seccion transversal.

Puesto que v es un campo suave y wv(zg), w, son linealmente
independientes, se tiene que det (v(:co), w) #% 0, digamos que
det (v(zo),w) > 0. Puesto que el determinante es una funcién continua
y v es un campo suave, existe una vecindad abierta V' C U de zq tal que
det (v(z), w) > 0. Puesto que o es continua, existe e € (0, €] tal que o(s) € V/
para todo s € (—¢, €). Esto significa que o|(_ () satisface la primera y tltima
condicién de seccién transversal.

Probaremos que o|_.. también satisface la segunda condicién de
seccién transversal. Puesto que o(s) € V Vs € (—¢,€), se tiene que los
vectores v(o(s)) apuntan al mismo lado de la recta o. Esto implica que la
unica posibilidad de que o corte dos veces a la misma trayectoria es tener
una situacién como la de la figura siguiente:
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Py \

N |
AN lé |

1 ., ., . ﬁl: xa

~

Cualquier trayectoria de v que nace en el drea circundada por la trayectoria
y la curva o debe permanecer ahi, ya que dos trayectorias no pueden
intersecarse, y el flujo en ¢ apunta al interior de dicha drea. Esto obliga
a que en el interior de dicha area exista un punto de equilibrio para v, lo
cual es una contradiccién. Por tanto, o|_. ) no puede cortar dos veces a la
misma érbita. O

Como consecuencia de la existencia de secciones transversales locales
tenemos lo siguiente:

Proposicién 4.4.4. Siv € X(R?) es un campo vectorial sin puntos criticos
entonces Orb, es un espacio sequndo numerable, localmente euclideo y
CONExo.

Demostracién. Puesto que todos los puntos p € R? son puntos regulares
del campo v, cada uno de ellos posee una seccién transversal local o),
(—€p, €p) — R? en virtud de la Proposicién anterior. Sea 7 : R? — Orb, la
proyeccién canénica y para cada p € R? sea zp : (—€p, €p) = Orb, la funcién
xp = ™o op. Puesto que oy, es seccién transversal, x, es inyectiva, ya que o,
no pasa dos veces por la misma Orbita. Observemos ademas que

U Tp(—€p, €p) = Orb,

pER?
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por lo que Orb, es localmente euclideo via las cartas

{($p|(_jep,ep)vxp(_€pa &) }pelR?'

Puesto que R? es segundo numerable y Orb, = R?/ ~ es localmente euclideo
por la Proposicion A.0.47 se tiene que Orb, es segundo numerable. Ademsds,
7(R?) = Orb,, y como R? es conexo y 7 es continua, se tiene que Orb, es
conexo. O

4.4.2. Teorema de Rectificacion Local

Teorema 4.4.5 (Teorema de Rectificacién Local). Sea v € X(R?) un campo
suave en el plano y sea o € R? un punto reqular de v (v(xq) # 0). Ezisten:

1. Una vecindad U de xg,

2. Una vecindad V C R? de (0,0),

3. Un cambio de coordenadas (difeomorfismo) Y :U —V
(1, 22) = Y (21, 22) = (Y1, 42)

tal que el sistema & = v(x) se transforma en el campo constante

91:17
2 = 0.
En otras palabras, probaremos que Yiv = e'. AY se le llama

difeomorfismo (local) de rectificacion.

Intuitivamente, un difeomorfismo de rectificacién transforma las
trayectorias del campo v en rectas horizontales, es decir, en las trayectorias
del campo constante eq:

am
N
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Demostracion. Consideremos un vector w anclado en =z, linealmente
independiente a v(zg), y sea o : R — R? la recta

o(s) = xo+ sw,

es decir, la recta tal que o(0) = xo y 0’(s) = w. Puesto que o es continua,
0(0) = xp es un punto regular de v y v es un campo suave, podemos
encontrar € > 0 tal que la restriccién J\(_€/75/) sea una seccién transversal:

Para cada p € R? consideremos el sistema

y sea I, el intervalo méximo de definicién de la curva solucién de ese sistema.
Por el Teorema del Flow Box existe una vecindad abierta U de zg y ¢ > 0
tal que para todo p € U se tiene que (—6,0) C I,. Puesto que o es continua,
existe €/ < € tal que o(s) € U para todo s € (—€”,€").

Sea X : (—=4",6") x (—€",€") — R? dada por X(t,s) = ®(o(s)), donde
®! denota al flujo de v. Puesto que, por construccién, (—d,8) C I, (s) para
toda s € (—€”,€”) se sigue que X es una funcién diferenciable bien definida.
También podemos ver que X es una biyeccién, pues o|_. ) satisface las
tres condiciones anteriores por construcciéon. Observemos ademas que

0X d

2X 5 = La(t,0(0)) = v(@(t.0() = (X (1,5))
0X d t ¢
g(t, s) = gé(t,a(s)) =dy(5)® -0 (0) = dy(s)@" - w.

Esto quiere decir que

50t 5 0-0) = (o).l

y como v(xg) y w por construccién son linealmente independientes, se tiene

que det ( 8?52 )) = 0. Aplicando el Teorema de la Funcién Inversa a la funcién

X, existen una vecindad abierta V C R? de (0,0) y € € (0,¢"],6 € (0,6)
tales que X : (6,0) x (—€,€) = V es un difeomorfismo.
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Denotemos por Y : V' — (0,0) X (—¢,¢€) a la inversa de X, el cual es un
difeomorfismo. Probaremos que Y es nuestro difeomorfismo de rectificacion:

You(t,s) = dx(,e)Y - v(X(t,5)) = (i X) 7 - v(X (2, 5))

= [0(X(t,5)), do ()@ - w] V(X (2, 5))
= 61.

O]

La idea central de la demostracion anterior fue construir una seccién
transversal local o : (—e,e) — R? para el campo v, y probar que,
al componerla con el flujo, esto definia un difeomorfismo local. Para
probar el Teorema de Rectificacion Global, que enunciaremos maés adelante,
seguiremos una idea similar: construiremos una seccién transversal global
o : R — R? y con ella construiremos un difeomorfismo X : R x R — R?
dado por X (t,s) = ®!(c(s)) y probaremos que su inversa es el difeomorfismo
de rectificaciéon buscado.

De la definicién de seccién transversal global podemos ver que lo
anterior lo podemos lograr sélo si v no posee puntos criticos. Ademas, si
X(t,s) = ®'(0o(s)) estd definido en todo R x R entonces v debe de ser un
campo completo. Sin embargo, para lograr esto, es decir, para garantizar la
existencia de una seccién transversal global, debemos imponer una condicién
mas al campo v.

4.4.3. Teorema de Rectificacion Global

Teorema 4.4.6 (Teorema de Rectificacién Global). Si v € X(R?) entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Eziste un difeomorfismo de rectificacion Y : R? — R2.

2. Se satisfacen las siguientes propiedades:
= FEl campo v es completo.
= El campo v no tiene puntos criticos.

» El espacio de orbitas Orb, es un espacio de Hausdorff (con la topologia
cociente).

Demostracion. Supongamos que existe el difeomorfismo de rectificacion Y.
Puesto que e; es un campo vectorial completo, sin puntos criticos y su
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espacio de érbitas es homeomorfo a R, tenemos que v debera de cumplir las
mismas condiciones en virtud de que Y,v = ey, probando que (1) implica

2).

Por la Proposiciéon 4.4.4, Orb, es segundo numerable, conexo y
localmente euclideo via las cartas {z,'(—€p,€p),2p}perz, donde
(—€p,€p) — R? es la seccién transversal que pasa por p, dada en la
Proposicion 4.4.3. Més ain, le daremos estructura de 1-variedad diferencial
por medio de dichas cartas:

Si Upq = zp(—€p, €p) N xg(—€q, €q) # D entonces la funcién de transicion

z towy :ay (U) — x;l(U ) entre las secciones transversales locales viene

dada en términos del flujo, es decir, (:L‘q_loxp)(s) = (aq_lo<I>f(s)ocrp)(s), donde
f es diferenciable. Por ello, {(xp](_fep Ep),xp(—ep,ep))}peRz define un atlas

diferenciable para Orb,, el cual le da estructura de 1-variedad diferencial.

Con esta estructura para Orb,, probaremos que 7 : R? — Orb, es una
submersién. Sea p € R? y sea Up=m"1 (ZL'p(—Ep, ep)). Observemos que para
cada ¢ € U existen s € (—¢p,€,) y t € R tales que ¢ = ®'(0,(s)). La
representaciéon local de 7

T = x;l om: Uy, CR? = (—€p, ¢p),
viene dada por 7w(q) = 0! (@*t(q)). Puesto que ® es diferenciable, 7 es
también diferenciable. Su rango es igual a 1, ya que o tiene rango 1 y ®~*

es difeomorfismo. Por ello, m es submersién.

Por otra parte Orb, tiene estructura de 1-variedad sin frontera y conexa,
por lo cual, por el Teorema de Clasificacién de 1-variedades (véase [4, ]), Orb,
debe ser difeomorfa a R o a S'. Probaremos por contradiccién que Orb, es
difeomorfo a R. Supongamos que Orb, es difeomorfa a S' y sea u el campo
vectorial unitario definido en todo Orb,.

Consideremos la conexién de Ehresmann H dada por H, = Vﬁ, donde
hor(u)
[[hor(u)]| -
nulo, hor(u) también lo es y w estd bien definido, ademds, w es unitario,

por lo que es completo. Consideremos la trayectoria v : R — R? de w
por cualquier punto 2o € R2. Puesto que w es la normalizacién de hor(u),
w estd m-relacionado con un campo no-nulo u’ € X(S'). Puesto que v es
trayectoria de w, 7 o v es la trayectoria de ', y como éste es no-nulo, 7 o~y

Vyp = TpEr(p), y consideremos el campo w = Puesto que u es no
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recorre todo S', y como es una circunferencia, existe un tiempo minimo
T € R tal que v(0) = x¢ y v(T') pertenecen a la misma trayectoria de v.
Denotemos por ¢ a esa trayectoria.

Observemos que la curva v y la trayectoria de v que conecta a xy con
~(T) determinan una regién cerrada, en la cual las 6rbitas de w que nacen
en ella no pueden abandonarla (las dos situaciones posibles son las que se
presentan en la figura siguiente):

*»

¥(T)

*

X

(=]

1 rojo, la curva ¥
n gris, las trayectorias de v

n gris, las trayectorias de v

Si una trayectoria de v entra a la regién cerrada, éstas no podran salir de
ahi, ya que T es el tiempo mas pequeno en el que una érbita de v corta
dos veces a . Tampoco pueden cortar a o, por el Teorema de Existencia
y Unicidad. Esto obliga a que en el interior de esta regién exista un punto
critico para v, lo cual es imposible, pues es no-nulo.

Notemos que 7 : R? — Orb, es un haz fibrado localmente trivial.
En efecto, U, = 7 H(zp(—€p, 6p)) es difeomorfo a zp(—€p, €p) X R via el
difeomorfismo W,(q) = (7(q),t(q)), donde, 7@ (q) € 7,(—¢p,¢p). Puesto
que Orb, = R, el haz fibrado es de base suavemente contraible, por lo que,
por el Teorema de Trivializacién de Ehresmann, es globalmente trivial.

Por esta razén, existe un difeomorfismo ¥ : R?> — Orb, x R dado por
U(q) = (m(q),t(q)). Consideremos por ejemplo, la curva a(s) = (s,0) €
Orb, xR, y la curva o(s) = U~1(a(s)). Notemos que 7(c(s)) = pry(a(s)) =
s, por lo que para cada tiempo s, o(s) pasa por una érbita distinta. Esta
curva o es nuestra seccién transversal global.

140



Criterios de Trivializacion de Haces Fibrados 141

Procederemos a construir nuestro difeomorfismo de rectificacién. Sea
X : R xR — R? definida por X(t,s) = ®'(o(s)). Esta funcién es
diferenciable, probaremos ahora que esta funcién es un difeomorfismo.

O]
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Capitulo 5

Aplicaciones

5.1. Haces Riemannianos, Simplécticos y de
Poisson

5.2. Acciones de Grupos
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Apéndice A
Topologia

Un espacio topolégico es un par (X,7) donde X es un conjunto
arbitrario no-vacio y 7 es una familia de subconjuntos de X que satisfacen
las siguientes propiedades:

l.0ertyXer,
2. SiU,V € T entonces UNV €T,
3. SiUqs €7, cona el entonces J,cr Ua € 7.

A la familia 7 se le llama topologia en X y a los elementos de 7 se les
llama conjuntos abiertos en X. Si (X,7) es un espacio topoldgico, un
subconjunto C' C X se llama cerrado si X\C € 7.

Una vecindad abierta de un punto p € X es un conjunto abierto U tal
que p € U. De la misma manera, una vecindad abierta de un subconjunto
A C X es un conjunto abierto U tal que A C U. Una cubierta abierta de
X es una familia {U;};c; de conjuntos abiertos en X si

X:Um

el

Consideremos un subconjunto A del espacio topoldgico (X, 7), y sea 74
la familia de los conjuntos de que se obtienen de intersecar a A con los
abiertos de X:

TA={UNA|UE€T}

Es inmediato ver que (A, 74) es también un espacio topoldgico. En este
caso, decimos que A es un subespacio topolégico de X y 74 es llamada
topologia relativa de X en A.
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A.0.1. Bases, Numerabilidad, Convergencia

Hay veces que estamos interesados en construir una topologia para algin
conjunto X pero, en general, dar de manera explicita quienes son todos los
abiertos no es sencillo. Para construir una topologia para un conjunto X,
basta definir una serie de subconjuntos de X llamados elementos basicos
a partir de los cuales construimos el resto de los abiertos.

Una base para la topologfa del espacio topolégico X es una familia B de
conjuntos abiertos tales que cualquier abierto se puede expresar como unién
de elementos de B. Los elementos de B son a los que llamamos elementos
bésicos.

Proposicién A.0.1. Una familia B de subconjuntos de X es base de alguna
topologia de X st y solo si satisface las siguientes propiedades:

1. X — UBGBB.

2. Para cualesquiera A, B € B y para cualquier p € AN B, existe C € B tal
quepe C C AN B.

La demostracién de este hecho puede encontrarse en [12, p. 90].

Si B es una familia de subconjuntos de X que satisface la proposicion
anterior, y 75 es la familia de conjuntos que se pueden expresar como unién
de elementos de B, decimos que 75 es la topologia generada por la base

B.

El siguiente resultado es consecuencia de la proposicién anterior:

Corolario A.0.2. B es base de alguna topologia del conjunto X si se
satisfacen las siguientes propiedades:

1. X:UBGBB’
2. Para cualesquiecra A,Be€ B, ANB=0o0oANBEekB.

Axiomas de Numerabilidad

Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es primero numerable
o que X satisface el primer axioma de numerabilidad si para cada
p € X existe una colecciéon numerable de vecindades abiertas {U,} de p tal
que para cada vecindad abierta A de p existe un entero positivo n tal que
U, C A. Por otro lado, decimos que X es segundo numerable o que X
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satisface el segundo axioma de numerabilidad si posee una base B
numerable.

Es inmediato comprobar que si un espacio satisface el segundo axioma
de numerabilidad, también satisface el primero. Observemos ademéas que
podemos reescribir el primer axioma de numerabilidad como sigue: Un
espacio topoldgico X es primero numerable si y sélo si para cada punto
p € X existe una familia numerable {U,} de vecindades abiertas de p, con
Uy D Uy D ..., tal que para cualquier vecindad abierta A de p existe un
entero positivo n tal que U,, C A.

Ahora, enunciaremos una propiedad importante de los espacios segundo
numerables:

Proposicion A.0.3. Sea X un espacio topoldgico sequndo numerable. Si
{Uatacr es una familia de conjuntos abiertos tales que \JyerUa = X
entonces existen o € I';i € N tales que ;o Uy, = X. Utilizando una
terminologia que utilizaremos mds adelante, esta proposicion nos dice que
toda cubierta abierta de un espacio sequndo numerable posee una subcubierta
numerable.

En [6, p. 37] podemos encontrar una prueba de este hecho.

Convergencia

Sea X un conjunto. Una sucesion que toma valores en X es una funcién
x : N — X. Los valores x(1),x(2),... se denotaran respectivamente por
x1,%2,.... También denotaremos x = (2,)5 ;. Si (z,)72; es una sucesién
que toma valores en X, y (nj)3, es una sucesion creciente que toma valores
en N (esto es, n, < ng41 Vk € N), decimos que ()72 ; es una subsucesién
de (zn)7Z;-

Sea X un espacio topolégico y (z,,)52; una sucesién que toma valores en
X. Decimos que (x,)°; converge al punto x € X si para cada vecindad
abierta U de x existe un nimero N tal que z,, € U para todo entero positivo
n > N. En este caso decimos que z es el limite de (z,)72, y se denota
lim,,— 0o Tn, = T.

Es claro que toda subsucesién de una sucesion convergente, converge al

mismo limite que la sucesién original. Sin embargo, a diferencia de lo que
ocurre en ciertos espacios con los que estamos mas acostumbrados a trabajar,
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una sucesion puede converger a dos puntos distintos en un mismo espacio.
Ma3s adelante estudiaremos condiciones sobre los espacios topoldgicos para
garantizar que el limite de toda sucesién sea tnico.

Proposicion A.0.4. Sean X un espacio primero numerable, x € X y sean
Ui D U D ... vecindades abiertas de x dadas por el primer axioma de
numerabilidad. Si (x,)22, es una sucesion que toma valores en X tal que
xn € Uy, Vn entonces (z,,)02, converge a x.

Demostracion. Si U es una vecindad abierta de x entonces existe un entero

positivo m tal que U,, C U. Puesto que U; D Uy D ..., se sigue que
U; C U Vi > m. Finalmente, como x; € U; Vi, se tiene que, para i > m,
x; € U; C U. Por tanto, lim,,_,o x, = x, como queriamos. O

Ejemplo A.0.5. Consideremos el conjunto R de los nimeros reales. Para
cualesquiera a,b € R, denotamos

(a,b) ={z €eR | a<x<b}, [a,b] ={x € R | a <z < b},
[a,b) ={z € R | a <z < b}, (a,b] ={z €eR | a <z <b},
(a,00) ={z eR | a <z}, [a,00) ={z e R | a <z},
(—00,b) ={z € R | x < b}, (—00,b] ={z € R | x < b}.

Sea B = {(a,b),(a,0),(—00,b) | a,b € R}. Es facil ver que la
interseccion de cualesquiera par de elementos de B es de nuevo un elemento
de B. A los elementos de B los llamamos intervalos abiertos. Lo anterior
significa que B es base de alguna topologia para R, en wvirtud del Corolario
A.0.2, la cual denotaremos por Tr. Dicha topologia se llama topologia
usual de R. Con esta topologia, R es un espacio topolégico segundo
numerable. En efecto, el conjunto C = {(a,b), (a,00),(—00,b) | a,b € Q} es
numerable y genera la misma topologia que B, por la siguiente razon: Si (a,b)
es un intervalo abierto cualquiera entonces a,b € R y existe una sucesion
decreciente (an)22 y una sucesion creciente (by)02, que convergen a a,b,
respectivamente, tales que an,by, € Q Vn. Por ello, (a,b) = U (an,bn) y
todo elemento de B es generado por elementos de C'.

A.0.2. Interior, Cerradura, Exterior y Frontera

Para cada subconjunto A del espacio topolégico X, clasificamos a los
puntos x € X de acuerdo a si sus vecindades intersecan siempre o no al
conjunto A o a su complemento X\ A.

Definiciéon A.0.6. Sean X un espacio topoldgico, t € X y A C X.
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1. Decimos que x es punto interior de A si existe una vecindad abierta
U de x tal que U C A. Al conjunto de todos los puntos interiores de A lo
denotamos por int(A) y le llamamos interior de A.

2. Decimos que x es punto frontera de A si para toda vecindad abierta U
de x se tiene que UNA # O y UNX\A # 0. Al conjunto de todos los puntos
frontera de A lo denotamos por fr(A) y le llamamos frontera de A.

3. Decimos que x es punto exterior de A si existe una vecindad abierta U
de x tal que U C X\ A. Al conjunto de todos los puntos exteriores de A lo
denotamos por ext(A) y le llamamos exterior de A.

4. Decimos que x es punto limite de A si para toda vecindad abierta U de
x se tiene que U N A # (). Al conjunto de todos los puntos limite de A lo
denotamos por A y le llamamos la cerradura de A.

Las definiciones anteriores son muy ilustrativas en el sentido de que
geométricamente es facil “ver” cudndo un punto es interior o exterior a
un conjunto, o bien si es un punto frontera. Ademas, no es dificil ver que
todo punto x € X satisface una y sélo una de las primeras 3 condiciones
anteriores, y que la cuarta se satisface si y sélo si se satisfacen la primera y
la segunda.

Es conocido que A = int(A) UFr(A) y que A es el conjunto de puntos
tales que cualquiera de sus vecindades abiertas interseca a A. En términos
de elementos bésicos, x € A si y sélo si para cualquier elemento bésico B
que contiene a x se tiene que BN A # ().

Proposicion A.0.7. Si X es un espacio topoldgico primero numerable y
A C X entonces x € A si y sélo si existe una sucesion de puntos de A que
converge a x.

Este hecho se demuestra en [6, p. 36].

A.0.3. Topologias Producto y Cociente
Topologia Producto

Consideremos ahora dos espacios topolégicos X, Y. Nos gustaria definir
una topologia para su producto cartesiano X x Y de tal manera que sea
compatible con la topologia de X y de Y en el sentido de que cuando
proyectemos en X (o en Y) un abierto en X x Y obtengamos un abierto en
X (o enY): La topologia producto en X x Y es la generada por la base

B ={U x V | Ues abierto en X, Ves abierto en Y'}.
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En virtud del Corolario A.0.2, podemos ver que efectivamente 5 define
una base para una topologia de X x Y. En adelante, si tenemos dos espacios
X,Y, al referirnos a X x Y como espacio topoldgico, implicitamente la
topologia que le impondremos sera la topologia producto, salvo que se
especifique lo contrario.

Proposicién A.0.8. Si X,Y son espacios seqgundo numerables entonces
X XY es sequndo numerable.

Podemos encontrar una demostracién de este hecho en [12, p. 218].

Ejemplo A.0.9. Consideremos el espacio R con la topologia dada por el
Ejemplo A.0.5. Para cada entero positivo n € N, definimos inductivamente
una topologia para R™' como la topologia producto de R™ y R. Dicha
topologia se llama topologia usual para R™. Inductivamente podemos ver
que R™ es sequndo numerable para cada n € N.

Otra manera de demostrar que R™ es un espacio seqgundo numerable es
dar explicitamente una base numerable para dicho espacio: Para cada x € R"
y para cada r € Rt denotemos por B.(z) al conjunto

B(z) ={y e R" | [ly — xf[ <1},

donde ||z|| = (2 + ...+ z,%)l/z es la norma wusual en dicho espacio. A
B,.(x) se le llama la bola abierta de radio r centrada en x. Por otra
parte, al conjunto

Cr(z)=(x1 —max1+71) X ... X (Tfy =Ty 2p + 1)

le llamamos el n-cubo abierto centrado en x y de lado 2r. Por
definicion de topologia producto, Cy(x) es abierto en R™. Es conocido que
{By(z) | r > 0,2 € R"} define una base para la misma topologia en R™.

Topologia Cociente

Si tenemos un espacio topoldgico, podemos construir nuevos espacios
por medio de relaciones de equivalencia en dicho espacio. Procederemos a
ilustrar diferentes maneras de construir relaciones de equivalencia en un
espacio topoldgico, para después construir una topologia para estos nuevos
espacios de manera natural.

Si X un conjunto, una relacién de equivalencia ~ es una relaciéon
binaria tal que para cada x,y, z € X se tiene lo siguiente:
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1. z~ux,
2. x ~y=y~ux;
3. T ~Y Y~ 2=~ 2.

Las propiedades 1, 2, 3 se llaman respectivamente reflexividad,
simetria, transitividad. Si z € X, definimos la clase de equivalencia
de x por

2] ={ye X |z ~y}.

Al conjunto de clases de equivalencia lo denotamos por X/ ~ y a la funcién
m: X — X/ ~ definida por x — [z] la llamamos proyeccién canénica o
proyeccion natural. No es dificil ver que clases de equivalencia distintas
son ajenas, y que la unién de todas ellas es el conjunto total.

Si X e Y son conjuntos arbitrarios y f : X — Y es una funcién entonces
para cada y € Y denotaremos f~!(y) := f~1({y}). A f~1(y) se le llama la
fibra sobre y.

Proposicion A.0.10. Sea f: X — Y una funcion sobreyectiva entre dos
conguntos X,Y . La relacion en X dada por x ~ y < f(x) = f(y) es una
relacion de equivalencia en X.

Otra manera de construir relaciones de equivalencia en un conjunto X
es por medio de acciones de grupos en dicho conjunto.

Un grupo es un par (G,o), donde G es un conjunto arbitrario no-vacio

0:GxG—=G
(g:h) = o(g,h) =:goh
es una funcién que satisface las siguientes propiedades:
1. Para cualesquiera g, h,k € G, go (hok) = (goh) ok,
2. Existe e € G tal que goe=eog =g,
1 1

3. Para cada g € G, existe g7! € G tal que gog t =g log=e.

A la funcién o : G x G — G le llamamos operacion del grupo. La
condicién de que o tome valores en GG nos asegura que o en efecto es una
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operacién cerrada en G. La propiedad 1 se llama propiedad asociativa;
al elemento e¢ € G de la propiedad 2 le llamamos elemento neutro de G,
y al elemento ¢! de la propiedad 3 se le llama inverso de g en G.

No es dificil probar que, en un grupo, existe un tinico e € G que satisface
la condicién 2, y para cada g € G existe un tinico g~!' que satisface la
condicién 3. Es comtn identificar el par (G, o) con el conjunto G.

Sea X un conjunto y G un grupo. Una accidén del grupo G en el el
conjunto X es una funcién

P:GxX—=X
que satisface las siguientes propiedades:
L. ®(g1, (g2, %)) = P(g192,2),
2. ®(e,z) =z, donde e es el neutro de G.
Para cada g € GG, definimos

P9 X -5 X
x = ®I(x) = P(g,x).

Por la propiedad 1 tenemos que
(@9 0 @9)(x) = (g1, B(g2, 7)) = P(g192, ) = "% (2),
lo cual prueba que ®9t o $92 = P9192, Por la propiedad 2 tenemos que
() = ®(e,x) =z = Idg(z),

1 1

probando que ®¢ = Idg. En Particular, @90 ®9 = ®99 = ®°¢ = [dx, por
lo que ®9' = (¥9)~1. Esto prueba que ®9 : X — X es biyectiva.

Proposicion A.0.11. Sea X un conjunto y sea ® : G x X — X una accion
de G en X. La relacion ~ dada por

r~y s y=dI(x)
para algin g € G, es una relacion de equivalencia en X.
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Definicion A.0.12. Sea ® : G x X — X wuna accion de G en X. La orbita
de x € X es el conjunto

Go = {3%(2) | g € G}.

Al conjunto X/G = {G, | x € X} se llama espacio de érbitas de la accion
.

Es inmediato comprobar que si ® : G x X — X es una accién de G en
X entonces para cada x € X se tiene que [z] = G, donde [z] es la clase de

equivalencia de la relacién dada por la accién. Por ello, X/G coincide con
X/ ~.

Si X es un espacio topoldgico y ~ una relaciéon de equivalencia en X,
construiremos una topologia para X/ ~ por medio de

7. ={U C X/~ | 7 }(U) es abierto en X}.

A 7. se le llama topologia cociente en X/ ~. Al par (X/ ~,7.) le
llamamos espacio cociente.

No es dificil ver que 7. es una topologia en X/ ~. Para ver una
demostracién de este hecho se puede consultar [12, p. 156].

En adelante, cuando construyamos el cociente de un espacio topoldgico
por una relacién de equivalencia, asumiremos que posee la topologia cociente.

A.0.4. Espacios de Hausdorff y Espacios Normales
Definicion A.0.13.

1. Decimos que el espacio topologico X es un espacto topoldgico de
Hausdorff si para cada par de puntos x,y € X, con © # vy, existen
vecindades U,V de x,y respectivamente, tales que U NV = ().

2. Decimos que el espacio topoldogico X es un espacio topologico Normal
si {x} es cerrado para todo x € X y si para cada par de conjuntos cerrados
C,D C X, con CND =), existen vecindades U,V de C, D respectivamente,
tales que U NV = (.

Claramente, todo espacio topolégico normal es también un espacio de
Hausdorff. En las definiciones anteriores, equivalentemente podemos cambiar
“vecindades abiertas” por “elementos basicos”. La siguiente proposicién es
una caracterizacién de los espacios de Hausdorff.
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Proposicién A.0.14.

1. Un espacio topologico X es de Hausdorff si y sdlo si la diagonal Ax =
{(z,xz) | © € X} es cerrada en X x X.

2. Sea X un espacio topologico. Si X es de Hausdorff entonces cada sucesion
convergente tiene un unico punto limite. El reciproco es verdadero st X es
primero numerable.

Demostracion.
1. La demostracién de esta afirmacién aparece en [5, p. 5.

2. La demostracién de que en un espacio de Hausdorff cada sucesién
convergente tiene un unico punto limite se puede encontrar en [6, p. 32].

Supongamos ahora que X es primero numerable y que cada sucesion
convergente tiene un Unico punto limite y probaremos que X es de Hausdorff.
Sean =,y € X. Puesto que X es primero numerable, existen familias
numerables de vecindades {Uy},{Vi} de z,y, respectivamente, tales que
Upi1 C U,y Vi1 C Vi. Para cada k € N, sea Wy, = Uy N V. Si Wy, = 0
para algin k, ya terminamos, pues Uy, V}, son las vecindades ajenas de x,y
que buscamos; supongamos pues, que para cada k € N existe z € Wy.
Como W}, es subconjunto tanto de Uy como de Vi, y xp € Wy, se sigue que
xy, € Uy, Vi, VE. Por la Proposicién A.0.4 se sigue que ()72 ; converge tanto
a x como a y. Puesto que, por hipdtesis, el limite de una sucesién convergente
es Unico, se sigue que x = y. Esto prueba que X es de Hausdorff. O

Proposicion A.0.15. Sea X un espacio topolégico y sea ~ una relacion de
equivalencia en X . Si espacio cociente X/ ~ es de Hausdorff entonces

R={(z,y) | z~y}

es cerrado en X x X. El reciproco es verdadero si la proyeccion natural m es
abierta.

La demostracién de este hecho puede consultarse en [6, p. 68-69].

Proposiciéon A.0.16. En un espacio de Hausdorff, los conjuntos con un
solo elemento son cerrados. El producto de dos espacios de Hausdorff es de
Hausdorff. Todo subespacio de un espacio de Hausdorff es de Hausdorff.

Demostracion. La demostracién del primer hecho se demuestra en [6, p. 32].
Sean X, Y espacios de Hausdorff, y sean (z1,y1),(z2,92) € X X Y
distintos. Sin pérdida de generalidad, supongamos que x1 # x2. Como X es
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de Hausdorff y x1,22 € X, existen abiertos Uy, Us tales que 1 € Up,xo €
Us, Uy NUz = . De esto se sigue que (z1,y1) € Uy XY, (22,y2) €U XY, y
estos dos conjuntos son abiertos en X X Y por ser producto de abiertos, y
ademds su interseccién es vacia, ya que U; N Us = (). Esto demuestra que el
espacio X X Y es de Hausdorff.

La demostracién del tercer hecho la encontramos en [6, p. 53] O

Ejemplo A.0.17. Sean z,y € R dos puntos distintos. Sin pérdida de
generalidad supongamos x > y. Sea r = (x —y)/2. Puesto que x+r =y —r,
se tiene que (x —r,x + 1) y (y —r,y + 1) son conjuntos abiertos ajenos que
contienen a T ey, respectivamente, probando que R es de Hausdorff con la
topologia usual. Esto significa que R™ es de Hausdorff para toda n € N. Mds
atun, para cada n € N, R™ es un espacio normal. La demostracion de este
hecho puede consultarse en [12, p. 230-231].

Ejemplo A.0.18. Los ejemplos del 1.1.3 al 1.1.5, son ejemplos de espacios
cociente de Hausdorff y los ejemplos del 1.1.3 al 1.1.6 son sequndo
numerables. Sin embargo, la demostracion de estos hechos pertenece a
secciones posteriores.

A.0.5. Compacidad y Conexidad
Compacidad y Compacidad Local

Definicion A.0.19. Sea X un conjunto y A C X. Una cubierta de A en
X es una familia {Cy}acr de subconjuntos de X tal que A C |J ep Co- 51 X
posee una topologia y Cy es abierto para todo o € T', decimos que {Cy }acr
es una cubierta abierta de A en X. Si A CT y A C Jyep Ca, decimos
que {Cq}acn €s una subcubierta de {Cy}acr para A.

En la notacién de la definicién anterior, si A = X y si {Cy}acr €s una
cubierta de X en X, diremos simplemente que {Cy }acr es una cubierta de
X.

Un espacio topolégico X se dice compacto si para cada cubierta abierta
de X podemos encontrar una subcubierta finita. Un subconjunto A C X se
dice compacto si A es un espacio topolégico compacto con la topologia
relativa. Decimos que el espacio topolégico X es localmente compacto si
cada x € X posee una vecindad abierta U tal que U es compacto.
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De la definicién de topologia relativa es inmediato comprobar lo
siguiente: A C X es compacto si y solo si para cualquier cubierta abierta de
A en X podemos encontrar una subcubierta finita.

Proposicion A.0.20. Si X es un espacio topolégico compacto y C C X es
cerrado entonces C' es compacto.

En [12, p. 187-188] encontramos una demostracién de este hecho.

El siguiente teorema también es 1til:

Proposicion A.0.21. Si K es un subconjunto compacto del espacio
topoldgico de Hausdorff X entonces K es cerrado. Mds aun, todo espacio
de Hausdorff compacto es normal.

Este hecho se demuestra en [12, p. 231].

Conexidad y Conexidad Local

Definicion A.0.22. Un espacio topologico X es conexo si los unicos
conjuntos que son abiertos y cerrados a la vez en X son 0,X. Si X no
es conexo, decimos que X es disconexo. Un subconjunto S de un espacio
topoldgico X se dice conexo si S es conexo con la topologia relativa. Una
componente conexa de X es un subconjunto conexo S de X tal que el
Unico conjunto conexo que contiene a S es S mismo. Un espacio topoldgico
se dice localmente conexo si para cada vecindad abierta U de x existe una
vecindad abierta y conexa V de x con V C U.

Es facil ver de la definiciéon que se cumple lo siguiente:
Proposiciéon A.0.23. Las siguientes afirmaciones sobre el espacio
topoldgico X son equivalentes:
1. X es disconezo.
2. Existe un subconjunto propio no-vacio A de X que es abierto y cerrado.
3. X es union de dos abiertos no-vacios disjuntos.

4. X es union de dos cerrados no-vacios disjuntos.

Proposicion A.0.24. Si X es un espacio topolégico y B C X es conexo
entonces:

1. Si B C A C B entonces A es conexo.

2. St B, es conexo Va y By N B es conezo entonces BUJ, Ba es conezo.
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En [5, p. 11] encontramos la demostracién de este hecho. De la
proposicién anterior tenemos el siguiente corolario:

Corolario A.0.25. En cualquier espacio topoldgico X, sus componentes
conexas son cerradas y X es la union disjunta de sus componentes. Si X es
localmente conexo entonces las componentes son abiertas también.

Paracompacidad

Definicién A.0.26. Sea X wun espacio topoldgico y sean {Uy},{Vi}
cubiertas de X . Decimos que {V;} es un refinamiento de {U,} si para cada
i existe a tal que V; C U,. Decimos que la cubierta {U,} es localmente
finita si para cada r € X existe una vecindad abierta U de x tal que
U interseca a solo una cantidad finita de U,. El espacio X se llama
paracompacto si es un espacio de Hausdorff, y si toda cubierta abierta
{Us} de X admite un refinamiento localmente finito, en el cual cada
elemento del refinamiento es abierto en X.

Lema A.0.27. Si X es localmente compacto y sequndo numerable entonces
X admite una base numerable F tal que VB € F, B es compacto.

Demostracion del Lema: Sea B una base numerable para X, y sea
F ={B € B | B es compacto}.

Claramente F es numerable. Probaremos que F es base, utilizando la
Proposicién A.0.1, y habremos terminado. Como X es localmente compacto,
para cada x € X existe una vecindad abierta V,, de x tal que V, es compacto.
Puesto que todo abierto es unién de elementos bésicos, para cada x € X
existe B®* € B tal que + € B* C V,. Entonces B* C V,. Como V,
es compacto y B? es un subconjunto cerrado, por la Proposicién A.0.20
tenemos que B? es compacto. Por lo tanto, la coleccién {B® | z € X}
consiste de elementos basicos que cubren a X y cuya cerradura es compacta.
Como {B® | z € X} es una cubierta para X y {B* | z € X} C F, F es
cubierta para X.

Sean ahora By,Bs € F. Si ¢ € By N By entonces existe B € B tal
que B C Bj N By. Esto implica que B C B; N By; como B; N By es
interseccion finita de compactos, es también un conjunto compacto. Por la
Proposicién A.0.20, B es compacto y B € F. Esto demuestra que F satisface
las condiciones de la Proposicién A.0.1, probando que F es base para X.

Y%
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Proposicion A.0.28. Si X es localmente compacto y sequndo numerable
entonces X admite una cubierta abierta numerable {U, }°° | con la propiedad
de que U, es compacto para todo n y Upy1 DO U,.

Demostracion. Por el Lema anterior, X admite una base numerable F en
la que sus elementos tienen cerradura compacta. Como JF es numerable,
podemos renombrar sus elementos por F = {Bj, Ba, ...}. Para cada entero
positivo m, construiremos los abiertos U,, tales que U, C Upy1 y U, es
compacto, como sigue. Para n = 1, U; = By y claramente U; es compacto.
Como F cubre a X, U es compacto y cubierto por F, por lo que existe una
subcubierta finita de U; dada por elementos de F, de la forma {Bk}?:l.
Sea Uy = U21:1 By,. Como es una unién finita, Uy = U?Zl By, por lo que,
al ser unién finita de compactos, Uy es compacto. En general, si U, tiene
cerradura compacta, definimos U, 1 como la subcubierta finita de U,, dada
por F, digamos que es de la forma {Bk}i’;l. Definiendo U, 41 = UZL:I By,
tenemos que U,y1 es unién finita de compactos, por lo que también es
compacto y U,, C Up11. Ademéds, vamos a pedir que la sucesion {iy, iz, ...}
sea estrictamente creciente.

_ Hemos, pues, construido una familia de abiertos {U, }nen con U, C Upi1
y U, es compacto. Més aun,

[e'e) o0 in 0o
Uv.=UJUBe=UB: =%,
n=1 n=1k=1 k=1

ya que pedimos que la sucesién (i,)5 ; sea estrictamente creciente. ]

Proposicion A.0.29. Si X es sequndo numerable, de Hausdorff y
localmente compacto entonces es paracompacto.

En [5, p. 9] se demuestra este hecho, haciendo uso del Lema anterior.
Proposicién A.0.30. Si X es paracompacto entonces X es normal.

Demostracion. Primero demostraremos el siguiente lema:

Lema A.0.31. Si X es paracompacto entonces X es reqular, es decir, si
C C X es cerrado y x ¢ C entonces existen vecindades abiertas disjuntas
U,V de x,C, respectivamente.

La demostracién de este lema aparece en [5, p. 9-10].
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Volviendo a la prueba de la Proposicién, sean ahora, C, D conjuntos
cerrados y ajenos en X. Para cada ¢ € C, por el lema anterior existen
vecindades abiertas y ajenas V., U, de ¢, D, respectivamente. Como {V_}.cc
es una cubierta abierta de C, tenemos que {V,}.cc U{X\C'} es una cubierta
abierta de X. Sea {W,} el refinamiento localmente finito dado por la
paracompacidad de X y sea F = {W,, | W, N C # 0}. Para cada d € D,
sea Uy una vecindad abierta de d que interseca a un numero finito de
elementos de F, digamos a Wag s Wadk e Como F es subconjunto del

refinamiento de {V.}cec U {X\C} existe ¢g, € C tal que Wa, C Vg, . Sea

U, =UgN ﬂfidl) Ue,, - Como Way, C Voo, v Veu, NU,, = (), se tiene que
U,NW,, = 0. Esto prueba que U} es una vecindad abierta de d que no
interseca a ningin elemento de F. Sean U = Uycp Ug vy V = Uy, er Wa-
Claramente U, V son vecindades abiertas de D, C, respectivamente. Ademas,
como ningin U}, interseca a ningin W,, U NV = (), probando que X es
normal. ]

A.0.6. Continuidad y Homeomorfismos

Ahora estudiaremos uno de los conceptos de topologia mas importantes:
El concepto de funcién continua.

Definicion A.0.32. Sean X,Y espacios topolégicos y sea f: X — Y una
funcion. Decimos que f es continua en x € X si para cada vecindad abierta
V de f(z) existe una vecindad U de z tal que f(U) C V. Si f~1(V) es
abierto en X para cualquier abierto V enY, decimos que f es continua. Si
f:X =Y es continua, biyectiva y f~' es también una funcion continua,
decimos que [ es un homeomorfismo. Dos espacios topoldgicos X,Y se
dicen homeomorfos si existe un homeomorfismo entre ellos.

Es inmediato comprobar que f : X — Y es continua si y sélo si es
continua en x para todo z € X. También podemos ver que f : X — Y es
continua si y sélo si f~1(C) es cerrado en X para cualquier cerrado C en Y.
Ademds, una funcién es continua si y sélo si f~!(B) es abierto para todo B
elemento basico de la topologia de Y.

Proposicion A.0.33. Si f : X — Y es continua enx y g :Y — Z es
continua en f(x) entonces go f : X — Z es continua en x. En particular,
la composicion de funciones continuas es continua.

Demostracion. Sea U una vecindad abierta de g(f(x)). Puesto que g es
continua en f(x), existe una vecindad abierta V' de f(z) tal que g(V) C U.
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Puesto que f es continua en z, existe una vecindad abierta W de z tal que
f(W) C V. Esto implica que

(go )W) =g(f(W)) Cg(V)CU,

probando que g o f es continua en x. O

Por otro lado, un homeomorfismo f entre dos espacios topolégicos X e
Y nos da una biyeccién no sélo entre los conjuntos X, Y, sino también entre
sus topologias. En efecto, si U es abierto en X entonces f~':Y — X es un
homeomorfismo, y por lo tanto es continua. Esto implica que (f~1)~1(U)
es abierto en Y. Como f es biyectiva, (f~1)~1(U) = f(U). Por tanto, la
imagen de abiertos bajo homeomorfismos es abierto. De la misma manera,
si V es un abierto en Y entonces f : X — Y es continua y f~1(V) es
abierto en X. Por lo tanto, a cada abierto en X le corresponde un abierto
en Y y viceversa. Esto nos dice que, aunque dos espacios topoldgicos estén
representados de manera diferente, si estos son homeomorfos entonces son
esencialmente el mismo espacio. Mas ain, idyx : X — X es homeomorfismo;
si f: X = Y es homeomorfismo entonces f~! : Y — X es también

homeomorfismo; y si X i> Y % Z son homeomorfismos, gof:X — Zes
también homeomorfismo. Por tanto, la condicién de ser homeomorfos define
una relaciéon de equivalencia entre los espacios topolégicos y nos permite
clasificarlos de acuerdo a esta relacion.

Ahora daremos una caracterizacién que a veces resulta util para
determinar si una funcién es continua.

Proposicion A.0.34. Si X,Y son espacios topoldgicos y f : X — Y
entonces f es continua si y sélo si f(A) C f(A) para todo A C X.

La demostracién de este hecho puede encontrarse en [12, p. 118-119].

Definicion A.0.35. Sean X,Y espacios topoldgicos. La funcion f : X =Y
se llama abierta si para cada conjunto abierto U C X se tiene que f(U)
es abierto en Y. De la misma manera, f se dice cerrada si la imagen de
cualquier conjunto cerrado en X es también un conjunto cerrado en 'Y .

Proposicion A.0.36. Sean X,Y espacios topologicos. Si f : X — Y
es continua, biyectiva y abierta entonces es homeomorfismo. De la misma
manera, si f es continua, biyectiva y cerrada entonces f es homeomorfismo.
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Demostracién. Puesto que f es biyectiva y continua, resta probar que f~!
es continua. Supongamos que f es abierta, y sea U C X abierto. Puesto
que f es abierta, f(U) es abierto en Y. Por otro lado, f(U) = (f~1)~1(U),
pues f es biyectiva, es decir, la imagen inversa de abiertos en X bajo f~! es
abierto en Y, probando que f~! es continua. La demostracién para el caso
en que f es cerrada es completamente analoga. ]

Proposicién A.0.37. Si f : X = Y es continua y X es compacto entonces
f(X) es compacto.

Una demostracién de esta propiedad puede encontrarse en [12, p. 189].

Proposicién A.0.38. Si f : X — Y es continua y X es conexo entonces
f(X) es conexo en'Y.

Una demostracién de esta propiedad puede encontrarse en [12, p. 170-
171].

Proposicion A.0.39. Sea X un espacio conexo y f : X — R una funcion
continua, donde R tiene la topologia usual. Si f(u) < f(v) y f(u) <r < f(v)
entonces existe x € X tal que f(x) =r.

Podemos encontrar una demostracién de esta proposicién en [12, p. 175].
Por lo anterior, es facil ver que los Unicos conjuntos conexos en R son
los intervalos.

Ahora daremos una caracterizacion de continuidad en espacios primero
numerables.

Proposicion A.0.40. Sean X,Y espacios topoldgicos y f : X — Y. Si
f es continua entonces para cada x € X y para cada sucesion de puntos
en X (x,)52, convergente a x se tiene que (f(xy))5>, converge a f(z). El
reciproco es verdadero si X es primero numerable.

Este hecho aparece en [12, p. 217].

Proposicion A.0.41. Si f,g : X — Y son continuas y Y es Hausdorff
entonces A={x € X | f(z) =g(x)} es cerrado.

Demostracion. Sea z € A y supongamos que xz ¢ A. Esto quiere decir
que f(z) # g(z), por lo que existen vecindades abiertas U,V de f(x), g(z),
respectivamente, tales que f(z) € U,g(z) € V,UNV = (), ya que Y es
de Hausdorff. Puesto que f,g son continuas, f~*(U),g~*(V) son abiertos
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que contienen a x. Si W = f~1(U) N g1 (V) entonces existe p € W N A,
vaque x € W yax € A Como p € A, f(p) = g(p). Sin embargo,
pe W c fYU), por lo que f(p) € U; de la misma manera, g(p) € V,
pero f(p) = g(p) € UNV, lo cual es una contradiccion, ya que U NV = ().
Esto demuestra que z € Ay A = A. O

Espacios Localmente Euclideos

Definicion A.0.42. Sean X,Y espacios topolégicos. Decimos que X es
localmente homeomorfo a Y si para cada x € X existe un par (U, ),
donde U es una vecindad abierta dex y ¢ : U — A CY es homeomorfismo,
donde A es un conjunto abierto en Y. Recordemos que U y A poseen la
topologia relativa correspondiente.

Definicion A.0.43. Decimos que X es localmente euclideo si existe
n € N tal que X es localmente homeomorfo a R™.

Si X es localmente euclideo, existe una familia {(U;, ¢;)}icr tal que
X =U;jer Uiy wi : U = o(U) es un homeomorfismo, donde ¢(U) es abierto
en R™.

Definicién A.0.44. Si X es un espacio localmente euclideo y (U, @) es un
par tal que ¢ : U — @(U) es un homeomorfismo y ¢(U) es abierto de R",
decimos que (U, ) es una carta local. Si x € X y (U, ) es una carta local
con x € U, decimos que (U, ) es una vecindad coordenada de x.

Proposicion A.0.45. Si X es un espacio de Hausdorff localmente
homeomorfo a un espacio de Hausdorff localmente compacto Y entonces X
es localmente compacto. En particular, los espacios de Hausdorff localmente
euclideos son localmente compactos.

Demostracion. Para demostrar esta proposicién, necesitamos el siguiente
lema:

Lema A.0.46. Si X es de Hausdorff entonces es localmente compacto si y
solo si para cada x € X y para cada vecindad abierta U de X existe una
vecindad abierta V' de x tal que V' es un conjunto compacto contenido en U.

Este hecho se puede encontrar demostrado en [12, p. 211].
Volviendo a la Proposicién, si x € X, existe una vecindad abierta U de x
que es homeomorfa a un abierto V de Y, y sea f : U — V el homeomorfismo.

Como U C X y X es Hausdorff, U es Hausdorff. Como V es vecindad
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abierta de f(x) en el espacio localmente compacto Y, el lema anterior
implica que existe una vecindad abierta W de f(x) tal que W es compacto
en Y y que esta contenida en V. Como f : U — V es homeomorfismo,
f~1:V — U es continua y por la Proposicién A.0.37 se tiene que f~1(W)
es compacto en X. Como f~! es continua, por la Proposicién A.0.34 se
tiene que f~1(W) c f~1(W). Como f~Y(W) es compacto en U, el cual
es de Hausdorff, se sigue por la Proposiciéon A.0.21 que f~1(W) es cerrado

en U, por lo que f~Y(W) C f~1(W) = f~1(W). Como f~! es continua,

fY(W) c f~1(W), lo cual, por las contenciones anteriores, implica que
se tiene la igualdad f~1(W) = f~1(W). Esto demuestra que f~1(W) es
compacto, es decir, f~}(WW) es vecindad de z en U con cerradura compacta.
Como f~Y(W) es compacto en U, es compacto en X. Como = € X es
arbitrario, y f~1(W) es vecindad de x en X con cerradura compacta. se

sigue que X es localmente compacto. O

Proposiciéon A.0.47. Sea X un espacio topoldgico sequndo numerable, y
sea ~ una relacion de equivalencia en X. Si X/ ~ es localmente euclideo
entonces también es sequndo numerable.

Demostracion. Para demostrar esta proposicién, necesitamos el siguiente
lema:

Lema A.0.48. Si X es un espacio localmente euclideo, existe una familia
de cartas {(Us, i) bier tal que X = J;c; Ui y ©(U) es una bola abierta en
R™,

Demostracion del Lema: Sea x € X. Como X es localmente euclideo
existe una carta (U, ;) tal que x € U,. Puesto que ¢, (x) € ¢, (Uy) y
0 (Uy) es abierto en R", existe una bola B con ¢(x) € B C ¢, (U,). Si
Ve = (¢2)"Y(B) y ¥r = ¢z|v,, tenemos que (V,v,) es de nuevo una carta
con z € V,. La familia {(V,,¥s)},cx satisface las condiciones del lema. 57

Utilizando el lema anterior, y siguiendo la demostracién que viene en [6,
p. 68], obtenemos el resultado. O

Proposicién A.0.49. El producto de dos espacios localmente euclideos es
también localmente euclideo.

Demostracion. Sean M y N espacios localmente homeomorfos a R™ y R",
respectivamente. Si {(Us, @)} y {(Vj,%;)} son las familias de cartas que
cubren a M y N respectivamente entonces {(U; x Vj,¢; x 1)} son cartas
para M x N, las cuales definen homeomorfismos locales a R x R" = R,
Por ello, M x N es también localmente euclideo. O
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Ejemplo A.0.50. Los ejemplos del 1.1.3 al 1.1.6, son ejemplos de espacios
cociente de sequndo numerables y localmente euclideos. En virtud de la
proposicion anterior, basta probar que son espacios localmente euclideos,
ya que el espacio del cual se toma el cociente es un espacio sequndo
numerable. Sin embargo, la demostracion de este hecho pertenece a la
siguiente subseccion.

Continuidad en Espacios Producto y Cociente

Definicion A.0.51. Sean X,Y espacios topoldgicos. La funcion m @ X X
Y — X definida por mi(x,y) = = se llama proyeccion en la primer
componente. Andlogamente, la funcion m : X XY — Y definida por
mo(x,y) =y se llama proyeccion en la segunda componente.

Proposicion A.0.52. Las proyecciones en la primer y sequnda componente
son continuas y abiertas.

Demostracion. Haremos la prueba sélo para la proyecciéon en la primer
componente, pues la otra es andloga. Sea U un abierto en X. Observemos
que

W U) = {(z,y) € XxY |mi(x,y) €U} = {(2,y) € XxY |2 € U} = UxY.

Puesto que Y es abierto en Y, 7r1_1(U) es abierto en X x Y, por lo que m
es continua.

Sea ahora A C X x Y un abierto. Esto significa que existen {U;}ier
y {Vitier familias de abiertos en X e Y, respectivamente, tales que A =

Uier Ui x Vi

7T1(A) =T (U Ui X Vz) = Uﬂ'l(Ui X Vz) = UUZ‘,

icl il i€l
por lo que 71 (A) es unién de abiertos en X y por lo tanto, un abierto. Esto
demuestra que 7 es abierta. O

Proposicion A.0.53. Sea f: X XY — Z una funcion continua. Siy € Y,
la funcion fy: X — Z dada por fy(x) = f(x,y) es continua.

Demostracion. Sea i, : X — X x Y dada por iy(z) = (x,y). Claramente,
fy = f o1y, por lo que basta probar que i, es continua. Sea U x V un
elemento bésico en X x Y. Observemos que i '(U x V) =0 siy ¢ V' y que
i;l(U x V) =U siy €V, probando que en cualquier caso, i;l(U x V) es

abierto en X. O
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De manera andloga, la funcién j, : Y — X x Y dada por j,(y) = (z,y)
es continua.

Proposicion A.0.54. Sea X un espacio topoldgico y ~ una relacion de
equivalencia en X Si X/ ~ se dota de la topologia cociente entonces
m: X = X/ ~ es continua.

Demostracion. El resultado es inmediato de la definicion de topologia
cociente: Si U C X/ ~ es abierto entonces, por definicién, 7=1(U) es abierto
en X. Como U C X/ ~ es abierto arbitrario, 7 es continua. O

El siguiente criterio nos da condiciones suficientes para que el cociente
de un espacio segundo numerable sea también segundo numerable:

Proposicion A.0.55. Sea X un espacio topoldgico seqgundo numerable y sea
~ una relacion de equivalencia en X. Sim: X — X/ ~ es abierta entonces
X/ ~ es sequndo numerable.

Demostracion. Sea B una base numerable para X y sea 7w : X — X/ ~ la
proyeccién canénica. Probaremos que C' = {7(B) | B € B} es una base para
X/ ~. Puesto que 7 es abierta, C' es una familia de conjuntos abiertos en
X/ ~.SiU C X/ ~ es un conjunto abierto entonces 7~1(U) es abierto en
X, por lo que existe F C B tal que 7~ }(U) = Uper B. Puesto que 7 es
sobreyectiva, U = w(n~ 1 (U)) = m(Uper B) = Ugerm(B), por lo que U es
unioén de elementos de C', probando que C' es base. Puesto que B y C tienen
la misma cardinalidad, C' es base numerable de X/ ~, probando que X/ ~
es segundo numerable. O

Maés de Acciones de Grupos

Definicion A.0.56. Sea I' un grupo. Decimos que I' es un grupo discreto
si I' es ademds un espacio topolégico con la topologia discreta.

Lema A.0.57. SiAC X ysi®:I'x X — X es una accion en X entonces

i) =@ vy e )= x (@) A,

yel yel’
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Demostracion del Lema:
i m(A)) ={re X |nm@x)en(A)}y={recX|x]cn(A)}={zc X |z~aac A}
={zeX |z="a),ac A,yeT}={P(a) |a€ A,v€T}
= J o).

vyel

o7(4) = {(7.2) €T x X | B(7.2) € A} = {(7.2) €T x X | z € (87)7}(A)}
= Ul x @)1 (A).

vyel

\Y%

Definicion A.0.58. Sea X un espacio topologico y I' un grupo arbitrario.
Decimos ® : T' x X — X es una accion continua st & : I' x X — X es
continua.

Proposicion A.0.59. Si I es un grupo discreto entonces la accion ® es
continua si y solo st ®7 es continua para todo 7.

Demostracion. Para cada v € I' tenemos que @7 = ® o j,, por lo que si ® es
continua entonces ®7 es continua (notemos que para esta parte no utilizamos
la hipétesis de que I' es discreto).

Supongamos ahora que ®7 es continua para todo v € I' y sea U un
abierto en X. Observemos que ®~1(U) = Uyer{7}x (®7)~1(U). Puesto que
U es abierto en X y ®” es continua para todo v € T, se sigue que (®7)~}(U)
es abierto en X para cada . Como I tiene la topologia discreta, {7} es
abierto en T, por lo que {7} x (®7)~1(U) es abierto en I' x X. Como ®~1(U)
es unién de abiertos en I' x X, es abierto, probando que ® es continua. [J

Si @7 es continua para cada v € I, se sigue que &7 : X — X es
homeomorfismo, ya que (®7)~1 = ® " Esto implica que, para cada abierto
U, ®Y(U) es abierto. Por ello, la accién ® es continua si y sélo si &7 es
homeomorfismo para cada v € I'.

Proposicion A.0.60. 57 P : ' x X — X es una accion continua entonces
m: X — X/I' es abierta.

Demostracion. Sea U un abierto en X. Observemos que 7 '(w(U)) =
U, er 7(U), el cual es abierto, ya que @7 es homeomorfismo y U es abierto.
Por definicién de topologia cociente, w(U) es abierto y 7 es una funcién
abierta. O
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Corolario A.0.61. Si X es seqgundo numerable y ® : I' x X — X es una
accion continua entonces X/T' es sequndo numerable.

Definicion A.0.62. Si ' actia continuamente sobre un espacio topoldgico,
decimos que la accion de I' es proptamente discontinua por compactos
st para cada conjunto compacto K C X existen sélo un nimero finito de
~v €T tales que yK N K # ().

Definicion A.0.63. Si I' actia en un espacio X localmente compacto,
decimos que la accion es propiamente discontinua si la accion es
continua y si para cualesquiera dos puntos x,y € X que mo pertenecen a
la misma orbita, existen vecindades abiertas U,V de x,y respectivamente,
tales que U N~V =) para todo v € T'.

Definicion A.0.64. Si I' actia en un espacio X localmente compacto,
decimos que la accion es recubridora si la accion es continua y si para
cualquier x € X existe una vecindad abierta U de x tal que UN~U = () para
todo v € T' distinto de e.

Proposicién A.0.65. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto.
Si T actia en X de manera propiamente discontinua por compactos entonces

X/T es de Hausdorff.
La demostracién de este resultado puede encontrarse en [11, p. 174].

Proposicién A.0.66. Sea X wun espacio topoldgico. I' actia en X de
manera propiamente discontinua si y sélo si X/T' es de Hausdorff.

Demostracion. Supongamos que ® es propiamente discontinua y sean
[z],[y] € X/ ~ puntos distintos. Sean U,V vecindades de z,v,
respectivamente, dadas por la discontinuidad propia. Puesto que ® es
continua, 7w es abierta, por lo que m(U) y m(V) son vecindades abiertas
de [z] e [y], respectivamente. Probaremos que estas vecindades son ajenas:
Si [z] € (m(U)Nx(V)) entonces existen u € U y v € V tales que uz y vz, lo
que implica que uv, y por ello existe v € I' tal que ®7(u) = v. Esto significa
que v € YU, por lo que v € V N~U. Esto es una contradiccién, ya que
tenemos V N~yU = (), probando que X/ ~ es de Hausdorff.

Reciprocamente, si X/ ~ es de Hausdorff entonces, para cualesquiera
x,y € X que pertenecen a drbitas distintas, existen vecindades abiertas
y ajenas U,V de [z],[y] respectivamente. Observemos que, por definicién
de topologfa cociente, 7=1(U) y 7~(V) son vecindades abiertas de z,y;
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més atin, son ajenas, pues 7 L(U) N7 Y (V) = a1 (UNV) =7"10) = 0.
Finalmente, observemos que para cada v € I', m(x) = m(¢7(x)), por lo cual,

yr H (V) ={¢"(2) [ m(2) € V} = {z [ m(z) € V} ="' (V).

Puesto que 7~ (U) N7~ Y(V) = 0, se tiene que 7~ 1(U) Ny~ (V) = 0,
probando la discontinuidad propia. ]

Como consecuencia de las dos proposiciones anteriores tenemos el
siguiente corolario:

Corolario A.0.67. En un espacio de Hausdorff localmente compacto, toda
accion propiamente discontinua por compactos es propiamente discontinua.

Proposicion A.0.68. Si® : I'x X — X es una accion recubridora entonces
m: X — X/I es localmente inyectiva.

Demostracion. Sea x € X. Puesto que la accion es recubridora, existe U
vecindad abierta de x tal que yU NU = () para todo v # e. Consideremos
la restriccién 7|y : U — X/I. Sean z,y € U tales que w(z) = w(y). Esto
significa que x ~ y, por lo que existe v € T" tal que ®7(x) = y. Puesto que
x € U, yr € vU, es decir, y € vU. Como y € U, se tiene que U N~yU # (.
Esto implica que v = e por definicién de U. Por ello, y = ®¢(x) =z y 7 es
inyectiva. [

Proposicién A.0.69. Si 7w : X — X/I' es inyectiva, y ' es una accion
continua entonces es homeomorfismo.

Demostracion. Sabemos que 7 siempre es continua y sobreyectiva, por lo
que, por hipotesis, es biyectiva. Sin embargo, como la accién es continua se
sigue que 7 es abierta, probando que es homeomorfismo. O

Corolario A.0.70. Si ® es una accion recubridora y continua sobre X
entonces w: X — X/I' es un homeomorfismo local.

Por lo anterior, ya somos capaces de demostrar que los espacios dados
en los ejemplos 1.1.3, 1.1.4 y 1.1.5 son de Hausdorff, segundo numerables y
localmente euclideos.

Puesto que todos esos espacios se construyeron como cociente en un
espacio segundo numerable, basta probar que son localmente euclideos para
tener que son segundo numerables. Para demostrar que son localmente
euclideos, utilizaremos la proposiciéon anterior, como sigue: Primero
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mostraremos que para cada punto p € X existe una vecindad U en la
cual 7 es inyectiva. Puesto que la accién de cada uno de estos espacios
es continua, tendremos que 7|y : U — U/I' C X/I' es homeomorfismo.
Por ello, (7|y)~! : U/T — U es homeomorfismo local, donde U C X es
un abierto en un espacio euclidiano. Sin embargo, dicha vecindad U puede
construirse como el interior de una regién fundamental, el cual ya sabemos
que existe, tal como lo vimos en cada uno de los ejemplos. Esto demuestra
que estos ejemplos son localmente euclideos y segundo numerables.

Para probar que son de Hausdorff, probaremos que la acciéon que define
a estos espacios es propiamente discontinua.

Ejemplo A.0.71. Para probar que el n-Toro esté definido por medio de una
accion propiamente discontinua, sean x,y € R™. Sea z € R" tal que z ~ y
satisfaciendo que todas y cada una de las coordenadas de z — x pertenezcan
a (—=1,1). Dicho z existe, porque podemos ir restando o sumando de 1 en
1 a las coordenadas de y hasta obtener una diferencia menor que 1 con
respecto a las coordenadas de x. Por definicion de z, existe un n-cubo C
de lado 1 cuyo interior contiene a z y x. Puesto que el interior de C es
abierto y contiene a z y x, existen vecindades abiertas y ajenas U,V de
z, x, respectivamente, totalmente contenidas en C', pues R"™ es de Hausdorff.
Puesto que C es una region fundamental, para todo m € Z™ distinto de cero
se tiene que mU ¢ C, por lo cual mU NV =0 para todo m € Z", probando
que la accion es propiamente discontinua.

Ahora probaremos que T™ es homeomorfo a (S')" = S' x ... x S%.
Consideremos la funcion f : T" — (SH)™ dada por

f([($1, .. ,gjn)]) — (627rix1’ . €2ﬂi$’L).
Primero probaremos que f estd bien definida. Si (x1,...,2n) ~ (Y1, Yn)
entonces eziste (mu,...,my) € Z" tal que (T1,...,2n) = (Y1,---,Yn) +
(mi,....,my) = (1 + mi1,....yn + my). Observemos que €*™%i =

2T Wi MM — G2TWi yq que €' es 2m-periddica y m; es entero. Esto prueba
que [ estd bien definida. Claramente f es sobreyectiva, pues para cada
p € (SHY" emiste (t1,...,tn) € R™ tal que (e1,... eit) = p. Esto implica
que f(1/27(t1,...,t,)) = p. Para probar que f es inyectiva, supongamos que
f([(x1,. . z0)]) = f([(y1,---9n)]). Esto implica que (€271, ... e?itn) =
(e2™1 . e2™Wn), Puesto que e es 2m-periddica, tenemos que x; = y; + m;
con mj € Z, probando que (x1,...,xn) ~ (Y1,...,Yn), ¥ que [(z1,...,2,)] =
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[(y1,.--,yn)]- Lo anterior demuestra que es biyectiva.

Los elementos bdsicos en S' son las imdgenes de intervalos abiertos
bajo la exponencial, exp((a,b)i). Por ello, la imagen inversa bajo f de un
elemento bdsico exp((a1,b1)i) x ... x exp((an,by)i) es 7((a1/2m, b1 /27) x

. X (an/2m,by/2m)) el cual en efecto es un abierto en T™ porque su
imagen inversa bajo la proyeccion candnica es un producto de intervalos
abiertos. La demostracion de que es abierta es muy parecida, por ello f es
homeomorfismo.

Ejemplo A.0.72. Para probar que la Botella de Klein es un espacio
de Hausdorff, haremos lo mismo que en el ejemplo anterior: elegiremos
dos representantes que pertenezcan al interior de una region fundamental,
y como R? es de Hausdorff, acabaremos con los mismos argumentos.
Recordemos que K2 = R?/T', donde

T =(g,h|ghg'h=e)
y @ estaba totalmente determinada por
®(z,y) = (z+1,-y),  O"(x,y) = (z,y+1).

Un cuadrado cerrado de lado 1 es una region fundamental, por lo que, para
p,q € R2, buscaremos encontrar representantes de clase cuyas coordenadas
difieran ambas en menos que 1. Sea p = (x,y) y ¢ = (a,b). Aplicindole
a p la operacion ®9 (o su inversa) suficientes veces, podemos hacer que la
primer coordenada de q difiera en menos que 1 que con la de la imagen de p
bajo esas transformaciones. Posteriormente, aplicdndole a q la operacidn ®"
(o su inversa) suficientes veces, podemos hacer que la sequnda coordenada
difiera en menos que 1, y esto sin alterar la primer coordenada. Con ello,
ambas coordenadas difieren en menos que 1, y hemos probado que la accion
es propiamente discontinua.

Ejemplo A.0.73. Para probar que RP" es de Hausdorff, probaremos de
nuevo que la accion que lo define es propiamente discontinua. Aplicaremos
el mismo argumento para los caso anteriores, con una sutil diferencia: RP"
vendrd dado como el cociente de S*/Zs, donde ®° = idgn y ®'(x) = —x.
En este caso, el espacio que vamos a considerar es la esfera S™, la cual es
de Hausdorff, por tener la topologia relativa a R"*1. La region fundamental
para esta accion consiste de una semiesfera. Para cualesquiera dos puntos
distintos que pertenecen a diferentes orbitas, hallaremos representantes de
ellos que pertenezcan al interior de una misma semiesfera (recordemos que
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al hablar de interior lo consideramos teniendo a S™ como espacio total,
sin pensar que estamos inmersos en R"™1). Para cualesquiera dos puntos
x,y € S", tracemos un circulo mdximo que no pase por ninguno de los dos.
St dicho circulo no separa a x ey, tenemos que la semiesfera determinada
por ese circulo que contiene a x,y es la region fundamental que cuyo interior
los contiene, y aplicando argumentos andlogos a los ejemplos anteriores,
hemos terminado. Si por el contrario, el circulo que tomamos separa a x ey,
tenemos que el circulo no separa a —x ey, por lo que con estos representantes
podemos aplicar el argumento. FEsto demuestra que la accion que determina
a RP™ es propiamente discontinua, y por ello dicho espacio es de Hausdorff.

Ejemplo A.0.74. El ejemplo 1.1.6 nos muestra una accién de R en R? que
no es propiamente discontinua, por lo cual el espacio de drbitas Orb, no
es de Hausdorff. Sin embargo, Orb, si es sequndo numerable y localmente
euclideo. Puesto que R? es sequndo numerable, basta probar que Orb, es
localmente euclideo para tener que Orb, es sequndo numerable:

Observemos que el campo v no tiene puntos criticos. En efecto: la primer
componente se anula si y solo si x = —1,5 y la sequnda se anula si y sélo
six = 0, por lo que no se anulan simultdineamente. Sea p € R?. Como
v no tiene puntos criticos, v(p) # 0, por lo que existe un vector w € R?
linealmente independiente con v(p). Sea o : R — R? la curva dada por
o(s) = p+sw. Dicha curva es una recta que en s = 0 pasa porp y o' (0) = w.
Puesto que v es un campo suave y o es una curva diferenciable, existe € > 0
tal que la restriccion o|(_ ) : (—e,€) = R? satisface:

o no interseca a ninguna curva solucion en dos puntos distintos,

o es transversal al campo, es decir, ninguna curva solucion es tangente a o.

Esto significa que 7 : R?> — Orb, es inyectiva cuando la restringimos a
la imagen de O”(_e’e), es decir, la funcion

moo:(—e€) — Orb,

es biyectiva. Puesto que w es abierta e inyectiva, se sigue que ™o o es un
homeomorfismo en su imagen, probando que Orb, es localmente euclideo.

Ahora probaremos que Orb, no es de Hausdorff: Consideremos los puntos
(—=1,0) y (5,0). Dichos puntos pertenecen a orbitas distintas, a saber, a las
orbitas verticales que pasan por ellos. Ahora, sean B, y Cs las bolas de
radios r y s centradas en (—1,0) y (5,0), respectivamente. Para probar que

173



174

la accion no es propiamente discontinua, basta demostrar que el flujo envia
puntos de {0} x (—=1,—1+7r) al conjunto {0} x (5,5 —r).

Arco-Conexidad

Definicién A.0.75. Sea X wun espacio topoldgico y J = [0,1]. Una
trayectoria en X es una funcion continua f : J — X. Si f(0) = x y
f(1) =y, decimos que f conecta a x con y. Si cualesquiera dos puntos de
X pueden conectarse por una trayectoria f, decimos que X es arco-conexo
0 que es conexo por trayectorias. Un espacio se dice localmente arco-
conexo si todo punto posee una vecindad abierta que es arco-conexa en la
topologia relativa.

Proposicion A.0.76. Todo espacio arco-conexo es conexo. Si un espacio
es conexo y localmente arco-conero entonces es conexo por trayectorias. En
particular, un espacio localmente homeomorfo a R™ es conexo si y sélo si es
arCco-CONETO.

En [5, p. 12] podemos consultar una demostracién de este hecho.
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Apéndice B
Variedades Diferenciales

Proposicién B.0.77. Si (M, D) es una variedad diferencial entonces existe
un atlas A € D numerable tal que B = {U | (U,p) € A} es base para la
topologia de M.

Demostracion. La demostracién se sigue del siguiente lema:

Lema B.0.78. Si (U, ) es una carta admisible de M y si V C U es abierto
en M entonces (V,¢|y) es compatible con (U, ).

Demostracion del lema: Sip € UNV entonces p € V. Por definicién,
¢lv(p) = @(p), por 1o que ply o™ ! = poy|y! = idys, donde V' = |y (V).
Vv

Volviendo al problema, sea V' un abierto de M, m € V' 'y (Up,, pm) carta
admisible con m € U,,. Puesto que V N U,, es abierto en M y M tiene una
base B numerable, existe Bj™ € B tal que m € B C VNU,,. Por el lema,
(B, om|pem ) es compatible con (Up, ¢m), por 1o que (By™, om|pgem) es
una carta admisible. Puesto que los dominios de las cartas admisibles cubren
a M, se sigue para todo abierto V que V = U(U,<p) UNV, por lo que cualquier

abierto V es unién de elementos bésicos de la forma By .

Sea C = Uy abierto en M1 (Bm" s ©m|pem ) }mev. Definamos una relacién
de equivalencia en C por (Bj",@m|pem) ~ (BL , thm| gvm) Sl y sélo si
m

BYm = Bf™. Sea A C C una coleccién que contenga a uno y s6lo un elemento
de cada clase de equivalencia en C. Esto implica que si (U, p),(V,¢) € A
son distintos entonces U # V. Por otro lado, si (U,¢) € A entonces U
es un elemento basico. Como M es de base numerable, A es numerable.
Finalmente, como todo abierto es unié de elementos de B = {U | (U, p) €
C}={U| (U,p) € A}, se sigue que B es base para la topologia de M, como
queriamos. O
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Proposicién B.0.79 (Existencia de Funciones Meseta). Las funciones
meseta existen.

Demostracion. Sea w : R — R dada por

lt) = {exp(—l/(l —2)) st < 1,

0si[t| > 1.

Por su definicidn, esta funcién es de clase C*> en (—1,1) y en R\[—1, 1], por
lo que ahora debemos demostrar que esta funcién es diferenciable en =+1.
Esto, por definicién, es equivalente a

k

. d 20y _
i, e 0(1/(1 ) =0

para k € NU {0}.

Lema B.0.80. Para cada entero positivo k se tiene que

lim zFe % =0.
z—+0o0

Demostracion del Lema: Observemos primero que, por la Regla de
I’Hopital,

2k kzk-1

lim zFe™? = lim = = lim =k lim zF e 2,
z—+00 z—4o00 e? z—+oo e? Z—>—400
por lo que, si demostramos que la igualdad es verdadera para k = O,

habremos terminado por induccién. Sin embargo, es bien conocido que
lim, 400 €% = 0, por lo tanto, tenemos el resultado.

El lema anterior implica que, para cualquier polinomio P(z), se tiene
lim, ;o P(2)e™* = 0. Es comun referirse a este resultado diciendo que “la
exponencial crece méas rapido que cualquier polinomio”.sy

Siz:(—1,1) = R viene dada por z(t) = 1/(1 — t?) para t € (—1,1) se
tiene que t — +1 siy sélo si z — +o0. Puesto que lim,_, | o e7* = 0, tenemos
que la igualdad es verdadera para k = 0. En adelante, nos restringiremos

at € [—1,1]. Observemos que 2z’ = 2t/(t? — 1) = —2tz y que f = e =.
Probaremos por inducciéon sobre k que ‘fi%” = Pi(t,z)e %, donde Py es

algin polinomio en dos variables. Para k = 0, la afirmacién es claramente
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verdadera. Supongamos ahora que es verdadera para k =1,...,n — 1. Para
k = n, se tiene que

d"w d
Wf = 2 (Pac(t,2)e7%) = (P (t,2) = 2t2Poa(t,2))e

OP,_ .,
= ([ 5 (t,z) — 2tz o 1(1‘,,2)] — 2tzP,_1(t, 2))e "

Puesto que P,(t,z) = P! _,(t,z) — 2tzP,_1(t,z) es un polinomio en ¢ y z,
tenemos el resultado. Por todo lo anterior, tenemos que

k

, d 2 _ , —z , —z
thill T exp(—1/(1 —t%)) = tgrir[ll Py(t,z)e * = zEI—Poo Pi(£1,z)e* =0,
Z—r+00

pues Py(=£1, z) es un polinomio en la variable z. Por tanto, w € C*°(R).

Sea wi : R — R dada por

ffoow(s)ds
2 w(s)ds’

—00

w1 (t) =

Como w es diferenciable, no-negativa y vale cero exactamente en R\[—1, 1],
la integral del denominador es es un nimero positivo bien definido igual
a f_llw(s)ds. Ademds, w; es no-decreciente, vale 0 en (—oo,—1] y vale 1
en [1,00). Definiendo ahora wy(t) = wi(3 — 2t), se sigue que wy es una
funcién diferenciable que vale 1 en (—o0,1] y vale 0 en [2,00). Finalmente,
consideremos la funcién f : R®™ — R dada por

f (@) = wa(][xl]).

En R™\{0}, ||z|| es una funcién diferenciable, por lo que f también lo es; sin
embargo, f también es diferenciable en 0, ya que w2 es localmente constante
alrededor de 0. Esta funcién satisface las condiciones de una funcién meseta,
lo cual prueba que estas funciones si existen. ]

Proposicién B.0.81. Sean f,g € C*>(M) funciones tales que f|; = gly,
donde U es vecindad abierta de m € M. Si vy, € T, M entonces vy, (f) =

Vi (9)-

Demostracion. Sea V una vecindad abierta de m con cerradura compacta,
tal que V' C U. Consideremos una funcién meseta p € C°°(M) que satisfaga

177



178

plx)=1sizeVyplx)=0siz¢U. Observemos que p- f = p- g en todo
M, por lo que

Um(p)g(m) +vim(g)p(m) = vm(p- g) = vm(p- f) = vm(p) f(m) +vm(f)p(m).

Puesto que f(m) = g(m), se sigue que vy (g)p(m) = vm(f)p(m). Como
p(m) =1, terminamos la demostracién. O

Proposicién B.0.82. Si (M, g) una variedad riemanniana y o € QY(M)
es una I-forma entonces existe un campo vectorial X € X(M) tal que
9(X,Y) =a(Y) para todo Y € X(M).

Demostracion. Sea o € QY (M) y sea (U, ) una carta en M. Observemos
que @*g dada por

*g(u, ) () = g(peu, pu0) (¢~ (2))
define una métrica riemanniana en ¢(U). De la misma manera,

P a(v)(@) = a(pw)(p™ (2))

define una 1-forma en p(U). Para el caso R™ es conocido que el resultado
anterior es verdadero, es decir, si g es una métrica riemanniana en R" y
a € QF(R™) entonces existe un campo X € X(R") tal que g(X,Y) = a(Y)
para todo Y € X(R"). Por ello, existe un campo vectorial Xy € X(¢(U))
en p(U) que satisface lo anterior para la métrica ¢*g y la 1-forma ¢*a. Si
Y € X(M) entonces

0" (9(0:X0,Y)) = 0*9(Xu, ©*Y) = p*a(¢*Y) = " (a(Y)),

por lo que g(p« Xy, Y) = a(Y). Sea X € X(M) dado por X (m) = p. Xy (m)
si m € U. Probaremos que X estd bien definido y habremos terminado,
pues X es el campo vectorial que buscdbamos: Sim € M y (U, ) vy (V, )
son vecindades coordenadas de m, tenemos que probar que ¢. Xy v Y. Xy
coinciden en U N'V. Para ello, probaremos que ¥*g(¢* 0. Xy, Y) = a(¥.Y)
para todo Y € X(¢(V)).

Vg o Xu, Y) = gl Xy, 0:Y) = a(i:Y).

178



Indice alfabético

1-forma
Asociada a una Conexion, 111
Valuada Vectorial, 109

Campo Vectorial, 63

m-relacionado, 111

Completo, 84

Dependiente de Pardmetros, 83

Extensién de, 83
Dependiente del Tiempo, 80
Supensién de, 82

Hamiltoniano, 99

Horizontal, 108

Tangente a una Distribucién,

102

Tangente a una Subvariedad, 65

Vertical, 106
Conexién

1-forma Asociada, 111

Buena, 117

de Ehresmann, 107
Coordenadas

Verticalmente Adaptadas, 106
Corchete

de Derivaciones, 70

de Lie, 71

de Poisson, 98

Derivacién, 66
Corchete de Derivaciones, 70
Puntual, 36
Distribucién
Involutiva, 102
Regular, 101
Suma Directa, 102

Ehresmann
Conexién de Ehresmann, 107
Primer Teorema, 128
Segundo Teorema, 131
Encaje, 59

Fibracién, 103

Flow Box, 78
para campos no-auténomos, 82
Teorema, 79

Flujo, 80

Gradiente, 93
Grupo
1-paramétrico de
difeomorfismos, 84

Haz Fibrado, 103
Globalmente Trivial, 103
Isomorfismo de Fibrados, 104

Localmente Trivial, 103
Morfismo de Fibrados, 104

Inmersion, 53
Integral Primera, 75
Intervalo Maximo, 78

Levantamiento Horizontal
de Campos Vectoriales, 114
de Curvas, 117

Lie
Corchete de Lie, 71
Derivada de Lie, 66

Poisson
Corchete, 98
Variedad, 99

179



180

INDICE ALFABETICO

Producto

de Curvas, 126
Pull-Back, 74
Push-Forward, 73

Rango, 49
Teorema, 50

Subhaz, 101
Submersion, 52

Teorema
de Existencia y Unicidad, 76
Bolzano-Weierstrass, 18
de Rectificacién Global, 138
de Rectificacion Local, 136
del Flow Box, 79
para Campos no-Auténomos,
82
del Rango, 50
del Valor Regular, 50
Dependencia de Paramteros, 84
Existencia de Particiones de la
Unidad, 31
Primero de Ehresmann, 128
Segundo de Ehresmann, 131
Topologia
Inducida por wuna Inmersion
Inyectiva, 54
Toro, 9
Transporte Paralelo, 125
Trayectoria
de un Campo Auténomo, 75
de un Campo no-Auténomo, 80

Variedad
de Poisson, 99

180



Bibliografia

1]

[2]

8]

[9]

William M. Boothby, An Introduction to Differentiable Manifolds and
Riemannian Geometry, Second Edition, Academic Press, Inc.

John Milnor, Analytic Proofs of the “Hairy Ball Theorem” and the
Brouwer Fized Point Theorem,
http://people.ucsc.edu/~lewis/Math208 /hairyball.pdf, a 12 de junio de
2012.

Michael Spivak, Cdlculo en Variedades.

C. Godbillon, Dynamical Systems on Surfaces, Springer-Verlag,
Universitext.

Ralph Abraham, Jerrold E. Marsden, Foundation of Mechanics, Second
Edition, Addison-Wesley.

John M. Lee, Introduction to Topological Manifolds, Second Edition,
Springer, 2010.

R. Flores Espinoza, Yu. M. Vorobjev, Linear Hamiltonian Systems and
Symplectic Geometry, Textos de Mateméticas Avanzadas 2, Diciembre,
1997.

Ralph Abraham, Jerrold E. Marsden, Tudor Ratiu, Manifolds, Tensor
Analysis, and Applications, Second Edition, Springer.

William B. Gordon, On the Completeness of Hamiltonian Vector Fields.

[10] Lecture 39, Math 634, 12/3/99, Poincaré-Bendizon Theorem,

http://www.math.byu.edu/~grant /courses/m634 /199 /lec39.pdf, a 12
de junio de 2012.

[11] Thurston, The Geometry and Topology of Three-Manifolds.

[12] J. R. Munkres, Topologia, Segunda Edicién, Prentice-Hall, Madrid,

2002.

181



