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Introduccion

La teoria de juegos es una rama de las matematicas que analiza las interacciones
estratégicas entre individuos racionales llamados jugadores en situaciones donde los re-
sultados dependen de las acciones o decisiones que ellos tomen. Por lo tanto, su objetivo
principal es determinar las decisiones que lleven a obtener el mejor beneficio a los juga-

dores, ya sea que maximicen sus ganancias o que minimicen sus costos.

Con el notable avance de otras ciencias y de las areas matematicas como la probabili-
dad y los procesos estocésticos, en los tltimos anos, la teoria de juegos ha experimentado
un desarrollo significativo, encontrando aplicaciones en campos tan diversos como la eco-

nomia, la biologia, la politica y la informatica.

Existen varias clases de juegos: cooperativos o no cooperativos, estaticos o dindmicos,
deterministas o estocasticos. En particular, el estudio de juegos dindamicos estocasticos se
puede dividir, por ejemplo:

1.- Segtn la cantidad de jugadores.

2.- Segun el tipo de espacios de estados:

a) espacio numerable;

b) espacio de Borel (subconjunto de Borel de un espacio métrico separable y

completo);
3.- Segun el horizonte de planeacién (cantidad de etapas):

a) Horizonte finito;

b) Horizonte infinito;

4.- Segun la relacién que exista entre las ganancias y pérdidas de cada jugador:
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a) Juegos de suma cero (La ganancia de un jugador es igual a la suma de las

pérdidas de los otros);

b) Juegos de suma no cero;
5.- Segtn el indice de funcionamiento:

a) Pago total;
b) Pago descontado;

c¢) Pago promedio.

En este trabajo nos centramos en el estudio de juegos dindmicos estocasticos de suma
cero con dos jugadores, considerando espacios de estados de Borel bajo el criterio de pago
descontado con horizonte infinito, y total con horizonte finito. Especificamente estudiare-
mos las condiciones que garantizan la existencia del valor del juego y un par de estrategias
optimas. Todos los resultados los ejemplificaremos con una clase particular de juegos lla-
mados juegos-LQ. Estos son juegos donde el proceso de estados evoluciona de acuerdo

a una dindmica lineal y el pago es cuadrético. De aqui el nombre LQ (Linear-Quadratic).
El trabajo esta estructurado de la siguiente manera:

En el primer capitulo se presenta el modelo de los juegos estocasticos que estudiaremos
en esta tesis, asi como su interpretacién. Ademas, se define el concepto de estrategia y se
establecen criterios de optimalidad, junto con el concepto de funcién valor de un juego.
También se establecen hipdtesis y suposiciones que los juegos estudiados deben cumplir.

Esta seccién se apoya principalmente en algunos resultados encontrados en [4].

En el segundo capitulo se estudian juegos con horizonte finito. En particular se de-
muestra la existencia del valor del juego, asi como de estrategias éptimas. La principal

fuente de referencia para este capitulo es [11].

De manera similar, el tercer capitulo presenta el estudio de juegos con horizonte infinito.

Al igual que en el primer capitulo, la referencia principal es [4].

Finalmente, el cuarto capitulo aborda los Juegos-LQ). Se verifica que las hipdtesis
establecidas a lo largo del trabajo se cumplen para este caso especifico y se resuelve
completamente. Ademas, se incluyen graficas que complementan la comprension de este

tipo de juego. Este capitulo se fundamenta principalmente en resultados de [8].
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El resto de la bibliografia se emplea mayormente para remitir a los lectores a pruebas
detalladas sobre resultados necesarios para la realizacion de las demostraciones presenta-

das en esta tesis.



Preliminares

En este capitulo introducimos conceptos y definiciones que usaremos durante el desa-

rrollo del presente trabajo.

0.1. Espacios de Borel y kernels estocasticos

Un subconjunto de Borel X de un espacio métrico completo y separable es llamado
espacio de Borel, y su o-dlgebra se denota por B(X). Un subconjunto de Borel de un

espacio de Borel es también un espacio de Borel.

Sean X y Y espacios de Borel. Para este trabajo, cuando se dice “medible”nos referimos

a “Borel medible”.

Definicién 0.1.1. Un kérnel estocdstico en X dado Y es una funcion P(:|-) tal que

i) P(:|ly) es una medida de probabilidad en X para cada y €Y fijo;
ii) P(D|-) es una funcidn medible en'Y para cada D € B(X) fijo.
P(dz|y) denota la medida de probabilidad asociada a y € Y que, para D € B(X), nos
arroja la probabilidad condicional P(D|y).
El conjunto de todos los kernels estocdsticos en X dado Y se denota por P(X|Y).
Denotamos por M (X) al conjunto de todas las funciones medibles u : X — R y por

M,(X) al subconjunto de todas las funciones acotadas en M (X ). Por otro lado, se denota

por Cy(X) al conjunto de todas las funciones continuas en M,(X). Asi, se tiene que

Cy(X) C My(X) C M(X).

4
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Dado un espacio de Borel X, denotemos por P(X) a la familia de medidas de probabilidad
en X.

Observaciéon 0.1.1. A menos que se diga lo contrario, a lo largo del siguiente trabajo de
tesis suponemos que P(X) estd dotada con la topologia débil, de modo que una sucesion
i en P(X) converge débilmente a una medida p (p, = p) si [ udp, — [udp para cada
u en Cyp(X). Ademds, bajo la topologia débil, para cualquier espacio de Borel X :

i) P(X) es un espacio de Borel. (Consulte [6], pdgina 91)

ii) Si X es compacto, P (X) también lo es. (Consulte [10], Teorema II 6.4.)

0.2. Multifunciones y selectores

Sean X y A espacios de Borel no vacios.

Una multifuncién F' de X a A es una funcién tal que F'(x) es un subconjunto no

vacio de A para cada x € X.

Definicién 0.2.1.  a) Una multifuncion F' de X a A es medible si
FYU)={ze€eX:Flx)nU # 0}

es un subconjunto de Borel de X para cada conjunto abierto U C A. A una multi-
funcion F se le llama valuada en los cerrados si F(x) es un conjunto cerrado
para toda © € X. A su vez, esta es valuada en los compactos si F(x) es un

conjunto compacto para toda x € X.

b) La grdfica de la multifuncion F es el subconjunto de X x A definido como
GrF :={(x,a) 1z € X,a € F(z)}

Decimos que F tiene una grdfica medible si GrF estd en B(X x A).

c) Fr denota al conjunto (valuado singularmente) de funciones medibles f : X — A
tales que (z, f(x)) estd en GrF, esto es, f(x) € F(z) para cada x € X. Una funcion

f € Fr es llamada selector de la multifuncion F.



Capitulo 1

Juegos estocasticos de suma cero

En este capitulo introduciremos la clase de juegos estocasticos de suma cero de dos
jugadores en los que estamos interesados. También presentaremos el criterio de optimali-
dad y las hipdtesis que se utilizaran para el desarrollo de este trabajo. Denotaremos por

J1 y J2 a los jugadores correspondientes.

1.1. Modelo de un juego estocastico GMpg

Consideremos el modelo de juego de suma cero de dos jugadores
GMp :={X, A, B,Ks,Kg, F,p,7}

donde:
i) X es el conjunto de todos los estados posibles del juego. Asumiremos que X es un
espacio de Borel.

ii) A y B son los espacios de accién para los jugadores J1 y J2, respectivamente, y

también se asume que son espacios de Borel.

iii) K4 y Kp son subconjuntos de Borel no vacios de X x A y X x B, respectivamente.

Para cada z € X

A(z) :={a € A: (z,a) € K4}
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iv)

representa el conjunto de las acciones admisibles para J1 en el estado x del juego.

Anélogamente,
B(z):={be B: (z,b) € Kg}

denota el conjunto de las acciones admisibles para J2 en el estado x del juego. Asi,

se define
K:={(z,a,b): 2 € X,a € A(x),b € B(x)},

que es un subconjunto de Borel de X x A x B. (Consulte el Lema 1.1 en [9])

F: X xAxBxR — X es una funcién que define el proceso de estados del juego.

Es decir, asumiremos que el juego evoluciona de acuerdo a la ecuacién
Tip1 = (x4, ap, by, €0), t € No

donde z; € X y (at,b;) € A(x;) x B(x;) representan el estado del juego y las acciones
elegidas por los jugadores J1 y J2 al tiempo ¢, respectivamente. Ademads, {s;} es

una sucesion de variables aleatorias i.i.d con densidad p que toman valores en R.

r : K — R es una funcién medible que denota la funcién de pago y representa una

ganancia para J1 y, a su vez, un costo para J2.

Un juego estocastico GMp es jugado de la siguiente manera:

En cada fase t = 0,1,..., J1 y J2 observan el estado actual x; = x € X del juego y,

de manera independiente y con base en una estrategia (se define en la siguiente seccién),

escogen acciones a; = a € A(x) y by = b € B(x) respectivamente. Como consecuencia de

esto sucede lo siguiente:

(1)
(2)
(3)

J1 recibe una ganancia inmediata r(z¢, at, by).
J2 paga un costo de r(x, as, by).

El sistema se mueve a un nuevo estado x;,; = 2’ € X conforme a la ley de evolucién

dada por el kérnel estocastico
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Q(D|z,a,b) := Plxiy1 € D|wy = x,as = a, b, =], D € B(X)

:/ 1p [F(z,a,b,s)] p(s)ds, D e B(X), (1.1.1.1)

donde 1p(-) denota la funcién indicadora del conjunto D. Una vez que el juego se

encuentra en el estado 2/, J1 y J2 repiten el proceso.

La meta de J1 es maximizar su ganancia a lo largo de las fases del juego mientras que el

objetivo de J2 es la de minimizar su costo.

Denotaremos P4(x) := P(A(z)) v Pp(z) := P(B(z)) para cada x € X. Entonces,
x+— Pa(x) y 2 — Pp(x) definen multifunciones de X a P(A) y de X a P(B), que serdn

denotadas por P4 y PPpg, respectivamente.

1.2. Estrategias

Sea Hy= Xy H, =K x H,_; parat=1,2,.... Para cada t un elemento
hy = (iUo,@o?bm -~axt71>at71abt71>$t)

de H, representa la historia del juego hasta la etapa t. Una estrategia aleatorizada 7 para

J1 es una sucesiéon © = {m,t = 0,1,...} de kernels estocésticos m; en P(A|H;) tal que
7Tt<A(SCt)|ht) =1 \V/ht S Ht, t= O, 1, e

Denotamos por II a la familia de estrategias de J1.

Una estrategia m = {m;} es llamada de Markov si m; € P(A|X) para cadat = 0,1, ...,
esto es, cada m; depende solamente del estado actual z; del sistema. El conjunto de todas
las estrategias de Markov de J1 se denota por IIy;. Una estrategia de Markov 7 = {m;}
se dice ser una estrategia estacionaria si existe f € P(A|X) tal que m, = f para cada
t=0,1,... . En este caso, la estrategia estacionaria m sera identificada por f. Denotamos
por IIg al conjunto de todas las estrategias estacionarias de J1. De este modo, claramente

se tiene que

IIg C 11, C II.
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Los conjuntos de estrategias aleatorizadas, de Markov y estacionarias para J2 se definen

de forma analoga y las denotaremos como I', ")/, I's, respectivamente.

Sea (€2, F) el espacio medible que consiste del espacio muestral Q := (X x A x B)™®
y su o—algebra producto F. Entonces para cada par de estrategias (m,v) € Il x I' y
cada estado inicial z € X, por el Teorema de C. Ionescu-Tulcea (consulte [1], pagina
109, [6], pagina 80), existe una unica medida de probabilidad P7 y proceso estocastico
{(z¢,as,bt),t = 0,1,...} definido en (2, F) en una forma candnica, donde z;, a; y b
representan el estado y las acciones de J1 y J2, respectivamente, en la etapa t = 0,1, ... .

El operador esperanza con respecto a P, se denota por E7.

1.3. Ciriterio de optimalidad

Definicién 1.3.1. Sea o € (0,1) un numero fijo. Definimos la funcion de pago -

descontado esperado como

Jo(x,m,7) = E7

iatr(xt,at, bt)] : (1.1.3.1)

t=0

para cada par de estrategias (m,7) y cada estado inicial x. Al nimero « se le llama “factor

de descuento”.

Definicién 1.3.2. Consideremos nuevamente un factor de descuento o € (0,1). Para

n=1,2,..., definimos la funcion de pago esperado para un juego en n etapas como

Jo(z,7,7) = EI7

nzatr(l“taanbt)] : (1.1.3.2)

t=0
Estudiaremos el caso en el cual el modelo del juego esta bien definido, es decir,

supsup | Jo(z, 7, 7)| < 00, Vze X. (1.1.3.3)
mell vel’

Observacién 1.3.1. La condicion (1.1.3.3) se cumple si r es acotada. En efecto, si

|r(z,a,b)| < M para alguna constante M, entonces

Zat |7 (¢, ar, by)|

t=0

E™ < E™

Tl -« 1—a«

i ot M
t=0

M M
:Eml }: , V(my)ellxT x e X.
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Dado que

oz, ™) < ETY

Zat |7 (4, at,bt)|]

t=0

se llega a que

M

Ja 7 Y S
[Jaa,m )] < T

<oo, V(my ellxD,zelX.

Para introducir el primer criterio de optimalidad necesitamos los siguientes conceptos.
Definicién 1.3.3. Para cadan = 1,2, ..., las funciones

Ly (x) := sup inf J,(z,7,7)
rell VET

Un(z) := inf sup J,(x, 7, 7)
YEL reln

son llamadas funciones de valor infertor y superior, respectivamente, para el jueqo en

n etapas.

Observacién 1.3.2. Notemos que para ™ € Il y 4 € T' arbitrarios

oz, 7, %) < sup J,(z,m,7),

mell
de donde
inf J,(x,7,7v) < inf sup J,(z, 7, 7),
~yel YEL eIl
por lo que

sup inf J,(z,7,v) < inf sup J,(z, 7, 7).
rell VEL Y€l renl

Ast, podemos concluir que en general L,(-) < U,(-).

Si se cumple que L,(z) = U,(z) para toda x € X, entonces la funciéon comun es

llamada valor o funcién valor del juego en n etapas, y se denota por V,,(+).

Definicién 1.3.4. Consideremos un juego en n etapas.

i) Una estrategia 7 € 11 es optima para J1 si

Up(x) < Jp(x, 7", 7) para cada y €' yx € X.
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ii) Una estrategia v* € I' es dptima para J2 si

L,(x) > Jo(x,m,v%) para cada ™ €1l yxv € X.
Si se cumplen i) y i), entonces (7*,7*) es un par de estrategias Sptimas, o bien
punto stlla para el juego.

Proposicién 1.3.1. La definicion anterior es equivalente a decir que (7*,~*) es un par

de estrategias optimas i

Un(z) = ’1yr€1£ Jp(x, 7 y) y  Ly(z) = Slelg Jn(x, ™, ~").

Esto se deduce de lo siguiente:

(=)

Si

Un(z) < Jp(z,7*,y) Vyel, ze X
entonces
Un(z) < ;relg Jo(x, 7 y) Vo e X;
Y como
Jp(x, 7" y) < Slelg Jp(x,m,y) Vyel, ze X,

entonces

inf J,(z,7*,v) < inf sup J,(z,7,v) = U,(z) Vx € X.
~yer V€L rell

Por lo tanto U, (x) = 1’n£ In(z, 7", 7). Ademds, si
vE

L,(x) > Jo(x,m,y") Vrell, ze X
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entonces
L,(x) > sup J,(x,m,v") Vo e X;
mell
y dado que
Jp(x,m,~y") > inlﬁ Jo(z,m,y) Voell, z e X,
vE
entonces

sup Jp,(x, m,v*) > sup inf J,,(x,m,7v) = L,(z) Ve X.
mell rell 7€l

Por ende Ly, (x) = sup J,(z,m,v").
well

(<)

Por otro lado, si

Un(z) = ;Iellfﬂ Jo(z, 7 y) Vee X

entonces
Un(z) < Jp(x,7*,v) Vyel, zeX,
Y St
L,(z)= Slelg Jp(x,m,v") Ve e X
entonces

Ln(x) > Jy(x,m,v*) Vo ell, x € X.

Esto prueba la equivalencia.

Observacion 1.3.3. Conociendo el par de estrategias optimas para un juego estocdstico

GMp es sencillo alcanzar el valor del juego. Es decir, si (1*,~7*) son un par de estrategias
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optimas, por Definicion 1.5.4

Las funciones de valor y el par de estrategias 6ptimas para J,(z, 7, ) se definen de

forma similar. En particular, el valor del juego lo denotaremos como V.

1.4. Hipodtesis y suposiciones

(a) Para cada estado x € X, los conjuntos no vacios A(x) y B(z) de acciones admisibles

son compactos.

(b) Para cada (z,a,b) € K, r(z,-,b) es semi-continua superiormente en A(z), y r(z, a, -)

es semi-continua inferiormente en B(x).

(c) Para cada (z,a,b) € K y cada funcion v € M,(X), las funciones

/ v[F(z,-,b,s)]p(s)ds y / v[F(z,a,-s)] p(s)ds
R R

son continuas en A(z) y B(z), respectivamente.

(d) Existe una constante M > 0 y una funcién medible w : X — R tal que w(z) > 1
paracadaxr € X y

r(z,a,b)] < Mw(z) ¥ (v,a,b) € K, (1.1.4.1)

y, ademds, (c¢) se cumple al sustituir v por w.

(e) Existe una constante 1 < v < é tal que

/]Rw [F(z,a,b,s)] p(s)ds <vw(z), V (z,a,b) € K (1.1.4.2)



Capitulo 2

Juegos estocasticos con horizonte
finito

En este capitulo se demuestra que los juegos estocasticos GMpr de suma cero con
horizonte finito tienen valor. A partir de este hecho, mostraremos que existe un par de

estrategias ptimas.

2.1. Preliminares

Sea n un entero positivo. El juego estocastico de n etapas en el cual los jugadores juegan
hasta la etapa n es llamado juego de horizonte finito. Sean 7 y v las estrategias de
J1y J2, respectivamente. Entonces el pago esperado en el juego esta dado por J,(z, 7, )

como en la Definicién 1.3.2.

Antes de introducir los resultados principales, es necesario establecer cierta notacién y
resultados preliminares. Primero que nada, por la Hipdtesis 1.4(a) y la Observacion 0.1.1
ii), notemos que las multifunciones x — Py (z) y 2 — Pg(z) introducidas en el capitulo

anterior son medibles y valuadas en los compactos.

Sean z € X, p € Pa(x) y A € Pg(x). Definimos

R \) = /B(x) A(x)r(x,a,b)u(da)A(db), (2.2.1.1)

14
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y para cada conjunto de Borel D € B(X),

O(Dl, 11, A / / Q(D|z, a, b)u(da)\(db),

de modo que

/Xu(y)Q(dy|x,u, /x)/@/ Q(dy|z, a, b)u(da)\(db). (2.2.1.2)

Definicién 2.1.1. Para cada funcion medible u : X — R definimos su w-norma como

u(x
full = sup 4D
rex w()
donde w es la funcion introducida en la Hipdtesis 1.4(d). Denotamos por B, (X) al espacio

lineal normado de todas las funciones medibles w en X para las cuales ||ull,, es finita.

Observacién 2.1.1. B, (X) es un espacio de Banach. En efecto, consideremos My(X)
el espacio de Banach de funciones medibles v : X — R acotadas bajo la norma del

supremo

[ul| := sup [u(z)].
zeX

Notemos que B, (X) es un espacio completo ya que si {u,} es una sucesion de Cauchy

Unp, ,
con la w-norma, entonces {—} es de Cauchy en la norma del supremo. Asi, dado que
w

u
Mb(X) es espacio de Banach, se puede deducir la existencia de una funcion — tal que
w

u wu
— — —. Es posible notar que — = u € B,,(X) serd el limite de la sucesion {u,} con
w w w

la w-norma. De aqui se sigue que By, (X) es un espacio de Banach.

Para cada u € B,(X) v (z,a,b) € K, definimos

H(u;z,a,b) :=r(z,a,b) + a/ u(y)Q(dy|z, a,b) (2.2.1.3)

X

F (w2, 1, 0) = 7z, 1 ) + a / w()O(dylr, 1. M),

X

donde el primer y el segundo término son como en (2.2.1.1) y (2.2.1.2), respectivamente.

Observacion 2.1.2. Verificando para funciones indicadoras, simples, positivas y final-

mente para funciones u € B, (x) en general, veremos que en el contexto (1.1.1.1) se tendrd
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v /Xu(y)Q(dy|1:,a,b):/]RU[F(:E,a,b,S)] p(s)ds. (2.2.1.4)
Ademis,

O(Dl, 1, A /B(x /@ [/ 1o [F(z,a,b,5)] p(s)ds] 1(da)\(db). (2.2.1.5)
Consecuentemente

/Xu( )O(dy|z, 1, A / /A(x V F(z,a,b,s)] p(s)ds} p(da)\(db).  (2.2.1.6)

Por convencion, a partir de aqui, usaremos
[ Qi) = [ uFwgns)] os)ds
X R

Dicho esto, para el desarrollo de este trabajo podemos tomar

H(u;z,a,b) =r(x,a,b) + a/}Ru [F(z,a,b,s)| p(s)ds. (2.2.1.7)

H(u;x, p, \) = 7z, g, \) + a/ u [F(m,u, )\,s)} p(s)ds (2.2.1.8)

R

Observaciéon 2.1.3. Agrupando de la manera adecuada, es posible obtener que

H(u;x, p, ) = 7z, o1, \) + oz/]Ru [F(l‘, [y A, s)} p(s)ds

= / / H(u;x,a,b)u(da)\(db).
B(z) J A(x)

Definimos al operador de Shapley como

Tou(z) = sup inf H(uwz,pN), Yue By(X),
HEP 4 () A€PB(2)

o bien

Tou(z) = sup  inf {f(x,,u, A) + a/ u [F(m,u,)\, s)} p(s)ds} , Yu € By, (X).

HEP 4 (z) AePp(x) R

Por las Hip6tesis 1.4(b) y 1.4(c), asi como por el Teorema A.0.2, sabemos que en P 4(z)

y en Pp(x) se alcanzan en el maximo y el minimo, respectivamente. De este modo,
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es posible reemplazar supremo e infimo por méaximo y minimo, respectivamente, en la

ecuacién anterior, y obtener que

T,u(x) == max min {f(x,u,A)—ka/

HEP A(z) NeP p(x) R

u [F(x, Iy A, s)} p(s)ds} , Yu e B,(X).
que tambien puede ser expresado como

T, = m4 i H(u;x, pu, A B, (X). 2.2.1.
)= B e ) Ve e B0 (229)

Dicho todo lo anterior, solo falta tener en cuenta el siguiente Lema para poder probar
la existencia del valor y el par de estrategias optimas en juegos estocasticos GMp de

horizonte finito:

Lema 2.1.1. Suponga que se cumplen las Hipdtesis 1.4. Entonces, para cada u € B, (X):

a) Tou(z) = min  méx H(u;x, u,\).
(a) (=) AP p(z) pEP A(x) ( #A)

(b) Ezisten selectores medibles fo € Fp, y go € Fp,, tales que, para toda x € X,

Tau($): max ﬁ(u7$,ﬂ,go(l’))

HEP 4(z)

= min H(u: A

\anin (u; z, fo(z), )

= ‘f{(u;xa fo(@), go(z)). (2.2.1.10)

(c) Tou estd en B, (X).
Demostracién. Tomemos una funcién u € B, (X) arbitraria.

(a) Por las Hip6tesis 1.4(c) y 1.4(d), la integral en (2.2.1.3) es continua en a € A(x) y
b € B(x). Es por este hecho y por la Hipétesis 1.4(b) que para cada (x,a,b) € K
la funcién H(u;x,-,b) es semi-continua superiormente en A(x) y H(u;x,a,-) es
semi-continua inferiormente en B(z). De aqui, ademds considerando la topologia
débil que asumimos para las medidas de probabilidad y aprovechando el Teorema
de Convergencia Monoéntona (vea el Teorema C.0.2), podemos obtener que la fun-
cién H(u;z,p, \) es semi-continua superiormente en p € P4(z) y semi-continua
inferiormente en A\ € Pg(x) [consulte [7], Lema 2.3]. Mds atin, podemos notar que

H(u;x, 1, A) es concava en
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H(uyz,tpg + (1 —t)pe, N) = /B( ) [/A( )H(u;x,a, b)(tpi(da) + (1 — t)ug(da))} A(db)

/A(@ { /B @)H (u; 2, a, b)A(db)} (tpi(da) + (1 — t)pua(da))

—¢ /A . [ » H(u: 2, a, b)A(db)} 11 (da)

+(1—1) /A( | {/B( )H(u;x,a,b))\(db)} po(da)
= tH(u; z, iy, \) + (1 — ) H (u; @, 1o, \)

= H(ujz,tps 4+ (1 — g, \) < tH(u;x, pr, N) + (1 — ) H (uw; z, po, \)

donde el cambio en el orden de integracién en la segunda linea es posible gracias
al Teorema de Fubini (vea el Teorema C.0.3). De forma andloga, se puede probar
que ]:I(u, x, 1, A) es convexa en A. Asi, viendo que ﬁ(u, x, i, A) satisface todas las

condiciones que pide el Teorema de Ky Fan (vea el Teorema B.0.3), se obtiene que

Tou(z) = méx min H(uwz,u,\) = min  mix H(u;z, u,\
(@) neP a(z) AP p(z) ( #A) A€Pp(z) peP 4 (x) ( #A)

(b) Definamos

Hy(z,p) == /\Er]rr}ll;rgm) H(u;x, i, \) (2.2.1.11)

para cada z € X y pu € P4(z). De lo establecido en el inciso anterior, Hy(z,-) es
semi-continua superiormente en P 4(x). Por lo tanto, por la Observacién 0.1.1 ii) y

el Teorema B.0.2, existe fy € I'p, tal que

Hy(z, fo(x)) = méx Hy(z,n) VzeX.

pEP 4(x)

Asi, obtenemos que

H — mj m  H(u: \). 2.2.1.12
1(z, fo(z)) x| min (u; x, p1, \) ( )

De este modo, combinando (2.2.1.9) y (2.2.1.12), se obtiene que

Tou(z) = Aergg%x) H(u;z, fo(z),\).



Juegos estocdsticos con horizonte finito 19

Similarmente, podemos definir

Hy(z,\) = #gpiﬁ)ﬁ(um,m A),

y por argumentos similares, sabemos de la existencia de gy € Fp, tal que

Tau(x) = max IN{(U, T, [, go(l'))
pEP 4(x)

Luego, es claro que

min .H(U,{L‘,f()(lv),)\) S .EI(U,JZ, fO(I)uQO('r)) S max ]:I(u,m,u7go(x)),
AeP () HEP A(z)

pero como

min  H(u; z, fo(z),\) = Thu(z) = méx H(u;z, 1, golx
i A, fola), ) = Taule) = mix (w0, 90(2))

se llega a que

Tou(r) = H(u; z, fo(x), go())

(¢) Como u € By (X), ||u|lo > % o bien, ||ull,w(-) > |u(-)|. Por esto, y por (1.1.4.1)

y (1.1.4.2), tenemos que para cualquier (z,a,b) € KK,

|H (u; z,a,b)| =

r(z,a,b) + a/]Ru [F(z,a,b,s)]p(s)ds

< [r(z,a,b)] +

a/ wlF(z,a,b,s)] p(s)ds
R

< r(w,a,b)] +a/R|u[F(x,a,b, 9]l p(s)ds
< |r(z,a,b)| + Oz/]R l|ul|ww [F(x,a,b,s)] p(s)ds
< Mw(x) + ||u||wa/]Rw [F(x,a,b,s)] p(s)ds

< (M + avl|u||,)w(z) (2.2.1.13)
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Luego, aprovechando (2.2.1.10) y (2.2.1.13), tenemos que para toda = € X

Tou(z)| = [H(w; z, fo(x), go(x))]
/ H(u; x,a,b)(fo(z))(da)(go(x)) (db)

< / ; / [H (s 2,0,)| (fol)) (da) (g0()) (db)
< [ [ 00 vl (o)) (o) ) = (O + o)

lo que implica que

T,
sup [Tauz)| = [|[Toullw < M+ av||ul|, < oco.
zex  w(7)

De aqui se concluye que T,u estd en B, (X).

2.2. Teorema de existencia del valor y del par 6ptimo

para el caso de horizonte finito

Teorema 2.2.1. Suponga que se cumplen las Hipotesis 1.4. Entonces el juego estocdstico
GMyp de horizonte finito tiene valor y J1 y J2 tienen estrategias optimas de Markov.
Mas ain, si V,, es la funcidn valor para el juego de n etapas, entonces V,, € B, (X) y
Vo(z) =T, V,-1(z) para cadan > 1.

Demostraciéon. Definamos las siguientes funciones:

= min méax {f(x,,u, A+ a/ |78 [F(x,,u, A, s)] p(s)ds} , nelN.
R

)\GIPB(I) HEP 4 (I)
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Como Vj =0 € B, (X), por Lema 2.1.1 (c) se tiene que para cada n € Ny, V' € B, (X).
Entonces, para cada n € Ny, por Lema 2.1.1 (a),
Vi(z) =TV, (x)

= min méx HV' ,;z, pm\
seBot) B AV s 2)

= méx min H(V' ;2,1\ 2.2.2.1
x| min H (Voo ) ( )

y por Lema 2.1.1 (b), existen selectores medibles f,—; € Fp, v g,—1 € Fp, tales que

Vi(z) = ToV, 2 (x)

n

= méx H(V' 2,1, gni(z))

HEP 4(z)
= min H(V' iz, fu_i(x), A
sanin  H(Viy; @, faoa(2), M)
= H(V; 312, facr(2), gna (2)). (2.2.2.2)
Ahora para n € IN definimos
T = {fa1, fa—2, ., fo} (2.2.2.3)
Tn = {gn—17gn—27 "'790} (2224)

*

donde f; € F'p, y g; € IFp,, son los respectivos maximizadores y minimizadores para V%

como en (2.2.2.2) para:=0,1,....,n — 1.

A continuacién probaremos que, para cadan, V) = L, = U, =V, y que 1, y ¥, como
en (2.2.2.3) y (2.2.2.4), respectivamente, son estrategias de Markov éptimas para J1 y J2,

correspondientemente.
Procederemos por inducciéon matematica:

» Paran =1, zg = x y cualquier par de estrategias arbitrarias 7, = { fo}, Y1 = {go},
por la definicién de J; en (1.1.3.2),

Jl(l’,??l'l,?}/l) = E;Arl;yl [T(Io, ao,bo)] = ...

...:/B( )/A( )'r(xo,ao,bo)(fo(a:o)(dao))(go(:cg)(dbo)) = #(a, fol), dol))-
(2.2.2.5)
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Notemos que ambas estrategias tienen un solo componente que toma la forma

fo =p € Py(x)y go= A€ Pg(x). Es decir, en ambos casos las estrategias son un
conjunto que consta de una sola medida de probabilidad que considera tinicamente
el estado inicial del juego. Por esto, cualquier estrategia en este caso es de Markov.
Dicho esto, por (2.2.2.5) y por la definicién de H en (2.2.1.8),

~ ~

H(07 T, [, /\) = f{<0a €, fO(x)a QO(Z')) = 7:(1', fO(x)v QO(x)) = Jl(xa ﬁ-la ’3/1)
Combinado lo dicho anteriormente con (2.2.2.1),
Vi (z) = méax min H(0;z, 1, \)

peEP 4 AePp

= méx mi H(0;z, f(x),g9(z))

felFp, geFpy

= maxmin J;(x, 7, )
mell ~el

=sup inf Jy(x,m,v) = Ly(x).

rell Vel

Mas aun,

Vi'(z) = min mdx H(0; z, 1, )

= min mdx H(0;z, f(x), g(x))

9€Fp fEFP ,

= minmax Jy(x, 7
~el mell (@, 7,7)

= inf sup Ji(z, 7, 7v) = Uy (x).
Y€l rem

Por lo tanto,

Vi(z) = Li(z) = Ur(x) = Vi(2),

es decir, la funcién valor para el juego de 1 etapa y es V{*(x). Por otro lado, por
(2.2.2.2),

Vi(z) = H(0;z, fo(x), go(2)) = Ji(x, m1,m),

lo que implica que (71,7 ) es un par de estrategias éptimas de Markov para el juego

de 1 etapa.
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» (Hipoétesis de Induccién) Supongamos que para n =k — 1 se cumple que
Viii(@) = Ly 1 (2) = Up1(2) = Vi (2) = Jpa (2, o1, Y1)

es decir, V' ;(z) es la funcién valor para un juego de k — 1 etapas y (mx—1,7%—1) €s

un par de estrategias de Markov optimas para este.

= Ahora probaremos que lo anterior se cumple para n = k. En efecto, sea

Y& = (Gn-1, Gn-2, ---, Jo) una estrategia arbitraria para J2. Entonces,

Vi(z) = TV (z) = min mzix){f(x, 1)+ a /R Ve, [ﬁ’(m, u,)\,s)] p(s)ds}

)\GIPB(w) ,LLEIPA(.’E

_ min){f(x, Fer(),\) +a /R Ve, [F(x, fk_l(x),A,s)} p(s)ds}

)\GIPB(QZ

e fia (@), (0) + @ [ Vi [P fra(@). e (@), )] ls)ds
R
[teramos esta desigualdad:

V@) < (o fialair(e)) + o [ Vi [P fia(e).diato), )] pls)ds
< 7o fir(@) i)+ o [ VL)@l fior, i)
(). Gsr (x))
/X [ s i) + o [ Vi LGIQUE i u2) | Qe ior, )
(

k 1

< (o fi@hdir ) + [ 7o fia) s () Qe fir i)
ot [ / Vi a(2) Q21 foan Go2) Oyl fi v, G5 r)

< 7@, fot (), Go1(2)) + QB 1, a1, by)]
rat [ [ i st diat) + 0 [ Vi QI fin i

(dz\l'a fr—2, ﬁmz)@(dy\x, fr-1, ﬁkq)

< (@, fro1(2), o) + BT [r(zy, a1, b1)] + 2B % [r (29, ag, by)]+
4 AP ETR (2, ag, by )]

< ET[r(z0, ag, bo)] + aET % [r(zy, a1, by)] + a2 E™ % [r(xy, ag, by)]+
A "B [ (2, ag, by )],
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de modo que se obtiene que

k—1
Vi (x) < BT Zatr(xt,at,bt)] = Ji(x, T, Vi) (2.2.2.6)

t=0

~

Similarmente, para una estrategia arbitraria para J1 7, = (fk,l, fk,Q, s fo),

Vi (@) = Ji(, T, 0)- (2.2.2.7)
De (2.2.2.6) se tiene
sup inf Jy(x,m,v) > inf Jp(z, 7, v) > Vi(x), (2.2.2.8)
rell vEL yer
y de (2.2.2.7)
inf sup Ji(x, 7, 7v) < sup Jp(z, 7, v) < Vi (2). (2.2.2.9)
V€L el mell

Asi, de (2.2.2.8) y (2.2.2.9) obtenemos
Uk(x) = inf sup Jk('r?ﬂ-aﬁ)/) < ‘/k*(x) < sup il’l£ Jk(x7W’7) = Lk(l’),

vel reln rell 7€

de donde llegamos a que
Vi (x) = Li(x) = Uy(x) = Vi(2),
es decir, el valor para el juego de n etapas existe y, por la hipétesis de induccion,
Vi(x) = TVi_1(x).
Por otro lado, por (2.2.2.6) y (2.2.2.7)
Je(x, e, Y) > Vi(x) > Ji(x, T, ye), Ve € 10, A €T,
en particular para (mg, ;) € I x T

Vi(z) = Je(x, T, ),
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esto es, (7, x) es un par de estrategias de Markov éptimas. Por lo tanto,
Vk(l‘) = T‘/;C—l('r) - Jk(l‘y 7Tk77k)a

lo que completa la prueba.



Capitulo 3

Juegos estocasticos de horizonte

infinito

En este capitulo estudiaremos el caso de juegos con horizonte infinito. Especificamente
mostraremos la existencia del valor del juego, asi como un par de estrategias optimas.
Antes de abordar estos problemas, primero introduciremos una serie de resultados que

utilizaremos en nuestro estudio.

3.1. Preliminares

Consideremos nuevamente el modelo G My introducido en el Capitulo 1 y la funcién de
pago a-descontado esperado J,(z, 7, v) como en (1.1.3.1). Las funciones de valor inferior

y superior a-descontado son

Lo(z) := sup inf J,(z,m,7),
mell YEL

Us(x) := inf sup J,(z,7,7).
Y€l el
Buscamos probar que L,(-) = U,(+-) de modo que la funcién valor V, () para el juego
a-descontado exista. Para hacer esto, es necesario mostrar propiedades de contraccion

del correspondiente operador de Shapley 7T,,.

26
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Definicién 3.1.1. Sea (S,d) un espacio métrico. Un mapeo T : S — S es de contraccion

st existe un numero real 0 < 7 < 1 tal que
d(TSl, TSQ) S Td(Sl, 82)

para cada s1,S2 € S. En este caso T es llamado modulo de T

Proposicién 3.1.1. (Teorema del Punto Fijo de Banach) Un mapeo de contrac-
cion T en un espacio métrico completo (S,d) tiene un unico punto fijo s*. Mds ain,
d(T"s,s*) < 7t"d(s,s*) para cada s € S, n = 0,1,..., donde T es el médulo de T, y
Tm .= T(T"1) para cadan = 1,2, ..., donde T° es el mapeo identidad.

Lema 3.1.1. Bajo las Hipdtesis 1.4, el operador T, definido en (2.2.1.9) es un mapeo de

contraccion en By, (X), con médulo T := va (Can v como en (1.1.4.2)).

Demostracion. Para empezar, notemos que T, es un operador mondtono, es decir, si u
y @ son funciones en B, (X), y u > @, entonces T,u(x) > T,u(x) para cada x € X. Esto

se deduce de las siguientes relaciones:

u>u = a/Ru[F(x,a,b, s)|p(s)ds > a/]Rﬂ[F(x,a,b, s)|p(s)ds vV (x,a,b) € K

= r(x,a,b)+a/}Ru[F(m,a,b,s)] (s)ds > r(z,a b)—l—oz/]R [F(z,a,b,s)|p(s)ds

vV (x,a,b) € K
= H(u;z,a,b) > H(t;z,a,b) vV (z,a,b) € K
= / / H(u;z,a,b)u(da)\(db) / / H(t;z,a,b)u(da)\(db)

V (x,a,b) € K
= H(uz,p,\) > H(@w, 1, \)

= sup inf H(uz,puN\) > sup inf H(@z, p )
MGIPA(I) AE]PB(I) MGIPA( ) E]PB( )

= Tyu(z) > T,u(z).

Por otro lado, por (1.1.4.2), para cada ntimero real k > 0

To(u+ kw)(x) < Tyu(z) + vakw(z) Ve e X,u € B,(X). (3.3.1.1)
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En efecto:

T.(u+ kw)(z) = méx min H(u+ kw;z, u, A
(s ku)a) = mix min o)

= max min/ / H(u + kw; z,a,b)u(da)\(db)
B(z

,LLEIPA(:C) AE]PB(I)

— méx min /B . /A (m)( rab)+a R(u+kw)[F(x,a,b,s)]p(s)ds) u(da) \(db)

HEP 4 (z) AEP B (o)

= mix min / / r(z,a,b) + u[F(x,a,b,s)]p(s)ds
HEP A(z) AEPB(2) J B(x) J A(x) R

a/]Rkw[F(x,a, b, s)]p(s)ds)u(da))\(db)

< miéx min / / r(z,a,b +a/uF:c,a,b,s p(s)ds
HEP () MePB0y J By Ja(a) ( ( ) & [F'( )]p(s)
+ Vozk’w(x)> p(da)A(db)

< méx min / / r(z,a,b) —i—oz/u[F(x,a,b,s)]p(s)ds w(da)A(db)
HEP A() AP B @) J B(x) R
+ vakw(x)

< méx min H(u;z,v,\) + vakw(z)
,U«E]PA(I) )\GIPB(:C)

< Tyu(z) + vakw(z).

Ahora, para verificar que 7T, es una contraccion, escogemos arbitrariamente u y 4 en
B, (X). Como u < t+4w|u—1il|,, por la monotonicidad de T,, y (3.3.1.1) con k = ||[u—10||4,

se sigue que
Tou(z) < To(u+ kw)(z) < T,u(r) + vakw(x),
es decir,

Tou(z) — Tyu(z) < vallu — al|,w(x).

Si ahora intercambiamos u y @ obtenemos

Tou(z) — Tau(z) > —vallu — al|,w(zx),
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de manera que
|Tou(z) — Tou(z)| < valu — al|,w(z).

Por tanto, tomando 7 := v, obtenemos que ||[Thu — Thall, < 7l|u—al,, lo cual de-

muestra lo que se queria. [ ]

Lema 3.1.2. Sean M, w y v como en las Hipédtesis 1.4, sean m € Il y v € I estrategias
arbitrarias para J1 y J2, respectivamente, y x € X un estado inicial. Entonces para cada
t=0,1,..

(a) B w(z,)] < v'w(z),
(b) |ETY [r(@s, ar, be)] | < Mv'w(z), y

(c) lim o' ET[u(z;)] = 0 para cada u € B, (X).

t—o00

Demostracién. (a) Para t = 0 se sigue directamente. Como xy = z es dado
E™w(x)] = w(r) = v w(z).
Ahora, si t > 1, por Hipotesis 1.4(e) y la propiedad de Markov de P]” se tiene

EXw () b1, ap—1, be—1] = / W[F(x4-1, a1, b1, 5)]p(s)ds
R

< vw(xi_q).
Por lo tanto, aplicando la propiedad de la doble esperanza,
EF[ED [w(w) b1, a1, b ]] < B [pw(w)],
es decir,
EX w(z)] < vED [w (1))
Iterando esta desigualdad obtenemos
E7 w(w)] < vED [w(zes)] < VEw(ze2)] < .. <V ETw(zo)] = V' E [w(x)] =

llegando finalmente a (a).



Juegos estocdsticos de horizonte infinito 30

(b) Observemos que por Hipétesis 1.4(d) se tiene que
|7 (zy, g, b)| < Mw(zy) VE=0,1,...,
de manera que, por (a),
E7[[r (2, a0, be)|] < EDY [Mw(xy)] = ME [w(z,)] < Mv'w(x)

concluyendo que (b) se cumple.

(c) Por definicién de w-norma y por la parte (a) de este Lema, tenemos
o' B [u(xy)] < o' B [|u()]] < offlull EF [w(ze)] < o [ullur'w(z) = (av)[|ullw (),
de donde, como 0 < a < av < 1,
lfm (o) ||ul|pw(z) = 0
t—o00
Anélogamente podemos obtener que
o' B [u(r)] = —(ow)|Juflww(z)
y que
o t _
Jin —(a) (o) = 0
Asi,
0 = lim —(av)"|ullww(z) < lim o' EX [u(z;)] < Wm (av)|jull,w(x) =0
t—o00 t—00 t—o00

por lo que (c¢) se cumple
[

Definicién 3.1.2. Sean f € Fp,, g € Fp,,, y sea H como en (2.2.1.8). Definimos el

operador

Ry : By (X) — By (X), u— Rygu,
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Rpgu(z) :== H(u;z, f(x),g(x)) Yz € X. (3.3.1.2)

Lema 3.1.3. El operador Ry, es un operador contraccion en B, (X) y Jo(x, f,g) es su
unico punto fijo en B, (X).

Demostracién. El hecho de que Ry, es un operador de contraccién en B,,(X) con mddu-

lo 7 := av se sigue al utilizar argumentos similares a los del Lema 3.1.1:

Por lo tanto, Ry, tiene un unico punto fijo uys, en B, (X), es decir,
Urg = ngUfg (3313)

De (3.3.1.2) y (3.3.1.3) tenemos entonces que uy, es la tnica solucién en B, (X) de la

ecuacion

wpola) = 7o @) gfa)) + o [ g [Plo. fa)ale)lp(s)ds, Vo € X
— (o flaoe) o [ un)Qyle. fa).gla)). Vo€ X, (3314)

Ademas, al iterar (3.3.1.3) y (3.3.1.4) se cumple que

n—1
Ufg(l') = R}Lgufg(l‘) = E;{g Zatr(l‘ta f(xt>ag(xt)) + anEgg[U’fg(xn)]
t=0
para toda z € X y n > 1, donde E/9[u = [y u(y)Q"(dylz, f,9), y Q"(:|z, f,g) es el

kernel de transicion de n pasos del proceso de Markov {x;} al usar f y g. Finalmente,
por el Lema 3.1.2 (¢) y tomando n — oo, vemos que por (1.1.3.1), ur,(x) = Jo(z, £, g)

para cada x € X. [ ]
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3.2. Teorema de existencia del valor y del par é6ptimo

para el caso de horizonte infinito

Para presentar el resultado principal de este capitulo, primero debemos recordar del

Teorema 2.2.1 que

Vo(x) =Ty Va1 (2)

paracadan > 1y z € X, con Vy(-) = 0. Esto es, de la Definicién 1.3.3,

Vn<x) = sup inf Jn(a:, T, ’y)
rell VET

= inf sup J,,(x,m,7y) Vze X.
V€L rell

Ahora consideraremos el caso cuando n — oco. El siguiente teorema nos dice, entre

otras cosas, que la sucesion {V,,} converge geométricamente a V,, en la w—norma.

Teorema 3.2.1. Supongamos que las Hipotesis 1.4 se cumplen. Sea v la constante en

(1.1.4.2), y definamos T := av. Entonces:

(a) La funcion de valor a-descontado V,, es la inica funcion en B, (X) que satisface

Tava = vou Yy

Mr™
1 —

Ve, = Vallw < Vn=1,2,...

(b) Eziste un par de estrategias dptimas.

Demostracién. Por Lema 3.1.1 y el Teorema de Punto Fijo de Banach (Proposicién

3.1.1), T, tiene un unico punto fijo V* en B, (X), es decir,

T.V*=V*

T — V¥l < 7"lu— V¥]w Vu € By(X),n=0,1,..

Por lo tanto, para probar (a) y (b) tenemos que mostrar que

(3.3.2.1)
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M
(i) V™ estd en B, (X), con norma ||V, < T
-7

(ii) Vi = V*.

Para probar (i), sean m € Il y v € I estrategias arbitrarias para J1 y J2, respectiva-

mente, y sea x € X un estado inicial arbitrario, entonces (i) se cumple del Lema 3.1.2

dado que
A ET |r(xy, ar, by)| < Mafviw(z), vVt e N,
lo cual implica
ZatETW 7 (¢, ag, by)| = ZEM latr (2, a, by)| < f: ]1\/[w(:r) _ Muw(x)
= =0 P —av  1-71

con 7 := av. Ahora, recordando que

Z o |r(z, ay, bt)l] = Z E |04t7”(55t7 Qat, bt)‘

t=0 t=0

|[Jol,m,7)| < BT

y puesto que m € Il y v € I' son arbitrarios, tenemos

M
Vi) < M@ e x,
1—17
es decir,
14 (x)‘g M , Vo e X.
w(x) 1—7
Entonces
V*@)| M
ig? w(x) —1-7

por lo cual se cumple

VA < ——
IVl <~
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donde
1—71

Luego, utilizando que
Vo =T Vo1 =T0Ve Yn=0,1,..., V; =0,
y por (3.3.2.1) con u = 0, llegamos a que
Vi = V¥l = T30 = V¥l S 7|0 = VIl = 7] = V¥l = 7" [V |0 <
donde por transitividad

M n
V=Vl < 7=

es finito, lo que implica que V* € B, (X). Més atn, 7"|V*||, < .

Mr™

Mr™
1—17’

Para probar (ii), notemos que por la igualdad T7,V* = V* y por Lema 2.1.1, existen

f« € Fp, v g. € Fp,, tales que, para cada x € X,

V()= sup H(V*jz,p,g.(z))

pEP 4(x)
= inf HWV* .z, fu(z),\
R (V*5z, fiu(x), N)

Observemos que (3.3.2.4) puede ser escrita como

V(@) = 7z, fu(2), g.(x)) + a /R V' B, f.(2), 9.(2), )] pls)ds
= e £, gu(@) + o [V @)QUdn o, £.(0).9.(0)

X

(3.3.2.2)

(3.3.2.3)

(3.3.2.4)

Ahora bien, del Lema 3.1.3 se sigue que V*(z) = J,(z, fs, g«). Por lo tanto, y a su vez

considerando (3.3.2.2), se tiene

Tl feg) = sup [ﬂx,u,g*(x))m [ e @)D @l )

HEP 4 () X

para toda x € X. Aqui podemos hacer uso resultados estandar de programacién dinamica,

de modo que llegaremos a que

Jo(x, fiy gs) = sup Jo(z, 7, gs).
mell
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Similarmente, pero ahora considerando el infimo como en (3.3.2.3) tenemos

Ja(% fer g*) = inf Ja(:L‘, f 7)'
yerl’
Consecuentemente

Ja(, fur04) = SUp Ja(, 7, 0.) > inf sup Jo(z, 7, 7).
mell Y€l rell

Ademas,

Jo(x, fiy i) = Inf Jo(x, fo,y) < sup inf J,(z,7,7).
yel rell YEL

Por lo tanto,
sup inf J,(z, 7, 7v) = Jo(z, f«, g«) = Inf sup J,(z, 7, 7),

mell 7ET Y€l ren

es decir,

La(x) = Ja(x,f*,g*) = Uoz(x)?

lo que implica que la funcién V,(z) existe, y que ademds
Volz) = V¥(x) = Jo(z, fi, g)

paratodaz € X, donde f, g. son las estrategias é6ptimas para J1 y J2 respectivamente. m



Capitulo 4

Juegos Lineales - Cuadraticos
(Linear-Quadratic LQ)

En este capitulo se estudiara una clase particular de juegos estocasticos de suma cero,
los llamados juegos-LQ. La caracteristica principal de estos juegos es que el proceso de es-
tados {z;} evoluciona de acuerdo a una ecuacion en diferencias lineal, y la funcién de pago
por etapa es cuadratica. Especificamente demostraremos que los juegos-LQ) satisfacen las
Hipotesis 1.4, y por lo tanto podemos garantizar que existe tanto el valor del juego como
el par de estrategias 6ptimas. De hecho, mediante un proceso recursivo, las calcularemos
explicitamente. Concluimos el capitulo presentando algunos graficos que ilustran todos

los elementos que hemos visto para esta clase de juegos.

4.1. Definicién, Motivacién y Revisiéon de Hipdtesis

en Juegos-LQ

Los juegos lineales-cuadraticos, o mejor conocidos como juegos-LQ son juegos dinami-
cos que evolucionan de acuerdo a una ecuacion lineal y tienen un pago cuadratico. Para

fines de esta tesis, consideraremos que el proceso de estados {z;} evoluciona como

Ty = F(xy,ap, by, 60) = v+ a; + by + 6, para t € Ny (4.4.1.1)

36
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donde 2y = x es dado, X = A = B = R y {e;} es una sucesién de variables aleatorias

i.i.d que tienen una distribucién normal con media cero y varianza o2 € (0, 3), esto es

1 2
p(s) := exp (—S—) Vs€R, E(g) =0y o*=E(e}) Vt € N,.

o2 202

Los conjuntos de acciones admisibles para J1 y J2 son A(z) = B(x) = [—M ’a:—l}, y

la funcién de pago r es la funcion cuadratica
r(z,a,b) = 2% —a® + b? (4.4.1.2)

Podemos notar que este juego-LQ es un tipo particular de juego GMp. Una aplicacion del
mismo es en los llamados procesos de rastreo. En efecto, supongamos que el proceso de
estados {z;} evoluciona como (4.4.1.1) y sea z* un estado fijo. El objetivo de J1 es elegir
acciones a € A(x) tal que la trayectoria {x;} esté lo més lejos posible de z*, mientras que
el objetivo de J2 es el de tomar acciones que acerquen la trayectoria {z;} a x*. Entonces,

una posible forma de la funcién de pago r que modela esta situacion es
r(z,a,b) = go(d(a:, x*)) —a® + b,

donde d es una métrica en X y ¢ una funciéon monétona creciente. En particular, dado
que X = R, si tomamos z* = 0, d(z,z*) = |x —2*| y ¢(z) = z?, entonces r toma la forma
(4.4.1.2).

Notemos que es posible ver que este juego-LQ cumple con lo establecido en las Hipdtesis
1.4:

a) Para cada estado x € X, los conjuntos no vacios A(z) y B(x) de acciones

admisibles son compactos.

A(x) y B(x) fueron definidos como intervalos cerrados y acotados, por lo que son

conjuntos compactos no vacios.
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b) Para cada (z,a,b) € K, r(z,-,b) es semi-continua superiormente en A(zx), y

r(z,a,-) es semi-continua inferiormente en B(z).

Es claro que 7(x,a,b) = 22

—a? +b? cumple que r(z,-,b) es continua en A(z) y por
tanto semi-continua superiormente en el conjunto, y ademés r(z,a,-) es continua

en B(z) y en consecuencia es semi-continua inferiormente en el mismo.

c¢) Para cada (z,a,b) € K y cada funcién v € M,(X), las funciones

/]RU [F(z,-,b,8)] p(s)ds 'y /]Rv [F(z,a,-,s)] p(s)ds

son continuas en A(x) y B(z), respectivamente.

Veamos que para cualquier funcién acotada y medible v en R,

/RU[F(x,a,b,s)]p(s)ds:/v(x+a+b—|—s)p(s)ds:/]Rv(y)p(y—x—a—b)dy

R

al considerar el cambio de variable y = z 4+ a + b 4+ s. Ahora consideremos una
sucesion en los reales {a,} tal que a, — a. Dado que p es la densidad de una

distribucion normal, es una funciéon continua. Por ende

ply—z—a, —b) = ply—x—a—1").

Ademads, como v es acotada, existe una m > 0 tal que |v(y)| < m para toda y € R.
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Dicho lo anterior, veamos que

0<

/Rv(y)p(y — T —a, —b)dy — /Rv(y)p(y —z—a-— b))dy'

<

/Rv(y)@(y—:r—an—b)—p(y—x—a—b)>dy'

<),

sA|v<y>|\p<y—m—an—b>—p(y—x—a—w\dy

v(y)<p(y—fc—an—b)—p(y—x—a—b)ﬂdy

gm/ ’p(y—x—an—b)—p(y—:v—a—b)‘dy,

R

donde, por el Teorema de Scheffé (Véase C.0.1),
/ ’p(y—x—an—b)—p(y—x—a—b)‘dy—>0.
R

Asi,

/Rv(y)p(y —x—a, —b)dy — /}Rv(y)p(y —r—a-— b)>dy‘ — 0,
o bien,
/Rv(y)p(y —x —a, —b)dy — /]Rv(y)p(y —x —a—b)dy,

implicando asi la continuidad de la primera integral de nuestra hipdtesis. Para ve-

rificar la continuidad en la segunda integral se realiza un procedimiento analogo.

d) Existe una constante M > 0 y una funcién medible w : X — R tal que

w(z) > 1paracadazr € Xy
Ir(z,a,b)| < Mw(z) V (z,a,b) € K,

y, ademds, (c) se cumple al sustituir v por w.
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Observemos que para a,b € [—%, %] tenemos
r(z,a,b)| = r(x,a,b) = 2* — a® + b

<22+ a2+ 1v?

3
Tomando M = 3 vy w(x) = 2% + 1 se cumple la primera parte de nuestra hipétesis.
Para la segunda parte, recordamos que debe existir una sucesién creciente de fun-
ciones acotadas {w,} tal que w, " w para toda = € R. Por lo dicho en la hipétesis

anterior, para cualquier n € N,

[ (Fa.bs)] pls)ds
R
es continua en A(z) y B(z). En particular,

lim [ w,[F(z,a,b,s)]p(s)ds

n—o0 R

es continua en ambos conjuntos. Sin embargo, aprovechamos el Teorema de la Con-

vergencia Monétona (Véase C.0.2) para observar que

lim [ w,[F(x,a,b,s)]p(s)ds = / lim w, [F(z,a,b,s)]| p(s)ds = /]Rw [F(z,a,b,s)]p(s)ds,

de donde concluimos que la hipétesis anterior se cumple al sustituir v por w.

e) Existe una constante 1 < v < é tal que

/]Rw [F(z,a,b,s)] p(s)ds <vw(z) V(z,a,b) €K
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Tomando nuevamente w(z) = x? + 1, para cada (z,a,b) € K tenemos

/ w [F(z,a,b,s)] p(s)ds = / w(x +a+b+s)p(s)ds
R

R

Z/R[(x+a+b+s) ]U\/_exp( i>ds

:/}R(x+a+b+s)2#§_ﬂexp(—2%22) ds
+/0\/_exp( ;—)ds
/]R(eroH—b—Fs) O\}%exp(—%;)dg+1

:/y2 1 _(y—(a:—l—a+b))2)dy+1

e
o P 202

=(r+a+b)?+o’+1
< dz? + 4 = 4w(z)

donde la quinta igualdad se obtiene al realizar un cambio de variable y = z+a+b+s,

dejandonos una integral que corresponderia a la del segundo momento de una va-

riable aleatoria que se distribuye normalmente con media x + a + b y varianza o2.

De lo anterior, sabemos que nuestra hipotesis cumple al tomar v = 4 y cualquier

1
factor de descuento o < 1

Dicho todo lo anterior, podemos asegurar que los resultados obtenidos en los capitulos

2 y 3 de esta tesis se cumplen para este juego-LQ), es decir, este tiene un valor y ademas

existen estrategias de Markov 6ptimas para J1 y J2 que nos permiten alcanzarlo.
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4.2. Valor y Estrategias ()ptimas para Juegos-LQ

Como se menciond anteriormente, este juego-L(Q) consta de una funciéon valor para la

el juego en n etapas V,,(x). Esto implica que
L,(z) = Vy(z) = Uy(x) Vn € Ny.

Observemos que la base fundamental para la obtencién de los resultados en los capitulos
2 y 3 de esta tesis es la aplicacién del Teorema de Ky Fan. En particular, el considerar
los conjuntos P4(z) y Pp(z) de medidas y estrategias aleatorizadas nos permitié aplicar
dicho Teorema ya que, como se expuso, las hipdtesis necesarias para su utilizacion se
cumplen para H(u; x, i, ) al considerar cualesquier u € By, (X), u € Pa(x) y A € Pp(x).
Sin embargo, en este caso particular de un juego-LQ), las hipotesis del Teorema de Fan
se satisfacen sin necesidad de considerar los espacios de medidas P 4(x) y Pp(z). Esto es,
H (u; x, a,b) satisface todas las condiciones necesarias para aplicar el Teorema mencionado
directamente sin importar como sean las u € B,(X), a € A(x) y b € B(x) que se
contemplen. Es por esto que, ain cuando la funciéon de valor de acuerdo a lo establecido

en el capitulo 2 tendria la forma

Vo(z) = min méx H(V,_1;z,p1, N\

AEPB(2) EP A(x)

~ min mix [ / H(Vn_l;a:,a,b)u(da))\(db)]
A(z)

AEIPB(:E) /J‘G]PA(QC)

= min méx {/ / ( —a*+ b+ a/ Vici(z+a+b+ s)p(s)ds> u(da))\(db)] ,
AEP B (z) HEP A() A(z) R

podemos obtener que, a partir de que se tome el operador de Shapley como

Tou(x) = max min H(u;z,a,b), VYu € B,(X)
a€A(z) beB(x)

para este caso particular y de un desarrollo anédlogo al realizado en el capitulo mencionado,

la funcién de valor puede ser expresada como

Vo(x) = min max H(V,_1;x,a,b)
beB(z) acA(x)

= min max lx2 —a*+ b+ a/ Vi1 +a+b+s)p(s)ds|, (4.4.2.1)
beB(x) acA(x) R
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donde Vy(z) = 0. De aqui observaremos que es posible trabajar con lo que llamaremos
acciones 6ptimas, que consisten en una clase particular de estrategias aleatorizadas de-
nominadas puras o deterministas. La principal caracteristica de estas estrategias es que
concentran toda la probabilidad en valores especificos, en este caso en aquellos que nos
permiten alcanzar el punto silla de H. Denotaremos por a;, y b; a las acciones éptimas

de J1 y J2, respectivamente, en la etapa n del juego.

Ahora, veamos que
H(Vo;x,a,b) = 2% — a® + 1%,
de modo que

Vi(z) = min mdx [2* —a®+b°], z€R. (4.4.2.2)
beB(z) acA(x)

Encontrando que el tnico punto critico de H(V,,_1;x, a,b) (considerando a y b variables) es
(0, 0), verificando que este se trata de un punto silla y sustituyendo en (4.4.2.2), obtenemos

que
Vi(z) = 22
y por lo tanto af(z) = bj(z) = 0.
Ahora observemos que

H(Vi;2,a,b) :x2—a2+62+a/Vl(:c+a+b+s)p<s)ds
R

1 2
:xQ—a2+b2+a/(:c+a+b+s)2 exp(—s—)ds

R oV 2T 202
:x2—a2+62+a((x+a+b)2+a2>
= 2% —a> + b* + a(2® + a® + b* + 2ax + 2bx + 2ab + o°)
= (1+a)2* + (=14 a)a® + (1 + a)b? + 2aazr + 2abz + 20ab + ac?.

Entonces

Vo(z) = min max [(1+4 a)z® + (=14 a)a® + (1 + a)b® + 20az + 2abx + 20ab + ac’] .
beB(z) acA(x)

(4.4.2.3)
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Buscando los puntos criticos de H(V1;z,a,b) y empleando el criterio de la segunda deri-
vada parcial podemos obtener que (ax, —ax) es el Gnico punto critico y que ademads es

punto silla. Por lo tanto, es posible sustituir en (4.4.2.3) para obtener que
Va(z) = (a4 1)2* + ao?.

y que ai(z) = az y by(z) = —ax.

Similarmente,

H(Vy;z,a,b) =x2—a2+62+a/ Va(z 4 a+ b+ s)p(s)ds
R

1 2
:x2—a2—|—b2+oz/R((oz+1)(x+a+b+s)2+oz02>a\/_exp(—%ﬂ)ds
2
:mz—aQ—l—bz—l—a/ a+)(x+a+b+s exp<—8—>d8
(1) e

+a/ U\/_exp( 82)d5

=2? — a? +62+a(a+1)((x+a+b)2+a2)+a202

= [2* = >+ b + a(a+ 1)(2° + a® + b + 2az + 2bx + 2ab + 0%) + o’0”]
= <1+a(a+ 1)>x2 + (— 1+ ala+ 1)>a2—|— <1+a(a—|— 1)>b2 +20(a + 1)ax

+ 2a(a + 1)bz + 2a(av + 1)ab + <a2 + ala+ 1))02
de forma que

- m ‘ 2 _ 2 2
Vi(z) = bg}gl(rglg) aIenﬂ}m{) {(1 + a(a+ 1)>x + < 1+ ala+ 1)>a + (1 + a(a+ 1)>b + 2a(a + 1)azx

+ 2a(a + 1)bx + 2a(a + 1)ab + <a2 + aa+ 1))02} . (4.4.2.4)

Consistente a lo que se ha estado haciendo, vemos que ((1 + o)z, —(1+ oz)x) es el unico
punto critico de H(Va;x,a,b) y verificamos que este se trata de un punto silla, de modo

que podemos sustituir en (4.4.2.4) para obtener que
Vi(x) = (1 + ala+ 1)>$2 + <a2 + ala+ 1))02

y ademds concluir que af(z) = (1 4+ )z y bij(z) = —(1 + a)z.

Ahora bien, probaremos por induccién el siguiente resultado.
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Teorema 4.2.1. Para el juego-LQ) que cumple con las ecuaciones (4.4.1.1) y (4.4.1.2) se

tiene que, para t € IN:

V;(ZE) = éxz + 5150'2,
a
Y
a;(z) = Bz b;(x) = =Bz
donde [y =0,
o — attl
p— 1 _ p—
B = a(l+ Bi-1) 1~ a

Y

t—1

0 = Bio1 + by = Z o',

i=1

Demostracion. = Veamos que para t =1,

aj(xz) = foxr =0 by = —Box =0

(4.4.2.5)

(4.4.2.6)

coincidiendo con lo obtenido con anterioridad. Ademas, verificando parat =2yt =

3 podremos observar que se obtiene lo previamente calculado para a3(x), b3(x), Va(x)

y ai(x),b5(x), V3(x), respectivamente.
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» (Hipdtesis de Induccién) Supongamos que lo que buscamos probar es cierto para
t=k—1(con k > 2), es decir,

ap_1(7) = Brom by 1(x) = —Br_ox
= Vemos que
H(Vi_y;7,0,0) = 2° —a® + b* + a/ Vici(x +a+ b+ s)p(s)ds,
R

y al aplicar la hipétesis de induccién

Br—1

«

H(Vi_1;2,a,b) = 2° — a® +bz+a/ < (x+a+b+s)2+5k_102>p(s)ds
R
= 2% —a® + b

+ a/ (ﬁk_l (z+a+b+s)?+ 5k_1a2>
R

(%

:xQ—a2—|—b2—|—o¢/ 5k_1(x—|—a—|—b+s)2

82
+ 0 d
a/klaa\/_exp< )3
=22 —a? +bz+ﬁk_1((:£+a—l—b) +02>+Oz5k_102

=2% —a® + 0* + Br_1 (2 + a® + b* + 2ax + 2bx + 2ab + 0°) + adp_,0”
=1+ Br_1)2* + (=1 + Br_1)a® + (1 + B_1)b* + 2By_1ax
+ 2By 1bx + 2B _1ab + Br_10° + ady_10°,

de donde

Vk<£L‘) = min max [(1 + ﬁk,l).ﬂjz + (—1 + kal)CLQ + (1 + ﬂkfl)bQ + 25k,1ax
beB(z) acA(x)

+ 25],3_11733 + QBk_lab + 5]@_10'2 + 045].3_1(72], (4427)
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Ahora, calculamos el punto critico para H(Vy_1;x,a,b):

OH(Vj_1;x,a,b)

=0
oa
= 2(=1+Br-1)a+2812 +28;,1b=0
= (—1 + ﬁk_l)a + ﬁk_1$ + ﬁk_lb =0, (4428)
y andlogamente
aH(‘/kflu xz,a, b) =0
ob B
= 21+ Br1)b+ 28,17 + 2410 =0
= (1 -+ 6k71>b + Br—1x 4+ Br_1a = 0. (4429)

Igualando (4.4.2.8) y (4.4.2.9)

(=14 Br—1)a+ Br—12 + Br—1b = (1 + Br—1)b+ Pr_12 + Pr_1a
= —a+ Br_1a+ P17 + Br—1b = b+ Br_1a + Br_1x + Br_1b

= —a=nb.

Sustituyendo en (4.4.2.8) o en (4.4.2.9) llegamos a que (Sx—12, —fr—12) es el Gnico
punto critico de H(Vy_1;z,a,b), y dado que

O?H(Viywab)  0°H(Vi_iiw,ab) 1
-1+ . _
det ( 9a2 9adb ) — det ( ﬁk 1 Bk 1 >

82H (Vi,_1;z,a,b 02H (Vi,_1;x,a,b
W tiz0) Weiz)) Br—1 L+ By

9adb b2
= (=1+ 87— (Biy)
— 1

<0

sabemos que este se trata de un punto silla. Sustituyendo a = 12y b= —[r_1x

en (4.4.2.7) para tener el minimo sobre B(x) y el méximo sobre A(x) se obtiene que

Vi(@) = (1+ Be_1)2? + (=1 + Beo1) (Beo12)® + (1 + Beo1) (= Bre12)? + 2851 (Br1m)z
+ 2851 (=Br-12)x + 2851 (Be-12) (= Br-12) + Br—10> + Br_101_10>

= (14 Be-1)2" + (Be—1 + adp_1)0”
_ B

= 2?4 50
a
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1
Adicionalmente, tomando o < 1 conforme a lo dicho en la comprobacién de las

hipétesis para este juego-LQ),

B_a—at+1< a <1<1
" l-a l1-a~3 2
de manera que para toda t € INg
a;(x) € A(zx) b;(x) € B(x)
donde A(x) = B(x) = {—%, %} , confirmando que para cada una de las fases del

juego, la funcién valor y las acciones éptimas para los jugadores son consistentes
con lo establecido en (4.4.2.5) y (4.4.2.6)

Observacion 4.2.1. Es importante no confundirse con las funciones de valor y las de
acciones optimas para J1 y J2. El valor para los juegos en t etapas estd en funcion del
estado 1nicial del juego. Por otro lado, las acciones optimas para J1 y J2 se toman de
acuerdo a una funcion que considera el estado del juego al tiempo t, siendo consistente
con lo establecido en el capitulo 2, donde se dijo que las estrategias optimas para el caso

de horizonte finito son de Markov.

Finalmente, estableceremos el resultado principal para el caso de horizonte infinito.

Teorema 4.2.2. Para el juego-LQ) que cumple con las ecuaciones (4.4.1.1) y (4.4.1.2)

con horizonte infinito, la funcion de valor y las acciones optimas estan dadas como:

Demostraciéon. Primero observemos que para toda t € Ny,
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1 . (t—=1)at
p— J_
1—aza 11—«

Jj=1

1 a—a\  (t-=1)a
T l-al\l-a -«
a—ao  (t—1)t

(1—a)? l—a

. 1
de donde es sencillo observar que, nuevamente para a < 7

Ve _ a Ve _ a
tligloﬁt—l—a Y tllglo(st_(l—a)Q'
Esto implica
lim Vi(o) = ——a? + —2 o2
im V;(z) = x o°.
o0 ! l—a (1 —)?

Luego, por lo demostrado en el capitulo 3, sabemos que se cumple la convergencia con la

w—norma, w = x2 + 1, esto es,

t

lim |V, — V.|, < lim =0
t—o0 t—o00 — T
de donde se puede obtener que
1
Valz) = z? ¢ 5
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Finalmente, definimos
a.(x) = lim a;(z) = im f;_12 = @ re A(z) (4.4.2.10)
t—o00 t—o0 1 —
bi(x) := lim b} (z) = lim —f;_10 = — x € B(x) (4.4.2.11)
t—o00 t—o0 —

y verificamos que cumple la relacién establecida en Teorema 3.2.1 (a):

T.Vy(z) = min méx |[2® —a® 4+ b* + a/ Vol +a+ b+ s)p(s)ds
beB(x) acA(x) R

= min méix |2%—a®+b?
beB(x) acA(x)

1
+a/( (z+a+b+s)*+
r \ —«

1
= min max {x2—a2+b2+a/ (x+a+b+s)?
beB(z) acA(z) rR1l—a

o
o , 1 s
—— | d
+a/(1_a)200 27Texp< 202) s]
= min max |2° —a +b2—|——<(x—|—a+b)2+a2>+
beB(x) acA(z) | 1— (

Q 2
1—a>2“}

2
= min méax a;2—a2+b2+%(:ﬂ+a2+b2+2ax+2bx+2ab+02)+(10‘—)202}
—

beB(z) acA(z) | —
1 200 — 1 1 2 2 2
= min max 2 + a a’ + b+ a ar + a bx + a ab
beB(z) acA(z) |1 — 11—« 11—« 11—« 11—« 11—«

+ c 02+a—02
1—a (1—a)? |

Finalmente, sustituyendo de acuerdo a (4.4.2.10) y (4.4.2.11),

T Vo (x)

1 2_i_204—1 o} 2+ 1 o 2+ 200 o
x x - x - x|
11—« l—a \1-« 1 -« 11—« 11—« 11—«
a 20 o o PR o,
- x x o o
—a\1l- 1—a -« -« -« (1—a)?
2 @ 2
1—ozx +(1—oz)20
= V().
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4.3.

Graficas

A continuacion, se presentan algunas graficas que ilustran como varia el valor del juego

en las fases t = 1,2,3,10 y cuando ¢t — oo con respecto al estado inicial x:

Valor del Juego

4.0

3.5 1

3.0 1

2.5

2.0

154

1.0 4

0.5

0.0

t=1
t=2
=3
t=10
t-> infinito

4.0

FI1GURA 4.1: Se fijan « = 0.24 y

Valor del Juego

2.0

3.5

3.0

2.5

2.0 1

154

1.0+

0.5

t=1
t=2
t=3
t=10
t-> infinito

0.0

2.0

Valor del Juego

100
—t=1
\ — Y |
\ — =3 A
L \ —t=10 /
\\\ — t-> infinito /
g AN /
\ /z
\ f
5 4
20 -
0 r v v T - T v
-100 -75 -50 -25 00 2.5 5.0 7.5 10.0
X
o2 =2
Valor del Juego
100
—t=1
— t=3
801 —t=10
—— t-> infinito
60
40 1
20
0 : T . ‘ . : T
-100 -75 -50 -25 0.0 2.5 5.0 75 10.0

X

FIGURA 4.2: Se fijan a =0.24 y 02 =1
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Valor del Juego Valor del Juego
4.0 100
—_—t=1 — =1
35 —= —_t=2
—r=a —t=3
—_t=10 80 1 i
3.0 4 ol r=a0
—— t-> infinito —— t-> infinito
2.5 4
60 -
2.0 4
151 03
1.0 4
201
0.5 -
0.0 : . . . : : ‘ 0 : : : ‘ . T ‘
-20 =-15 =10 =05 00 05 1.0 15 2.0 -100 -75 -50 -25 00 2.5 5.0 75 10.0
x X

FIGURA 4.3: Se fijan o = 0.15y 0% = 2

Ahora se muestran un par de graficas donde podemos ver a H(Vj; 10, a,b) y H(V1;5, a,b)

con sus respectivos punto silla.

0
A 3
B(10)

F1GuraA 4.4: H(Vp;10,a,b) y punto (0,0, 100)
(Se fijan a« = 0.24 y 02 = 2)
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B(5)

F1GURA 4.5: H(V1;5,a,b) y punto (1.2,—1.2,33.24)
(Se fijan « = 0.2 y 02 = 1.5)

Finalmente, se presentan las graficas de una serie de simulaciones de cuatro juegos-
LQ (como los estudiados en este capitulo) distintos, cuya caracteristica comun es el ruido
aleatorio presente en cada etapa. En cada par de graficas, la de la izquierda ilustra el cam-
bio de estado en cada etapa segin la dindmica del sistema dada por (4.4.1.1). La gréfica

de la derecha muestra el pago acumulado a-descontado en cada etapa segun (4.4.1.2).

Las representaciones gréaficas incluyen:

= En azul: Muestra las trayectorias de los estados en cada etapa y los pagos acumu-

lados a-descontados cuando J1 y J2 siguen sus respectivas estrategias 6ptimas.

= En amarillo: Muestra las trayectorias de los estados y los pagos acumulados a-
descontados cuando J1 sigue sus estrategias 6ptimas y J2 escoge acciones b, € B(z;)

al azar con distribucién uniforme.

= En verde: Muestra las trayectorias de los estados y los pagos acumulados a-
descontados cuando J2 sigue sus estrategias éptimas y J1 escoge acciones a; € A(zy)

al azar con distribucion uniforme.

= En rojo: En las graficas de la izquierda, la linea roja indica el estado inicial, mien-
tras que en las graficas de la derecha, el rojo representa el valor del juego en cada

etapa.

Fijando diferentes estados iniciales, valores para o y para o2, las simulaciones nos arro-

jaron los siguientes resultados:
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Grafico de evolucion de estados Gréfico de pago a-descontado

3 —— Optimo 1.0+
—— Optimo para J1
24 —— Optimo para J2
—— Estado Inicial 0.8 1
1 S
T
€ 061
S 0 N 8
g 7
2 /i 3
& 5
14 g 041
3
o
=2 0.2 —— Optimo
—— Optimo para J1
3] —— Optimo para J2
0.0 —— Valor
. T T T T T . T T T T T T ; . T .
] 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14
Etapa Etapa
FIGURA 4.6: Se fijan 290 =0, a =0.24 y 02 = 2.3
Gréfico de evolucion de estados Gréfico de pago a-descontado
40
— 8
—— Optimo e —
35 91 —— Optimo para J1 74
—— Optimo para J2
30 1 — Estado Inicial 6
25 o
55
5
2% g 4]
i &
HBLE 5
S 31
10 1 i
24 -
5 4 —— Optimo
1 —— Optimo para J1
0+ —— Optimo para )2
0 —— Valor
T T T T T T . : : . -
0 2 4 6 8 10 2 4 ] 8 10
Etapa Etapa
FIGURA 4.7: Se fijan 29 =2, « = 0.24 y 02 =2
Gréfico de evolucién de estados Grafico de pago a-descontado
—— C')ptimo 140 4
59 — Optimo para J1
—— Optimo para J2 120 1
150 1 — Estado Inicial
125 4 8 100 1
£
c
o 100 S 804
o w
e 3
d - 5
75 5 601
o
g
50 4 40 4
—— Optimo
25 q 20 4 —— Optimo para J1
04 —— Optimo para J2
0 —— Valor
T T T T T T T T T T T T T T T T
[} 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14
Etapa Etapa

FIGURA 4.8: Se fijan 29 = 10, a = 0.2499 y 0% = 2.5
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Gréfico de evolucién de estados Grafico de pago a-descontado
—— Optimo
400 4 C:)ptimc para |1 / 250 4 ;
—— Optimo para J2
—— Estado Inicial
200 A
300 A 2
8
g
§ g 150 -
@ 200 - ¥
& 100
o
-9
100 1 P —— Optimo
50 A o
Optimo para |1
—— Optimo para |2
04 o —— \Valor
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14
Etapa Etapa
. : 2
FI1GURA 4.9: Se fijan 9 = 12.5, « =0.23 y 0° = 1.2
Grafico de evolucién de estados Grafico de pago a-descontado
350 A ]
—— Optimo o
Optimo para J1
— Optimo para | f
—— Optimo para )2 250
—— Estado Inicial
250 1
g 200 A
&
200 - £
° 2
E 8 1501
1 150 A &
)
g 100 A
100 - &
—— Optimo
J 50 - R
50 - Optimo para J1
—— Optimo para |2
0 oA —— Valor
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14
Etapa Etapa

FIGURA 4.10: Se fijan 29 = 15, a = 0.2 y 02 =1

Estos graficos son especialmente utiles para comprender los conceptos de valor del
juego en n etapas y las estrategias optimas para J1 y J2. En las graficas de la derecha
se puede observar que cuando J1 sigue su estrategia 6ptima, obtiene un pago acumulado
a-descontado mayor, lo cual se evidencia al ver que las trayectorias amarillas y azules
estan por encima de las verdes. Del mismo modo, cuando J2 sigue su estrategia éptima,
su pérdida, representada por el pago acumulado a-descontado, es menor. Esto se refleja
en que las trayectorias verdes y azules estan por debajo de las amarillas. Ademas, el
valor del juego, representado por las trayectorias rojas, se encuentra entre las trayectorias
amarillas y verdes, lo cual es coherente con la idea de que el valor del juego es la menor de
las ganancias esperadas para J1 y la mayor de las pérdidas esperadas para J2 al emplear
cada uno sus estrategias 6ptimas. Finalmente, se puede observar que la trayectoria azul
suele acercarse mas a la roja, lo que es consistente con la idea de que, al seguir ambos
sus estrategias 6ptimas, el comportamiento esperado serd igual al valor del juego en cada

etapa.



Apéndice A

Funciones semi-continuas

Sea X un espacio métrico. Una funciéon v : X — R se dice ser semi-continua in-
feriormente en X si {x € X : v(x) > a} es abierto en X para cada a € R U {+00}.
Por otro lado, v es llamada semi-continua superiormente en X si —v es semi-continua
inferiormente. Note que v es continua si y solo si es tanto semi-continua inferiormente

y semi-continua superiormente.
Tenemos el siguiente criterio para semi-continuidad.

Teorema A.0.1. La funcion v es semi-continua inferiormente en X si y solo si, para

cada sucesion {x,} en X tal que converge a x € X, tenemos

lim infv(z,) > v(z).

n— o0

Asi, v es semi-continua superiormente si y solo si

limsupv(z,) <v(x)  cuando x, — x
n—oo

Demostracién. Ver [1], pdgina 388 [ ]

Teorema A.0.2. Sea v semi-continua inferiormente en un espacio métrico topologico
compacto. Entonces v alcanza su infimo. Por lo tanto, si v es semi-continua superiormente

en un espacio compacto X, entonces v alcanza su supremo.

Demostracién. Ver [1], pagina 389 n
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Apéndice B
Teoremas minimax y selectores

Sea X un espacio métrico separable dotado con la o-algebra de Borel B(X).

Lema B.0.1. Siu es semi-continua inferiormente y acotada inferiormente en X, enton-

ces el mapeo u : P(X) — R definido por

) = [ i

es semi-continua inferiormente en P(X).

Demostracién. Ver Lema 6.3 en [3] |

Observacién B.0.1. St una funcion u es semi-continua superiormente y acotada supe-

riormente, entonces por Lema B.0.1,

() 1= [ udu

es semi-continua superiormente en P(X).

Teorema B.0.1. Sea F' una multifuncion valuada en los compactos de X a A. Entonces

los siguientes enunciados son equivalentes:

i) F' es Borel medible.

ii) GrE' es un subconjunto de Borel de X en A.

Demostracién. Ver [5] u
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Teorema B.0.2. Sean X y A espacios de Borel, sea F una multifuncion valuada en los
compactos Borel medible de X a A, y sea u : GrF — R una funcion Borel medible tal
que u(z,-) es una funcion semi-continua en F(x) para cada © € X. Entonces existe un

selector Borel medible f : X — A para F tal que

u(z, f(x)) = mﬁ(x)u(x,a) para cada x € X.
ack(x

Mas ain, la funcion v definida por v(z) = méx u(z,a) es Borel medible. Similarmente,
a€F(x)
siu(z,-) es una funcion semi-continua inferiormente en F(x) para cada x € X, entonces

existe un selector Borel medible g : X — A para F tal que

u(z, g(x)) = H}Ui(n)u(x,a) para cada x € X,
ack(x

Yy, la funcion w definida por w(x) = Hg(n)u(x, a) es Borel medible.
acl(x

Demostracién. Ver [5] u

Teorema B.0.3. (Teorema de Ky Fan) Sean X,Y dos espacios compactos de Haus-

dorff y f una funcion valuada en los reales definida en X XY . Suponga que

(a) f(x,y) es semi-continua superiormente en x para cada y € Y, y semi-continua

inferiormente en y para cada x € X,

(b) [ es concava en X, i.e., para cada x1,x9 € X y 0 < t < 1, existe un elemento

xo € X tal que
tf(z1,y) + (1 =) f(22,9) < f(xo,y) para cada y €Y.

(c) [ es convera enY, i.e., para cada yy,ys €Y y0 <t < 1, existe un elemento yp € Y
tal que

tf(@,y) + (1 =t)f(z,y2) = f(z,y0) para cada x € X.
Entonces se cumple que

méxmin f(z,y) = minméx f(z, y)
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Demostracién. (Ver [2]) Primero que nada notemos que al satisfacerse (a), indepen-

dientemente si se cumplen o no (b) y (¢), las expresiones

méxmin f(z,y), y méxminf(z,y)

tienen sentido. De hecho, al ser f(x,y) semi-continua superiormente para toda z € X
en el espacio compacto Y, rileégc f(x,y) existe. Luego, como el mdximo de una familia de
funciones semi-continuas inferiormente en X, méx f(z,y) es una funcién semi-continua
inferiormente en el espacio compacto X, y por lo tanto min max f(x,y) existe. Un argu-

zeX yeY
mento andlogo nos sirve para asegurar que max min f(z,y) tambien existe.
yeY zeX
Ahora, supongamos que f es convexa en X y céncava en Y. Sean {xy,xs,...,2,} C X
vy {y1,¥2, ..., ym} C Y conjuntos arbitrarios. Por el teorema minimax de Von Neumann

existen dos conjuntos {1, s, ..., &}, {m,m2, .., nm} de niimeros no negativos tales que

D &i=1 D m =1
=1 k=1
y que
) < B.0.
1I<I}3<X Z& i, Yr) lgng anf Tiy Yi)- (B.B.0.1)

Como f es convexa en X y concava en Y, existen z¢g € X, yg € Y tales que

f(@o, yx) < Zfif(fﬁi»yk)a (1<k<m) (B.B.0.2)

f(zi,yo) Z (i, Yk), (1<i<n). (B.B.0.3)
k=1

De B.B.0.1, B.B.0.2 y B.B.0.3 se cumple que
De acuerdo con esto, es cierto que

min mé T < méx min f(z;
z€X 1§k§}1(nf( +Yk) ye;(1<z<nf( iY)-
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Entonces, cualquier nimero real r satisface al menos una de las dos desigualdades si-

guientes

’ ’ < 4 i . > r.
W B S S Ty 2

Sean L(y;r) = {z € X|f(z,y) <r},U(z;r) ={y € Y|f(x,y) > r}, que son subconjuntos
cerrados de X y Y, respectivamente. De aqui, para cada real r y cualesquiera dos conjuntos

finitos {z1,x9, ...,z } T X y {y1, %2, ..., yn} C Y, las intersecciones

n

m
() Lye; ), (U (xi;7)
k=1 i=1
no pueden ser vacias al mismo tiempo. Como X, Y son compactos, se sigue que para cada

real r al menos una de las dos intersecciones

() Ly;r), () Ula;r)
yey zeX
es no vacia. Esto es, existe g € X tal que f(xg,y) < r para toda y € Y, o existe yo € Y

tal que f(x,y0) > r para toda x € X. En otras palabras, todo real r satisface al menos

una de las dos desigualdades

s F e < o N
S & S
de manera que
mipp ey S e/ y) (BB.04)

Sin embargo, notemos que, para & € X, ¢y € Y arbitrarios,

f(#,9) < max f(z, )

rxeX
de donde
min f(z < min ma T
iy fla,y) < ip ndx f(z, y)
y por ende

ix mf < minm4 . B.B.0.5
méxmin f(z,y) < mipméx f(z, y) ( )
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Finalmente, juntando B.B.0.4 y B.B.0.5 se obtiene

mexmin f(z,y) = minmax f(z, y)



Apéndice C
Auxiliares

Teorema C.0.1. (Teorema de Scheffé) Suponga que {F, F,,,n > 1} son distribuciones
de probabilidad con densidades {f, fn,n > 1}. Si fn(x) — f(x) casi en todas partes (esto

es, para toda x excepto en un conjunto de Lebesgue con medida 0), entonces
[ 10) = p@laz 0.

Demostracién. Véase [12], pagina 253 u

Teorema C.0.2. (Teorema de la Convergencia Monétona) Sean X una variable

aleatoria y { X, } una sucesion de variables aleatorias. Si
0<X, "X,
entonces
E(Xn) 7 E(X),
o0 lo que es equivalente

E(1m X,) / lim E(X,)

n—o0 n—oo

Demostracién. Véase [12], pagina 123 |

Teorema C.0.3. (Teorema de Fubini) Sea P = P, x P, una medida producto. Si X

es medible y es no-negativa o integrable con respecto a P, entonces

62
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/ﬂlng XdP = /Q1 {/QQ Xy (W2)P2(dw2)} Py (dw)
- /Q2 [/91 Xw2(w1>P1(dwl):| Py(dw,)

Demostracién. Véase [12], pagina 152 u

Simbolos y abreviaciones:

R: Conjunto de los ntimeros reales.

IN: Conjunto de los niimeros naturales.

No: IN U {0},

Variables aleatorias i.i.d: Variables aleatorias independientes e idénticamente dis-

tribuidas.
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