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Introducciéon

En la Teoria de Numeros, uno de los conceptos centrales es el de funciones
aritméticas, es decir, funciones

f:N—=C.

Entre estas, se pueden distinguir funciones multiplicativas y funciones aditivas.
Una funcion aritmética f es multiplicativa si

flab) = f(a)f(b)

para cualesquiera primos relativos a, b. Similarmente, f es aditiva si

f(ab) = f(a) + f(b)

para cualesquiera primos relativos a, b.

El estudio de funciones multiplicativas se puede hacer con técnicas clasicas
de anélisis complejo, como por ejemplo usando series de Dirichlet. Un ejemplo
clasico de esto es la funcion zeta de Riemann, cuando f(n) = 1 es la funcion
constante. Para un estudio detallado de funciones multiplicativas, el lector pue-
de consultar [§].

El estudio de funciones aditivas normalmente no puede hacerse usando las
mismas técnicas. Durante la década de los 1930s, se empez6 a utilizar técnicas
de probabilidad para estudiar funciones aditivas, dando origen a la llamada Teo-
ria Probabilistica de Numeros. Los fundadores de esta area fueron Paul Erdos,
Aurel Wintner y Mark Kac. El proposito principal de esta tesis es presentar dos
teoremas de caracter fundamental en la teoria probabilistica de niameros.

Presentaremos el Teorema de Erdos-Wintner, el cual nos da condiciones ne-
cesarias y suficientes para que una funcion aditiva tenga una distribucion limite.
Para probarlo, sera necesario primeramente demostrar un teorema de Erdos so-
bre la convergencia de frecuencias asociadas a una funciéon aditiva. Gracias a los
trabajos de P. Turan, J. Kubilius y P. T. D. A. Elliott ([10], [6] y [3]) podemos
tener una prueba de este teorema més sencilla en comparacion a la original dada
por Erdos y Wintner. En este trabajo seguiremos estas ideas, haciendo una pre-
sentacion distinta a la que puede encontrarse en referencias ya bien establecidas,
como [9] o [2]. A continuacién describimos la estructura de la tesis.
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En el primer capitulo presentamos los preliminares. Estos son las definicio-
nes bésicas, asi como un par de resultados algebraicos que seran de utilidad
posteriormente.

En el segundo capitulo se veré principalmente la parte de probabilidad, don-
de estudiaremos el espacio de funciones de distribucién con la métrica de Lévy,
sus funciones caracteristicas y un par de modelos de probabilidad finitos que se-
ran de utilidad para nuestros propoésitos. Veremos el concepto de convergencia
débil para poder hablar de convergencia de funciones de distribuciéon y dado que
es complicado trabajar con él en terminos de la Métrica de Lévy, veremos algu-
nas equivalencias. Vale la pena mencionar que el Teorema de Erdés-Wintner nos
da informacion de la funciones aditivas en forma de una funcion de distribucion
y la funcién caracteristica asociada a esta.

En el tercer capitulo presentaremos la Desigualdad de Turan-Kubilius, ve-
remos las distintas versiones de esta (teorema 3.1, corolario 3.2, lema 3.4) y el
concepto de dualidad (teorema 3.3). Siguiendo ideas de Elliott ([2],[3]) utiliza-
remos esta desigualdad para obtener una prueba del teorema principal.

En el dltimo capitulo presentamos los dos teoremas principales de este
trabajo: el Teorema de Erdds y el de Erdos-Wintner, siendo este dltimo una
consecuencia del primero. Ambos teoremas serdan demostrados gracias a las
técnicas desarrolladas en los capitulos previos. Mas especificamente, los modelos
de probabilidad y la desigualdad de Turan-Kubilius juegan un papel central en
la prueba del teorema de Erdos (teorema 4.1) y posteriormente lo usaremos para
la prueba del teorema principal (teorema 4.3).



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Definiciones basicas

Empezaremos esta seccion introduciendo una serie de conceptos basicos, seguido
por un lema y probaremos unas identidades que nos seran de ayuda més adelante
en este trabajo.

Definicion 1.1. Sea x un nimero real. Denotamos por vz (n; ...) a la frecuencia

de las n < x con n € N que satisfacen una condicion ... como

_ #{n; n<uz ..}

vz (15 ...) B ,

donde # es la cardinalidad del conjunto y [x] es el entero mds grande tal que
[z] < z.

Ejemplo 1. Sea x = 99,7, entonces la frecuencia de los enteros positivos n

multiplos de 2 menores o iguales que T es:

<997, ne2W}t 49
vw(mnem):#{n’n_gg”ne }:®'

Ejemplo 2. Sea x = 1024,4, entonces la frecuencia de los enteros positivos n

potencia de 10 menores o iguales que x es:

vy (n; m < 1024,4, n sea potencia de 10)

_ #{n; n <1024,4, n sea potencia de 10y 3
B 1024 1024

Definicion 1.2. Una funcion aditiva es una funcion aritmética que cumple que

f(ab) = f(a) + f(b), para cualesquiera a,b primos relativos.

11
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Ejemplo 3. Si g es una funcion multiplicativa, f(n) =logg(n) es una funcion

aditiva.

Observacion 1. Si f es una funcion aditiva y n € N,

fn) =" f"),

p*|In
k k k
donde p®||n denota que p®|n y p* 1 n.

Esta notaciéon es clésica en Teoria de Ntumeros y la estaremos usando a lo
largo de todo el trabajo.

Definicién 1.3. Una funcion fuertemente aditiva es una funcion aditiva tal

que para todo nimero primo p y k € N, entonces f(p*) = f(p).

Ejemplo 4. La funcion w(n) que cuenta los primos distintos que dividen a n,

es una funcion fuertemente aditiva.

Ejemplo 5. Sea f(n) =logd(n), con d(n) la funcién que cuenta el nimero de

divisores de n, es una funcion aditiva que no es fuertemente aditiva.

Definicién 1.4. Decimos que f(z) = O(g(z)) en un conjunto X si y sdlo si

existe una constante A tal que
|f(x)] < Ag(x) Vo e X.

Definicién 1.5. Decimos que f(x) = o(g(x)) si y sélo si

cuando T — 00.

1.2. Algunas propiedades titiles

Este siguiente lema es un resultado de Teoria de Ntmeros que nos sera tutil para
probar un teorema muy importante més adelante en el siguiente capitulo, el
teorema 2.19.

Lema 1.6. Sea f(x) la funcion aditiva

flw) = logp,
p<z
entonces

f(n) < 2nlog2

para toda n.
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Demostracion. Podemos ver que es trivial paran = 1y paran = 2. Supongamos

que es cierto para toda n < ng — 1. Si ng es par, entonces
f(no) = f(ng —1) < 2(no — 1)log 2 < 2ng log 2.
Si ng es impar, entonces ng = 2m + 1, y tenemos que
f(no) =f@Cm+1)=f@2m+1)— f(m+1)+ f(m+1).

Notemos que si

o @m+1) 2mA+1)(2m)... (m+2)
S oml(m+ 1) m!

i

entonces 2M < 22+l Luego si m +1 < p < 2m + 1, entonces p divide al

numerador, pero no al denominador. Entonces

f@m+1)— f(m+1) = Z logp < log M < 2mlog 2.
m+1<p<2m+1

y por lo tanto
f@Cm+1)—f(m+1)+ f(m+1) <2mlog2+2(m+1)log2 =2(2m+1)log2.

O

Ahora veremos las siguientes proposiciones las cuales nos serviran para
probar el teorema de Erdos.

Proposicion 1.7. Sean {zr} y {yx} sucesiones finitas de nimeros , entonces

la siguiente igualdad se cumple:

L L L m—1 L
[To+zr+w) =[O +z) + D v [JO+ze) J] 42k +w).
k=1 k=1 m=1 k=1 k=m+1

Demostracion. Primero veremos que el producto

L
H Ttae+ye) =0 +a+y)(L+az2+y2) - (1+ 2k + yi)

se puede escribir como un producto de binomios

L
H ar +yr) = (a1 +y1)(az +y2) - (ar + yr) (1)

con ai = 1 + x. Esto no es otra cosa mas que una suma de elecciones de cada

paréntesis. Podemos hacer las elecciones con las yy, entonces (1) es igual a

alag...aL—Fyl(ag +y2)...(aL —‘ryL)
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+a1ya(as +ys3)...(ar +yr) +---+araz...an—1yr.

El primer sumando es el termino que no tiene y. El segundo sumando es tomando
y1 y obteniendo todos los términos donde aparece. El tercer sumando es la
eleccién de ys con todas las combinaciones donde tiene a y» como la primer y.

Se sigue la misma idea hasta y;, y veamos que esto se puede escribir como

aiag...ar + Z ar .. Gm—1Ym(@m+1 + Ym+1) .- - (aL +yr)

L L m—1 L
:Hak+zy7nH H akerk
k=1 m=1 k=1 k=m+
L L m—1 L
H1+xk ZymH(1+Ik) H (1—|—xk.+yk).
k=1 m=1 k=1 k=m+1

O

Proposicion 1.8. Sea o un nimero complejo tal que 2|a] <1 y B un nimero

real, entonces las siguientes desigualdades son vdlidas:
[log(1 +a) —af < |af?,
e —1—ip| < |BI*.
donde el logaritmo natural es el principal en el eje real.

Demostracion. Para probar la primera desigualdad nos apoyaremos en la

representacion de logaritmo como serie de Taylor:

o? 3

|10g(1+a)—a|=o¢—7+f—|— -«
__&24_0[734'_ —|a|2_,+g_a72+
2 3 N 2 3 4

1 ol lo? o™ laf”
SR Z v3 <l Z
y como 2|a| < 1, entonces
o ol o (1/2)"
o> 5~ <lal >, 7 <
n=0 n=0
Para probar la segunda desigualdad, notemos

le?? —1 —if| = |cos B +isenB —1—if|
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= |(cos B — 1) + i(sen 8 — B)” = (cos B — 1) + (sen 8 — )’
= cos’ B —2cos B+ 1 +sen? B — 2Bsen f + 3
=2 —2(cos B + Bsen B) + 2.
Y queremos mostrar que
B* > 2 —2(cos B+ Bsen B) + .
Sea f : R — R dada por:
f(z)=2* — 2% — 24 2(cosz + zsenz).

Probaremos que f(x) > 0, lo cual nos dard la desigualdad deseada.
Primeramente notamos que f es una funcién par y f(0) = 0, por lo que la
basta probar que f(z) > 0 para x > 0. Para esto probaremos que f es creciente

para z > 0. Si derivamos f(z), tenemos
f'(x) = 42® — 22(1 — cos z).
Para mostrar que f’(z) es positiva para > 0 usaremos la misma idea, tenemos

que f'(0) =0 y veremos que su derivada es mayor o igual que cero.

f"(z) = 1222 =2+ 2cosz — 2xsenx

Finalmente, vamos a usar la misma técnica para ver que f”(x) > 0 para los

reales positivos. Tenemos
1" (z) = 24z — 4senx — 2z cos z,
y notamos que f”/(0) =0y que
4x > 4senx,

2x > 2x cosx.

Por lo que
() = 24x — dsenz — 2z cosx > 24w — 4w — 22 = 182 > 0
para x > 0, lo que termina la prueba. O]

Proposicion 1.9. Para todo nimero real 3, la siguiente igualadad es vdlida:

eiB/2 _ o—iB/2 2
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Demostracion. Partiremos de la parte izquierda de la igualdad y llegaremos a

la segunda. Primero factorizemos e’

|ei6 _ 1‘2 — |€i6/2(eiﬂ/2 _ e—i,B/Q)‘Z’

depués multipliquemos por 1 = 2i/2i

iB/2 _ —iB/2 |2
|ew/2(€iﬁ/2 _ 645/2”2 eiﬁ/22ie / e~/
24

De aqui tenemos que

2 2 2

8729 eB/2 _ o—iB/2 _ [ 4i8/29; 2| iB/2 _ —iB/2 _ eiB/2 _ o—iB/2
2i 2i 2i ’
por lo que terminamos la prueba. O

La siguiente proposicion es bien conocida, la podemos encontrar en |[7],
paginas 410 y 411, y su demostraciéon en las paginas 419 y 420.

Proposicion 1.10. Sea {a,} una sucesion en los nimeros complejos tal que
lan| <1 ya, #—1, para toda n € N. Entonces [, (1 +ay) converge si y sélo
si Yoo log(1 +ay,) converge, donde log es la rama principal.

El siguiente es un resultado de Teoria de la Medida muy usado en
probabilida, que nosotros usaremos para probar el teorema 4.1.

Proposicion 1.11 (Desigualdad de Chebyshev). Sea (S, A, u) un espacio de
medida y sea f una funcion medible de valores reales definida en S. Entonces

para todo numero real t >0 y 0 < p < o0
1
plae S f@Izth <y [ Ird
[fI>t

La demostracion de esta proposicion se puede encontrar en [1], seccion 2.4.9.
El caso particular donde p es la medida de contar la desigualdad anterior tiene
la forma:

#lees; f@lzn < Y lf@P (1)

If1=t

que es la forma que nosotros usaremos.



Capitulo 2

Algunos conceptos de
Probabilidad

En este capitulo veremos las herramientas necesarias de probabilidad para este
trabajo. Estudiaremos los espacios de funciones de distribucion, sus funciones
caracteristicas y veremos algunos modelos de probabilidad finitos que son
utilizados en Teorfa de Numeros. Una parte fundamental sera el concepto de
convergencia débil con el que estaremos trabajando, asi como sus diferentes
caracterizaciones.

2.1. Funciones de distribucion

Esta seccién esta enfocada al estudio de los espacios de funciones de distribucion,
la métrica asociada a este y el concepto de convergencia débil y sus equivalencias.

Definicion 2.1. Una funcion de distribucion es una funcion F : R — [0, 1],

no decreciente, continua por la derecha, y que satisface que

lim F(z)=0 y lim F(z)=1.

Tr——00 r—r00

Observacion 2. Si F' es una funcion de distribucion, podemos definir una

medida de probabilidad p en R con la o-dlgebra de Borel asociada mediante

u((a,b)) = F(b) - Fa).

Ejemplo 6. St X es una variable aleatoria podemos definir una funcion de

distribucion asociada a esta variable por:
F(z) = P[X <z]=P(—0,x)

17



18 Algunos conceptos de Probabilidad

Ejemplo 7. Sea F,(z) = vy(n; n < z), entonces F es una funcion de

distribucion.

Una métrica muy tutil es la de métrica de Levy que fue introducida en los
espacios de funciones de distribucion.

Definicién 2.2 (Métrica de Levy). Para dos funciones de distribucion, F(z) y
G(z), definimos p(F,G) como el infimo de las h que tienen la propiedad de que
la desigualdad

G(z—h)—h<F(z) <G(z+h)+h (1)

se cumple para toda z € R.

Proposicion 2.3. La métrica de Levy cumple las condiciones de una métrica.

Demostracion. p es no negativa:

Probaremos que todas las h que cumplen (1) son no negativas. Supongamos

que h < 0, entonces tenemos que
G(z—h)—h < F(2) <G(z+h)+h.

De aqui vemos que G(z — h) — h < G(z + h) + h, que es un absurdo, dado que
G(z) es no decreciente. Por lo que h > 0 y se sigue que p(F,G) > 0.

p es simétrica:

Primeramente, definamos los siguientes conjuntos por:
A={h] G(z—h)—h<F(z) <G(z+h)+h, VzeR},

B={j| F(z—j)-j<G(z)<F(z+j)+j, Vz€R}

Probaremos que el conjunto A estid contenido en B y viceversa. Sea h € A,
entonces

G(z—h)—h < F(2) <G(z+h) + h,
para toda z € R. Si tomamos un 2’ = z — h, entonces
G(Z —h)—h<F()<GE +h)+h,

esto es igual a

G(z—2h)—h<F(z—h)<G(2)+h
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y de aqui obtenemos que F(z — h) — h < G(z). Analogamente, si tomamos un

z"" = z + h y lo sustituimos en la desigualdad, tenemos
G(z) —h<F(z+h) <G(z+2h)+h

y tenemos que G(z) < F'(z + h) + h. Por lo tanto
F(z—h)—h<G(z) <F(z+h)+h,

es decir que h € B, es decir, que A C B.

De manera analoga, si partimos de una j € B, entonces llegaremos a que
B C A. Por lo tanto, A = B, esto implica que p(F,G) = p(G, F).

p cumple el axioma de coincidencia:

Si p(F,G) = 0, entonces existe una sucesion {e,} con €, — 0 que satisface
que
en €{h] G(z—h)—h<F(2)<G(z+h)+h, Vz€eR}

para toda n € N. Como la funciéon G es continua por la derecha, entonces
F(z) < G(z + €,) + €, implica que F(z) < G(z) para toda z € R.

Usando la simetria de p tenemos que p(G, F') = 0, entonces exite una sucesion

{en} con €, — 0 que satisface que
en €{h] F(z—h)—h<G(z)<F(z+h)+h, VzeR}

para toda n € N. Como la funcién F' es continua por la derecha, entonces
G(z) < F(z). Por lo tanto, F'(z) = G(z).

p cumple la desigualdad del triangulo:

Definamos los siguientes conjuntos:
A= {h1| G(Z*h,l) —h < F(Z) < G(Z+h1)+h1, Vz € R},

Bz{h2| H(Z—hg)—hg SG(Z) SH(Z"‘hQ)"’hQ, VZE]R},

O:{h3| H(Z—h3)—h3§G(Z)SH(Z+h3)+h3, VZER}
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Tenemos que para hy € A, ho € B
G(z—h)—hi <F(2) <G(z+h)+ M y

H(z—hg) —he < G(2) < H(z+ ha) + ha.

Como esto se cumple para toda z, podemos tomar z = 2z’ — h; para cualquier

z' € R, entonces
H(z' —hy—hy) —ha —h1 < G(2' — hy) — hy.
Luego, podemos tomar z = 2’ + hy, entonces
G(Z' 4+ h1) +hy < H(Z + ha + hy) + hy + he.
Se sigue que
H(z' = (ha+h1)) — (ha + h1) < G(Z' — h1) —hy < F(2')

S G(Z/ -+ hl) -+ hl § H(Z/ -+ (h2 -+ hl)) —+ (h2 —+ hl),

por lo que hy + he € C. Como p(G, H) = inf C, entonces p(G,H) < hy + hs.
Tomando el infimo de las hy € A, tenemos que p(G, H) < p(F, G)+ hg, lo mismo
para hy. Concluimos que p(G, H) < p(F, Q) + p(G, H). O

A continuacion presentaremos un concepto de convergencia para sucesiones
de funciones de distribucién. Esta nocién esté relacionada a la métrica de Lévy.

Definiciéon 2.4. Decimos que un sistema de funciones de distribucion F,(z)
converge débilmente cuando n — oo si existe una funcion de distribucion G(z)
tal que

lim F,(z) = G(z)

n—oo
se cumple para todo punto de continuidad de G(z). Denotaremos que F,(z)

converge débilmente a G(z) por

F.(z) = G(»), (n — 00).

Para trabajar con la convergencia débil sera conveniente algunas caracteri-
zaciones, particularmente el hecho de que la métrica de Lévy define la misma
nocién de convergencia.

Teorema 2.5. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(I)F,(x) — F(z) en cada punto x que es punto de continuidad de la funcidn de
distribucion F(x).

(II)F,,(x) — F(x) en un conjunto C que es denso en la recta real.
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(II)p(F,, F) — 0.

(IV)Para toda funcion continua y acotada f(x) definida en R, entonces

[ s@wentan) > [ ().

Demostracion. Primero, notemos que (I) — (1) es trivial. Ahora, mostremos

que (II) = (III). Sea e > 0y tomemos a € C'y b € C tal que

Fla) < L-F(b) <

DO ™

€
2 )
Dividamos el intervalo [a, b] por puntos

a=ag<ay <---<as=0>o,

que pertenecen a C' tal que la longitud de cada subintervalo [ag_1, a] es menor
que €. Escojamos N tal que para cada n > N se satisface la siguiente desigualdad

para todos los puntos ag:

€
[Fufar) ~ Flaw)] < 5.
Probaremos que para cada x y n > N
Flx—e)—e<F,(z) <F(zx+e) +e (1)

Para ello consideraremos tres casos.
Caso 1:

Siar_1 <z < ayg, entonces

Fo(2) < Fy(ar) < F(ag) + g <F(z+e) +e,

Fo(2) > Fa(ap_1) > Flap_1) — % > Flz —¢) — g
Caso 2:
Si x < ag, entonces
Fo(2) < Fa(ao) < Fl(ao) + % <e< F(z)+e

Caso 3:

Si z > ag, entonces

Fo(z) <1< Flay) + % < F(z) + %

Fn(x)ZFn(aS)ZF(as)—gZl—eZF(gc)—e.
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Lo que hemos hecho puede ser reescrito como
p(F,F,) <e ¥Yn>N.

Ahora probaremos que (I7) — (IV). Sea f una funcion continua y acotada.
Denotemos por M a una cota superior de |f(z)| y escojamos a € C'y b € C tal
que

F(a) <, 1-F(@)<e.

En el intervalo cerrado [a, b] la funcion continua f(z) es uniformemente continua,

entonces existen puntos ay € C en el intervalo,
a=ap<a; <ax<--<as=bh,
tal que
[f(@) = flar)| <e

para
ap, < x < agy1, k=0,1,2,...,s — 1.

Construyamos la funciones

flag) si ap <z <apyr; k=0,1,2,..,5 -1
fe(z) = . )
0 si x<ag 6 x> as.

Tenemos que para cualquier funcion de distribucion G(z)

s—1
/ J@)G(@) = Y (@) [Glarsr) — Glar)]
R k=0
Dado que F,(z) — ) cuando n — oo en los puntos donde = = ay, tenemos

/f6 YdF,( —>/fE )dF (z (2)

A su vez, para cualquier funcion de distribucion G(z)

[ 1@ - twlace) = [ 11 - @G

— 00

/ (@) — fu(@)|dC(z) + /b " 1f @) - £u(@)ldG ()
< MG(a) + €[G(b) — G(a)] + M[1 — G(b)].

Aplicamos este estimado para G(z) = F(x) y G(z) = F,,(x) y notamos que
F.(a) y F,(b) convergen a F(a) y F(b), respectivamente. Luego, podemos ver

que para n suficientemente grande

/ (@) — f.(@)|dF(z) < (2M + 1)e,
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t@uuo—ﬂwwwum§<m4+me

Las dos desigualdades junto a (2) nos dan

[ 1@iF.@ - [ f@are

< (4M + 4)e

para n suficientemente grande. Dado que € > 0 es arbitrario, hemos terminado.

Ahora probaremos que (I7I) — (I). Sea xy un punto de continuidad de
F(z). Entonces para toda € > 0 existe § > 0 tal que

|F(x) = F(xo)| <€

si

|z — zo| < 0.
Sea H = min(e, 0) y sea n tan grande tal que p(F,, F') < H. Es facil ver que
F.(xg) > F(zo— H) — H > F(xg) — 2,
Fo(zo) < F(zo+ H)+ H < F(x0) + 2e.

Dado que ¢ es arbitrario, hemos terminado.

Por ltimo, probaremos que (IV) — (I). Sea xy un punto de continuidad de

F(z) y sea € > 0. Tomemos d > 0 tal que si | — x¢| < , entonces
|F(z) = Fzo)| <,

Definimos las funciones

1 st r<xz9—90
filz) =9 252 si xg—6 <x <

0 st T > xo,

1 st xr < xg
fa(@)=q 252 si zp<az<zo+§

0 St T > 9+ 0.

De estas tenemos que

2?0—6
/ fi(x)dF(z) > / 1dF(x) = F(xzg — 0) > F(xg) — €,
R —oo
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Io—(s
/ fu(@)dF(z) > / 1dF(z) = F(zo — 8) > Flag) — ¢
R —o00

/ fi(x)dF,(z) < /wo 1dF, (z) = F,(xo),
R —00

/fg(:C)an(l‘) > /wo 1dF, (z) = F,(xo).
R — 00

Para n suficientemente grande tenemos

/R f1(@)dP () - / fi(@)dF(@)| < e,

/ fol@)dFy () — / fo(@)dF(x)| < e
R R

Se sigue de (3), (4) y (5) que

F(xo) —2¢ < Fp(x9) < F(xo) + 2e.

Dado que € > 0 es arbitrario, la prueba estd completa. Y con esto hemos

terminado la demostraciéon del teorema. O

Una consecuencia del teorema anterior, que nos seré de utilidad mas adelante
en este trabajo, es la siguiente proposicién.

Corolario 2.6. Sean u(n,z) y w(n,x) nimeros reales, definidos para todo
entero positivo n y nimero real x > 1. Asumamos que para toda ¢ > 0 la
condicion
Ve (n; lu(n, z) —w(n,z)| >¢€) =0
es vdlida cuando x — oo. Entonces la funciones de distribucion
Fr(z) = Vm(n;u(nax) < Z)
convergen débilmente cuando x — 0o si y sdlo si las funciones de distribucion

H,(2) = vp(n;w(n,z) < 2)

convergen débilmente cuando r — oo. Si las distribuciones limite existen,

entonces coinciden.
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Demostracion. Primero veremos que la condicion se puede ser formulada en
términos de la métrica de Levy, como p(F,, H;) — 0 cuando & — oo. Notemos

que dado € > 0 la desigualdad
vp(nyu(n,z) < z—¢€) < vg(nwn,x) < z) + vy(n; [uln, z) — wn.x)| > ),
se cumple dado que
{n;u(n,z) < z—e€} C{n;w(n,z) <z} U{n;|u(n,z) — w(n,x)| > €}.
Luego, usando la hipotesis para = suficientemente grande se tiene
ve(nju(n,z) < z—¢€) <vy(njwln,z) <z)+e
De manera anéloga se puede probar que para x suficientemente grande
ve(nyw(n,z) < z) <vp(nju(n,z) < z+e€) +e

Estas dos desigualdades, por definicion de F, y H,, nos dicen que

Foz—¢€)—e < Hy(2) <F.(z+¢) +e,

para z suficientemente grande. Por lo tanto, p(F,, H;) < € para x suficiente-

mente grande.

Ahora probaremos que si H,(z) converge débilmente, entonces F,(z) con-

verge débilmente a lo mismo.

Si Hz(z) converge débilmente a G(z), cuando & — oo, entonces por la

desigualdad del tridngulo de la métrica de Lévy, tenemos
p(Fm, G) < P(Frv Hr) + ,D(Hm, G)-

Tenemos por hipotesis que p(F,, H,) — 0, entonces la parte de la derecha
de la desigualdad converge a 0. Por lo tanto F,,(z) converge débilmente a G(z),
cuando & — oo. El otro caso (cuando F, converge débilmente) es similar. [
El siguiente teorema que es bien conocido, nos puede ayudar a dar una

caracterizacion de los conjuntos compactos en el espacio de métrico de funciones
de distribucién. Lo enunciaremos de la siguiente manera:

Teorema 2.7. (Arzela-Ascoli) Sea K un espacio métrico compacto. Si una
sucesion {fn} C C(K) (el espacio de funciones continuas K — R) es
puntualmente acotada y equicontinua, entonces tiene una subsucesion que

converge uniformemente.
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El siguiente teorema estd relacionado con la compacidad en espacios de
funciones de distribucién; su demostraciéon proviene de [1].
Teorema 2.8. (Helly) Sean Fy, Fs, ... funciones de distribucion en R. Entonces
existe una funcion no decreciente y continua por la derecha, y una subsucesion
{Fn,} tal que
F,, (x) — F(x)

en cada punto de continuidad x de F.

Demostracion. Sea D = {x1,x2,...} un conjunto denso y numerable de R. Vea-
mos que la sucesion {F),(x1)} es acotada, entonces podemos extraer una subsu-
cesion {F,} de {F,, }, con Fy(x1) convergiendo a un limite y1, cuando j — oo.
Lo mismo con {F,(z2)}, podemos extraer una subsucesion {Fy,} de {F},} tal
que Fy, (x2) converge a un limite yo cuando j — oo. Siguiendo este procedi-
miento, podemos encontrar subsucesiones {Fy,; } de {F(;;,—1),} conm =1,2,...,

y tales que Fi (Tm) — Ym.

Ahora definamos una funcion Fp : D — R por Fp(z;) = y;, con
j=12,..,yseaF, =F, conk=1,2 .. Entonces tenemos que
F,, (x) — Fp(x), conzx € D.

Como F,, es una funcién de distribucion, entonces si x < y, tenemos que
F,, () < F,, (y) y por lo tanto Fp(z) < Fp(y). Definimos

F(z) =inf{Fp(y); ye D, y>uz}.

Es facil ver que F' es no decreciente, y probaremos que es continua por la derecha
por contradiccion. Sea z, | . Entonces F(z,) es no creciente y acotada, por lo
que converge a un limite b. Si F'(x) # b, entonces necesariamente b > F'(z). En
particular, exite yo € D, tal que Fp(yo) < b. Dado que z,, | z, existe un N tal

que = < z, < Yo, para toda n > N. Pero esto implica que
F(z) < F(za) < Fp(yo)

para toda n > N. Tomando limite cuando n — oo, obtenemos que b < Fp(yo),

lo que es una contradiccion. Por lo tanto, F'(z,) — F(z).

Ahora probaremos que si z es un punto de continuidad de F', entonces

F,,(x) = F(z), cuando k — 00. Sea x < y con y € D, tenemos que

limsup F,, (z) < limsup F,, (y) = Fp(y).

k—oco k—oc0
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Tomando el infimo de las y € D tales que y > = obtenemos que
limsup F,, (z) < F(x).
k—o0
Si 2’ <y < x, entonces tenemos que
F(2') < Fp(y) = lim F,, (y) =liminf F,,, (y) < liminf F,,, (z).
k—o0 k—o0 k—o0
Haciendo tender 2/ — x obtenemos que
lim F(z2') < liminf F,, ().
z'—x~ k—o0
Como z es punto de continuidad de F',
lim F(z') = F(x),
' —x~
se sigue que
limsup F,, (z) < F(z) < liminf F,, (z).

k—s00 k—o0

Por lo que probamos que F,, () — F(x), y con esto el teorema. O

El siguiente lema lo ocuparemos en el dltimo paso de la prueba del
Teorema de Erdés-Wintner. No presentaremos prueba de este lema, pero puede
encontrarse en los teoremas 1 y 2 en las paginas 40 y 42 de [4] y las paginas 26
y 27 de [2].

Lema 2.9. Sean F,(z) funciones de distribucion, para n € N, entonces las
stguientes proposiciones son vdlidas.
a) Si By >0, b, >0 tales que

F,(Bnz+ an) = G(2)

F,(bpz+a,) = K(2)

con G(z) y K(z) funciones de distribucion, entonces existen nimeros

reales A > 0 y B tales que

ﬁn Qp — Qp
bn A Zn O
b Y T,

cuando n — 0. Si G(z) = K(z), entonces A=1y B =0.

— B

b) Si
Fo.(z + an) = G(2),

F.(z+a,) = H(2)

cuando n —» 0o, entonces existe un numero real C' tal que

oy, —a, — C.
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2.2. Funciones caracteristicas

Trabajar con las funciones de distribuciéon puede ser complicado, pero nos
podemos apoyar con las funciones caracteristicas que estan asociadas a estas.
Estas son mucho mas faciles de estudiar dado que son continuas.

Definiciéon 2.10. Asociada con cada funcion de distribucion F(z) estd su

funcion caracteristica ¢ : R — C

6(t) = / T it ap(s).

— 00

Es facil notar que la funcién caracteristica ¢(t) esta definida para todos los
valores reales de t, y satisface que

$(0) =1, lp(t)] <1, VteR.

Maés atun, tenemos las siguientes propiedades elementales, que nos seréan
de utilidad en este trabajo. El lector interesado en profundizar el estudio de
funciones caracteristicas puede consultar [1], secciones 7.1 y 7.8.

Lema 2.11. Una funcidon caracteristica es uniformemente continua en todo la

recta real.

Demostracion. Sabemos que existe N tal que
F(N)=F(=N)=1—¢
y veremos que eso implica
6(t) — ¢(s)| < Nt — s| + 2.
Para probar esto veamos las siguientes desigualdades:

e’ —e*| <|v—2|, Vz,z€R

|eitw _ eitz| <9
La primera desigualdad se cumple dado que

d .
et =1
157

y usando el teorema del valor medio para funciones complejas. La segunda es

trivial por la desigualdad del tridngulo. Entonces

6(8) — 6(s)] < /

en |6itz o eisx‘dF({ZZ) +/ |ez’tm o eisz|dF(x)

|z|>N
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/ [te — sx|dF(x) + 2(F(—=N)+1— F(N))
z|<N
< Nt — s| + 2e.

O

Recordemos que si X es una variable aleatoria en algin espacio de
probabilidad (€, F, P), entonces podemos definir una funcidn de distribucion
acumulada Fx mediante

Fx(t) = P(X <?).

Podemos definir entonces la funcién caracteristica de la variable aleatoria
X como la funcién caracteristica ¢x de la funcién de distribucién F'x. Estas
cumplen las siguientes propiedades:

Lema 2.12. Sea ¢x(t) la funcidn caracteristica asociada a una variable

aleatoria X, entonces las siguientes propiedades se cumplen:

(I). SiY = X + b, entonces
oy (1) = ePox (t).
(II). Si X yY son variables aleatorias independientes, entonces
x4y (t) = dx () oy (1)

Demostracion. (I). La prueba es inmediata de la definicion.

(IT). La demostracion se puede encontrar en [1], teorema 7.1.2.

O

Una de las utilidades de las funciones caracteristicas es que nos ayudan a
caracterizar la convergencia débil, como veremos en los teoremas 2.14 y 2.16.
Para probar esto, sera necesario estudiar compacidad en espacios de funciones
de distribucioén, por lo que necesitamos el siguiente concepto.

Definicion 2.13. Un subconjunto S de un espacio métrico es condicionalmente

compacto si S es compacto.

Lema 2.14. Un conjunto S de funciones de distribucion es condicionalmente

compacto (en el espacio de funciones de distribucion) si y solo si cumple que
Flz)—1, z—

F(z) —0, 2 — —

de manera uniforme en S.
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Demostracion. (<)

Primero probaremos que si S satisface la condicién descrita, entonces es
condicionalmente compacto, es decir, que para cualquier sucesién en S existe
una subsucesion de Cauchy convergente. Sea {F,} en S, por el teorema 2.8
existe una subsucesion {F),,} C {F,} que converge débilmente a una funciéon

no decreciente y continua por la derecha F. Por la hipotesis tenemos que:
F, () —1 z—

F, () —0, 2 — —¢

para toda k € N, de manera uniforme. Entonces existe N tal que si x > N,

entonces

€
|Fnk(:zz)—1|<§7 Vk € N.
Por otro lado, como F),, = F, existe un conjunto C' denso en R tal que

para toda z € C, existe k € N tal que
€
[Fau(2) = F@)] < 5.
Por lo tanto, para toda > N con z € (', tenemos que
[F(z) = 1| = |F(z) = Fn, (2) + Fy (z) — 1]
€ €
< (@) = Foy ()] + [ Foy (1) — 1] < S+ 5 =
Siz > N, pero x ¢ C, existe una sucesion (z,) C C que converge decre-

cientemente a x. Luego, por la continuidad por la derecha de F' concluimos que

también en este caso |F(x) — 1] < ¢, es decir, F(z) — 1 cuando 2 — oo.

Analogamente podemos probar que F(z) — 0 cuando © — —o0, es decir
que F' es una funcién de distribuciéon. Esto implica que existe una subsucesion
convergente (en el espacio de funciones de distribucion), de aqui que S sea un

conjunto compacto.

(=)
Haremos la demostracién por contradiccién. Supongamos que S es condicio-
nalmente compacto, pero no se cumple la condicién del lema. Entonces por no

ser uniforme existe € > 0 para toda n € N existe x,, > ny F,, € S tal que

|Fn(zn) — 1] > €.
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Por la compacidad condicional, la sucesion {F, },, tiene una subsucesion {F),, }x
que converge (débilmente) a una funciéon de distribucion F, es decir, que existe
un conjunto denso C' tal que F,, (z) — F(z) para todo x € C.

Por ser F' funcién de distribucién, entonces existe N tal que
|1 — F(x)| <¢€/3 Vo > N.

Por la continuidad por la derecha de F;,, en el punto x,, y por la densidad de

CexisteyeCtalquey >y

| Fy (y) = Fy (Tn,,)] < €/3.

Como y € C, entonces F,, (y) — F(y), asi que para k suficientemente grande

[F (y) — F(y)| < e€/3

Por la desigualdad del tridngulo, y las dos desigualdades anteriores,

2
‘Fnk(xnk) - F(y)l < ge'

Finalmente, por la desigualdad del tridngulo y la primera desigualdad sobre F'

tenemos
|Fnk(xnk) - ]-| <€

que es una contradiccion.

O

La convergencia débil es importante, pero no muy practica. Es por ello que
veremos que la convergencia débil de funciones de distribucion es equivalente a
la convergencia puntual de funciones caracteristicas asociadas a estas.

Teorema 2.15. Sean ¢, (t) y ¢(t) las funciones caracteristicas de funciones de

distribucion Fp,(z) y F(z), n € N. Si F,(z) = F(z), entonces

Pn(t) — (1),
cuando n — oo, de manera uniforme en cada intervalo acotado |t| < T.

Demostracion. Supongamos que F,, => F', entonces por definicién tenemos que
o0 . o0 .
o) = [ earG) v e = [ tare)
— 00 — 00
lo que implica la convergencia de ¢, (t) — ¢(¢). Por la hipotesis tenemos que el
conjunto de las F;, es condicionalmente compacto. Por el lema 2.14, dado € > 0

existe A tal que
Fu(A) = Fo(=4) 217, ¥n.
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Sea 6 = 55 y sean t y s tales que
[t —s| <d

Podemos usar la desigualdad que aparece en la prueba del lema 2.11 y obtener
que

[6a(t) = du(s) < Alt —s| +25 < A5+ 5 =

para toda n. Por lo que podemos decir que el conjunto {¢,(t)} es equicontinuo
y ademas uniformemente acotado. Podemos aplicar el teorema de Arsela-Ascoli

a {¢n} y ademas, también podemos aplicarlo a toda subsucesion de {¢,}.

Supongamos que ¢, no converge uniformemente en un intervalo |t < T,
entonces existe € > 0 y una sucesion de puntos {x,, } en el intervalo compacto

|t| < T tal que ny, — ooy

|¢77/k (mnk) - ¢(mnk)| Z €.

Pero entonces no existe una subsucesiéon en ¢,, que converja uniformemente,
lo que es una contradicciéon. Por lo tanto ¢,, converge uniformemente a ¢ sobre

cualquier intervalo compacto. O

Presentaremos el siguiente lema para probar el reciproco del teorema
anterior. Para esto denotamos

F[-N,N]:= F(N)— F(—N).
Lema 2.16. Sea 7 > 0, N > 0 tales que ﬁ < 1. Entonces

5 /2, o()dt| - 7

1- %

F[-N,N] >

Demostracion. Veamos que

& s -[a ([
SN )
|7 (e o)

|/ —sen (t2)dF(2)
lzI<

N TZ

’ / ( o (cos(tz) +1i ben(tz))dt) dF (2)

’/ — sen(r2)dF ()

+

/ L sen(t2)dF(z)|.

z|>N TZ
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Como )
sen(7z) <1 sen(7z) <L
TZ TZ T2
tenemos que (2) es menor o igual que
F|—-N,N|+ —(1 - F|—N, N)).
NN+ (- PN )

De todo esto, obtenemos que:

F[-N,N]+ TLN(l — F[-N,N]) > ’217_/: gb(t)dt‘

y de esto tenemos que

5= [T, o(t)dt| — 25

T
1_7'N

F[-N,N] >

O

Teorema 2.17. Para cada n € N, sea ¢,(t) la funcion caracteristica de una
funcion de distribucion F,(x) y supongamos que ¢, (t) converge a una funcion
continua ¢(t) cuando n — oo para toda t. Entonces la funcion de distribucion
F,(x) converge débilmente a una funcion de distribucion F(x) con funcion

caracteristica P(t).

Demostracion. Por la desigualdad (1) del lema 2.16, si N = %, tenemos

5[22}>2

) =
T T

Lr gf)(t)dt‘ ~1. (4)

2T J_,

Supongamos que ¢, (t) — ¢(t) para toda ¢t € R. Dado € > 0 existe un 7 > 0
tal que
[6(6) — 1] < 5, Vte[-n7],

dado que ¢(0) =1y ¢ es continua en 0. De lo anterior, tenemos que

’217/_:(;5(75)475— 1’ = ‘217/_:‘1)(”‘“_ 217/_: 1dt‘

5 [ o= v < 5 [ joo - e

1 (7 €
< — dt < —.
_27'/ 2

-7

N ™

Por lo tanto tenemos que

o [ onttar =)< | [ - oonar + |- [ o1

27 —T —T
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1

€ T
5 + o ) |pn(t) — &(1)|dt.

Como ¢, (t) — ¢(t) v |pn(t) — ¢(t)] < 2, entonces por el teorema de la
convergencia dominada de Lebesgue tenemos que para € > 0y 7 > 0 existe una
M tal que

1 € €
- - 4= > M.
o c;Sn()dt 1‘ 2 5 =6 paran > M
Por otro lado,
1 T
12|y [ ontar-1- g [ onan
2t J_ .
1/T¢(t)dt 1] + 1/T¢(t)dt
2r J_. " 2r J_. "
et |2 [ oyt
S € o . n
=1-€< i/T¢> (t)dt
€= 2r ). "
De (4) tenemos que si X = 2, entonces

1 T
Fn[—X,X]>2‘2 ¢n(t)dt‘—1>1—2€, vn € N.
TJ-r
Del lema 2.14 podemos concluir que {F,,} es condicionalmente compacto.

Notemos que {F,} solamente puede tener un punto limite. En efecto, si
{Fn,} es una subsucesiéon que converge a una funcion de distribucion Fy,
entonces, por el teorema 2.15, sus funciones caracteristicas convergen a una
funciéon continua ¢,. Pero como ¢, — ¢, necesariamente ¢, = ¢, y por lo
tanto ¢ es la funcion caracteristica de la funcién de distribucién F,. Tomando
F = F.,, y usando que {F,} es condicionalmente compacto con un tinico punto

limite, concluimos que F,, = F.
O

2.3. Modelos de probabilidad finitos

Sea x un namero real, con x > 2. Sean ¢; < g2 < ... < ¢& primos (no necesesa-
riamente distintos), denotamos por @ al producto de todos ellos. Denotemos por
E(x,1) al conjunto de enteros positivos n menores que x y que satisfacen la re-
lacion n =1 (méd Q). Sea A 4lgebra méas pequenia de conjuntos que contienen a
los conjuntos E(x,1), donde [ puede tomar cualquier valor en el rango 1 <1 < Q.
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En esta algebra definimos una medida de frecuencia, por

v(B)=[2]7' Y 1=[a] B

nekr

Si S denota al conjunto de enteros menores o iguales que z, entonces v(S) = 1
y entonces

(5, 4,v)

forma un espacio de probabilidad finito. Definimos una segunda medida u, en
A, por

S

1 ]L:{E(x,lj) :é,

donde Iy, ..., s son distintos (méd Q). En particular, u(S) = 1.

Las medidas v y p se aproximan una a la otra en el siguiente sentido:

Proposicion 2.18. Sea

entonces
S

vE) =l 3 (| 552 1) = i) + ostal

Jj=1

donde 0] < 1.

Demostracion. Primeramente, obsevemos que

—1; 1
B i) =l (|52 +1) v ) = 5
ademas, 0 < v(E(z,1;)) <1y 0 < pu(E(x,l;)) < 1. Entonces existe w; tal que
V(B ) = p(B 1) = 1o,
con |w;/Q| < 1 para cualquier /;. Por lo que
v(E) —p(E) =Y [ZJQ’

j=1

ahora, sea 0 = %ijl %, de aqui se tiene que || <1y que
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Por lo que el estimado
V(E) — u(E)| < 2Qa~" 1)

se cumple de manera uniforme en el algebra A.

El siguiente teorema nos muestra como los modelos de probabilidad nos
ayudan a entender el comportamiento de las funciones aditivas.

Teorema 2.19. Sean r y x numeros reales, con 2 < r < x y N un entero
positivo. Supongamos que para cada primo p y k >0, f(p*) es un mimero real.

Se define la funcion aditiva

gm)= Y 0"
pgp:,}c‘zN

Se definen variables aleatorias independientes X, para cada primo p <, por

f@) si PILO<j<N
Xp(n):{ 0 st PNl

donde [ es la clase de n mddulo Q). Entonces la estimacion

va(nign) <2)=p [ X, <z | + 0N a™t)
p<r

se tiene uniformemente para todo niimero real f(p*), z, x, conx > 2 yr, con
2<r<uz.

Demostracion. Consideremos los modelos de probabilidad anteriores (A,v) y
(A, 1), donde la coleccion de primos que consideramos consiste en todos los

primos menores o iguales que 7, cada uno tomado con multiplicidad N. Para

Y Xpm)= D f@h).

p<r pk|In
p<rk<N

cada entero positivo

Por el estimado anterior (1) el resultado que queremos demostrar seré valido
si podemos probar que Q < e*V". Podemos hacer esto directo por el lema 1.6.

Dado un entero positivo par m, el coeficiente binomial

(m%) B (%2

es divisible por cada primo p en el rango %m < p < m, dado que un primo

va a dividir al numerador m!, pero no al denominador. Mas atn, el coeficiente
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binomial no es mayor a 2 en tamano. Por lo tanto
m
Z logp§10g< )§m10g2<m.
. m/2
sm<p<m

Si m es potencia de 2, entonces podemos reemplazar m por m/2,m/2% ... y asf

sucesivamente, los sumamos y obtenemos que

Z logp < 2m

p<m
Dado que 7 > 2, existe un entero positivo k tal que 2¥ < r < 2#¥+1, Entonces
Q = exp NZlogp <exp|N Z logp
pST’ p§2k+1
< exp(N22) < exp(4Nr)
Por la estimacion (1) vemos que
va(n; gn) <z)=p| Y X, <z | +0(Qx")
p<r
y por lo que acabamos de probar, tenemos que
va(nig(n) <z)=p | Y X, <z | +0( ™)
p<r

Finalmente podemos notar que las variables X, son independientes respecto a

la medida p (ver ejemplo [2] pagina 118 o [9] paginas 300-301). O
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Capitulo 3

Desigualdad de

Turan-Kubilius

En este capitulo presentamos distintas desigualdades que son todas variantes
de una misma, por lo que cualquiera de ellas puede ser llamada desigualdad
de Turan-Kubilius. Presentamos también un principio de dualidad y sus conse-
cuencias en términos de dichas desigualdades.

En todo este capitulo denotaremos por f(n) a una funcion aditiva que toma
valores complejos. En particular podemos escribirla como:

fn) =Y f").

p*lin

Para nimeros reales > 0 definimos

pF<z

3.1. Primeras versiones

Esta primera version de la desigualdad de Turan-Kubilius se podria decir que
da lugar a las otras versiones.

Teorema 3.1. (Turdn, Kubilius). La desigualdad

Y 1f(n) = E(2)® < 362D(x)

n<z

39
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es vdlida de manera uniforme para toda funcion aditiva f(n), y nimeros

positivos x.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que x es un entero, y
x > 2. Haremos la demostracion en tres casos, primaramente si la funcion f(n)

es real y no negativa.

La sumatoria que deseamos estimar se puede escribir de la siguiente forma

S=Y Ifn) = E@P =) [f()]* —2B(z) Y f(n) + 2E*(2).

n<x n<x n<x

Invertimos el orden en la primera sumatoria que aparece del lado derecho, la

cual denotaremos como S, para obtener

Si=Y [fm)IP=>"1>" f")

n<w n<z |pk||n
=S Y A+ Y FENE)
n<z pk||n n<x pkgl||n
P#q

=Y >N+ DY D feMfd)

pkgl n<z kgl <, n<x
p*lIn "ptq p*lingtlin
2/ k k l
=D N 1+ D feMre) Y, L
pk<z n<w kql< n<w
pk||In ppq#qa: pF[In,qt||n

El niimero de enteros, con n < z, para los cuales p*||n y ¢!||n, es

T T T T
Pkl - pktigl - phgitl + phtigitl

1\ 1 1
xk<1><1>+29,
p b/ q q

donde |0] < 1. Dado que f(n) > 0,

S1 < aD(z) + 2B @) +2 Y (") f(d)).

phgl <z
P#q
De manera similar, la suma

Sp=E(z) ) f(n)=EB(x) Y f@*) ) 1

n<x pk<zx n<z
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es mayor o igual que

2B () — E@) 3. ("

~—

pr <z
Por lo tanto,
S=51-28 +aE(x) <aD(x)+2 > FPM)f(d)+2E@) Y f().
pFql<a pF<z
piq

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos las siguientes estimaciones:

9 Z f(pk) _2 Z fk/z (l/z)pk/Z /2

pkgl<a pkgl<a
PF£q p#£q
1/2 1/2
f(")? f(d')?
<2 > kg > o' <2D%(x) | D v
pkgl <z pkgl<a pkgl <z
pF#q PF#q pF#q

2B(z) 3 fh <2 S fk/2 K2 N (bR

pk<z pk<z pk<z
1/2
fz(Pk) 1 f2 K
() (v L) (s >
ph<aw pE<z pE<z pE<a
1/2
0 Y S0 Y
k<.l, pk<z
Entonces se tiene que
1/2 12
1
S <aD*(x)+2D%(x) [ Y pbd +2( D) Y D) > pF .
kgl k< p k<
pFq' <z ptlx pt<z
P#q
Luego,
1 1 “d
- < — < / L log z
e p 2<mez Y 1Y
y
PP <z 1<z 14z ) 1,
ph<z ph<z p<w pk<a
k>2

pero tenemos que

] g 10
Sic Y+ ¥ o Y ¥ 1ogif/2§xl/2+é§1og2’

p<w p<zl/2  zl/2<p<z p<azl/2  al/2<p<a
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dado que logz = 2log z'/? < 22'/2. También que

/2 log x x
E 1<§ 1 E 1 <32
+ TS log2 = logzx
pk<a p2<zx p3<z
k<2

puesto que (logz)? = (4logz!/4)? < 162'/2. Por lo tanto,
1/2

S < D2 +4D2 E +2D2 l()g

i<z

S < (1444 2(6.5)2D?*(x) = 18zD*(x)

Esto prueba que cuando f(n) es real y no negativa la desigualdad es valida.

Es claro que esta desigualdad implica la del teorema.

Ahora consideremos el caso en que f(n) real pueda tomar valores negativos.

Definimos funciones aditivas g1(n) y g2(n), por

pk<z

$-)

pk<z

Luego, como

entonces tenemos
[f(n)=E(2)* < |g1(n)—E:1(2) *+]g2(n) — Ea(2)|*+|g1 (1) — E1 ()| g2(n) — Ba ().
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

[f(n) = E(2)]” < 2|g1(n) — Ex(2)]* + 2g2(n) — Ea(2)/*.
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Entonces aplicando la desigualdad que ya probamos para funciones no

negativas

D) —E@)P <2 lgi(n) = Ei@)P+2 ) 1g2(n) — Ba(2)| < 362D (x),

n<x n<x n<x

lo cual prueba la desigualdad para funciones con valores reales.

Ahora consideramos el caso en que f(n) puede tomar valores complejos,

definamos las siguientes funciones aditivas

91(n) = Re(f(n)) g2(n) = Im(f(n)).

Tenemos que

[f(n) = B(2)]* = |g1(n) + E1(2)|* + [g2(n) + Ea(x)[*.

Sumamos sobre n, 1 < n < z, y notamos que

Yo g )P+ Y p 7 lea(k))? = D ().

pk<z pk<z
Entonces,
ST1m) — E@P =3 1g1(n) + Ev @)+ lga(n) + Ea(2)?
n<zx n<zx n<lz
<36 Y p (k) +36 > p*lga(k)|* = 36D%(x),
pr<z pr <z
lo que completa la prueba. O

Vale la pena mencionar que la cota anterior se podria mejorar (ver por
ejemplo péags. 147-148 [2]), pero para los fines de este trabajo nos es suficiente.
Como ya mencionamos antes, este teorema nos ayudara a probar otras versiones
de la desigualdad de Turan-Kubilius, una en particular seria la del siguiente
lema.

Lema 3.2. La desigualdad

OEDS LG 492D ()

n<x pk<zx

su cumple de manera uniforme para toda funcion aditiva f(n), y ndmero real

positivo x.
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Demostracion. Veremos que este resultado se obtiene rapidamente del teorema
3.1

T -2 4] Sl - 2 4201 £ 420
cxho-z (- 5[z 22 0)f
agfo- 242 0)[E 40

< 362D*(x) + xD*(x) + 2(\/362D2(x))(\/xD2(x)) = 49xD?(z).
Con esto concluimos la demostracion O

Este lema nos servira para probar uno de los teoremas importantes de esta
tesis, el teorema de Erdds (teorema 4.1).

3.2. Principio de dualidad

A continuacién presentamos un principio de dualidad, que lo usaremos para
probar una desigualdad para funciones fuertemente aditivas.

Teorema 3.3. Sea c¢; j, coni=1,...m y j=1,..n una coleccion de nimeros

e
complejos y sea \ un numero real no negativo. Entonces la desigualdad

2
m n n
2
ciyaz| <A layl
i=1 |j=1 j=1
es vdlida para toda coleccion de miumeros complejos ai,...,a,, si y solo si la
desigualdad
2
n m m
2
g E cijbi| <A E |65
i=1 |j=1 j=1
es vdlida para toda coleccion de mimeros complejos by, ..., by,.

Demostracion. Consideremos la matriz
C = (¢;j) 1<i<m, 1<j<n.

Sean a y b vectores columna con entradas ai,...,a, y bi,...,b, respectiva-
mente. Entonces la primer desigualdad del lema puede ser escrita de la siguiente
forma

|Cal? < \a]? para todo a € C".
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Supongamos primero que esta desigualdad es valida. Es decir, que existe A > 0,
tal que
|Ca| < A'/?|a].

Entonces tenemos por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
Ib”Cal < |b"||Cal,
y por la hipoétesis
b”Cal < [b”||Ca| < \V/2|bl|a|
Fijamos a = ETB, y se sigue que
Ib”C|2 = |b"CC b| < A2[b|[C" b| = A2[b|[bTC]|
Por lo tanto
|ch‘ S )\1/2|b| — )\1/2|'|:)T|7

lo que implica la segunda desigualdad. Que la segunda desigualdad implica la

primera desigualdad es de manera analoga. O

Podemos hablar de que una desigualdad es dual de otra si se relacionan entre
s como en el teorema anterior.

Ahora demostraremos una desigualdad sobre funciones fuertemente aditivas.
Para ello, primero definamos

A =3 12,

1/2

D =

p<z
Lema 3.4. La desigualdad

Yo 1f(n) = A(@)? < 162B%(x)

n<zx

se cumple uniformemente para toda funcion fuertemente aditiva f(n), y nimeros

reales positivos x.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, asumamos que x es un entero, y
x > 2. Al igual que en el teorema 3.1 empecemos suponiendo que la funcién

f(n) es real y no negativa.
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La sumatoria S que deseamos estimar se puede escribir de la siguiente forma
S="1f(n) =A@ = Y If(n)* —24(z) Y f(n) + zA*(z).
n<x n<z n<z

Denotamos por S; a la primer sumatoria del lado derecho de la igualdad e

intercambiamos el orden de las sumatorias como en la demostracion del teorema

3.1:
=D P =YY 1+ > fo)fle) DY L

n<z pk<zx n<z pg<w n<ax
pllz p#q plln.qlln

Como f(n) > 0 tenemos
Sy < xB(z) + zA%*(2).

De manera similar, la suma

es mayor o igual que

2A%(z) — A0) Y F(p)

p<z

Por lo tanto,

S =8 — 29 +xA*(z) < xB(x) + 24(x) > f(p)

p<z
y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos
1/2
_ 1
(@)Y fp ?p? <2 B*x)>  -B*(x)> p
p<z p<z p p<z

9 102 \'/? 9
<2B“(z) | xlogx < 2zB*(x)(3.5).

log x
Podemos concluir que

S < xB?*(x) 4+ 2(3.5)xB?*(x) = 82 B*(x).

Supongamos ahora que f toma valores reales, posiblemente negativos, y

definamos g1(n) y g2(n) funciones fuertemente aditivas por
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p<z p
As(z) = 92(p)
p<z P
Como
f(n) = g1(n) — ga(n),
entonces

> 1fn) —

n<zx

aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la sumatoria y obtenemos:

Do) = A@)P =) lgi1(n) — Ai(@) = (92(n) — As(@))?

=> |91(n)—A1($)|2+Z |92(n)—Ag(2)*+2 Z |g1(n z)||g2(n)—Az(z))|
<2 |gi(n) - A |2+QZ|92 2(2)[* < 162B%(x).

Esto prueba la desigualdad deseada para el caso real.

Si f(n) toma valores complejos, definamos:

g91(n) = Re(f(n)), g2(n) = Im(f(n)).

Entonces,
Z |f(n) Z 91(n) = A1 ()]* + ) |g2(n) — Az ()],

Notemos que

Z |92 —Bz(ﬂﬁ)

p<zx

Z lg1(p

p<z

p
Por lo tanto,
S £ (n) — Am)P? < 162 Z‘gl 16 Z'gz  162B2(x),
n<x p<z p<z

lo que completa la prueba. O
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Los resultados anteriores tienen el propésito de probar la siguiente
desigualdad que seria de utilidad en la prueba del teorema principal, el teorema
de Erdos-Wintner.

Lema 3.5. La desigualdad

2

Z Zan — % Zan < 16xz |an|?
p<z [n<a n<lx n<x

pln

se cumple de manera uniforme para toda x > 0, y nimeros complejos a,

Demostracion. Veremos que esta desigualdad es el dual en el sentido del

teorema 3.3 de la desigualdad del lema 3.4. Aplicaremos el teorema 3.3 tomando
by =p Y2f(p), \=16z y

C pl/zhn(p) 1/2

n,pzw_p )
con
0 si pin
hn(p) =
f(p) st pln.

donde n corre sobre todos los enteros positivos menores o iguales que x y p sobre

todos los primos menores o iguales que .

Por nuestra eleccion de b, y A:

1/2
D Cupbn=) (phn(p) —p‘l/Q) (=" f(p))

= =\ )
= pgzz <hn(p) — f;p)) .

La segunda desigualdad del teorema 3.3 diria entonces

> " |hn(p) — A(z)[* < 162B%(x),

n<zx

dado que

Z hn(p) = f(n).

p<z

Esta es en realidad la desigualdad del lema 3.4

Y 1f(n) = A@@) < 162B%(x),

n<x
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la cual ya se demostré. Por lo tanto su dual también es valida.

Como

a = p1/2hn(p) U2\,
% Cnatn = 3 (77
_ 1/2 hn(p)
Py f(p)

n<x

E -1
Ap — anp P

n<x

se sigue que

Z | Z Chpan|® = ZP Z h;((p)an - Z anp”t| <16z Z |an|?.

p<zx n<z p<z |n<lzx p) n<lx n<lx

Por como esta definida h,(p), tenemos

2
dop[dan =D awpt| <162 |anf,

plzx |nlz n<x n<x

que es lo que queriamos demostrar. O

Con esto cerramos este capitulo y estamos listo para entrar a la parte
principal de este trabajo.
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Capitulo 4

Teorema de Erdos-Wintner

En este capitulo probaremos los dos teoremas esenciales de este trabajo. Estos
teoremas nos dan informacion sobre las funciones aditivas con valores reales e
histéricamente abrieron las puertas a una nueva forma de estudiar dichas fun-
ciones.

Primero, el teorema de Erdds que nos asegura la existencia de una funcion
de distribucion limite:

Teorema 4.1. (Erdds) Sea f una funcion aditiva que toma valores reales, tal

oL Z@

s> o< P

que las series

son convergentes. Para cada entero n definimos

An)= > f;p).
[f(p)I<1

p<n

Entonces las frecuencias
vn(m; f(m) — A(n) < z), n=1,2,3, ...

convergen débilmente. La funcidon caracteristica, ¥(t), de la distribucion limite

tiene representacion

viy= [[ a+gw) [[ @+gp)e /@

[f(p)|>1 [f(p)|<1
donde

1 1\ — e
g(p) = > + (1 - p) mZ::lp‘m exp(itf(p™)),

51
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y los productos son tomados sobre los primos p para los cuales |f(p)] > 1, y

|f(p)| < 1, respectivamente.

Demostracion. La demostracion se hara en dos pasos.

Paso 1: Para cada entero n, n > 4, sea r el entero [(logn)/4]. Definamos la
funciéon

jm)= > 0"
pli,

Probaremos que las frecuencias

vn(m; j(m) — A(r) < z)

convergen débilmente cuando n — oo, a una funcion de distribucién con fun-

cién caracteristica 1.

Por el teorema 2.19, con N = r, podemos escribir

vn(m:jim)—A(r)<z)=u ZXP “A(r) <z | +0mY?),

p<r
donde X, son variables aleatorias independientes tales que

pio

¥ _ f(®’) con probabilidad (1 — %)i j=1.,N—-1,
P 0 con probabilidad 1 — % + Z%N.

y la estimacion es uniforme para todo ntimero real z.

Dado que las variables X,, son independientes, por las propiedades del lema

2.12, las funciones caracteristicas, ¥,,(t), de las funciones de distribucion

o ZXP—A(T) <z

p<r

tienen la forma

Un(t) = e A TT + 9(p) + &(r)),

p<r
donde
1 1\ o= 1 _pm
epr)=——-(1-- — ™),
0= (1) X

En efecto, la funcion caracteristica de X, es 1 + g(p) + €,(r). Mas aun, po-

1

demos definir variables aleatorias Y, = f(p’) con probabilidad (1 — %)F para
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j=0,1,2... y su funcion caracteristica sera 1+ g(p).

Ahora, sea L la cantidad de primos p < r, y denotemos 2 = p; < pa--- <

pr, < r. Por la identidad de la proposiciéon 1.7 tenemos:

m—1 L
Yn(t) = A H (1+g(pr))+e~ 40 Z o (1) [] (H9on)) ] (H9(r)+ep ().
k=1 m=1 k=1 k=m+1
Luego,
. ) L m—1 L
Un(t) —e MO T+ 90| = | > 6 () [T +9r) [T 1+ 90r) + e, (1))
p<r m=1 k=1 k=m+1

ztA (r)

L
1T +9k) + e, (r)

k=m+1

Z |€pm

pero tenemos que |1+ g(p)| <1y |14 g(p) +€,(r)| < 1, por lo que se sigue que

Z €, (7 < Z len(T)

)

H (1+ g(px))
k=1

L
‘ —itA(r) H ( +g(pk +€Pk

m—1
W T @+ 9(m))
k=1

k=m+1 p<r
= Z i — (1 — 1) Z Leitf(p"”) < <1 + (1 _ 1) Z ieitf(p"”) )
p<r P P m:rp p<r p p m:rp
1 1\ w— 1 1 N 1 X1
SZ(ﬁ(l—)Zm): <r+<1— T2m>
p<r p P/ =P p<r D p;p —P
1 1 1 1 1
O E =
p<r p p p 1_ 5 pgrp

cuando n — oo y por lo tanto, también cuando r — oo.

Ahora, veamos que

D

log (1 + %(eitf(p) — 1)) - ;ztf(p)‘

£ (p)]<1
1 . 1 . 1 .. 1
= > |log (1 + (et 1)) — (P 1) (@) 1) — itf(p)‘
1F(p)I<1 p p p p
Lo it Lo it L itf) 1
< > flog (14 =P —1) ) — (P —1)|+ Y|~ (eP 1) — Zitf(p)].
F(pI<1 p b i<t P p
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Por la primera desigualdad de la proposicion 1.8 (tomando « = %(e“f (») _ 1)y

B =itf(p)) se tiene que lo anterior es menor o igual que

1 1, .
> Sl P Y e —1-itf ()],

[f(p)I<1 [f(p)|<1

ahora, por la segunda desigualdad de la misma proposicién se sigue que

42*+Z \tf =4 Y +|t2z|f(§)|2.

\f(p)|<1 If(p)\<1 \f(p)\<1 If(p)I<1

Por otro lado, y de manera analoga

> log <1 + %(eitf(p) - 1))’

[f(p)[>1

1 itfw) L itf) L ittt
log {14 —(e"/" —1) ) — = (") — 1)+ (/P — 1)

p p p

>

F(p)]>1
. 1 1.
> 10g(1+ (ztf(p)_l))_(eztf(p)_l)’+ ) (eztf(p)_l)’
FP)I>1 b > !P
1., 1,,
< —|etf® _ 12 Zleftf e _q).
< 3 Lo aps 3 Loy
£(p)>1 £(p)>1
Veamos que
letf®) — 1] 2
— < =<1,
p P
por lo que
L itfe)_qp2 L its(p) L itrm) L itrm)
> ?\e 124+ YT ety < M 5\6 —1+ Y et
£(p)>1 £ (p)>1 1 ®)>1 £ (P)>1
1
<2y e yjs 3 !
fp>1? o> P

Podemos concluir que las series de la izquierda de las desigualdades convergen

uniformemente para t € K, para cualquier K compacto.

Queremos ver que el [ .,.(1+ g(p)) converge, reagrupemos el producto:

[Ta+9en=]] (1 - % + (1 —~ ;) 3 pmez‘tf(m)

p<r p<r m=1

= 14+ < ”f(P) -1 ) + eitf(p) +(1— p—meitf(l)m)
11 )\ >
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= H (1 + (;(eitf(p) — 1)) + (1)12 (eitf(p) +(1—p) i p—m+2eitf(pm)>>>

p<r m=2

De nuevo, sea L la cantidad de primos p < 7, y denotemos 2 = p; < ps... <

L its o) >
= | —(e -1
= (e =

1 ; S —m i m
Y = <p2 (eltf(m) + 1 —p) Z P, +2itf(p ))) )
1

m=2

pr <7,y ax yy como:

y podemos reescribir (14+g(p)) como (14x;+y;). Por la proposicion 1.7 podemos

escribir el producto como:

L L L m—1 L
[Ta+zr+uw) =[O +20)+ Dy [JT O +2e) [T Q42+,
k=1 k=1 m=1 k=1 k=m+1

Del teorema 1.10 aplicado a la tultima serie de logaritmos llegamos a que

oo

H(l + l‘l)

=1

converge cuando L — oco. Afirmamos que la serie

L m—1 L
Sum [JQ+a) JT O+ + )
m=1 k=1 k=m+1

converge cuando L — oco. En efecto, converge absolutamente:

Si [T;2,(1 + ;) converge a un valor M, entonces para todo € > 0 existe N
tal que para toda n > N,

o0

[[a+a)

=1

<M +e

Recordemos que (1 + z; 4+ y;) es una funcién caracteristica, entonces su valor

absoluto es menor o igual que 1.

Por lo tanto

L m—1 L L
Z ‘ym| H(1+xk) H (1+xk+yk) SMZ |ym|;
m=1 k=1 k=m+1 m=1

van 1 L
dado que la sucesion {E} converge a 0, tenemos que )" _, |y, | converge.
Se sigue que

e MO T+ g(p))

p<r
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= T g) = [T [0+ 90)

p<r p<r p<r
converge con la misma uniformidad y a la funcion 1 (t). En particular, ¢ (¢) va a
ser continua en t = 0, y va a ser una funcion caracteristica. Sea G(z) su funcion

de distribucién asociada.

Paso 2: Ahora probaremos que

va(n; | f(m) = A(m)| < 2) = G(2)

Definamos las siguientes funciones:

h(m)="Y_ f(p)

pllm,r<p<n

[f(p)I<1
bm)= > fON+ D fo+ >, f0)
pk||m,p>r pk||m,p>r pk||m,p<r
k>2 If(p)[>1 kzr

De la definicién de estas funciones, y del hecho que f es aditiva, tenemos que
f(m) = A(n) = j(m) — A(r) + h(m) — (A(n) — A(r)) + b(m).
Ahora, probaremos para todo € > 0 las frecuencias

Ly = vn(m; [h(m) = (A(n) — A(r))| > €)

Lo = vy (m;|b(m)] > €)

convergen a 0, cuando n — oo. Podemos estimar el tamano de estas dos

frecuencias usando la desigualdad de Turan-Kubilius en forma del lema 3.2.

S Jh(m) — Am) + AP < a0 Y LD

n<lz r<p<n p
|f(p)I<1
2
2
:Z Z flp) — Z f(p) + Z f(p) < 49n Z f2(p)
n<z |p|lm,r<p<n o< P say< P r<pzn P
[f(p)I<1 p<n p<r [f(p)I<1

2

2
DD f(p)*Z% <a9n Y fTEW

n<x |p|lm,r<p<n [f(pI<t r<p<n
[f(p)I<1 r<p<n [f(p)I<1
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Por la desigualdad de Chebyshev en la forma (1) con t = €, p = 2 y la hipotesis

del teorema,

Ly S = 3 [hm) - (A() = AG)P.

m=1

1 f*(p)
< @4571 ; > =o(1) (n — 00).
1£(p)I<1

Si m esté siendo contada en Lo, entonces debe de satisfacer uno de varios casos.

Primero el caso en que puede ser dividido por el cuadrado de un primo p > r.

La frecuencia de estos enteros es a lo méas
1 n 1
_ — S — =o0o(1 n— 090).
PIEIE IR URNEES
p>r p>r

Ahora, el caso en que es exactamente dividido por un primo p con r < p < n,

y |f(p)] > 1. Entonces por la hipotesis tenemos que la frecuencia es a lo mas

Ly [”]s S olool) (o).

>r p p>r
If(p)[>1 |f(p)[>1

Finalmente, si no ocurre ninguno de estos dos, entonces debe ser dividido
por una potencia de primo pk7 con p > ry k > r. Estos enteros tienen una

frecuencia menor o igual a

%ZZ Lﬂ <> pra-pH gzl—(r/%zé = o(1) (n — ).

p k>r

Entonces tenemos que Lo — 0.

Por el coralario 2.6, cuando L; — 0, entonces
vn(m; |j(m) = A(r) + h(m) = (A(n) = A(r)) + b(m)| < 2)
converge débilmente cuando n — oo si y sélo si
vn(n; [(m) = A(r) +b(m)| < 2)

converge débilmente cuando n — 0o. Ademas, si las distribuciones limite existen,

entonces coincidiran. Si Lo — 0, entonces
vn(m; [j(m) — A(r) + b(m)| < 2)
coverge débilmente cuando n — oo si y s6lo si

vn(m; [j(m) — A(r)| < 2)
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converge débilmente cuando n — oo. Si las distribuciones limite existen,

entonces coinciden. Pero sabemos que
vn(m; [j(m) — A(r)| < 2) = G(2),
por lo que
vn(ms |j(m) — A(r) + h(m) — (A(n) = A(r)) + b(m)| < 2) = G(2),
que es igual a que
vn(m; [f(m) — A(m)| < 2) = G(2).

O

Ahora veremos el siguiente lema que nos servira para mostrar el teorema de
Erdos-Wintner.

Lema 4.2. Supongamos que las frecuencias
vn(m; f(m) —a(n) < z) (n=1,2,...),

con « una funcion aritmética, convergen a distribucion limite con funcion
caracteristica w(t). Supongamos, ademds, que para cada constante positiva 7,
con 0 < n < 1, tenemos que a(m)—a(n) = o(1) cuando n — 0o, uniformemente

para nmn < m < n. Entonces

O Y e W - 1 < 36.
P

Demostracion. Sean P y N enteros positivos que satisfacen 2 < P < N.

Aplicamos el lema 3.5, con a,, = e*/(") y z = N:

2
2
Zp Z eitf(n) _ 1 Z eitf(n) _ Zp Z eitf(mp) _ 1 Z eitf(7L)
p<P nglN p n<N p<P |m<Np-1 p n<N
pln
2
<3 p|Y et - 1 S et < 16N
p<N n<N anN

pln

Para cada primo p < P:

S etim) = T it Y gt mriase) Y i)

m<Np~1 m<Np—1 m<Np—1 m<Np—1
plm plm
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et () Z eitfm) 4 Z 20 = (@) Z eitf(m)+29Np_2, con 6] <1,
m<Np—1 m<Np—1 m<Np—1
plm

entonces

= Z pletf® Z et m) 4 99 Np=2 — Z et M < 16N2,

p<P m<[Np—1] n<N

Fijando P, y dividimos por N2, obtenemos:

S pletf®) S eitf(m% +ogp? — Z eztf(n) <16,

p<P m<[Np—1] n<N

2

=1 itf(p) it(f(m)—a([N/p])+a((N/p])) P -1 _ i it(f(n)—a(N)+a(N))| <
éZp e Z e N+29p NZe < 16.
p<P m<[Np—1] n<N

Denotemos por win,p) y wn a las funciones caracteristicas de las frecuencias

con n = [N/P] y n = N respectivamente.

4 2
=y ! ‘el Pwpny py(t)e VD 4 20p=1 — wN(t)elm(N)‘ =16
p<P

< 16.

= Z p—1|eita(N)|2

p<P

:>z:p_1

p<P

eitf(p)w[N/P] (t)eita([N/p])e—ita(N) + 2€p_1 —wy (t) ‘2

ettf(p)

. X 2
winy py(t)et*IN/PD gmite(N) 9=t wN(t)‘

< 16.

Notemos que

2
OPS ! ‘ t(f(p)—a(N )m([zvm]))_l‘ =Y

p<P p<P

U ett ) =alN)+alIN/PD) (1) — w(t)

Si denotemos por F' a f(p)—a(N)+a([N/P]), entonces la expresion anterior

es igual a:

>t

p<P

~ Yy

p<P

2

et (w(t) — winypy) + e Fwpn py — (w(t) — wy(t) —wn(t)

. 2
et win/p) — wn(t) + 20p~1 —20p~! + e”(F)(w(t) —winy/py) — (w(t) —wn(t))

Ahora, denotemos por

A ="y p —wy(t) +20p7,
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=—20p ' + eit(F)(w(t) —winy/p)) — (w(t) —wn(t)).

Entonces por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

YopNATBPE <Y p (AP + B +214lBl) <2 ) p (AP + |BP).
p<P p<P p<P

De la desigualdad tenemos que

2 p AP <2(16)

p<P
y
2> p B <8) pP+o(l), (N— o).
p<P p<P
Por lo que
HF> pt \ei“f@)‘@“N/P]”a‘N” ~ 1\2 <3248 p P +o(l), N .
p<P p<P

Por la hipoétesis

EEE'O‘(N) —a([N/P))| — 0, (N — o),

haciendo N — o0, y luego P — o0, podemos ver que

wt)?> p!

Hf (@) —1‘ <3248 p 3 4o(1).

p<P p<P
Mas aun.
IEES
3 — )
P2
por lo que obtenemos la desigualdad deseada O

Ahora estamos listos para probar el teorema principal de esta tesis.
Teorema 4.3. (Erdiés- Wintner)

Para que una funcion aditiva real f(n) pueda tener una distribucion limite,
es necesario y suficiente que las tres series

> zf

Fm>1? pI<t

Z ()

p F(mI<1

p

converjan.
Cuando se cumple esta condicion, la funcion caracteristica, v(t), de la distribu-

cion limite, tiene representacion

ot) = H<1—) <1+Zp ™ exp(itf(p ))>,

P
donde el producto es tomado sobre todos los nimeros primos.
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Demostracion. (Suficiencia) Si las 3 series convergen, entonces tenemos que
f(m) — A(n), con 1 < m < n, tiene una distribucion limite por el teorema
4.1, y el limite de A(n) existe por como esta definido (y por nuestra hipdtesis),
cuando n —» co. Entonces f(m) también tiene una distribucion limite, la cual
es una traslacion de la que resulta en el teorema 4.1. Usando la propiedad de

traslacion de las funciones caracteristicas (lema 2.12), obtenemos entonces que

OILe @ =TI+ 9.

p

que es lo que queriamos probar.

(Necesidad) Comencemos observando que para cualquier niimero real 3,

2

iB/2 _ ,—iB/
M — 4(sen(8/2))2,

e —1> =4 _
24

y si |B] < w/2, entonces |sen 8| > 2|5|/7. Sea T un nimero real positivo, tal

que |w(t)| > 1/2 en el intervalo || < T'. Fijemos = w/T. Veamos que

f*(p) -1 Tf(p) 1| iTf(p) 2
I A O D R R S
If ()< If(p)<6 p)|<é

por el lema 4.2, tenemos que

>

If(p)|<

52 : 2
— ele<P>—1‘ ?f lw(t)]~2 < 3602

Podemos integrar sobre el intervalo 0 <t < T y ver que

(-2) 5. 3 0=

|f(p)[>6 |f(p)|>6

27 / ! (sen’ ép)> dt_;:’;/ ()] ~2dt < 36

Estos resultados nos muestran que las series
>y f
1P i<t P

convergen dado que las series son no decrecientes y estan acotadas.

Para ver que la serie
f(p)
i<t P
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converge, se sigue del teorema 4.1 que las frecuencias

vp(m; f(m) — A(n) < z) (m=12,..),

convergen. Por la hipotesis, tambien convergen las frecuencias
vn(m; f(m) < z) (m=12,..),

por lo que podemos aplicar el lema 2.9 para deducir que el limite de A(n) existe

y es finito. Esto completa la prueba del teorema. O
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