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Introducción

Históricamente, la teoŕıa de los espacios de Hilbert tiene su origen en el trabajo realiza-

do por David Hilbert (1862-1943) sobre formas cuadráticas en una infinidad de variables

con aplicaciones en ecuaciones integrales. Durante el periodo de 1904-1910 publicó una

serie de seis art́ıculos donde se plasman las ideas generales de espacios de Hilbert como

L2, los operadores compactos y la ortogonalidad, teniendo una gran influencia en el análi-

sis matemático y sus aplicaciones. Muchos años después, John von Neumann fue quien

formuló un enfoque axiomático de los espacios de Hilbert y desarrolló la teoŕıa moderna

de los operadores en espacios de Hilbert.

Una de las caracteŕısticas de los espacios normados es que su geometŕıa es muy similar

a la geometŕıa Euclideana. Aún más, los espacios con producto interior y los espacios de

Hilbert son mejores, puesto que su geometŕıa es más o menos una generalización de la

geometŕıa Euclideana en espacios de dimensión infinita.

La razón de esta simplicidad es que un concepto importante que se desarrollará será el

de la ortogonalidad que puede ser introducida en un espacio con producto interior de tal

manera que la conocida fórmula pitagórica se cumple. Con esto tenemos que la estructura

de los espacios de Hilbert es más simple y hermosa.

Por todo esto, en el primer caṕıtulo de este trabajo desarrollaremos la teoŕıa de espacios

de Hilbert, ya que será esencial tener familiaridad con las ideas y resultados básicos. Este

caṕıtulo introduce espacios con producto interior y espacios de Hilbert, estableciendo una

especial atención a los sistemas ortonormales también conocidos como bases ortonormles

y a los espacios Lp.

Por una base de un espacio vectorial X, entendemos a una familia linealmente inde-

pendiente B de vectores de X tales que cualquier vector x ∈ X puede ser escrito como

x =
m∑

n=1

λnxn, donde xn ∈ B y los λn son escalares. En espacios con producto inte-

rior, las bases ortonormales son de mayor importancia. En lugar de combinaciones finitas

1



Introducción 2

m∑
n=1

λnxn, las sumas infinitas son permitidas, y la condición de independencia lineal se

sustituye por la ortogonalidad, siendo ésta una de las ventajas más importantes en los

espacios de nuestro interés.

En el segundo caṕıtulo, consideraremos espacios o subespacios de L2(A) donde A será

un conjunto Lebesgue medible; en cada uno de estos conjuntos construiremos una base

ortonormal. Los casos de A que consideraremos serán: la frontera del disco unitario, el

disco unitario, el intervalo [-1,1], los reales y el intervalo [0,1].

Al final de esta tesis presentamos nuestras conclusiones.



Caṕıtulo 1

Espacios de Hilbert

En este primer caṕıtulo se darán los preliminares que proporcionarán el terreno para el

propósito principal de la tesis. Primero estableceremos la definición de un espacio de Hil-

bert y posteriormente desarrollaremos los resultados necesarios para arribar al concepto

de base ortonormal y algunas caracterizaciones para ésta.

1.1. Producto interior y desigualdad de Schwarz.

En esta sección comenzaremos dando conceptos que nos permitirán dar la definición

de un espacio de Hilbert, aśı mismo buscaremos probar la desigualdad de Schwarz que

será un recurso muy utilizado en todo este caṕıtulo.

Para ello sea X un espacio vectorial sobre K = C ó R. A continuación daremos la de-

finición de dos funciones que serán importantes para poder hablar de espacios de Hilbert.

Definición 1.1.1. Una norma en X es una función ∥ · ∥ : X → R tal que:

∥x∥ ≥ 0 ∀x ∈ X.

∥x∥ = 0 ⇔ x = 0.

∀λ ∈ K, ∀x ∈ X, ∥λx∥ = |λ|∥x∥.

Desigualdad del triángulo: ∀x, y ∈ X, ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

3



Espacios de Hilbert 4

A la pareja (X, ∥ · ∥) le llamaremos espacio normado. Recordemos que si un espacio

normado es completo le llamamos espacio de Banach.

Los espacios de Hilbert son espacios de Banach que nos permiten hacer uso de un

análisis más refinado, y además representan una generalización directa de espacios eucli-

deanos de dimensión finita. Antes de describir con más detalle a los espacios de Hilbert

es pertinente definir la siguiente función.

Definición 1.1.2. Un Producto Interior es una función ⟨ , ⟩ : X ×X → K que cumple

las siguientes propiedades:

1. ⟨ x, x ⟩ ≥ 0 ∀x ∈ X.

2. ⟨ x, x ⟩ = 0 ⇔ x = 0.

3. ⟨ x, y ⟩ = ⟨ y, x ⟩ ∀x, y ∈ X.

4. ⟨ x+ z, y ⟩ = ⟨ x, y ⟩+ ⟨ z, y ⟩ ∀x, y, z ∈ X.

5. Si λ ∈ K, y, x ∈ X

⟨ λx, y ⟩ = λ⟨ x, y ⟩.

Cuando K = R tenemos que para el inciso 3. se cumple que ⟨ x, y ⟩ = ⟨ y, x ⟩. En
general, usaremos más el producto interior complejo.

A la pareja (X, ⟨ , ⟩) le llamamos espacio con producto interior. Notemos que los

axiomas que determinan un producto interior implican ciertas propiedades.

Observación 1.1.3. Sea (X, ⟨ , ⟩) un espacio con producto interior. Entonces, aplicando

las propiedades del producto interior, obtenemos que ∀x, y, z ∈ X,λ ∈ K:

(i) ⟨ x, y + z ⟩ = ⟨ x, y ⟩+ ⟨ x, z ⟩.

(ii) ⟨ x, λy ⟩ = λ⟨ x, y ⟩.

(iii) ⟨ x, 0 ⟩ = 0 = ⟨ 0, y ⟩.

Demostración:

(i) ⟨ x, y + z ⟩ = ⟨ y + z, x ⟩ = ⟨ y, x ⟩+ ⟨ z, x ⟩ = ⟨ y, x ⟩+ ⟨ z, x ⟩ = ⟨ x, y ⟩+ ⟨ x, z ⟩.
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(ii) ⟨ x, λy ⟩ = ⟨ λy, x ⟩ = λ⟨ y, x ⟩ = λ̄⟨ y, x ⟩ = λ̄⟨ x, y ⟩.

(iii) ⟨ x, 0 ⟩ = ⟨ x, x − x ⟩ = ⟨ x, x ⟩ + ⟨ x,−x ⟩ = ⟨ x, x ⟩ − ⟨ x, x ⟩ = 0 =

⟨ y, y ⟩ − ⟨ y, y ⟩ = ⟨ y, y ⟩ − ⟨ y, y ⟩ = ⟨ y, y − y ⟩ = ⟨ y, 0 ⟩ = ⟨ 0, y ⟩.

■

Es importante destacar que a partir del producto interior podemos generar una norma.

Espećıficamente, nos enfocaremos en la siguiente función

∥x∥ =
√

⟨ x, x ⟩ (1.1)

la cual demostraremos que es una norma, pero antes es necesario probar la desigualdad

de Schwarz que será una herramienta importante durante la demostración.

Teorema 1.1.4 (Desigualdad de Schwarz ). Sea (X, ⟨ , ⟩) un espacio con producto interior

y sean x, y ∈ X. Entonces |⟨ x, y ⟩| ≤ ⟨ x, x ⟩ 1
2 ⟨ y, y ⟩ 1

2 , con igualdad si y solo si x, y son

linealmente dependientes.

Demostración: Supongamos que {x, y} son linealmente independientes.

En consecuencia, tendremos que ∀λ ∈ K x− λy ̸= 0.

Luego,

0 < ⟨ x− λy, x− λy ⟩ = ⟨ x, x ⟩ − λ̄⟨ x, y ⟩ − λ⟨ y, x ⟩+ λλ̄⟨ y, y ⟩. (1.2)

Tomemos λ = ⟨ x,y ⟩
⟨ y,y ⟩ para sustituirlo en la ecuación (1.2) y aśı tendremos lo siguiente:

0 < ⟨ x, x ⟩ − ⟨ x, y ⟩
⟨ y, y ⟩

⟨ x, y ⟩ − ⟨ x, y ⟩
⟨ y, y ⟩

⟨ x, y ⟩+ |⟨ x, y ⟩|2

⟨ y, y ⟩2
⟨ y, y ⟩

= ⟨ x, x ⟩ − ⟨ x, y ⟩⟨ x, y ⟩
⟨ y, y ⟩

− ⟨ x, y ⟩⟨ x, y ⟩
⟨ y, y ⟩

+
|⟨ x, y ⟩|2

⟨ y, y ⟩

= ⟨ x, x ⟩ − |⟨ x, y ⟩|2

⟨ y, y ⟩
.

Con lo anterior tendremos que la desigualdad se reduce a

0 < ⟨ x, x ⟩ − |⟨ x, y ⟩|2

⟨ y, y ⟩
.

Por lo tanto,

|⟨ x, y ⟩|2 < ⟨ x, x ⟩⟨ y, y ⟩
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es decir,

|⟨ x, y ⟩| < ⟨ x, x ⟩
1
2 ⟨ y, y ⟩

1
2 .

Rećıprocamente, supongamos que {x, y} es linealmente dependiente. Entonces ∃λ ∈ K

tal que x = λy de forma que obtenemos

|⟨ x, y ⟩|2 = |⟨ λy, y ⟩|2 = |λ|2⟨ y, y ⟩⟨ y, y ⟩ = λλ̄⟨ y, y ⟩⟨ y, y ⟩

= ⟨ λy, λy ⟩⟨ y, y ⟩ = ⟨ x, x ⟩⟨ y, y ⟩.

Y aśı tenemos la igualdad,

|⟨ x, y ⟩| = ⟨ x, x ⟩
1
2 ⟨ y, y ⟩

1
2 .

■

Con este resultado tenemos lo suficiente para probar que la función (1.1) es una norma

para cualquier espacio con producto interior.

Teorema 1.1.5. Sea (X, ⟨ , ⟩) un espacio con producto interior. Entonces, la función

∥ ·∥ : X → R dada por ∥x∥ :=
√

⟨ x, x ⟩ es una norma en X y se llama la norma inducida

por el producto interior.

Demostración: Sean x, y ∈ X, λ ∈ K.

Es claro que ∥x∥ =
√

⟨ x, x ⟩ ≥ 0.

∥x∥ = 0 ⇔
√

⟨ x, x ⟩ = 0 ⇔ ⟨ x, x ⟩ = 0 ⇔ x = 0.

∥λx∥ =
√

⟨ λx, λx ⟩ =
√

λλ̄⟨ x, x ⟩ =
√

|λ|2⟨ x, x ⟩ = |λ|
√
⟨ x, x ⟩ = |λ|∥x∥.

Finalmente, haciendo uso del Teorema 1.1.4

∥x+ y∥2 = ⟨ x+ y, x+ y ⟩ = ⟨ x, x ⟩+ ⟨ x, y ⟩+ ⟨ y, x ⟩+ ⟨ y, y ⟩

= ∥x∥2 + ⟨ x, y ⟩+ ⟨ x, y ⟩+ ∥y∥2 = ∥x∥2 + 2Re⟨ x, y ⟩+ ∥y∥2

≤ ∥x∥2 + 2|⟨ x, y ⟩|+ ∥y∥2 ≤ ∥x∥2 + 2⟨ x, x ⟩
1
2 ⟨ y, y ⟩

1
2 + ∥y∥2

= ∥x∥2 + 2∥x∥∥y∥+ ∥y∥2 = (∥x∥+ ∥y∥)2.

Aśı obtenemos que,

∥x+ y∥2 ≤ (∥x∥+ ∥y∥)2 ⇒ ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.
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■

Al tener las funciones norma y producto interior, aśı como ver la relación que es posible

establecer entre ellas, tenemos lo necesario para dar la definición apropiada de Espacio

de Hilbert.

1.2. Espacios de Hilbert y ejemplos.

En esta sección se definirán los espacios de Hilbert y veremos varios ejemplos de espa-

cios con producto interior en los cuales comprobaremos si cumplen las caracteŕısticas de

un espacio de Hilbert.

Definición 1.2.1. Sea X un espacio vectorial sobre K. Diremos que el espacio normado

(X, ∥ · ∥) es un espacio pre-Hilbert si la norma ∥ · ∥ está inducida por un producto interior

⟨ , ⟩, es decir, ∥x∥ =
√

⟨ x, x ⟩. Diremos que X es un espacio de Hilbert si X es un espacio

pre-Hilbert completo.

Ahora, si consideramos un espacio pre-Hilbert notaremos que el producto interior aso-

ciado a este espacio cumple una propiedad que será de gran utilidad en varios resultados.

Proposición 1.2.2. Sea (X, ⟨ , ⟩) un espacio pre-Hilbert y ∥x∥ =
√

⟨ x, x ⟩. Entonces
⟨ , ⟩ : X ×X → K es una función continua.

Demostración:

Sea (xn, yn)
∞
n=1 una sucesión en X × X tal que (xn, yn) → (x, y) cuando n → ∞ en

(X ×X, ∥ · ∥1), donde ∥(x, y)∥1 = ∥x∥+ ∥y∥.

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz mostraremos la continuidad de ⟨ , ⟩.
Como ∥xn − x∥+ ∥yn − y∥ → 0 cuando n → ∞, entonces,

xn → x en (X, ∥ · ∥)

yn → y en (X, ∥ · ∥).
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Por lo tanto,

|⟨ xn, yn ⟩ − ⟨ x, y ⟩| = |⟨ xn, yn ⟩ − ⟨ xn, y ⟩+ ⟨ xn, y ⟩ − ⟨ x, y ⟩|

= |⟨ xn, yn − y ⟩+ ⟨ xn − x, y ⟩|

≤ |⟨ xn, yn − y ⟩|+ |⟨ xn − x, y ⟩|

≤ ∥xn∥∥yn − y∥+ ∥xn − x∥∥y∥

≤ M∥yn − y∥+ ∥y∥∥xn − x∥ → M · 0 + ∥y∥ · 0 = 0

cuando n → ∞ donde M = supn∈N ∥xn∥. ■

Ahora pasaremos a destacar diferentes espacios a los cuales les asociamos un producto

interior, induciremos su norma y veremos si se trata de un espacio de Hilbert.

Ejemplo 1.2.3.

(1) Sea X = Kn (K = R ó C).
Para x = (x1, ..., xn) y y = (y1, ..., yn), definimos: ⟨ x, y ⟩ =

n∑
j=1

xjyj.

Es evidente que ⟨ , ⟩ define un producto interior en Kn.

La norma en Kn inducida por este producto interior está dada por:

∥x∥ =
√

⟨ x, x ⟩ =

√√√√ n∑
j=1

xjxj =

√√√√ n∑
j=1

|xj|2 = ∥x∥2, la norma euclideana.

(Kn, ∥ · ∥) es un espacio de Hilbert ya que (Kn, ∥ · ∥2) es completo.

(2) Sea X = ℓ2 =

{
x ∈ KN :

∞∑
n=1

|xn|2 < ∞
}

con x = (xn)
∞
n=1.

Sean x = (xn)
∞
n=1, y = (yn)

∞
n=1 ∈ l2.

Y definamos: ⟨ x, y ⟩ :=
∞∑
j=1

xjyj.

Notemos que ⟨ , ⟩ está bien definido pues haciendo uso de la desigualdad de Hölder

con p = p′ = 2 tenemos:

n∑
j=1

|xjyj| ≤

√√√√ n∑
j=1

|xj|2

√√√√ n∑
j=1

|yj|2


y tomando ĺımite cuando n → ∞ obtenemos

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

xjyj

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
j=1

|xjyj| ≤

√√√√ ∞∑
j=1

|xj|2

√√√√ ∞∑
j=1

|yj|2

 < ∞.
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Además ⟨ , ⟩ es un producto interior en ℓ2:

⟨ x, x ⟩ =
∞∑
j=1

∣∣xjxj

∣∣ = ∞∑
j=1

|xj|2 ≥ 0.

⟨ x, x ⟩ = 0 ⇔
∞∑
j=1

|xj|2 = 0 ⇔ |xj| = 0 ∀j ∈ N ⇔ x = 0.

⟨ x, y ⟩ =
∞∑
j=1

xjyj =
∞∑
j=1

xjyj = ⟨ y, x ⟩.

Considere z ∈ ℓ2 con z = (zn)
∞
n=1.

⟨ x+ z, y ⟩ =
∞∑
j=1

(xj + zj)yj

=
∞∑
j=1

(xjyj + zjyj)

=
∞∑
j=1

xjyj +
∞∑
j=1

zjyj

= ⟨ x, y ⟩+ ⟨ z, y ⟩.

Si λ ∈ K entonces tendremos:

⟨ λx, y ⟩ =
∞∑
j=1

λxjyj = λ
∞∑
j=1

xjyj = λ⟨ x, y ⟩.

Ahora, la norma inducida por este producto interior está dada por:

∥x∥ =
√

⟨ x, x ⟩ =

√√√√ ∞∑
j=1

xjxj =

√√√√ ∞∑
j=1

|xj|2 = ∥x∥2.

Y sabemos que (ℓ2, ∥ · ∥2) es completo. Por lo tanto, (ℓ2, ∥ · ∥2) es de Hilbert.

(3) Sea X = c00 =
{
x = (xn)

∞
n=1 ∈ KN : ∃N = N(x) ∈ N tal que xn = 0 ∀n > N

}
.

Dotamos a c00 del producto interior de l2: ⟨ x, y ⟩ =
∑∞

j=1 xjyj.

(c00, ∥ · ∥2) es pre-Hilbert. Sin embargo, c00 con la norma ∥ · ∥2 no es un espacio de

Hilbert.

En efecto, sea (x(n))∞n=1 la siguiente sucesión en c00:

x(1) = (1, 0, 0, ..., 0, 0, ..., 0, ...)

x(2) =

(
1,

1

2
, 0, ..., 0, 0, ..., 0, ...

)
...
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x(n) =

(
1,

1

2
,
1

3
, ...,

1

n
, 0, ..., 0, ...

)
.

Esto es,

x(n) = (x
(n)
j )∞j=1 tal que x

(n)
j =


1
j

si 1 ≤ j ≤ n

0 si j > n.

(x(n))∞n=1 es de Cauchy en (c00, ∥ · ∥2) pues si m > n obtenemos:

∥x(m) − x(n)∥22 =
∞∑
j=1

∣∣∣x(m)
j − x

(n)
j

∣∣∣2 = m∑
j=n+1

∣∣∣x(m)
j − x

(n)
j

∣∣∣2 = m∑
j=n+1

1

j2
→ 0

cuando n → ∞ pues sabemos que
∑∞

j=1
1
j2

< ∞.

Sin embargo (x(n))∞n=1 NO converge en (c00, ∥·∥2). De lo contrario existe x = (xj)
∞
j=1 ∈

c00 tal que ∥x(n) − x∥2 → 0 cuando n → ∞ esto es:

∣∣∣x(n)
j − xj

∣∣∣ ≤ [∑∞
j=1

∣∣∣x(n)
j − xj

∣∣∣2] 1
2

→ 0 para cada j ∈ N cuando n → ∞

lo cual implica

x
(n)
j → xj ∀j ∈ N.

Sea j ∈ N cualesquiera fijo. Si n ≥ j tendremos que:

x
(n)
j → xj cuando n → ∞ por lo que

1

j
= x

(n)
j → xj para todo j ∈ N cuando n → ∞

y por tanto

xj =
1

j
para todo j ∈ N, aśı x /∈ c00 lo cual es una contradicción.

En consecuencia c00 no es un espacio de Hilbert con la norma ∥ · ∥2.

(4) Sea X = {f : [−1, 1] → C|f es continua} para f, g ∈ X definamos:

⟨ f, g ⟩ :=
∫ 1

−1

f(t)g(t)dt.

Probaremos que ⟨ , ⟩ es un producto interior:

⟨ f, f ⟩ =
∫ 1

−1
f(t)f(t)dt =

∫ 1

−1
|f(t)|2 ≥ 0.
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⟨ f, f ⟩ = 0 si y solo si
∫ 1

−1
f(t)f(t)dt = 0 si y solo si

∫ 1

−1
|f(t)|2dt = 0 y siendo

|f |2 continua y no negativa, esto es equivalente a |f(t)|2 = 0 ∀t ∈ [−1, 1]

si y solo si f = 0 en [−1, 1].

⟨ g, f ⟩ =
∫ 1

−1
g(t)f(t)dt =

∫ 1

−1
g(t)f(t)dt = ⟨ f, g ⟩.

⟨ f + h, g ⟩ =
∫ 1

−1
(f + h)(t)g(t)dt =

∫ 1

−1
[f(t) + h(t)]g(t)dt =

∫ 1

−1
f(t)g(t)dt +∫ 1

−1
h(t)g(t)dt = ⟨ f, g ⟩+ ⟨ h, g ⟩.

∀λ ∈ C ⟨ λf, g ⟩ =
∫ 1

−1
(λf)(t)g(t)dt =

∫ 1

−1
λf(t)g(t)dt = λ

∫ 1

−1
f(t)g(t)dt =

λ⟨ f, g ⟩.

La norma inducida en X por ⟨ , ⟩ es:

∥f∥ =

√∫ 1

−1

|f(t)|2dt = ∥f∥2.

Por lo tanto tenemos que (X, ∥·∥2) es pre-Hilbert. Sin embargo (X, ∥·∥2) no es Hilbert.

Para ver esto consideremos la siguiente sucesión:

(fn)
∞
n=1 ⊂ X, fn : [−1, 1] → C tal que

fn(t) =



0 si −1 ≤ t ≤ 0

nt si 0 ≤ t ≤ 1
n

1 si 1
n
≤ t ≤ 1.

(fn)
∞
n=1 es de Cauchy en X pues si m > n tenemos lo siguiente:

∥fm − fn∥2 =
∫ 1

−1

∣∣∣fm(t)− fn(t)
∣∣∣2dt = ∫ 1

n

0

∣∣∣fm(t)− fn(t)
∣∣∣2dt

=

∫ 1
m

0

|mt− nt|2dt+
∫ 1

n

1
m

|1− nt|2dt

= (m− n)2
∫ 1

m

0

t2dt+

∫ 1
n

1
m

(1− nt)2dt = (m− n)2 · t
3

3

∣∣∣∣∣
1
m

0

− 1

n

(1− nt)3

3

∣∣∣∣∣
1
n

1
m

= (m− n)2
(

1
m

)3
3

−

[
1

n

(
1− n

(
1
n

))3
3

− 1

n

(
1− n

(
1
m

))3
3

]
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=
(m− n)2

3m3
+

(
1− n

m

)3
3n

=
(m− n)2

3m3
+

(m− n)3

3nm3

=
(m− n)2

3m3

[
1 +

(m− n)

n

]
=

(m− n)2

3m3

[
1 +

m

n
− n

n

]
=

(m− n)2

3m3

[m
n

]
=

(m− n)2

3m2n
=

m2

3nm2
− 2mn

3nm2
+

n2

3nm2
=

1

3n
− 2

3m
+

n

3m2

=
1

3n
− 2

3m
+

1

3m
·
( n

m

)
.

Y como m > n entonces n
m

< 1 por lo tanto:

1

3n
− 2

3m
+

1

3m
·
( n

m

)
<

1

3n
− 2

3m
+

1

3m
→ 0 cuando n → ∞.

Sin embargo la sucesión (fn)
∞
n=1 NO converge en (X, ∥ · ∥2): si no fuese aśı existiŕıa

f ∈ X tal que ∥fn − f∥2 → 0 cuando n → ∞, esto es,∫ b

a

|fn(t)− f(t)|2dt ≤
∫ 1

−1

|fn(t)− f(t)|2dt → 0 cuando n → ∞ ∀− 1 ≤ a ≤ b ≤ 1.

Aśı ∫ 0

−1

|fn(t)− f(t)|2dt → 0 cuando n → ∞ es decir,

∫ 0

−1

|f(t)|2 = 0.

Como f es continua entonces tendremos que f(t) = 0 para todo t ∈ [−1, 0].

Aśı, sea ϵ > 0 tal que ϵ < 1. Elijamos n0 ∈ N tal que 1
n
< ϵ ∀n ≥ n0. De este modo

tendremos que∫ 1

ϵ

|fn(t)−f(t)|2dt → 0 cuando n → ∞ es decir,

∫ 1

ϵ

|1−f(t)|2dt → 0 cuando n → ∞

entonces
∫ 1

ϵ
|1−f(t)|2dt = 0 para todo t ∈ [ϵ, 1] lo que implica que f(t) = 1 para todo t ∈

[ϵ, 1] válido para 0 < ϵ < 1, aśı obtenemos que f(t) = 1 para todo t ∈ (0, 1].

Por lo tanto,

f(t) =


0 si −1 ≤ t ≤ 0

1 si 0 < t ≤ 1

la cual no es continua, siendo esto una contradicción.

(5) Sea (X,F , µ) un espacio de medida (es decir, F es una σ-álgebra sobre X y µ es una

medida en X).
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Para 1 ≤ p < ∞, sea

Lp(X,F , µ) =

{
f : X → R

∣∣f es medible y

∫
X

|f |pdµ < ∞
}
.

La norma está dada por ∥f∥p :=
[∫

X
|f |pdµ

] 1
p . Si 1 < p, p′ < ∞ son tales que 1

p
+ 1

p′
= 1,

y si tenemos que f ∈ Lp y g ∈ Lp′ entonces

fg ∈ L1 y ∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥p′ , es decir,

∫
X

(fg)dµ ≤
[∫

X

|f |pdµ
] 1

p
[∫

X

|g|p′dµ
] 1

p′

,

esto, gracias a la Desigualdad de Hölder.

Ahora, si consideramos p = 2 entonces (L2(X,F , µ), ∥ · ∥2) es un espacio de Banach,

(esto por el Teorema de Riesz-Fisher válido para 1 < p < ∞). De hecho, aun más que

eso (L2(X,F , µ), ∥ · ∥2) es un espacio de Hilbert.

La norma ∥ · ∥2 está inducida por el producto interior

⟨ f, g ⟩ =
∫
X

fḡ dµ para f, g ∈ L2.

(6) Sea G ⊆ C tal que G es abierto y sea

L2
a(G) :=

{
f : G → C

∣∣∣f es anaĺıtica y

∫∫
G

|f(x, y)|2dxdy < ∞
}
.

Este espacio se llama Espacio de Bergman para G. Ahora dotemos a L2
a(G) de la

norma ∥f∥2 =
[∫ ∫

G
|f(x, y)|2dxdy

] 1
2 .

L2
a(G) ⊂ L2(G, ζG, µ) donde ζG es la familia de conjuntos Lebesgue medibles de G y

m(G) = Área de G.

Mostraremos que (L2
a(G), ∥ · ∥2) es un espacio de Hilbert.

Para mostrar esta afirmación, requerimos antes los siguientes resultados.

Proposición 1.2.4. Sea f una función anaĺıtica en un abierto que contiene a la bola

cerrada Br(z0). Entonces

f(z0) =
1

πr2

∫∫
Br(z0)

f(x, y)dxdy.

Demostración: Dado que f es anaĺıtica en una vecindad de Br(z0), con z0 =

(x0, y0), entonces por la propiedad del valor medio tenemos para 0 < ρ ≤ r
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z0ρ

r
f(z0) =

1
2π

∫ 2π

0
f(z0 + ρeiθ)dθ.

Ahora consideremos la transformación:

T : A = (0, r)× (0, 2π) → Dr(z0)− {z0}

tal que T (ρ, θ) = z = (x, y)

donde x = x0 + ρ cos θ, y = y0 + ρ sin θ, esto es, T (ρ, θ) = z0 + ρeiθ.

Notemos que T es una biyección y también T es C1 (como función real). Además, el

jacobiano de la transformación está dado por:

|JT (ρ, θ)| =

∣∣∣∣∣ det
∣∣∣∣∣cos θ −ρ sin θ

sin θ ρ cos θ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = ρ.

Aśı, aplicando el teorema de cambio de variable (coordenadas polares) tendremos:

1

πr2

∫∫
Br(z0)

f(x, y)dxdy =
1

πr2

∫∫
T (A)

f(x, y)dxdy

=
1

πr2

∫∫
A

f(T (ρ, θ))|JT (ρ, θ)|dρdθ

=
1

πr2

∫ r

0

∫ 2π

0

ρ
[
f(z0 + ρeiθ)

]
dθdρ

=
1

πr2

∫ r

0

ρ

[∫ 2π

0

f(z0 + ρeiθ)dθ

]
dρ

=
1

πr2

∫ r

0

ρ(f(z0))(2π)dρ

= f(z0)
2

r2

∫ r

0

ρdρ

= f(z0)
2ρ2

2r2

∣∣∣∣r
0

=
2f(z0)r

2

2r2
= f(z0).

■

Una consecuencia de esta proposición es la siguiente:
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Corolario 1.2.5. Si f ∈ L2
a(G), z0 ∈ G y 0 < r < d(z0, G

c) entonces

|f(z0)| ≤
1

r
√
π
∥f∥2.

Demostración: Como 0 < r < d(z0, G
c) ⇒ Br(z0) ⊂ G.

Aplicando la Proposición 1.2.4 tenemos que:

z0

d (z0, G
c)

r f(z0) =
1

πr2

∫∫
Br(z0)

f(x, y)dxdy.

Aśı tendremos con ayuda de la desigualdad de Hölder que

|f(z0)| =

∣∣∣∣∣ 1

πr2

∫∫
Br(z0)

f(x, y)dxdy

∣∣∣∣∣ ≤ 1

πr2

∫∫
Br(z0)

|f(x, y)| · 1dxdy

≤ 1

πr2

[ ∫∫
Br(z0)

|f(x, y)|2dxdy
] 1

2
[ ∫∫
Br(z0)

(1)2dxdy

] 1
2

≤ 1

πr2

[ ∫∫
G

|f(x, y)|2dxdy
] 1

2

r
√
π =

1

πr2
r
√
π∥f∥2 =

∥f∥2
r
√
π
.

■

Con la Proposición 1.2.4 y el Corolario 1.2.5 tenemos lo necesario para probar el

siguiente resultado.

Proposición 1.2.6. El espacio de Bergman L2
a(G) dotado de la norma ∥ · ∥2 es un

espacio de Hilbert.

Demostración:

L2
a(G) ⊂ L2(G, ζG,m) donde ζG es la familia de los subconjuntos Lebesgue medibles

de G y m es la medida de Lebesgue de G, es decir, m(G) = área de G y sabemos que

L2(G, ζG,m) es completo (Teorema de Riesz-Fisher); aśı será suficiente probar que

(L2
a(G), ∥ · ∥2) es cerrado.

En efecto, sea (fn)
∞
n=1 una sucesión en L2

a(G) tal que fn → f en ∥ · ∥2, donde f ∈
L2(G, ζG,m).
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Debemos probar que f ∈ L2
a(G).

Sea Br(z0) un disco cerrado cualesquiera tal que Br(z0) ⊂ G.

Consideremos z ∈ Br(z0).

Notemos que d(z,Gc) ≥ d(Br(z0), G
c) pues

z0

Br(z0)

d(Br(z0), G
c) = ı́nf{d(z, w)|z ∈ Br(z0), w ∈ Gc}.

Aśı, tomando ρ tal que 0 < ρ < d(Br(z0), G
c) tendremos que 0 < ρ < d(z,Gc).

De manera que aplicando el Corolario 1.2.5 a la función fn − fm obtendremos

∣∣(fn − fm)(z)
∣∣ ≤ 1

ρ
√
π
∥fn − fm∥2 y esto es válido ∀n,m ∈ N.

Aśı ∀z ∈ Br(z0) ∣∣fn(z)− fm(z)
∣∣ ≤ 1

ρ
√
π
∥fn − fm∥2.

Luego, dado ϵ > 0 ∃N ∈ N tal que ∀n,m ≥ N

∣∣fn(z)− fm(z)
∣∣ ≤ 1

ρ
√
π
∥fn − fm∥2 <

ϵ

ρ
√
π

∀z ∈ Br(z0).

Esto dice que (fn)
∞
n=1 es uniformemente de Cauchy en cada disco cerrado Br(z0) ⊂ G.

Por lo tanto, existe una función anaĺıtica en G, la cual llamaremos g tal que fn → g

cuando n → ∞ uniformemente, en cada disco cerrado de G.

Como fn → f en ∥ · ∥2 existe una subsucesión (fnk
)∞k=1 de (fn)

∞
n=1 tal que fnk

→
f puntualmente cuando k → ∞ casi en todas partes de G, esto es, existe E ⊂
G tal que m(E) = 0 de modo que fnk

(z) → f(z) cuando n → ∞ para todo z ∈
G− E.

Esto implica que f(z) = g(z) para todo z ∈ G − E donde m(E) = 0, es decir, f = g

(salvo en un conjunto de medida cero).

Por lo tanto f es anaĺıtica en G y aśı f ∈ L2
a(G).

■
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1.3. Ley del Paralelogramo.

Hemos visto que gracias a un producto interior podemos inducir una norma, sin em-

bargo, ¿cuándo podemos asegurar que una norma está inducida por un producto interior?

En esta sección daremos una respuesta a esta pregunta y, para hacerlo, notemos que

si ⟨ , ⟩ es un producto interior en X y ∥ · ∥ es la norma inducida por el producto interior,

entonces para cada x, y ∈ X :

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = ⟨ x+ y, x+ y ⟩+ ⟨ x− y, x− y ⟩

= ⟨ x, x ⟩+ ⟨ x, y ⟩+ ⟨ y, x ⟩+ ⟨ y, y ⟩+ ⟨ x, x ⟩ − ⟨ x, y ⟩ − ⟨ y, x ⟩+ ⟨ y, y ⟩

= 2⟨ x, x ⟩+ 2⟨ y, y ⟩ = 2∥x∥2 + 2∥y∥2 = 2
[
∥x∥2 + ∥y∥2

]
.

x

y
x+

y

x
−
y

Ley del Paralelogramo

Lo anterior se conoce como la Ley del Paralelogramo. Es decir, la suma de los cuadrados

de las longitudes de los lados de un paralelogramo es igual a la suma de los cuadrados de

las longitudes de sus diagonales.

Lo interesante de esto es que el rećıproco de la afirmación anterior también es válido.

Teorema 1.3.1. Sea (X, ∥ · ∥) un espacio normado. Entonces X es pre-Hilbert (es de-

cir, la norma está inducida por un producto interior) si y solo si se cumple la ley del

paralelogramo, es decir, para todo x, y ∈ X

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2
[
∥x∥2 + ∥y∥2

]
.

Demostración:

(⇒) Ya fue probado.

(⇐) Caso 1: K = R.

Definamos para todo x, y ∈ X

⟨ x, y ⟩ := 1

2

[
∥x+ y∥2 − ∥x∥2 − ∥y∥2

]
.

Probaremos que ⟨ , ⟩ es un producto interior:
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1. ⟨ x, x ⟩ ≥ 0. Esto es claro porque

⟨ x, x ⟩ = 1

2
[∥2x∥2 − 2∥x∥2]

= ∥x∥2 ≥ 0.

2. ⟨ x, x ⟩ = 0 si y solo si x = 0.

⟨ x, x ⟩ = 0 ⇔ 1

2

[
∥x+ x∥2 − ∥x∥2 − ∥x∥2

]
= 0 ⇔ 1

2
[∥2x∥2 − 2∥x∥2] = 0

⇔ 1

2
[4∥x∥2 − 2∥x∥2] = 0 ⇔ 1

2
[2∥x∥2] = 0 ⇔ ∥x∥2 = 0 ⇔ x = 0.

3. ⟨ x, y ⟩ = ⟨ y, x ⟩.
⟨ x, y ⟩ = 1

2
[∥x+ y∥2 − ∥x∥2 − ∥y∥2] = 1

2
[∥y + x∥2 − ∥y∥2 − ∥x∥2] = ⟨ y, x ⟩.

4. ⟨ x, y + z ⟩ = ⟨ x, y ⟩+ ⟨ x, z ⟩ ∀x, y, z ∈ X. Por hipótesis se tiene que

∥(x+ z) + (x+ y)∥2 + ∥(x+ z)− (x+ y)∥2 = 2[∥x+ z∥2 + ∥x+ y∥2], es decir,

∥2x+ y + z∥2 + ∥z − y∥2 = 2[∥x+ z∥2 + ∥x+ y∥2] (1.3)

y también

∥(x+ y + z) + x∥2 + ∥(x+ y + z)− x∥2 = 2[∥x+ y + z∥2 + ∥x∥2], es decir,

∥2x+ y + z∥2 + ∥y + z∥2 = 2[∥x+ y + z∥2 + ∥x∥2] (1.4)

De (1.3) y (1.4) tenemos que

2[∥x+ y + z∥2 + ∥x∥2] = ∥2x+ y + z∥2 + ∥y + z∥2

= 2[∥x+ z∥2 + ∥x+ y∥2]− ∥z − y∥2 + ∥y + z∥2, entonces

∥x+ y + z∥2 = ∥x+ z∥2 + ∥x+ y∥2 − 1

2
∥z − y∥2 + 1

2
∥y + z∥2 − ∥x∥2. (1.5)
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Por consiguiente haciendo uso de la ecuación (1.5) y la ley del paralelogramo,

⟨ x, y + z ⟩ = 1

2
[∥x+ y + z∥2 − ∥x∥2 − ∥y + z∥2]

=
1

2

[
∥x+ z∥2 + ∥x+ y∥2 − 1

2
∥z − y∥2 + 1

2
∥y + z∥2 − ∥x∥2 − ∥x∥2 − ∥y + z∥2

]
=

1

2

[
∥x+ z∥2 + ∥x+ y∥2 − ∥x∥2 − ∥x∥2 − 1

2
(∥z + y∥2 + ∥z − y∥2)

]
=

1

2

[
∥x+ z∥2 + ∥x+ y∥2 − ∥x∥2 − ∥x∥2 − 1

2
(2(∥z∥2 + ∥y∥2))

]
=

1

2
[∥x+ y∥2 − ∥x∥2 − ∥y∥2] + 1

2
[∥x+ z∥2 − ∥x∥2 − ∥z∥2]

= ⟨ x, y ⟩+ ⟨ x, z ⟩.

Por último, falta mostrar que para cada λ ∈ R tenemos que ⟨ x, λy ⟩ = λ⟨ x, y ⟩.

Supongamos que λ = m, m ∈ N. Por el inciso 4 y usando inducción llegamos a que:

⟨ x,my ⟩ = m⟨ x, y ⟩.

Ahora, haciendo uso de la Ley del Paralelogramo:

⟨ x,−y ⟩ = 1

2

[
∥x− y∥2 − ∥x∥2 − ∥y∥2

]
=

1

2

[
−∥x+ y∥2 + 2∥x∥2 + 2∥y∥2 − ∥x∥2 − ∥y∥2

]
= (−1)

1

2

[
∥x+ y∥2 − ∥x∥2 − ∥y∥2

]
= −⟨ x, y ⟩.

Aśı, consideremos m ∈ Z tal que m < 0, entonces

⟨ x,my ⟩ = ⟨ x,−(−my) ⟩ = −⟨ x, (−m)y ⟩ = (−1)(−m)⟨ x, y ⟩ = m⟨ x, y ⟩.

Claramente también ⟨ x, 0 ⟩ = 0 = 0⟨ x, y ⟩.
De forma que tenemos para cada m ∈ Z, ⟨ x,my ⟩ = m⟨ x, y ⟩.
Enseguida, notemos que si λ = 1

q
, q ∈ N entonces

q

〈
x,

1

q
y

〉
=

〈
x, q

(
1

q

)
y

〉
= ⟨ x, y ⟩; despejando llegamos a

〈
x,

1

q
y

〉
=

1

q
⟨ x, y ⟩.

Si ahora, λ = p
q
, p ∈ Z, q ∈ N entonces

〈
x,

p

q
y

〉
=

〈
x, p

(
1

q

)
y

〉
= p

〈
x,

1

q
y

〉
=

p

q
⟨ x, y ⟩.
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Finalmente, supongamos que λ ∈ R. Podemos encontrar una sucesión (λn)
∞
n=1 ⊂ Q tal

que λn → λ si n → ∞.

Dado que la norma ∥ · ∥ : X → R es una función continua, entonces, para cada x ∈ R
fijo, la función tal que y 7−→ ⟨ x, y ⟩ es continua.

Por tanto,

⟨ x, λy ⟩ = ⟨ x, ĺım
n→∞

λny ⟩ = ĺım
n→∞

⟨ x, λny ⟩ = ĺım
n→∞

λn⟨ x, y ⟩ = λ⟨ x, y ⟩.

Aśı, ⟨ , ⟩ es un producto interior en X y ⟨ x, x ⟩ = 1
2
[4∥x∥2 − 2∥x∥2] = ∥x∥2, es decir,

induce la norma en X.

Caso 2. K = C.

Notando que cuando la norma está inducida por un producto interior se tiene,

Re⟨ x, y ⟩ = 1

2

[
∥x+ y∥2 − ∥x∥2 − ∥y∥2

]
y Im⟨ x, y ⟩ = Re(−i⟨ x, y ⟩) = Re⟨ x, iy ⟩ = 1

2

[
∥x+ iy∥2 − ∥x∥2 − ∥y∥2

]
,

estamos obligados a definir

⟨ x, y ⟩ := 1

2

[
∥x+ y∥2 − ∥x∥2 − ∥y∥2

]
+

i

2

[
∥x+ iy∥2 − ∥x∥2 − ∥y∥2

]
.

Se puede demostrar (como en el caso K = R) que esto define un producto interior en

X ×X y

⟨ x, x ⟩ = 1

2

[
4∥x∥2 − 2∥x∥2

]
+

i

2

[
2∥x∥2 − 2∥x∥2

]
= ∥x∥2.

Es decir, ⟨ , ⟩ induce la norma en X. ■

Ahora, analizaremos diferentes espacios y comprobaremos si su respectiva norma está

inducida por un producto interior, aśı veremos si es pre-Hilbert o no.

Ejemplo 1.3.2.

(1) (lp, ∥ · ∥p), 1 ≤ p < ∞
Sea (en)

∞
n=1 la sucesión en =

(
e
(j)
n

)∞
j=1

tal que e
(j)
n = δnj.

Si m ̸= n

∥en − em∥2p + ∥en + em∥2p = 2
2
p + 2

2
p = 2 · 2

2
p
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mientras que,

2
[
∥en∥2p + ∥em∥2p

]
= 2[1 + 1] = 4.

Pero 2 · 2
2
p = 4 = 2 · 2 ⇔ 2

2
p = 2 ⇔ 2

2
p
−1 = 1 ⇔ 2

p
− 1 = 0 ⇔ p = 2.

Aśı, (lp, ∥ · ∥p), NO es pre-Hilbert ∀1 ≤ p < ∞, p ̸= 2.

(2) X = Rn dotado de la norma

∥x∥∞ = máx
1≤i≤n

|xi| donde x = (x1, ..., xn)

¿Es (X, ∥ · ∥∞) pre-Hilbert?

Sea (ek)
n
k=1 la base canónica de Rn. Si j ̸= k; j, k ∈ {1, 2, ..., n}.

∥ej − ek∥2∞ + ∥ej − ek∥2∞ = 1 + 1 = 2 mientras que 2[∥ej∥2∞ + ∥ek∥2∞] = 2 · 2 = 4

y aśı ∥ej + ek∥2∞ + ∥ej − ek∥2∞ ̸= 2[∥ej∥2∞ + ∥ek∥2∞]

es decir, (X, ∥ · ∥∞) NO es pre-Hilbert.

(3) X = C([0, 1],R) dotado de la norma ∥ · ∥∞, es decir, ∥f∥∞ = sup
x∈[0,1]

|f(x)|.

¿Es (X, ∥ · ∥∞) pre-Hilbert?

Consideremos las gráficas de las siguientes funciones f, g ∈ X aśı como f − g y f + g.

2[∥f∥2∞ + ∥g∥2∞] = 2 · 2 = 4 y ∥f + g∥2∞ + ∥f − g∥2∞ = 1 + 1 = 2

Aśı, (X, ∥ · ∥∞) NO es pre-Hilbert.

1.4. Ortogonalización

En esta sección se dará un análisis de la ortogonalidad, se hará la introducción a los

conjuntos ortonormales, se definirán los coeficientes de Fourier y se probará la desigualdad

de Bessel. Estas definiciones y resultados nos permitirán más adelante hablar de bases

ortonormales.
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Definición 1.4.1. Sea (H, ∥ · ∥) un espacio pre-Hilbert y ⟨ , ⟩ el producto interior que

induce la norma.

(i) Diremos que dos elementos x, y ∈ H son ortogonales si ⟨ x, y ⟩ = 0.

(ii) Sea A ⊂ H, A ̸= ∅. Diremos que A es ortogonal si dado x, y ∈ A tal que x ̸= y se tiene

que ⟨ x, y ⟩ = 0.

(iii) Si A ⊂ H es ortogonal y ∥x∥ = 1 para todo x ∈ A, diremos que A es ortonormal.

(iv) Si A,B ⊂ H,A ̸= ∅, B ̸= ∅ y ⟨ x, y ⟩ = 0 para cada x ∈ A y para cada y ∈ B diremos

que A es ortogonal a B.

Teorema 1.4.2. Si {x1, ..., xn} es un conjunto ortogonal de un espacio pre-Hilbert en-

tonces ∥∥∥∥ n∑
j=1

xj

∥∥∥∥2 = n∑
j=1

∥xj∥2 (Pitágoras).

Demostración:∥∥∥∥ n∑
j=1

xj

∥∥∥∥2 =
〈

n∑
j=1

xj,
n∑

k=1

xk

〉
=

n∑
j=1

n∑
k=1

⟨ xj, xk ⟩ =
n∑

j=1

⟨ xj, xj ⟩ =
n∑

j=1

∥xj∥2.

■

Con el teorema anterior establecimos una relación mediante la norma entre
n∑

j=1

xj y

n∑
j=1

∥xj∥2 en el conjunto ortogonal, lo que nos lleva a la pregunta de si la convergencia

de una serie implica la convergencia de la otra. Con el siguiente resultado veremos que

efectivamente ambas implicaciones se cumplen.

Teorema 1.4.3. Sea (H, ∥·∥) un espacio de Hilbert y sea {xn}∞n=1 una sucesión ortogonal

en H. Entonces,

∞∑
n=1

xn converge en H si y solo si
∞∑
n=1

∥xn∥2 converge en R (es decir,∥xn∥∞n=1 ∈ l2).

Además: Si
∞∑
n=1

xn = x entonces ∥x∥2 =
∥∥∥∥ ∞∑

n=1

xn

∥∥∥∥2 = ∞∑
n=1

∥xn∥2.
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Demostración: Sean m,n ∈ N tal que m > n. Haciendo uso del Teorema 1.4.2 vemos

que ∥∥∥∥ m∑
k=1

xk −
n∑

k=1

xk

∥∥∥∥2 = ∥∥∥∥ m∑
k=n+1

xk

∥∥∥∥2 = m∑
k=n+1

∥xk∥2 =
∣∣∣∣ m∑
k=1

∥xk∥2 −
n∑

k=1

∥xk∥2
∣∣∣∣.

Escribiendo Sn =
n∑

k=1

xk ∈ H, S̃n =
n∑

k=1

∥xk∥2 ∈ R tenemos ∀m > n

∥Sm − Sn∥2 = |S̃m − S̃n|.

Por tanto, (Sn)
∞
n=1 es de Cauchy en H si y solo si (S̃n)

∞
n=1 es de Cauchy en R y como H

y R son completos entonces (Sn)
∞
n=1 converge en H si y solo si (S̃n)

∞
n=1 converge en R.

Finalmente sea x ∈ H tal que
∞∑
n=1

xn = x y sea (Sn)
∞
n=1, como antes, es decir, Sn =

n∑
k=1

xk.

Por hipótesis, Sn → x si n → ∞ lo cual implica ∥Sn∥ → ∥x∥ si n → ∞ por lo que ∥Sn∥2 →
∥x∥2 si n → ∞.

Aśı,

∥x∥2 = ĺım
n→∞

∥Sn∥2 = ĺım
n→∞

∥∥∥∥ n∑
k=1

xk

∥∥∥∥2 = ĺım
n→∞

n∑
k=1

∥xk∥2 =
∞∑
k=1

∥xk∥2.

■

Teorema 1.4.4. Sea (H, ∥ · ∥) pre-Hilbert y A ⊂ H un subconjunto ortogonal de H tal

que 0 /∈ A. Entonces A es linealmente independiente.

Demostración: Sea {x1, x2, ..., xn} cualquier subconjunto finito de A y sean α1, ...αn ∈
K tal que

α1x1 + α2x2 + ...+ αnxn = 0.

Ahora, sea j ∈ {1, ..., n} , j fijo. Haciendo uso de la ortogonalidad de A tenemos que

0 = ⟨ 0, xj ⟩ =
〈 n∑

k=1

αkxk, xj

〉
=

n∑
k=1

αk⟨ xk, xj ⟩ = αj⟨ xj, xj ⟩ = αj∥xj∥2.

Como 0 /∈ A ⇒ ∥xj∥2 > 0 ⇒ αj = 0 y esto es válido para todo j = 1, ..., n. Por lo tanto,

{x1, ..., xn} es linealmente independiente. ■

Ahora, supongamos que dimH < ∞, digamos n. Sea A = {x1, x2, ..., xn} tal que 0 /∈ A

y A es ortogonal.
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Por tanto, A es base de Hamel de H. Luego, dado x ∈ H existen α1, α2, ..., αn ∈ K tal

que

x =
n∑

j=1

αjxj. (1.6)

Para cada j ∈ {1, ..., n}

⟨ x, xj ⟩ =
〈 n∑

k=1

αkxk, xj

〉
=

n∑
k=1

αk⟨ xk, xj ⟩ = αj⟨ xj, xj ⟩ = αj∥xj∥2

entonces

αj =
⟨ x, xj ⟩
∥xj∥2

=
〈
x,

xj

∥xj∥

〉 1

∥xj∥
. (1.7)

Sustituyendo (1.7) en (1.6)

x =
n∑

j=1

〈
x,

xj

∥xj∥

〉 xj

∥xj∥
.

Llamando uj =
xj

∥xj∥ para j = 1, 2, ..., n obtenemos

x =
n∑

j=1

⟨ x, uj ⟩uj (1.8)

donde {u1, u2, ..., un} es ortonormal.

Veremos que “hasta cierto punto” la representación (1.8) se cumple en espacios de

Hilbert.

Definición 1.4.5. Sean (H, ⟨ , ⟩) un espacio pre-Hilbert, A ⊂ H un subconjunto or-

tonormal de H y sea x ∈ H. Para z ∈ A, al escalar ⟨ x, z ⟩ le llamamos coeficiente de

Fourier de x respecto a z.

Los coeficientes de Fourier, resultarán cruciales para responder la pregunta: ¿qué tan

cerca podemos aproximar un elemento x ∈ H en la métrica de H mediante una combi-

nación lineal de un subconjunto ortonormal dado de H? Esta pregunta se responde con

el siguiente resultado.

Teorema 1.4.6. Sean (H, ∥ · ∥) pre-Hilbert, {e1, e2, ..., en} un subconjunto ortonormal

finito de H y sea x ∈ H. Entonces, la función f : Kn → R tal que f(α1, α2, ..., αn) =∥∥∥x−
n∑

j=1

αjej

∥∥∥ alcanza su valor mı́nimo absoluto en uno y solo un punto de Kn, a saber,

cuando αj = ⟨ x, ej ⟩ ∀j = 1, ..., n. Además
n∑

j=1

|⟨ x, ej ⟩|2 ≤ ∥x∥2.
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Demostración:

(f(α1, ..., αn))
2 =

∥∥∥x−
n∑

j=1

αjej

∥∥∥2 = 〈 x−
n∑

j=1

αjej, x−
n∑

k=1

αkek

〉

= ∥x∥2 −
n∑

k=1

αk⟨ x, ek ⟩ −
n∑

j=1

αj⟨ x, ej ⟩+
n∑

j=1

n∑
k=1

αjαk⟨ ej, ek ⟩

= ∥x∥2 −
n∑

k=1

[αk⟨ x, ek ⟩+ αk⟨ x, ek ⟩ − |αk|2]

= ∥x∥2 +
n∑

k=1

[|⟨ x, ek ⟩|2 − αk⟨ x, ek ⟩ − αk⟨ x, ek ⟩+ |αk|2]−
n∑

k=1

|⟨ x, ek ⟩|2. (1.9)

Notemos que

n∑
k=1

[|⟨ x, ek ⟩|2 − αk⟨ x, ek ⟩ − αk⟨ x, ek ⟩+ |αk|2] =
n∑

k=1

|⟨ x, ek ⟩ − αk|2.

Esto se tiene, pues,

n∑
k=1

|⟨ x, ek ⟩ − αk|2 =
n∑

k=1

(⟨ x, ek ⟩ − αk)(⟨ x, ek ⟩ − αk)

=
n∑

k=1

{|⟨ x, ek ⟩|2 − αk⟨ x, ek ⟩ − αk⟨ x, ek ⟩+ |αk|2}

y por tanto la expresión (1.9) es igual a

∥x∥2 +
n∑

k=1

|⟨ x, ek ⟩ − αk|2 −
n∑

k=1

|⟨ x, ek ⟩|2.

Aśı, f(α1, ..., αn) será mı́nimo si y solo si
n∑

k=1

|⟨ x, ek ⟩ − αk|2 = 0, esto es, si y solo si

αk = ⟨ x, ek ⟩ para todo k = 1, ..., n.

En tal caso, 0 ≤ ∥x∥2 −
n∑

k=1

|⟨ x, ek ⟩|2 lo que implica que
n∑

k=1

|⟨ x, ek ⟩|2 ≤ ∥x∥2.

Que es precisamente a lo que buscábamos llegar. ■

Definición 1.4.7. Sea (λi)i∈I una colección de escalares. Definimos

∑
i∈I

|λi| =


0 si I = ∅

sup

{∑
i∈F

|λi| : F ⊂ I, F finito

} .
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Teorema 1.4.8 (Desigualdad de Bessel). Sea (H, ∥ · ∥) pre-Hilbert, (ei)i∈I una familia

ortonormal de H y sea x ∈ H. Entonces

∑
i∈I

|⟨ x, ei ⟩|2 ≤ ∥x∥2.

Demostración: Sea F ⊂ I cualquier subconjunto finito, entonces por el Teorema

1.4.6 tenemos ∑
i∈F

|⟨ x, ei ⟩|2 ≤ ∥x∥2

por lo que
∑
i∈I

|⟨ x, ei ⟩|2 = sup

{∑
i∈F

|⟨ x, ei ⟩|2 : F ⊂ I, F finito

}
≤ ∥x∥2. ■

La desigualdad de Bessel es un resultado importante en el análisis de espacios de

Hilbert. Con esta herramienta será posible más adelante el identificar bases ortonormales

para espacios de Hilbert.

Teorema 1.4.9. Sea (H, ∥ · ∥) pre-Hilbert, (ei)i∈I una familia ortonormal de H y sea

x ∈ H − {0}. Entonces:

1. Si Jx := {i ∈ I
∣∣⟨ x, ei ⟩ ≠ 0} entonces Jx es a lo sumo numerable.

2. Si Jx es infinito y π : N → Jx es una enumeración de Jx (es decir, π es biyectiva),

entonces
∑
i∈I

|⟨ x, ei ⟩|2 =
∞∑
i=1

|⟨ x, eπ(i) ⟩|2.

Demostración:

1. Notemos que

Jx =
{
i ∈ I

∣∣ |⟨ x, ei ⟩| > 0
}
=

∞⋃
n=1

{
i ∈ I

∣∣∣∣∣|⟨ x, ei ⟩| > 1

n

}
.

Ahora, definiendo

Jn
x =

{
i ∈ I

∣∣∣∣∣|⟨ x, ei ⟩| > 1

n

}
tenemos Jx =

∞⋃
n=1

Jn
x .

Bastará demostrar que cada Jn
x es a lo sumo numerable.

En efecto, sea F ⊂ Jn
x cualquier subconjunto finito de Jn

x , digamos que la cardina-

lidad de F , |F | = m con m ∈ N. Aśı
∑
i∈F

|⟨ x, ei ⟩|2 > 1
n2 (m) = m

n2 .
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Usando la desigualdad de Bessel tendremos

m

n2
<
∑
i∈F

|⟨ x, ei ⟩|2 ≤ ∥x∥2 ⇒ |F | = m < ∥x∥2n2 siendo ∥x∥2n2 fijo.

Aśı, cualquier subconjunto finito de Jn
x tiene una cardinalidad acotada por ∥x∥2n2,

entonces Jn
x debe ser finito y por lo tanto Jx es a lo sumo numerable.

2. Por la desigualdad de Bessel

∑
i∈I

|⟨ x, ei ⟩|2 ≤ ∥x∥2

y por la parte 1, la suma de la izquierda tiene solamente una cantidad a lo sumo

numerable de términos distintos de 0.

Aśı,
∑
i∈I

|⟨ x, ei ⟩|2 es una serie absolutamente convergente y sabemos que toda serie

absolutamente convergente tiene la propiedad de que cualquier reordenamiento de

ésta converge y lo hace al mismo ĺımite.

Por tanto,
∑
i∈I

|⟨ x, ei ⟩|2 =
∞∑
i=1

|⟨ x, eπ(i) ⟩|2 para cada π : N → Jx biyección.

■

Ahora consideremos la serie de la forma
∑
n

anen donde {en} es un conjunto ortonormal.

Haciendo uso del teorema de Pitágoras y la desigualdad de Bessel, podemos hacer notar

ciertas caracteŕısticas que estas series cumplen.

Proposición 1.4.10. Sea (H, ∥ · ∥) pre-Hilbert, (en)∞n=1 una sucesión ortonormal en H y

(an)
∞
n=1 ∈ KN. Entonces

(i) Si
∞∑
n=1

anen converge en H tenemos que (an)
∞
n=1 ∈ l2.

(ii) Si H es de Hilbert entonces:
∞∑
n=1

anen converge si y solo si (an)
∞
n=1 ∈ l2.

Demostración:

(i) Notemos que el conjunto {anen : n ∈ N} es ortogonal, esto es, si n ̸= m ⟨ anen, amem ⟩ =
anam⟨ en, em ⟩ = 0.

Sea Sn =
n∑

k=1

akek.
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Como (Sn)
∞
n=1 converge, en tal caso existe M > 0 tal que ∥Sn∥ ≤ M para cada n ∈

N lo que implica ∥Sn∥2 ≤ M2 para cada n ∈ N. Por el Teorema de Pitágoras, para

cada n ∈ N

n∑
k=1

∥akek∥2 = ∥Sn∥2 ≤ M2 esto es
n∑

k=1

|ak|2 ≤ M2 ⇒
∞∑
k=1

|ak|2 ≤ M2.

Es decir, (an)
∞
n=1 ∈ l2.

(ii) Supongamos que H es un espacio de Hilbert.

Entonces {anen : n ∈ N} es ortogonal.

Por tanto,
∞∑
n=1

anen converge en H si y solo si
∞∑
n=1

|an|2 converge en R si y solo si

(an)
∞
n=1 ∈ l2.

■

Observación 1.4.11. SeaH de Hilbert, (en)
∞
n=1 una sucesión ortonormal enH. Entonces,

para cada x ∈ H la serie
∞∑
n=1

⟨ x, en ⟩en converge en H.

Demostración: Por la desigualdad de Bessel

∞∑
k=1

|⟨ x, ek ⟩|2 ≤ ∥x∥2 lo cual implica que (⟨ x, en ⟩)∞n=1 ∈ l2,

y aplicando (ii) de la Proposición 1.4.10 obtenemos que
∞∑
n=1

⟨ x, en ⟩en converge en H. ■

1.5. Proceso de Ortonormalización de Gram-Schmidt

En esta sección nos enfocaremos en desarrollar el proceso de ortonormalización de

Gram-Schmidt; este proceso nos permite tomar un conjunto, por conveniencia, linealmen-

te independiente y volverlo ortonormal. Esto con el propósito de utilizarlo para generar

bases ortonormales a lo sumo numerables para espacios de Hilbert.

Sea (H, ∥ · ∥) un espacio pre-Hilbert y {y1, y2, ...} una colección a lo sumo numera-

ble de elementos linealmente independientes de H. Entonces existe una colección a lo

sumo numerable y ortonormal {u1, u2, ...} de elementos de H tal que para cada n ∈
N span{u1, u2, ..., un} = span{y1, y2, ..., yn}.
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Demostración: Construiremos inductivamente el conjunto deseado. Sea z1 := y1 y

u1 :=
z1

∥z1∥ (z1 ̸= 0). Notemos que

⟨ y2 − au1, u1 ⟩ = 0 implica ⟨ y2, u1 ⟩ = a⟨ u1, u1 ⟩ = a.

Sea z2 = y2 − ⟨ y2, u1 ⟩u1, z2 ̸= 0 (pues y2 no es múltiplo de y1).

Sea u2 :=
z2

∥z2∥ , ∥u2∥ = 1. Además, notemos que ⟨ u1, u2 ⟩ = 1
∥z1∥⟨ z2, u1 ⟩ = 1

∥z1∥{⟨ y2, u1 ⟩−
⟨ y2, u1 ⟩⟨ u1, u1 ⟩} = 0.

Aśı, {u1, u2} es ortonormal.

Notemos que span{u1, u2} = span{y1, y2}.

Supongamos que hemos encontrado un conjunto ortonormal {u1, u2, ..., un} tal que

Yk = span{y1, y2, ..., yk} = span{u1, u2, ..., uk} = Uk para k = 1, 2, ..., n.

Si {y1, ..., yn} = {y1, y2, ...} ya acabamos. Si no, definamos

zn+1 = yn+1 −
n∑

k=1

⟨ yn+1, uk ⟩uk. (1.10)

Observemos que zn+1 ̸= 0 porque de no ser aśı tendŕıamos yn+1 =
n∑

k=1

⟨ yn+1, uk ⟩uk

y en tal caso yn+1 ∈ Un = Yn, es decir, yn+1 ∈ span{y1, y2, ..., yn} lo cual es absurdo pues

{y1, y2, ..., yn+1} es linealmente independiente.

Definamos

un+1 =
zn+1

∥zn+1∥
. (1.11)

Es claro que ∥un+1∥ = 1. Notemos que para j = 1, ..., n

⟨ un+1, uj ⟩ =
1

∥zn+1∥
⟨ zn+1, uj ⟩ =

1

∥zn+1∥
⟨ yn+1 −

n∑
k=1

⟨ yn+1, uk ⟩uk, uj ⟩

=
1

∥zn+1∥

{
⟨ yn+1, uj ⟩ −

n∑
k=1

⟨ yn+1, uk ⟩⟨ uk, uj ⟩

}
=

1

∥zn+1∥
{⟨ yn+1, uj ⟩ − ⟨ yn+1, uj ⟩} = 0.

Por tanto {u1, ..., un+1} es ortonormal.
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Resta demostrar que Un+1 = Yn+1. De (1.10) y (1.11) vemos que

un+1 ∈ span{yn+1, u1, u2, ..., un} = span{yn+1, y1, y2, ..., yn} = Yn+1

y como Un = Yn ⊂ Yn+1 ⇒ Un+1 ⊂ Yn+1.

Razonando análogamente se sigue que Yn+1 ⊂ Un+1 y aśı terminamos la inducción. ■

Ejemplo 1.5.1.

H = c00 dotado de ∥ · ∥2, x, y ∈ c00, x = (xn)
∞
n=1, y = (yn)

∞
n=1.

⟨ x, y ⟩ =
∞∑
n=1

xnyn, ∥x∥22 =
∞∑
n=1

|xn|2.

Sea (yn)
∞
n=1 la siguiente sucesión en c00.

y1 = (1, 0, 0, ...), y2 = (1, 1, 0, ...), y3 = (1, 1, 1, 0, ...), ..., yn = (1, 1, ..., 1, 0, ...)

Es claro que (yn)
∞
n=1 es linealmente independiente en c00.

Realizaremos el procedimiento de Gram-Schmidt a (yn)
∞
n=1.

Consideremos z1 = y1, ∥z1∥ = 1, entonces u1 =
z1

∥z1∥ = y1 = (1, 0, 0, ...).

z2 = y2 − ⟨ y2, u1 ⟩u1 = y2 − y1 = (0, 1, 0, 0, ...), por lo que

u2 =
z2

∥z2∥ = z2 = (0, 1, 0, 0, ...).

z3 = y3 − ⟨ y3, u1 ⟩u1 − ⟨ y3, u2 ⟩u2 = y3 − u1 − u2 = (0, 0, 1, 0, 0, ...) y aśı

u3 =
z3

∥z3∥ = z3 = (0, 0, 1, 0, ...).

En general obtendremos que un = (0, 0, ..., 0, 1, 0, ...), con el 1 en el n-ésimo lugar.

En el siguiente caṕıtulo, abordaremos ejemplos de espacios de Hilbert más interesantes,

donde podremos aplicar de igual manera el proceso de Gram-Schmidt a subconjuntos

linealmente independientes de estos espacios.

1.6. Sistemas Ortonormales Completos

En esta sección finalmente hablaremos de bases ortonormales, estableceremos que to-

do espacio pre-Hilbert posee una base ortonormal, aśı como condiciones que permitan

identificar que un conjunto ortonormal forma una base para un espacio de Hilbert.

Definición 1.6.1. Sea (H, ∥ · ∥) un espacio pre-Hilbert y ⟨ , ⟩ el producto interior

que induce la norma. Sea (ei)i∈I una colección ortonormal de elementos en H. Diremos
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que (ei)i∈I es un sistema ortonormal completo (o familia ortonormal completa o base

ortonormal) si para cada x ∈ H tal que ⟨ x, ei ⟩ = 0 para todo i ∈ I se tiene que x = 0.

Observación 1.6.2.

(1) (ei)i∈I es un sistema ortonormal completo si y solo si (ei)i∈I es un conjunto maximal

respecto a la ortonormalidad.

Demostración:
(⇒) Si A = {ei : i ∈ I} no fuese maximal respecto a la ortonormalidad entonces

existe B ⊋ A tal que B es ortonormal.

Aśı, existe x0 ∈ B − A con ∥x0∥ = 1 lo que implica x0 ̸= 0.

Sin embargo, para todo i ∈ I ⟨ x0, ei ⟩ = 0 y como (ei)i∈I = A es un sistema

ortonormal completo entonces x0 = 0 lo cual es imposible.

(⇐) Rećıprocamente, supongamos A = {ei : i ∈ I} maximal respecto a la ortonor-

malidad.

Sea x ∈ H tal que ⟨ x, ei ⟩ = 0 ∀i ∈ I.

Si ocurriese que x ̸= 0 entonces x /∈ A (pues si x ∈ A entonces ⟨ x, x ⟩ = 0 implica

que x = 0 lo cual es absurdo). Aśı A′ = A ∪
{

x
∥x∥

}
⊋ A y es ortonormal lo cual

contradice la maximalidad de A respecto a la ortonormalidad. ■

(2) No confundir los conceptos base ortonormal y base de Hamel.

Base ortonormal: Maximal respecto a la ortonormalidad.

Base de Hamel: Maximal respecto a la independencia lineal.

Ejemplo 1.6.3. Sea H = l2 dotado del producto interior

⟨ x, y ⟩ =
∞∑
n=1

xnyn con x = (xn)
∞
n=1, y = (yn)

∞
n=1.

Sea (e
(j)
n )∞j=1 tal que e

(j)
n = δnj, n ∈ N.

{en : n ∈ N} no es base de Hamel de l2:

La sucesión z =
(

1
j

)∞
j=1

∈ l2

(
∞∑
j=1

1
j2

< ∞

)
no es combinación lineal (finita) de

{en : n ∈ N}.

Sin embargo, {en : n ∈ N} śı es base ortonormal (sistema ortonormal completo) de

l2 porque si x = (xj)
∞
j=1 ∈ l2 satisface ⟨ x, ej ⟩ = 0 para todo j ∈ N entonces xj =

0 para todo j ∈ N por lo que x = 0.
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Observemos que x =
∞∑
j=1

xjej en ∥ · ∥2 ({en : n ∈ N} es base de Schauder de lp, 1 ≤ p <

∞) por lo que x =
∞∑
j=1

⟨ x, ej ⟩ej en ∥ · ∥2, ya que xj = ⟨ x, ej ⟩ ∀j ∈ N.

Notemos que la dimensión algebraica de ℓ2 es infinita. Sin embargo,

Proposición 1.6.4. Sea (H, ∥ · ∥) un espacio pre-Hilbert de dimension algebraica finita.

Entonces toda base ortonormal (sistema ortonormal completo) es base de Hamel.

Demostración: Sea {e1, e2, ..., en} una base ortonormal de H.

Si ocurriese que n < dimH entonces existe x ∈ H, x ̸= 0 tal que {e1, e2, ..., en, x} es

linealmente independiente.

Mediante el procedimiento de Gram-Schmidt podemos hallar {e1, e2, ..., y} un conjunto

ortonormal de H; aśı y ̸= 0. Pero ⟨ y, ek ⟩ = 0 ∀k = 1, 2, ..., n lo que implica y = 0 lo cual

es imposible.

Por tanto dimH ≤ n y además {e1, e2, ..., en} es linealmente independiente por lo que

dimH = n y aśı {e1, ..., en} es base de Hamel de H. ■

Teorema 1.6.5. Sea (H, ∥·∥) un espacio pre-Hilbert, H ̸= {0} y ⟨ , ⟩ el producto interior
que induce ∥ · ∥. Entonces H posee una base ortonormal.

Demostración: Usaremos el Lema de Zorn.

Definamos

Z = {A ⊂ H : A es ortonormal}.

Claramente Z ̸= ∅, pues si x ∈ H −{0} entonces A =
{

x
∥x∥

}
∈ Z. Definamos el siguiente

orden parcial en Z.

Dados A,B ∈ Z diremos que A ∝ B si y solo si A ⊆ B.

Ahora sea ζ una cadena en Z y definamos

Λ :=
⋃
C∈ζ

C

Veamos que Λ es ortonormal.

Sea x, y ∈ Λ entonces existen C,D ∈ ζ tal que x ∈ C, y ∈ D; y como ζ es cadena

entonces C ⊆ D ó D ⊆ C, digamos sin pérdida de generalidad C ⊆ D.
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Aśı, x, y ∈ D y siendo D ortonormal entonces ⟨ x, y ⟩ = 0 si x ̸= y (si x = y ⇒
⟨ x, x ⟩ = 1 ).

Por lo tanto, Λ es ortonormal y entonces Λ ∈ Z.

También notemos que Λ es una cota superior para ζ. Por el Lema de Zorn Z posee un

elemento maximal.

Esto es, existe A ⊂ H tal que A es ortonormal y es maximal respecto a la relación ⊆
y esto nos dice que A es una base ortonormal de H. ■

Teorema 1.6.6. Sea (H, ∥ · ∥) un espacio pre-Hilbert, H ̸= {0}. Supongamos que H es

separable, entonces H posee una base ortonormal a lo sumo numerable.

Demostración: Como H es separable entonces existe un subconjunto de H que es

denso y a lo sumo numerable, digamos {xn}n∈A, A ⊆ N.

Por el Teorema 1.6.5, existe (ei)i∈I base ortonormal de H. Para cada n ∈ A definamos

Jn = {i ∈ I : ⟨ xn, ei ⟩ ≠ 0}. Hemos visto que Jn es a lo sumo numerable.

Def́ınase J =
⋃
n∈A

Jn. Como A es a lo sumo numerable J es a lo sumo numerable y

J ⊂ I.

Mostraremos que {ei}i∈J es base ortonormal de H. En efecto, sea x ∈ H tal que

⟨ x, ei ⟩ = 0 para cada i ∈ J . Como {xn}n∈A es denso en H, existe una subsucesión {xnk
}

de {xn} tal que xnk
→ x si k → ∞, por lo tanto

⟨ xnk
, ei ⟩ → ⟨ x, ei ⟩ cuando k → ∞ para cada i ∈ I.

En particular para toda i ∈ J ⟨ xnk
, ei ⟩ → ⟨ x, ei ⟩ cuando k → ∞. Esto implica que

si ⟨ xnk
, ei ⟩ = 0 para todo k ∈ N, entonces, ⟨ x, ei ⟩ = 0 para cada i ∈ I − J , pero por

hipótesis ⟨ x, ei ⟩ = 0 para cada i ∈ J y en consecuencia, ⟨ x, ei ⟩ = 0 para toda i ∈ I y

puesto que {ei}i∈I es base ortonormal de H tendremos que x = 0.

Aśı si x ∈ H es tal que ⟨ x, ei ⟩ = 0 para cualquier i ∈ J , entonces x = 0.

Por lo tanto, {ei}i∈J es base ortonormal de H a lo sumo numerable. ■

Observación 1.6.7. Como muestra la prueba del Teorema 1.6.6, {ei}i∈J y {ei}i∈I son

bases ortonormales de H donde J ⊂ I y como ambos conjuntos son maximales respecto

a la ortonormalidad, entonces J = I.

Aśı hemos probado que:
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“Toda base ortonormal de un espacio pre-Hilbert H ̸= {0} separable es a lo sumo

numerable.”

En general, no es dif́ıcil demostrar que

“Dos bases ortonormales cualesquiera de un espacio pre-Hilbert poseen la misma

cardinalidad.”

Esto permite definir la dimensión de un espacio de Hilbert como la cardinalidad de cual-

quier base ortonormal de H.

Teorema 1.6.8. Sea (H, ∥ · ∥) espacio de Hilbert, H ̸= {0}, (ei)i∈I base ortonormal de

H y sea x ∈ H. Supongamos que Jx = {i ∈ I : ⟨ x, ei ⟩ ̸= 0} es infinito numerable. Si

π : N → Jx es cualquier enumeración de Jx entonces la serie
∞∑
i=1

⟨ x, eπ(i) ⟩eπ(i) converge a

x.

Demostración: Notemos que en virtud de la Desigualdad de Bessel

∞∑
i=1

∣∣⟨ x, eπ(i) ⟩∣∣2 ≤ ∥x∥2 implica
(
⟨ x, eπ(i) ⟩

)∞
i=1

∈ ℓ2

y como H es de Hilbert entonces la serie
∞∑
i=1

⟨ x, eπ(i)
⟩eπ(i)

converge en H, digamos que

existe xπ ∈ H tal que xπ =
∞∑
i=1

⟨ x, eπ(i) ⟩eπ(i).

Ahora mostraremos que ⟨ xπ, ei ⟩ = ⟨ x, ei ⟩ ∀i ∈ I.

Hagámoslo primero para j ∈ Jx.

Sabemos que
n∑

i=1

⟨ x, eπ(i) ⟩eπ(i) → xπ cuando n → ∞.

Si j ∈ Jx entonces por la continuidad de ⟨ , ⟩ en cada componente〈 n∑
i=1

⟨ x, eπ(i) ⟩eπ(i), ej
〉

−→ ⟨ xπ, ej ⟩ cuando n → ∞.

Supongamos que ej = eπ(k) para algún k ∈ N.
Si n ≥ k entonces 〈 n∑

i=1

⟨ x, eπ(i) ⟩eπ(i), eπ(k)
〉

−→ ⟨ xπ, eπ(k) ⟩.
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Pero

〈
n∑

i=1

⟨ x, eπ(i) ⟩eπ(i), eπ(k)
〉

=
n∑

i=1

⟨ x, eπ(i) ⟩⟨ eπ(i), eπ(k) ⟩ = ⟨ x, eπ(k) ⟩ y por tanto

⟨ x, eπ(k) ⟩ = ⟨ xπ, eπ(k) ⟩ es decir:

⟨ x, ej ⟩ = ⟨ xπ, ej ⟩ ∀j ∈ Jx.

Supongamos ahora que j /∈ Jx.

⟨ xπ, ej ⟩ =
〈 ∞∑

i=1

⟨ x, eπ(i) ⟩eπ(i), ej
〉

= ĺım
k→∞

〈 k∑
i=1

⟨ x, eπ(i) ⟩eπ(i), ej
〉

= ĺım
k→∞

k∑
i=1

⟨ x, eπ(i) ⟩⟨ eπ(i), ej ⟩ = 0,

mientras que ⟨ x, ej ⟩ = 0 pues j /∈ Jx

Es decir, ⟨ xπ, ej ⟩ = ⟨ x, ej ⟩ ∀j /∈ Jx.

Resumiendo, hemos probado que si ⟨ xπ, ei ⟩ = ⟨ x, ei ⟩ ∀i ∈ I entonces, ⟨ xπ−x, ei ⟩ =
0 ∀i ∈ I y como (ei)i∈I es base ortonormal tendremos que xπ − x = 0 ó xπ = x. ■

Observación 1.6.9. Si en el teorema 1.6.8 Jx es finito, entonces x =
∑
j∈Jx

⟨ x, ej ⟩ej.

Demostración: En efecto, sea j ∈ Jx〈
x−

∑
j∈Jx

⟨ x, ei ⟩ei, ej
〉
= ⟨ x, ej ⟩ − ⟨ x, ej ⟩ = 0.

Ahora, si j /∈ Jx〈
x−

∑
j∈Jx

⟨ x, ei ⟩ei, ej
〉
= ⟨ x, ej ⟩ −

∑
j∈Jx

⟨ x, ei ⟩⟨ ei, ej ⟩ = 0− 0 = 0.

Por tanto
〈

x −
∑
j∈Jx

⟨ x, ei ⟩ei, ej
〉

= 0 ∀j ∈ I y como (ei)i∈I es base ortonormal

se tiene en consecuencia que, x−
∑
j∈Jx

⟨ x, ei ⟩ei = 0 o x =
∑
j∈Jx

⟨ x, ei ⟩ei. ■

Todo lo realizado previamente nos permite hacer la siguiente definición.



Espacios de Hilbert 36

Definición 1.6.10. Sea (H, ∥ · ∥) un espacio de Hilbert, H ̸= {0}, (ei)i∈I una base orto-

normal de H, x ∈ H y Jx = {i ∈ I
∣∣⟨ x, ei ⟩ ≠ 0}. Definimos:

∑
i∈I

⟨ x, ei ⟩ei =



0 si Jx = ∅,

∑
i∈Jx

⟨ x, ei ⟩ei si Jx ̸= ∅ y finito,

∞∑
i=1

⟨ x, eπ(i) ⟩eπ(i) si Jx es infinito (numerable) y

π : N → Jx es cualquier función biyectiva.

Observación 1.6.11. Sea (H, ∥ · ∥) pre-Hilbert, S ⊂ H es un subconjunto denso de H.

Si x ∈ H satisface x ⊥ S entonces x = 0.

Demostración: En efecto, como S es denso en H existe (xn)
∞
n=1 ⊂ S tal que xn → x

cuando n → ∞ de manera que se tendrá que ⟨ x, xn ⟩ = 0.

Aśı haciendo uso de la desigualdad de Schwarz tendremos

⟨ x, x ⟩ = ⟨ x, x ⟩ − ⟨ x, xn ⟩ = ⟨ x, x− xn ⟩ entonces, ∥x∥2 = ⟨ x, x− xn ⟩ = |⟨ x, x− xn ⟩|
≤ ∥x∥∥x− xn∥ → ∥x∥ · 0 = 0 cuando n → ∞.

Por lo tanto ∥x∥2 = 0 implica x = 0. ■

Teorema 1.6.12. Sea (H, ∥ · ∥) espacio de Hilbert, E ⊂ H tal que E es ortonormal. Los

siguientes enunciados son equivalentes:

(i) E es base ortonormal de H.

(ii) (Serie de Fourier) Para todo x ∈ H se tiene que x =
∑
z∈E

⟨ x, z ⟩z.

(iii) (Identidad de Parseval) Para todo x ∈ H, ∥x∥2 =
∑
z∈E

|⟨ x, z ⟩|2.

(iv) (Identidad de Parseval) Para cada x, y ∈ H, ⟨ x, y ⟩ =
∑
z∈E

⟨ x, z ⟩⟨ y, z ⟩.

(v) span{E} = H.
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Demostración:

(i) ⇒ (ii) Sabemos que Jx = {z ∈ E : ⟨ x, z ⟩ ≠ 0} es a lo sumo numerable, vimos que

si π : N → Jx es biyectiva, entonces x =
∞∑
i=1

⟨ x, zπ(i) ⟩zπ(i) y de hecho

∑
z∈E

⟨ x, z ⟩z =
∞∑
i=1

⟨ x, zπ(i) ⟩zπ(i) = x.

(ii) ⇒ (iv) Sean Jx = {z ∈ E : ⟨ x, z ⟩ ≠ 0}, Jy = {z ∈ E : ⟨ y, z ⟩ ≠ 0}.

Como Jx, Jy son a lo sumo numerables entonces Jx ∪ Jy es a lo sumo numerable.

Sea {zn}n una enumeración de Jx ∪ Jy.

Aśı x =
∑
n

⟨ x, zn ⟩zn, y =
∑
n

⟨ y, zn ⟩zn.

Llamaremos, xn =
n∑

k=1

⟨ x, zk ⟩zk, yn =
n∑

k=1

⟨ y, zk ⟩zk.

Por hipótesis xn → x y yn → y si n → ∞. Por consiguiente, tendremos∣∣∣∣⟨ x, y ⟩ −
n∑

k=1

⟨ x, zk ⟩⟨ y, zk ⟩
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣⟨ x, y ⟩ −

n∑
k=1

n∑
j=1

⟨ x, zk ⟩⟨ y, zj ⟩⟨ zk, zj ⟩
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣⟨ x, y ⟩ −
〈 n∑

k=1

⟨ x, zk ⟩zk,
n∑

j=1

⟨ y, zj ⟩zj
〉∣∣∣∣∣ = ∣∣⟨ x, y ⟩ − ⟨ xn, yn ⟩

∣∣
≤ |⟨ x, y ⟩ − ⟨ x, yn ⟩|+ |⟨ x, yn ⟩ − ⟨ xn, yn ⟩| = |⟨ x, y − yn ⟩|+ |⟨ x− xn, yn ⟩|

≤ ∥x∥∥y − yn∥+ ∥x− xn∥∥y∥ → 0 cuando n → ∞.

Por tanto,

⟨ x, y ⟩ =
∑
n

⟨ x, zn ⟩⟨ y, zn ⟩ =
∑
z∈E

⟨ x, z ⟩⟨ y, z ⟩.

(iv) ⇒ (iii) Tomemos y = x en (iv), entonces

∥x∥2 = ⟨ x, x ⟩ =
∑
z∈E

⟨ x, z ⟩⟨ x, z ⟩ =
∑
z∈E

|⟨ x, z ⟩|2.

(iii) ⇒ (i) Sea x ∈ H tal que ⟨ z, x ⟩ = 0 para cada z ∈ E, por hipótesis ∥x∥2 =∑
z∈E

|⟨ x, z ⟩|2 = 0 lo que implica x = 0.

Por tanto, E es base ortonormal de H.

Hemos mostrado (i) ⇐⇒ (ii) ⇐⇒ (iii) ⇐⇒ (iv), aśı solo queda probar (ii) ⇒ (v)

y (v) ⇒ (i) para completar todas las equivalencias que necesitamos.
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(ii) ⇒ (v) Sabemos que Jx = {z ∈ E : ⟨ x, z ⟩ ̸= 0} es a lo sumo numerable y sea

{zn}n una enumeración de Jx. Por hipótesis x =
∑
n

⟨ x, zn ⟩zn.

Sea x ∈ H fijo y sea ϵ > 0, entonces ∃N ∈ N tal que∥∥∥∥∥
N∑
k=1

⟨ x, zk ⟩zk − x

∥∥∥∥∥ < ϵ.

Aśı,
N∑
k=1

⟨ x, zk ⟩zk ∈ Bϵ(x) ∩ span E.

Lo cual implica que x ∈ span E y en tal caso span E es denso en H.

Por tanto, span E = H.

(v) ⇒ (i) Sea x ∈ H tal que ⟨ x, z ⟩ = 0 para cada z ∈ E entonces tenemos que ⟨ x,w ⟩ =
0 para todo w ∈ span E. Aśı x ⊥ span E y span E es denso en H lo cual implica que x =

0 en virtud de la Observación 1.6.11.

Por tanto E es base ortonormal de H. ■

Definición 1.6.13. Sea H1 y H2 dos espacios de Hilbert. Diremos que H1 y H2 son

isomorfos (como espacios de Hilbert) si existe φ : H1 → H2 tal que φ es un isomorfismo

isométrico.

Teorema 1.6.14. Sea (H, ∥ · ∥) un espacio de Hilbert, H ̸= 0. Supongamos que H es

separable. Entonces H es isomorfo a Kn para algún n ∈ N, o bien, a ℓ2. Más concreta-

mente:

Si H tiene una base ortonormal finita, entonces H es isomorfo a Kn para algún n ∈ N
y si H tiene una base ortonormal infinita numerable, entonces H es isomorfo a ℓ2.

Demostración: Supongamos que H tiene una base ortonormal finita, digamos B =

{u1, ..., un}. Entonces B es una base de Hamel de H, pues de no ser aśı existiŕıa x ∈ H−
span B.

Por tanto {u1, ..., un, x} es linealmente independiente y realizando el proceso de Gram-

Schmidt, encontraremos un conjunto {u1, ..., un, y} ortonormal.

Aśı ⟨ y, ui ⟩ = 0 para cada i = 1, 2, ..., n lo cual implica y = 0 siendo esto una contra-

dicción. Esto muestra que span B = H y como B es linealmente independiente entonces

B es base de Hamel de H.
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Ahora, definamos T : H → Kn tal que T (ui) = ei, i = 1, ..., n donde ei es el i-ésimo

vector de la base estandar de Kn y extendemos linealmente a T en H, es decir, si x ∈ H

x =
n∑

j=1

ajuj entonces T (x) =
n∑

j=1

ajej = (a1, ..., an) = (⟨ x, u1 ⟩, ..., ⟨ x, un ⟩) .

Claramente T es un isomorfismo de espacios vectoriales. Además:

∥T (x)∥2 =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

ajej

∥∥∥∥∥
2

=
n∑

j=1

∥ajej∥2 =
n∑

j=1

|aj|2∥ej∥2 =
n∑

j=1

|aj|2∥uj∥2

=
n∑

j=1

∥ajuj∥2 =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

ajuj

∥∥∥∥∥
2

= ∥x∥ es decir, ∥T (x)∥ = ∥x∥ ∀x ∈ H.

Aśı, T es un isomorfismo de espacios de Hilbert.

Supongamos ahora que H tiene una base ortonormal infinita numerable digamos B =

{un}n∈N. Queremos definir φ : H → ℓ2 isomorfismo de espacios de Hilbert.

Proponemos φ : H → ℓ2 tal que φ(x) = (⟨ x, uk ⟩)∞k=1. Notemos que φ está bien

definido pues aplicando la Identidad de Parseval:

∞∑
k=1

|⟨ x, uk ⟩|2 = ∥x∥2 < ∞, es decir, (⟨ x, uk ⟩)∞k=1 ∈ ℓ2.

Es fácil ver que φ es lineal. Además, para cada x ∈ H

∥φ(x)∥2 =
∞∑
k=1

|⟨ x, uk ⟩|2 = ∥x∥2 lo que implica ∥φ(x)∥ = ∥x∥ para cada x ∈ H

lo cual nos indica que φ es isometŕıa y por tanto es inyectiva.

Finalmente φ es sobreyectiva pues dada a = (an)
∞
n=1 ∈ ℓ2 el elemento x =

∞∑
n=1

anun ∈ H

(pues (an)
∞
n=1 ∈ ℓ2) y tenemos

φ(x) = (⟨ x, uk ⟩)∞k=1 y ⟨ x, uk ⟩ =

〈
∞∑
n=1

anun, uk

〉
=

∞∑
n=1

⟨ un, uk ⟩an = ak ∀k ∈ N.

Esto es φ(x) = (an)
∞
n=1 = a.

Por tanto φ es isomorfismo de espacios de Hilbert. ■



Caṕıtulo 2

Construcción de Bases

Ortonormales.

En este caṕıtulo abordaremos el objetivo principal de la tesis: analizar diversas cons-

trucciones de sistemas ortonormales completos para algunos espacios de Hilbert. Éstos

serán espacios o subespacios de L2(A) donde A es algún conjunto Lebesgue medible apro-

piado.

2.1. El sistema trigonométrico en L2(T )

En esta sección haremos una breve exposición del sistema trigonométrico en el espacio

de Hilbert L2(T ), y construiremos una base ortonormal apropiada para este espacio.

Para ello consideremos T = {z ∈ C : |z| = 1}. Si tenemos F : T → C cualquier función

en T y definimos f : R → C por

f(t) = F (eit) (2.1)

tendremos que f es una función 2π-periódica.

De forma rećıproca, si f : R → C es una función 2π-periódica, entonces podemos

asociarle una función F : T → C que cumple la ecuación (2.1).

Aśı podremos identificar funciones definidas en T con funciones 2π-periódicas definidas

en R y por simplicidad de notación, se va a escribir f(t) en lugar de f(eit), incluso si

pensamos en f estando definida en T .

40
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Con esto en cuenta definiremos Lp(T ) con 1 ≤ p < ∞, la clase de todas las funciones

complejas, Lebesgue medibles, 2π-periódicas en R con la norma

∥f∥p =
(

1

2π

∫ π

−π

|f(t)|pdt
) 1

p

< ∞ (2.2)

En otras palabras, estamos considerando a Lp(µ), donde µ es la medida de Lebesgue en

[0, 2π](ó en T ), dividida por 2π.

Ahora, L∞(T ) será la clase de todos los elementos de L∞(R) 2π-periódicos, con la

norma supremo esencial, y C(T ) es el conjunto de todas las funciones continuas complejas

en T (o equivalentemente, todas las funciones continuas, complejas, 2π-periódicas en R)
con norma

∥f∥∞ = sup
t∈[0,2π]

|f(t)| (2.3)

El factor 1
2π

en la ecuación simplificará el formalismo que se va a desarrollar a lo largo

de esta sección.

Notemos que la norma Lp de la función f(t) = 1 es 1.

Ahora es importante definir lo siguiente, ya que formará parte fundamental de lo que

deseamos obtener.

Definición 2.1.1. Un polinomio trigonométrico es una suma finita de la forma

f(t) = a0 +
N∑

n=1

(an cosnt+ bn sinnt) (t ∈ R), (2.4)

donde a0, a1, ..., aN y b1, b2, ..., bN son números complejos.

Tomando en cuenta las identidades de Euler, la ecuación (2.4) se puede reescribir en

la forma

f(t) =
N∑

n=−N

cne
int, (2.5)

lo cual será conveniente para algunos propósitos. Además, tenemos claro que cada poli-

nomio trigonométrico tiene peŕıodo 2π.

Denotaremos a los enteros por Z y escribiremos

un(t) = eint (n ∈ Z). (2.6)
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Recordemos que el producto interior de este espacio está dado por

⟨ f, g ⟩ = 1

2π

∫ π

−π

f(t)g(t)dt.

Ahora, notemos que los un(t) son ortonormales:

⟨ un, um ⟩ = 1

2π

∫ π

−π

un(t)um(t)dt

=
1

2π

∫ π

−π

einte−imtdt =
1

2π

∫ π

−π

ei(n−m)tdt

=


1 si n = m

0 si n ̸= m

= δnm.

De este modo {un : n ∈ Z} es un conjunto ortonormal en L2(T ), llamado el sistema

trigonométrico.

Lo siguiente que probaremos será que el sistema trigonométrico es una base ortonormal

para el espacio L2(T ).

Para esto bastará probar que {un : n ∈ Z} es total en L2(T ), lo cual equivale a

demostrar que span{un : n ∈ Z} es denso en L2(T ), lo que a su vez equivale a probar que

los polinomios trigonométricos son densos en L2(T ) con respecto a ∥ · ∥2.

Pero por el Teorema de Lusin, C(T ) es denso en L2(T ) con respecto a la norma ∥ · ∥2.
De este modo, tendremos que será suficiente probar que los polinomios trigonométricos

son densos en C(T ) con respecto a la norma ∥ · ∥2.

Pero notemos que ∥ · ∥2 ≤ ∥ · ∥∞ en C(T ), pues si f ∈ C(T ), entonces

[
1

2π

∫ π

−π

|f(t)|2dt
] 1

2

≤
[
1

2π

∫ π

−π

∥f∥2∞dt

] 1
2

y esto es ∥f∥2 ≤ ∥f∥∞.

Aśı bastará mostrar que los polinomios trigonométricos son densos en C(T ) respecto

a la norma ∥ · ∥∞.
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Teorema 2.1.2. Los polinomios trigonométricos son densos en C(T ) respecto a ∥ · ∥∞,

esto es, dado ϵ > 0 y dada f ∈ C(T ) existe p, polinomio trigonométrico tal que

∥f − p∥∞ < ϵ.

Demostración: Si pudiéramos construir una sucesión {Qn}∞n=1 de polinomios trigo-

nométricos tales que:

(a) Qn(t) ≥ 0 ∀t ∈ R, ∀n ∈ N.

(b) 1
2π

∫ π

−π
Qn(t)dt = 1 ∀n ∈ N.

(c) Para cada 0 < δ < π sea ηk(δ) = sup
δ≤|t|≤π

Qk(t) entonces ηk(δ) → 0 cuando k → ∞

∀δ > 0 (equivalentemente Qn(t) → 0 cuando n → ∞ uniformemente en [−π,−δ] ∪
[δ, π]).

Entonces podŕıamos probar el teorema aśı:

Dada f ∈ C(T ) definimos

Pk(t) =
1

2π

∫ π

−π

f(t− s)Qk(s)ds (k = 1, 2, 3, ...). (2.7)

Haciendo un cambio de variable con u = t − s y du = −ds tendremos por la 2π-

periodicidad de los Qk(t) que

Pk(t) =
1

2π

∫ π

−π

f(t− s)Qk(s)ds =
−1

2π

t−π∫
t+π

f(u)Qk(t− u)du

=
1

2π

t+π∫
t−π

f(s)Qk(t− s)ds =
1

2π

∫ π

−π

f(s)Qk(t− s)ds,

es decir,

Pk(t) =
1

2π

∫ π

−π

f(s)Qk(t− s)ds. (2.8)

Ahora, como Qk es un polinomio trigonométrico,

Qk(t) =

Nk∑
n=−Nk

cn,ke
int, k ∈ N
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y substituyendo en la ecuación (2.8)

Pk(t) =
1

2π

∫ π

−π

f(s)

[
Nk∑

n=−Nk

cn,ke
in(t−s)

]
ds =

Nk∑
n=−Nk

cn,k

[
1

2π

∫ π

−π

f(s)e−insds

]
eint

para todo k ∈ N. Por la definición de producto interior tenemos que

⟨ f, un ⟩ = 1

2π

∫ π

−π

f(s)e−insds

por lo que

Pk(t) =

Nk∑
n=−Nk

cn,k⟨ f, un ⟩eint,

lo cual indica que Pk(t) es un polinomio trigonométrico.

A continuación probaremos que Pk → f uniformemente cuando k → ∞ en R.

En efecto, sea ϵ > 0. Como f es uniformemente continua entonces existe δ > 0 tal que

|s− t| < δ ⇒ |f(s)− f(t)| < ϵ.

Luego, de la ecuación (2.7) y de las propiedades que cumple la sucesión {Qk}∞k=1 tenemos

Pk(t)− f(t) =

[
1

2π

∫ π

−π

f(t− s)Qk(s)ds

]
− f(t) · 1

=
1

2π

∫ π

−π

f(t− s)Qk(s)ds− f(t)
1

2π

∫ π

−π

Qk(s)ds

=
1

2π

∫ π

−π

f(t− s)Qk(s)−
1

2π

∫ π

−π

f(t)Qk(s)ds

=
1

2π

∫ π

−π

[f(t− s)− f(t)]Qk(s)ds.

Aśı,

Pk(t)− f(t) =
1

2π

∫ π

−π

[f(t− s)− f(t)]Qk(s)ds.
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Si tomamos módulos en ambos lados tendremos entonces

|Pk(t)− f(t)| =

∣∣∣∣∣ 12π
∫ π

−π

[f(t− s)− f(t)]Qk(s)ds

∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫ π

−π

|f(t− s)− f(t)|Qk(s)ds

=
1

2π

∫
0≤|s|<δ

|f(t− s)− f(t)|Qk(s)ds+
1

2π

∫
δ≤|s|<π

|f(t− s)− f(t)|Qk(s)ds

= I1 + I2.

Ahora vamos a estimar I1 y I2.

I1 ≤
1

2π

∫
0≤|s|<δ

ϵQk(s)ds ≤ ϵ
1

2π

∫ π

−π

Qk(s)ds = ϵ · 1 = ϵ. (2.9)

Por otra parte,

I2 ≤ 2∥f∥∞
1

2π

∫
δ≤|s|<π

Qk(s)ds

≤ 2∥f∥∞ηk(δ)
1

2π

∫
δ≤|s|≤π

1ds (2.10)

≤ 2∥f∥∞ηk(δ)
1

2π

∫ π

−π

ds

= 2∥f∥∞ηk(δ) < ϵ

siempre que k sea suficientemente grande, esto por la propiedad (c) de la sucesión {Qn}∞n=1.

De las ecuaciones (2.9) y (2.10) concluimos que |Pk(t)−f(t)| < ϵ, si k es suficientemente

grande para todo t ∈ R y aśı tendremos que los polinomios trigonométricos son densos.

Ahora construiremos {Qn}∞n=1

La propuesta es la siguiente:

Qk(t) = Ck

(
1 + cos t

2

)k

, k ∈ N donde Ck se elige aśı Ck =
1

1
2π

∫ π

−π

(
1+cos t

2

)k
dt
.

Por construcción se cumple el inciso (a).
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Notemos también que 1
2π

∫ π

−π
Qk(t)dt = Ck

1
2π

∫ π

−π

(
1+cos t

2

)k
dt = 1. Aśı, tenemos que se

cumple (b).

Observemos ahora el comportamiento de las siguientes gráficas:

Probaremos que cada Qk(t) es un polinomio trigonométrico mediante el método de in-

ducción.

Caso k=1. Claramente tenemos queQ1(t) = C1

(
1+cos t

2

)
es un polinomio trigonométri-

co.

Caso k=2. Primero recordemos una propiedad de la función coseno

cos (α + β) = cosα · cos β − sinα · sin β.

Ahora, veamos que esto nos ayudará para probar el caso k = 2.

Q2(t) = C2

(
1 + cos t

2

)2

= C2

[
1

4
+

1

2
cos t+

1

4
cos2 t

]
.

Pero

cos 2t = cos (t+ t) = cos2 t− sin2 t = cos2 t− [1− cos2 t] = 2 cos2 t− 1

entonces,

cos2 t =
1 + cos 2t

2
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y sustituyendo en Q2(t) tenemos lo siguiente:

Q2(t) = C2

[
1

4
+

1

2
cos t+

1

4

(
1 + cos 2t

2

)]
= C2

[
1

4
+

1

8
+

1

2
cos t+

1

8
cos 2t

]
=

3

8
C2 +

C2

2
cos t+

C2

8
cos 2t,

lo cual muestra claramente que Q2(t) es un polinomio trigonométrico.

Hipótesis de Inducción: Supongamos que Qk(t) es un polinomio trigonométrico con

k = n.

Veremos que Qk(t) con k = n+ 1 es un polinomio trigonométrico. Tenemos que

Qn+1(t) = Cn+1

(
1 + cos t

2

)n+1

= Cn+1

(
1 + cos t

2

)n(
1 + cos t

2

)
. (2.11)

Por la hipótesis de inducción tenemos que
(
1+cos t

2

)n
es un polinomio trigonométrico, y

como es una función par entonces es de la forma(
1 + cos t

2

)n

= (a0 + a1 cos t+ ...+ an cosnt).

Por lo tanto, reescribiendo la ecuación (2.11) tenemos lo siguiente:

Qn+1(t) = Cn(a0 + a1 cos t+ ...+ an cosnt)

(
1 + cos t

2

)
= Cn

(
a0
2

+
a1 cos t

2
+ ...+

an cosnt

2

)
+ Cn

(
a0 cos t

2
+

a1 cos t cos t

2
+ ...+

an cosnt cos t

2

)
= CnA1(t) + CnA2(t).

Es claro que A1 es un polinomio trigonométrico y veremos que A2 también lo es. Para

ello analizaremos el producto cos kt · cos t con k = 0, 1, 2, ..., n.

Primero, recordemos una propiedad de la funcion coseno:

cos a · cos b = 1

2
[cos (a+ b) + cos (a− b)].
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Aśı, tomando a = kt y b = t entonces tendremos que

cos kt · cos t = 1

2
[cos((k + 1)t) + cos ((k − 1)t)] .

De esta forma, A2 se puede reescribir como

A2(t) =
a0 cos t

2
+

a1(cos 2t+ 1)

4
+ ...+

an(cos (n+ 1)t− cos (n− 1)t)

4

el cual es claramente un polinomio trigonométrico.

Aśı Qn+1(t) es un polinomio trigonométrico, con lo cual probamos que cada Qk(t) es

un polinomio trigonométrico para todo k ∈ N.

Resta probar el inciso (c) para completar la prueba. Para ello usaremos la paridad de

cada Qk(t).

Como 1 =
Ck

2π

∫ π

−π

(
1 + cos t

2

)k

dt

=
2Ck

2π

∫ π

0

(
1 + cos t

2

)k

· 1dt

≥ Ck

π

∫ π

0

(
1 + cos t

2

)k

sin tdt.

Haciendo un cambio de variable con u = 1 + cos t, du = − sin tdt tenemos que

Ck

π

∫ π

0

(
1 + cos t

2

)k

sin tdt =
−Ck

π2k

∫ u(π)

u(0)

ukdu

=
−Ck

π2k
(1 + cos t)k+1

k + 1

∣∣∣∣∣
t=π

t=0

=
Ck

π2k
2k+1

k + 1
=

2Ck

(k + 1)π
.

Por lo tanto Ck ≤ π(k+1)
2

∀k ∈ N.

Notemos que si δ ≤ |t| ≤ π

0 ≤ Qk(t) ≤ Qk(δ) = Ck

(
1 + cos δ

2

)k

≤ π(k + 1)

2

(
1 + cos δ

2

)k

∀k ∈ N,

luego

0 ≤ Qk(t) ≤
π

2
(k + 1)

(
1 + cos δ

2

)k

→ 0 cuando k → ∞
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pues
π

2
(k + 1)

(
1 + cos δ

2

)k

=
π

2
k

(
1 + cos δ

2

)k

+
π

2

(
1 + cos δ

2

)k

y como 0 < 1+cos δ
2

< 1 (porque 0 < δ < π) entonces Qk(t) → 0 cuando k → ∞
uniformemente en t, δ ≤ |t| ≤ π.

Con esto tenemos finalmente el inciso (c) lo que nos indica que efectivamente {Qk(t)}∞k=1

es la sucesión de polinomios trigonométricos buscada que nos permite aproximar una fun-

ción en C(T ) con un polinomio trigonométrico del tipo Pk(t). ■

Aśı, el sistema trigonométrico {un : n ∈ Z} es una base ortonormal para L2(T ).

2.2. El espacio L2
a(D)

En esta sección construiremos una base ortonormal para el espacio (L2
a(D), dA) donde

D = {z ∈ C
∣∣ |z| < 1}, es decir, D es el disco unitario del plano y dA es la medida de

Lebesgue en D.

Aśı, L2
a(D) es el espacio de todas las funciones holomorfas en D para las cuales la

integral de Lebesgue ∫∫
D

|f(x)|2dxdy < ∞. (2.12)

Sabemos que este espacio es de Hilbert gracias al ejemplo (4) de la sección 1.2 del

caṕıtulo I. En otras palabras, éste es el espacio de Bergman para D.

En este caso veremos que el conjunto{
φn(z) =

√
n

π
zn−1

∣∣∣∣∣n = 1, 2, ...

}

es una base ortonormal para L2
a(D).

Para ello, primero probaremos que es ortonormal:

⟨ φn(z), φm(z) ⟩ =
∫∫
D

√
n

π
zn−1

(√
m

π
zm−1

)
dxdy

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

√
nm

π
(reit)n−1(re−it)m−1r dtdr
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=

√
nm

π

∫ 1

0

rn+m−1

∫ 2π

0

eit(n−m)dtdr

=


0 si n ̸= m

(
n
π

∫ 1

0
r2n−1

)
2π si n = m

=


0 si n ̸= m

2n r2n

2n

∣∣∣∣1
0

si n = m

=


0 si n ̸= m

1 si n = m

.

Ahora probaremos que {φn} cumple con la identidad de Parseval, lo cual nos dará

la completitud del conjunto. Para ello, si f ∈ L2
a(D) observemos que sus coeficientes de

Fourier están dados por

an =

√
n

π

∫∫
|z|<1

f(z)zn−1dxdy.

Haciendo uso de la identidad∫∫
Ω

F (z)G′(z)dxdy =
1

2i

∫
C

F (z)G(z)dz,

donde Ω representa un abierto con frontera suave C, tendremos que los coeficientes de

Fourier toman la siguiente forma:

an =

√
n

π

∫∫
|z|<1

f(z)zn−1dxdy

= ĺım
r→1

√
n

π

∫∫
|z|<r

f(z)zn−1dxdy

= ĺım
r→1

1

2i

√
n

π

∫
|z|=r

f(z)
zn

n
dz.
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Ahora, como zz = |z|2 = r2, tendremos que z = r2

z
y aśı

an = ĺım
r→1

1√
nπ

r2n

2i

∫
|z|=r

f(z)

zn
dz.

Si consideramos la expansión en series de potencia para f como f(z) = b0 + b1z + b2z
2 +

..., |z| < 1 entonces por la fórmula integral de Cauchy

bn−1 =
1

2πi

∫
|z|=r

f(z)

zn
dz.

Por tanto,

an = ĺım
r→1

√
π

n
r2nbn−1 =

√
π

n
bn−1, n = 1, 2, 3, ... ·

Veamos que la identidad de Parseval∫∫
|z|<1

|f(z)|2dxdy =
∞∑
n=1

|an|2 = π
∞∑
n=1

|bn−1|2

n

se cumple.

Para esto notemos lo siguiente:∫∫
|z|<1

|f(z)|2dxdy =

∫ 1

0

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2r drdθ

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

(
∞∑
n=0

bnr
neinθ

)(
∞∑
n=0

bnr
ne−inθ

)
rdrdθ

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

∞∑
n=0

∞∑
m=0

bnbmr
n+mei(n−m)θrdrdθ

=

∫ 1

0

∞∑
n=0

∞∑
m=0

bnbm

∫ 2π

0

ei(n−m)θdθrn+m+1dr,

donde la integración término a término es válida, pues la serie de potencias converge

uniformemente en |z| ≤ r para r < 1.
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Entonces, ∫∫
|z|<1

|f(z)|2dxdy =

∫ 1

0

∞∑
n=0

|bn|2 · 2πr2n+1dr

= π

∞∑
n=0

2|bn|2
[
r2n+2

2n+ 2

]1
0

= π

∞∑
n=0

2|bn|2
1

2(n+ 1)

= π

∞∑
n=0

|bn|2

n+ 1

= π

∞∑
n=1

|bn−1|2

n
.

Teniendo esto, finalmente completamos la prueba de que {φn} es base ortonormal del

espacio L2
a(D).

2.3. El espacio L2([−1, 1])

En esta sección buscaremos encontrar una base ortonormal para el espacio L2([−1, 1]).

Para ello notemos que el producto interior del espacio de todas las funciones reales Le-

besgue medibles definidas en [−1, 1] estará dado por:

⟨ x, y ⟩ =
∫ 1

−1

x(t)y(t)dt,

el cual induce la norma ∥ · ∥2 en dicho espacio.

Con esto en cuenta, deseamos encontrar una sucesión ortonormal en L2([−1, 1]) que

consista de funciones fáciles de manejar. Los polinomios son de este tipo, por lo cual

haremos uso de ellos para encontrar tal sucesión.

Comenzaremos por las potencias x0, x1, x2, ..., donde

x0(t) = 1, x1(t) = t, ..., xj(t) = tj, ..., ∀t ∈ [−1, 1]. (2.13)

Notemos que esta sucesión es linealmente independiente, pues cualquier subconjunto finito

de ella es linealmente independiente.
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Ahora, si aplicamos el proceso de Gram-Schmidt a (2.13) obtendremos una sucesión or-

tonormal (en), donde cada en es un polinomio, pues en el proceso hacemos combinaciones

lineales de los xj’s y cada en tiene grado n, como lo veremos después.

Proposición 2.3.1. (en) es total en L2([−1, 1]).

Demostración: Por el teorema de Lusin, para cualquier x ∈ L2([−1, 1]) y cada ϵ > 0

hay una función continua y definida en [−1, 1] tal que

∥x− y∥2 <
ϵ

2
. (2.14)

Por el Teorema de aproximación de Weierstrass, para esta y existe un polinomio z tal

que para toda t ∈ [−1, 1]

|y(t)− z(t)| < ϵ

2
√
2
.

Por consiguiente

∥y − z∥22 =
∫ 1

−1

|y(t)− z(t)|2dt ≤ 2

(
ϵ

2
√
2

)2

=
ϵ2

4

y aśı

∥y − z∥2 <
ϵ

2
. (2.15)

Haciendo uso de la desigualdad del triángulo y las desigualdades (2.14) y (2.15) ten-

dremos

∥x− z∥2 ≤ ∥x− y∥2 + ∥y − z∥2 <
ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ.

La definición del proceso de Gram-Schmidt muestra que, por las relaciones (2.13) tenemos

que z ∈ span{e0, ..., em} para una m suficientemente grande.

Finalmente, como x ∈ L2([−1, 1]) y ϵ > 0 fueron arbitrarios, esto prueba la totalidad

de (en). ■

Pero el propósito de este trabajo es tener para este espacio un sistema ortonormal con

fórmulas expĺıcitas. Por esto, afirmamos que

en(t) =

√
2n+ 1

2
Pn(t), n = 0, 1, 2, ... (2.16)

donde

Pn(t) =
1

2nn!

dn

dtn
[(t2 − 1)n]. (2.17)
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Pn se llama polinomio de Legendre de orden n. La fórmula (2.17) se conoce como Fórmula

de Rodrigues.

Al aplicar el teorema binomial a (t2−1)n y derivando el resultado n veces término por

término se obtiene de (2.17):

Pn(t) =
N∑
j=0

(−1)j
(2n− 2j)!

2nj!(n− j)!(n− 2j)!
tn−2j (2.18)

donde N = n
2
si n es par y N = n−1

2
si n es impar. Esto ocurre pues:

dn

dtn
[(t2 − 1)n] =

dn

dtn

[
n∑

j=0

(
n

j

)
t2(n−j)(−1)j

]

=
dn

dtn

[
n∑

j=0

(
n

j

)
t2n−2j(−1)j

]

=
n∑

j=0

(
n

j

)
dn

dtn
[
t2n−2j

]
(−1)j

=
n∑

j=0

(
n

j

)
(−1)j(2n− 2j)(2n− 2j − 1)(2n− 2j − 2)...(2n− 2j − (n− 1))t2n−2j−n

=
N∑
j=0

(
n

j

)
(−1)j(2n− 2j)(2n− 2j − 1)(2n− 2j − 2)...(n− 2j + 1))tn−2j

=
N∑
j=0

(
n

j

)
(−1)j

(2n− 2j)!

(n− 2j)!
tn−2j

=
N∑
j=0

(−1)jn!

(n− j)!j!

(2n− 2j)!

(n− 2j)!
tn−2j,

dondeN = n
2
si n es par, pues si j > n

2
entonces 2n−2j < 2n−2n

2
= 2n−n = n y al derivar

t2n−2j n veces tendremos que eventualmente esta derivada se hará cero. Análogamente

podemos probar que si n es impar entonces N = (n−1)
2

.

De esta forma, tendremos que

Pn(t) =
1

2nn!

dn

dtn
[(t2 − 1)n]

=
1

2nn!

N∑
j=0

(−1)jn!

(n− j)!j!

(2n− 2j)!

(n− 2j)!
tn−2j



Construcción de Bases Ortonormales. 55

=
N∑
j=0

(−1)j(2n− 2j)!

2nj!(n− j)!(n− 2j)!
tn−2j.

Por lo tanto,

P0(t) = 1, P1(t) = t, P2(t) =
1

2
(3t2 − 1),

P3(t) =
1

2
(5t3 − 3t), P4(t) =

1

8
(35t4 − 30t2 + 3), P5(t) =

1

8
(63t5 − 70t3 + 15t), etc.

Demostración de las afirmaciones (2.16) y (2.17)

Mostraremos en la parte (a) que la ecuación (2.17) implica

∥Pn∥2 =
[∫ 1

−1

P 2
n(t)dt

] 1
2

=

√
2

2n+ 1
(2.19)

por lo que la norma de en en la relación (2.16) es la adecuada, esto es 1. En la parte

(b) probaremos que (Pn) es una sucesión ortogonal en el espacio L2([−1, 1]). Esto será

suficiente para establecer las relaciones (2.16) y (2.17) por la siguiente razón.

Denotamos el lado derecho de la fórmula (2.16) por yn(t). Entonces yn es un polinomio

de grado n, y las partes (a) y (b) implican que (yn) es una sucesión ortonormal en

L2([−1, 1]).

Sea Yn = span{e0, ..., en} = span{x0, ..., xn} = span{y0, ..., yn}. Aqúı la segunda igual-

dad se sigue del algoritmo del proceso de Gram-Schmidt y la última igualdad del hecho

que dimYn = n + 1 junto con la independencia lineal de {y0, ..., yn} garantizada por el

Teorema 1.4.4.
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Por lo tanto yn tiene una representación

yn =
n∑

j=0

αjej. (2.20)

Ahora por la ortogonalidad

yn ⊥ Yn−1 = span{y0, ..., yn−1} = span{e0, ..., en−1}.

Esto implica que para k = 0, 1, ..., n− 1 tenemos

0 = ⟨ yn, ek ⟩ =
n∑

j=0

αj⟨ ej, ek ⟩ = αk.

Aśı, la representación (2.20) se reduce a yn = αnen y por ello tendremos que |αn| = 1

pues ∥yn∥2 = ∥en∥2 = 1. De hecho, αn = +1 o −1 ya que yn y en son reales. Ahora

yn(t) > 0 para t suficientemente grande dado que el coeficiente de tn de la ecuación (2.18)

es positivo. Además, en(t) > 0 también para t suficientemente grande, ya que x(t) = tn,

en(t) se obtiene del proceso de ortonormalización de Gram-Schmidt y aśı en(t) es un

polinomio de grado n con coeficiente principal positivo. Por lo tanto αn = +1 y yn = en,

lo cual establece la relación (2.16) con Pn dado por (2.17).

Todo lo anterior muestra que después de la presentación de las partes (a) y (b) men-

cionadas arriba la prueba estará completa.

(a) Vamos a derivar la relación (2.19) de (2.17). Primero, hacemos un cambio de nota-

ción tomando u = t2−1. Luego, notemos que un y sus derivadas (un)(1), ..., (un)(n−1)

son cero en t = ±1 aśı como (un)(2n) = (2n)!. Integrando n veces por partes obte-

nemos de (2.17):

(2nn!)2∥Pn∥22 =
∫ 1

−1

(un)(n)(un)(n)dt

= (un)(n−1)(un)(n)
∣∣∣∣1
−1

−
∫ 1

−1

(un)(n−1)(un)(n+1)dt

= ...

= (−1)n(2n)!

∫ 1

−1

undt = 2(2n)!

∫ 1

0

(1− t2)ndt. (2.21)
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Haciendo un cambio de variable con t = sin τ vemos que 1− t2 = 1− sin2 τ = cos2 τ

y dt = cos τdτ . Aśı, obtenemos que (2.21) es igual a

= 2(2n)!

∫ π
2

0

cos2n+1τdτ

=
22n+1(n!)2

2n+ 1
,

donde la última integral se puede encontrar en ([6], p. 395). Dividiendo por (2nn!)2

obtenemos

∥Pn∥22 =
22n+1(n!)2

(2n+ 1)(2nn!)2
=

2(2nn!)

(2n+ 1)(2nn!)
=

2

2n+ 1
, por lo tanto

∥Pn∥2 =
√

2

2n+ 1
,

y aśı se obtiene la relación (2.19).

(b) Mostraremos que ⟨ Pm, Pn ⟩ = 0 donde 0 ≤ m < n. Como Pm es un polinomio es

suficiente probar que ⟨ xm, Pn ⟩ = 0 para m < n, donde xm(t) = tm.

Este resultado se obtiene integrando por partes m veces y haciendo el cambio de

notación u = t2 − 1.

2nn!⟨ xm, Pn ⟩ =
∫ 1

−1

tm(un)(n)dt

= tm(un)(n−1)

∣∣∣∣1
−1

−m

∫ 1

−1

tm−1(un)(n−1)dt

= · · ·

= (−1)mm!

∫ 1

−1

(un)(n−m)dt

= (−1)mm!(un)(n−m−1)

∣∣∣∣1
−1

= 0.

Esto completa la prueba de las relaciones (2.16) y (2.17).

Con todo lo anterior hemos probado que (en) es una base ortonormal. ■
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Una observación muy interesante es que los polinomios de Legendre son soluciones de

la importante ecuación diferencial de Legendre:

(1− t2)P ′′
n (t)− 2tP ′

n(t) + n(n+ 1)Pn(t) = 0.

En efecto, sea f(x) = (x2 − 1)n. Entonces

(1− x2)f ′(x) + 2nxf(x) = 0.

Derivando n+1 veces y usando la regla de Leibnitz para la (n+1)-ésima derivada de un

producto

(
D(n+1)[fg] =

n+1∑
k=0

(
n+1
k

)
DkfDn+1−kg

)
tendremos

(
n+ 1

0

)
(1− x2)f (n+2)(x) +

(
n+ 1

1

)
(−2x)f (n+1)(x) +

(
n+ 2

2

)
(−2)f (n)(x)

+ 2n

[(
n+ 1

0

)
xf (n+1)(x) +

(
n+ 1

1

)
f (n)(x)

]
= 0.

Dividiendo por 2nn! y juntando términos similares obtenemos

(1− x2)P ′′
n (x)− 2xP ′

n(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0.

2.4. El espacio L2(R)

El espacio de nuestro interés es L2(−∞,∞). En este caso no funcionan los polinomios

de Legendre. Esto, porque el intervalo de integración es infinito y las potencias 1, t, t2, ...

por si solas no funcionan.

Pero si multiplicamos cada una de las potencias por una función que decrezca rápida-

mente podŕıamos esperar obtener integrales que sean finitas. La función exponencial con

un exponente adecuado parece la mejor opción.

Lo que haremos en esta sección será probar que cierta familia de funciones apropiadas

forman una base ortonormal para el espacio L2(R) dotado de la medida de Lebesgue.

Para ello, el producto interior para este espacio estará dado por:

⟨ x, y ⟩ =
∫ ∞

−∞
x(t)y(t)dt.
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Aplicaremos el proceso de Gram-Schmidt a la sucesión de funciones definidas por

w(t) = e
−t2

2 , tw(t), t2w(t), ...,

la cual es linealmente independiente y pertenece a L2(R).

Sea xn(t) = tne
−t2

2 = tnw(t), n = 0, 1, 2, .... Entonces

e0(t) =
w(t)

∥w(t)∥2
= c0e

−t2

2 .

V1(t) = x1(t)− ⟨ x1, e0 ⟩e0(t) = tw(t)− ⟨ x1, e0 ⟩e0(t) = te
−t2

2 + a10e
−t2

2 .

e1(t) =
V1

∥V1∥2
= a00tw(t) + a10w(t) = w(t)(a00t+ a10).

V2(t) = x2(t)− ⟨ x2, e1 ⟩e1(t)− ⟨ x2, e0 ⟩e0(t) = t2e
−t2

2 − a20te
−t2

2 − a21e
−t2

2 − a22e
−t2

2

= t2e
−t2

2 − a20te
−t2

2 − (a21 + a22)e
−t2

2 = w(t)(t2 − a20t− (a21 + a22)).

Aśı e2(t) = w(t)(polinomio de grado 2).

Realizando el proceso n veces vemos que en(t) = w(t)(polinomio de grado n), n = 0, 1, 2, ... ·

Lo siguiente que probaremos será que cada w(t)tn es acotado. Recordando que la serie de

potencias de la exponencial tiene la siguiente forma: ex = 1+x+ x2

2!
+ ...+ xn

n!
+ ..., vemos

que,

ex >
xn

n!
para cada x > 0, en particular, e

t2

2 >
t2n

2nn!
, por lo que, e

−t2

2 <
2nn!

t2n

para todo t ∈ R− {0}.

Aśı, tne
−t2

2 < 2nn!
tn

, entonces, 0 < |t|ne−t2

2 < 2nn!
|t|n para todo t ̸= 0 y esto muestra que

w(t)tn = tne
−t2

2 es acotada en R. Además w(t)tn ∈ L2(R) pues como ex > x2n

(2n)!
entonces

et
2
> t4n

(2n)!
, y aśı tendremos que

∫ ∞

−∞
|(tne

−t2

2 )||(tne
−t2

2 )|dt =
∫ ∞

−∞
|t|2ne−t2dt.

Ahora vamos a descomponer (−∞,∞) en (−∞,−1), [−1, 1], (1,∞).
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Claramente
∫ 1

−1
|t|2ne−t2dt < ∞ por ser continua en [−1, 1]. Por otro lado,∫
|t|>1

|t|2ne−t2dt ≤
∫

|t|>1

|t|2n (2n)!
|t|4n

dt

=

∫
|t|>1

(2n)!
dt

|t|2n

= 2(2n)!

∫ ∞

1

dt

t2n

= 2(2n)!

(
t−2n+1

−2n+ 1

) ∣∣∣∣∣
∞

1

= 2(2n)!

[
1

2n− 1

]
=

2(2n)!

2n− 1
< ∞ para cada n ≥ 1,

lo cual implica que efectivamente w(t)tn ∈ L2(R).

Aunque no lo hacemos aqúı, se puede mostrar que después de realizar el proceso de

Gram-Schmidt obtenemos una sucesión ortonormal (en) de la siguiente forma:

en(t) =
1

(2nn!
√
π)

1
2

e
−t2

2 Hn(t) (2.22)

donde

H0(t) = 1, Hn(t) = (−1)net
2 dn

dtn
(e−t2), n = 1, 2, ... · (2.23)

Hn se llama el polinomio de Hermite de orden n. Haciendo la derivación indicada en la

ecuación (2.23), obtenemos

Hn(t) = n!
N∑
j=0

(−1)j
2n−2j

j!(n− 2j)!
tn−2j (2.24)
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donde N = n
2
si n es par y N = n−1

2
si n es impar. Notemos que también puede ser escrito

como:

Hn(t) =
N∑
j=0

(−1)j

j!
n(n− 1)...(n− 2j + 1)(2t)n−2j. (2.25)

Aśı, las expresiones para los primeros términos de los polinomios de Hermite son:

H0(t) = 1 H1(t) = 2t H2(t) = 4t2 − 2

H3(t) = 8t3 − 12t H4(t) = 16t4 − 48t2 + 12 H5(t) = 32t5 − 160t3 + 120t.

Ahora veremos que la sucesión (en) definida por las relaciones (2.22), (2.23) y (2.24) es

ortonormal. Para ello, debemos probar que:

∫ ∞

−∞
e−t2Hm(t)Hn(t)dt =


0 si m ̸= n

2nn!
√
π si m = n.

(2.26)

Notemos que al derivar la ecuación (2.25) obtenemos para n ≥ 1,

H ′
n(t) = 2n

M∑
j=0

(−1)j

j!
(n− 1)(n− 2)...(n− 2j)(2t)n−1−2j = 2nHn−1(t)

donde M = n−2
2

si n es par y M = n−1
2

si n es impar. Aplicamos esta fórmula a Hm,

asumiendo que m ≤ n, denotamos la función exponencial en la ecuación (2.26) por v(t),

para simplicidad, e integrando m veces por partes obtendremos que por la relación (2.23):

(−1)n
∫ ∞

−∞
e−t2Hm(t)e

t2 d
n

dtn
(e−t2) = (−1)n

∫ ∞

−∞
Hm(t)v

(n)(t)dt

= (−1)n
[
Hm(t)v

(n−1)(t)

∣∣∣∣∞
−∞

−
∫ ∞

−∞
2mHm−1(t)v

(n−1)(t)dt

]
= (−1)n − 2m

∫ ∞

−∞
Hm−1(t)v

(n−1)(t)dt

= · · ·

= (−1)n(−1)m2mm!

∫ ∞

−∞
H0(t)v

(n−m)dt.

Como H0(t) = 1, si m < n tenemos que si integramos una vez más obtenemos 0 dado

que v(t) y sus derivadas tienden a cero cuando t → ∞ y cuando t → −∞. Teniendo aśı

la ortogonalidad de (en).
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Finalmente, probaremos que si m = n tendremos que se cumple la ecuación (2.26) lo

cual implica que ∥en∥2 = 1 por la relación (2.23).

Para esto, tomemos la última integral, llamémosle J y notemos lo siguiente:

J =

∫ ∞

−∞
e−t2dt =

√
π.

Para verificarlo, consideraremos J2; haciendo uso de las coordenadas polares r, θ con

dsdt = rdrdθ obtendremos que

J2 =

∫ ∞

−∞
e−s2ds

∫ ∞

−∞
e−t2dt =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−(s2+t2)dsdt

=

∫ 2π

0

∫ ∞

0

e−r2rdrdθ = 2π · 1
2
= π

y esto implica que J =
√
π. Por lo tanto (en) es ortonormal. Lo que resta probar es que (en)

forma una base ortonormal para el espacio L2(R), para lo cual será suficiente demostrar

que los polinomios de Hermite son un sistema ortogonal completo de L2(R, e−x2
dx).

Teorema 2.4.1. Los polinomios de Hermite son un sistema ortogonal para el espacio

L2(R, e−x2
dx).

Demostración: Sea L2
g(R) := L2(R, e−x2

dx).

Consideremos f ∈ L2
g(R) tal que ⟨ f,Hn ⟩ = 0 para toda n ∈ N. Entonces tendremos

que ⟨ f, In ⟩ = 0 para toda n donde In(t) = tn.

Sea

F (t) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−itxdg(x) para t ∈ R,

donde dg(x) = e−x2
dx. Para cada t ∈ R,

e−ixt =
∞∑
k=0

(−i)k

k!
tkxk

donde esta serie converge absolutamente para toda x ∈ R. Aśı F (t) se reescribe como

F (t) =

∫ ∞

−∞

∞∑
k=0

f(x)e−x2 (−i)k

k!
tkxkdx.
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De este modo, aplicando la Desigualdad de Hölder tenemos∫ ∞

−∞

∞∑
k=0

|f(x)|e−x2 |t|k

k!
|xk|dx =

∫ ∞

−∞
|f(x)|e−x2

e|t||x|dx

≤
[∫ ∞

−∞
|f(x)|2e−x2

dx

] 1
2
[∫ ∞

−∞
e2|t||x|e−x2

dx

] 1
2

= ∥f∥L2
g

[∫ ∞

−∞
e2|t||x|e−x2

dx

] 1
2

donde e2|t||x|−x2
es integrable pues

x2 − 2|t||x|+ t2 = (|x| − |t|)2

−[x2 − 2|t|||x|+ t2 ] = −[ |x| − |t| ]2

e−[ |x|−|t| ]2 = e−[x2−2|t||x|+t2 ] = e−t2 · e2|t||x|−x2

,

y como
∫∞
−∞ e−[ |x|−|t| ]2dx < ∞, entonces también

∫∞
−∞ e2|t||x|−x2

dx es finita. Ahora, por el

Teorema de Convergencia Dominada tenemos

F (t) =
∞∑
k=0

(−i)k

k!
tk
∫ ∞

−∞
f(x)xkdg(x) = 0.

Finalmente, aplicando el Teorema 7.3* de ([7]), el hecho de que∫ ∞

−∞
f(x)e−itxdg(x) = 0

para todo t ∈ R implica que f = 0 en L2
g(R). ■

Con todo esto podemos concluir que efectivamente (en) es una base ortonormal para

el espacio L2(R).

2.5. El espacio L2([0, 1])

En esta sección daremos la definición del sistema de Haar y probaremos que este

sistema resulta ser una base ortonormal para el espacio L2([0, 1]) dotado con la medida

de Lebesgue.

*“Si f ∈ L2
g(R) y

∫∞
−∞ f(x)eitxdg(x) = 0 para todo t ∈ R, entonces f = 0 en L2

g(R)”
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Definición 2.5.1. Sean

φ
(0)
0 (x) = 1, x ∈ [0, 1]

φ
(0)
1 (x) =


1 si x ∈ [0, 1

2
)

−1 si x ∈ [1
2
, 1)

y para m = 1, 2, ...; k = 1, ..., 2m

φ(k)
m (x) =



√
2m si x ∈

[
k−1
2m

, k−1/2
2m

)
−
√
2m si x ∈

[
k−1/2
2m

, k
2m

)
0 en otro caso.

El conjunto de funciones {φ(0)
0 , φ

(0)
1 , φ

(k)
m tal que m = 1, 2, ...; k = 1, ..., 2m} se conoce

como el sistema de Haar.

Proposición 2.5.2. El sistema de Haar es base ortonormal de L2([0, 1]).

Demostración: Si m = n, entonces φ
(k)
m · φ(l)

n (x) = 0, k ̸= l excepto posiblemente en

un punto, de forma que ∫ 1

0

φ(k)
m (x)φ(l)

n (x)dx = 0.

Si m ̸= n, entonces

∫ 1

0

φ(k)
m (x) · φ(l)

n (x)dx =

∫ l
2n

l−1
2n

φ(k)
m (x) · φ(l)

n (x)dx

=
√
2n
∫ l−1/2

2n

l−1
2n

φ(k)
m (x)dx−

√
2n
∫ l

2n

l−1/2
2n

φ(k)
m dx = 0

pues ambas integrales valen cero en los intervalos dados.

Para la normalidad tendremos que∫ 1

0

(φ(k)
m (x))2dx = 2

((√
2m
)2

· 1

2m+1

)
= 1.

Enseguida, mostraremos que los {φ(k)
m } sin normalizar, esto es, los {hn} de las gráficas,

constituye un conjunto ortogonal completo.
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Para mostrar que H = span{hn : n ∈ N} es denso en L2([0, 1]), bastará probar que H
es denso en (C([0, 1]), ∥ · ∥∞) pues en tal caso, dado ϵ > 0 y dada f ∈ L2([0, 1]) existe

g ∈ C([0, 1]) tal que ∥f − g∥2 < ϵ
2
, esto por el Teorema de Lusin.

Aśı mismo, existe h ∈ H tal que ∥g − h∥∞ < ϵ
2
y por tanto,

∥f − h∥2 ≤ ∥f − g∥2 + ∥g − h∥2

≤ ∥g − h∥∞ +
ϵ

2

<
ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ.

Prueba de que cada f ∈ C[0, 1] se puede aproximar con una función h ∈ H.

Lo primero que observamos es que H contiene a las funciones caracteŕısticas de todo

intervalo diádico

Ik,m =

[
k − 1

2m
,
k

2m

)
,m = 0, 1, 2, ...; k = 1, ..., 2m.

Por ello, será suficiente mostrar que F = span{XIk,m : m = 0, 1, 2, ...; k = 1, ..., 2m}
aproxima a (C([0, 1]), ∥ · ∥∞), pues aśı tendremos que H aproxima a (C([0, 1]), ∥ · ∥∞).

Ahora, sea f ∈ C([0, 1]) y sea ϵ > 0. Como f es uniformemente continua en [0, 1],

existe δ = δ(ϵ) > 0 tal que

u, v ∈ [0, 1] y |u− v| < δ implica que |f(u)− f(v)| < ϵ.

Eĺıjase M ∈ N suficientemente grande tal que 1
m

< δ para todo m ≥ M .

Aśı, Pm = {0, 1
2m

, 2
2m

, ..., 2
m

2m
= 1} es una partición de [0, 1] tal que ∥Pm∥ = 1

m
< δ.
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Definamos φm : [0, 1] → R tal que

φm(x) =


f
(
k−1
2m

)
si x ∈ Ik,m, k = 1, ..., 2m

f
(
2m−1
2m

)
si x = 1.

En otras palabras:

φm(x) =


2m∑
k=1

f
(
k−1
2m

)
XIk,m(x) si x ∈ [0, 1)

f
(
2m−1
2m

)
si x = 1.

Aśı, dado x ∈ [0, 1] existe un único k = 1, ..., 2m tal que x ∈ Ik,m y esto implica que

|f(x)− φm(x)| =

∣∣∣∣∣f(x)− f

(
k − 1

2m

) ∣∣∣∣∣ < ϵ

Por lo tanto ∥f − φm∥∞ < ϵ.

Finalmente, como φm ∈ span{XIk,m : m = 0, 1, ...; k = 1, ..., 2m} = F , entonces F
aproxima a (C([0, 1]), ∥ · ∥∞).

Con esto tenemos la prueba completa de que el sistema de Haar es una base ortonormal

para L2([0, 1]). ■



Conclusiones

Las construcciones de bases ortonormales de espacios de Hilbert resultan, como se pudo

observar, no ser triviales pese a que en el primer caṕıtulo se probó que cada espacio de

Hilbert tiene al menos un sistema ortonormal. Con todo lo visto en el segundo caṕıtulo

es claro que el encontrar tales sistemas resulta una tarea complicada.

Sin embargo, el análisis de estos espacios es enriquecedor ya que permite trabajar

con espacios de dimensión infinita, algo que no es sencillo de realizar si consideramos

solamente la estructura de espacio vectorial o de espacio de Banach.

Con todo esto, podemos llegar a plantearnos nuevas preguntas tales como, ¿será que en

algún momento podremos construir para cada espacio de Hilbert con dimensión infinita

un sistema ortonormal? ¿los espacios o subespacios L2(A) tendrán siempre un sistema

ortonormal conformado por polinomios?

Es posible que nunca podamos responder estas preguntas, aśı como tampoco es posible

que logremos llegar a un resultado sin formularnos más preguntas que nos ayuden a

entender nuestro objeto de estudio. Es por esto que las matemáticas proporcionan una

fuente inagotable de problemas.

67
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