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Introduccion

Histoéricamente, la teoria de los espacios de Hilbert tiene su origen en el trabajo realiza-
do por David Hilbert (1862-1943) sobre formas cuadréticas en una infinidad de variables
con aplicaciones en ecuaciones integrales. Durante el periodo de 1904-1910 publicé una
serie de seis articulos donde se plasman las ideas generales de espacios de Hilbert como
L?, los operadores compactos y la ortogonalidad, teniendo una gran influencia en el anali-
sis matematico y sus aplicaciones. Muchos anos después, John von Neumann fue quien
formul6 un enfoque axiomatico de los espacios de Hilbert y desarroll6 la teoria moderna

de los operadores en espacios de Hilbert.

Una de las caracteristicas de los espacios normados es que su geometria es muy similar
a la geometria Euclideana. Atun més, los espacios con producto interior y los espacios de
Hilbert son mejores, puesto que su geometria es mas o menos una generalizacion de la

geometria Euclideana en espacios de dimensién infinita.

La razon de esta simplicidad es que un concepto importante que se desarrollard sera el
de la ortogonalidad que puede ser introducida en un espacio con producto interior de tal
manera que la conocida férmula pitagorica se cumple. Con esto tenemos que la estructura

de los espacios de Hilbert es mas simple y hermosa.

Por todo esto, en el primer capitulo de este trabajo desarrollaremos la teoria de espacios
de Hilbert, ya que sera esencial tener familiaridad con las ideas y resultados bésicos. Este
capitulo introduce espacios con producto interior y espacios de Hilbert, estableciendo una
especial atencion a los sistemas ortonormales también conocidos como bases ortonormles

y a los espacios LP.

Por una base de un espacio vectorial X, entendemos a una familia linealmente inde-

pendiente 4 de vectores de X tales que cualquier vector x € X puede ser escrito como
m

xr = Y. A\, donde x, € Z y los A\, son escalares. En espacios con producto inte-

n=1
rior, las bases ortonormales son de mayor importancia. En lugar de combinaciones finitas
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> AnZy, las sumas infinitas son permitidas, y la condicién de independencia lineal se
n=1

sustituye por la ortogonalidad, siendo ésta una de las ventajas méas importantes en los

espacios de nuestro interés.

En el segundo capitulo, consideraremos espacios o subespacios de L?*(A) donde A serd
un conjunto Lebesgue medible; en cada uno de estos conjuntos construiremos una base
ortonormal. Los casos de A que consideraremos seran: la frontera del disco unitario, el

disco unitario, el intervalo [-1,1], los reales y el intervalo [0,1].

Al final de esta tesis presentamos nuestras conclusiones.



Capitulo 1

Espacios de Hilbert

En este primer capitulo se daran los preliminares que proporcionaran el terreno para el
proposito principal de la tesis. Primero estableceremos la definiciéon de un espacio de Hil-
bert y posteriormente desarrollaremos los resultados necesarios para arribar al concepto

de base ortonormal y algunas caracterizaciones para ésta.

1.1. Producto interior y desigualdad de Schwarz.

En esta seccion comenzaremos dando conceptos que nos permitiran dar la definicion
de un espacio de Hilbert, asi mismo buscaremos probar la desigualdad de Schwarz que

serd un recurso muy utilizado en todo este capitulo.

Para ello sea X un espacio vectorial sobre K = C 6 R. A continuaciéon daremos la de-

finicién de dos funciones que seran importantes para poder hablar de espacios de Hilbert.

Definicién 1.1.1. Una norma en X es una funcién || - || : X — R tal que:

|z|| >0 Ve € X.

|z|| =0 < 2 =0.

VA€ K, Ve € X, | M| = |\

Desigualdad del tridngulo: Vx,y € X, ||z + y|| < ||z| + ||yl
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A la pareja (X, | -||) le llamaremos espacio normado. Recordemos que si un espacio

normado es completo le llamamos espacio de Banach.

Los espacios de Hilbert son espacios de Banach que nos permiten hacer uso de un
analisis mas refinado, y ademas representan una generalizacion directa de espacios eucli-
deanos de dimension finita. Antes de describir con mas detalle a los espacios de Hilbert

es pertinente definir la siguiente funcién.
Definicién 1.1.2. Un Producto Interior es una funcién (, ) : X x X — K que cumple
las siguientes propiedades:

1. (x,x) >0V e X.

2. (z,x)=0&2=0.

8. (wy)=(y,x) Yo,y € X.
4. (rv+zy)=(2y)+(zy)Vr,y,z€X.
5. SiNeK, yreX

(Az,y) =Mm,y).

Cuando K = R tenemos que para el inciso 3. se cumple que ( z,y ) = ( y,z ). En

general, usaremos mas el producto interior complejo.

A la pareja (X, (, )) le llamamos espacio con producto interior. Notemos que los

axiomas que determinan un producto interior implican ciertas propiedades.

Observacion 1.1.3. Sea (X, (, )) un espacio con producto interior. Entonces, aplicando

las propiedades del producto interior, obtenemos que Vx,y,z € X, € K:

(i) (z,y+z)=(z,y)+(x2).
(i) (x,\y) =X =z,y)

(iii) (2,0)=0=(0,y).

Demostracién:

) (zy+z)=(y+zz)=(yr)+(zz)=(yz)+{zz)=(r,y)+(2,2)
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(i) (@, \y)=(dyz) =Xy, 2)=My.z)=Xazy).

(iii) ( 2,0 ) = (z,o—xz ) = ( z,x
(v ) —(vy)=(vy)—(vy)=(y,y—y)=(y0)=(0y).

Es importante destacar que a partir del producto interior podemos generar una norma.

Especificamente, nos enfocaremos en la siguiente funcion
[zl = v { @) (1.1)

la cual demostraremos que es una norma, pero antes es necesario probar la desigualdad

de Schwarz que sera una herramienta importante durante la demostracion.

Teorema 1.1.4 (Desigualdad de Schwarz). Sea (X, (, )) un espacio con producto interior
1 1 . . .
y sean z,y € X. Entonces |( z,y )| < (z,2)2(y,y )2, con igualdad si y solo si z,y son

linealmente dependientes.

Demostracién:  Supongamos que {z,y} son linealmente independientes.

En consecuencia, tendremos que VA € K x — Ay # 0.

Luego,
0<({z—Ay,z—Ay)=(z,2)=Maz,y) = My,z)+ I y,9). (1.2)
Tomemos A = Egzg para sustituirlo en la ecuacién (1.2) y asi tendremos lo siguiente:
(z,y) (z,y) [(z,y)]
0<(z,z)— T,y )= Y )+ (Y Y
@] (y,y>< / (y,y>< > (y,y>2< >
:<x7x>_(w,y><w,y>_(w,y><x,y>+|<w,y>l2
(y,9) (y.9) (y.9)
2
gy LEF
(y.y)

Con lo anterior tendremos que la desigualdad se reduce a

[(.y)P

0<(z,z)— T00)

Por lo tanto,

()P < (2 ) (y,y)
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es decir,

SIS
[SIE

(g <{z2)2(y,y)>.

Reciprocamente, supongamos que {z, y} es linealmente dependiente. Entonces 3\ € K

tal que x = Ay de forma que obtenemos

Czy )P =y, )P =My Y wy) =2\ y,y ) y,y)
= (M, ) (yy) =(z,2)(y,y)

Y asi tenemos la igualdad,

N|—=
N |=

(@)= (a2 )2 (y,y )2

Con este resultado tenemos lo suficiente para probar que la funcién (1.1) es una norma

para cualquier espacio con producto interior.

Teorema 1.1.5. Sea (X, (, )) un espacio con producto interior. Entonces, la funcién
| -] : X = R dada por ||z|| := \/( x,2 ) es una norma en X y se llama la norma inducida

por el producto interior.

Demostraciéon:  Sean z,y € X, A € K.

Es claro que ||z]| = \/( z,z ) > 0.
Iz =0 V{z,2)=0< (2,2 ) =0< 2 =0.
Izl = V(Az, d2 ) = VAN 22 ) = VIAP(2 2) = A2,z ) = [Al|z]

Finalmente, haciendo uso del Teorema 1.1.4

lz+yl* =(z+y2+y)=(z2)+(zy)+{y.z)+{yv.y)
= ||z + (g )+ (z,y) + llyl® = lo]® + 2Re( 2.y ) + |ly])”
<l l” + 212,y )+ Iyl < lle)® + 20 2,2 )2 (g, )2 + [yl
= [l2lI* + 2llzllly | + llyl* = (=l + [l ])*.

Asi obtenemos que,

lz+ylI* < (2l + lyl)* = o+ yll < ll=ll + lyll



Espacios de Hilbert 7

|
Al tener las funciones norma y producto interior, asi como ver la relacion que es posible

establecer entre ellas, tenemos lo necesario para dar la definicion apropiada de Espacio
de Hilbert.

1.2. Espacios de Hilbert y ejemplos.

En esta seccién se definirdn los espacios de Hilbert y veremos varios ejemplos de espa-
cios con producto interior en los cuales comprobaremos si cumplen las caracteristicas de

un espacio de Hilbert.

Definicién 1.2.1. Sea X un espacio vectorial sobre K. Diremos que el espacio normado
(X, || ]|) es un espacio pre-Hilbert si la norma || - || estd inducida por un producto interior
(, ), esdecir, ||z|| = y/( z,z ). Diremos que X es un espacio de Hilbert si X es un espacio

pre-Hilbert completo.

Ahora, si consideramos un espacio pre-Hilbert notaremos que el producto interior aso-

ciado a este espacio cumple una propiedad que serd de gran utilidad en varios resultados.

Proposicién 1.2.2. Sea (X, (, )) un espacio pre-Hilbert y ||z|| = /( 2,2 ). Entonces

(,): X x X — K es una funcién continua.

Demostracién:

Sea (@, yn) -, una sucesiéon en X x X tal que (z,,y,) — (x,y) cuando n — oo en
(X X X, || [l1), donde [[(z, y)[lx = [zl + llyll

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz mostraremos la continuidad de ( , ).

Como ||z, — || + ||yn — y|| = 0 cuando n — oo, entonces,
zp =z en (X, |-

Yn — yen (X, [ - |]).
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Por lo tanto,

|<xnayn>_< >|

|<$n>yn> <£L‘n,y>+<l‘n,y>—<l‘7y>|
(s =y )+ (20 — 2,y )
(@ yn —y )|+ (20 — 2,9 )]

IN

< lznllllyn = yll + llzn — =[]yl
< Mllyn =yl + llyllllen — x| = M -0+ ly[|-0=0

cuando n — oo donde M = sup,,cy ||zn]]- |

Ahora pasaremos a destacar diferentes espacios a los cuales les asociamos un producto

interior, induciremos su norma y veremos si se trata de un espacio de Hilbert.

Ejemplo 1.2.3.

(1) Sea X = K™ (K =R ¢ C).
Para x = (z1,...,2,) Yy = (Y1, ..., Yn), definimos: (z,y ) = > x;¥;.
j=1
Es evidente que { , ) define un producto interior en K".

La norma en K™ inducida por este producto interior estda dada por:

n n
lz|| = V(z,x) = ijx_j = Z |z;|2 = ||z||2, la norma euclideana.
— =

(K™, || - 1|) es un espacio de Hilbert ya que (K™, | - ||2) es completo.

(2) Sea X = 2 = {Ji e KN > |In|2 < OO} con x = (Tn)py.
n=1

Sean x = (2,)721,y = (Yn)oy € I°.
Y definamos: {( z,y ) = > x,7;.
j=1
Notemos que ( , ) estd bien definido pues haciendo uso de la desigualdad de Hélder

con p=p =2 tenemos:

P IND Ik > Lyl
. , —

y tomando limite cuando n — oo obtenemos

o0
E :fcjyj
j=1

o) [e.e] (e}
<D lwl < | (Dl | | Do il | <o
j=1 j=1 j=1
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Ademds { , ) es un producto interior en (*:

(z,2) = 2_3 |x]x]} = Z ’9’;J'|2 > 0.

Jj=1 Jj=1

» ((yx)=0& > |z’ =0& |z =0 VjeN& z=0.
=1

(y) = 2 w505 = 2 Ty = (v, @ ).
Jj= j=

Considere z € (% con z = (2,)°%,.
n=1

'M8

(v4+z,y) =) (vj+2)y;

J]=

3

1
= > (75 + 27;)
j=1

= Z Tiy; + ZZJyJ

J:

w,y>+<z,y>-

8

—~

n Si e K entonces tendremos
(Az,y) = ZA%%—AZ%%—MIL’?J)

J_
Ahora, la norma inducida por este producto interior estd dada por:

o o0
lzll = {2} = | D 2@ = | D |22 = |zl
j=1 j=1

Y sabemos que (€% || - ||2) es completo. Por lo tanto, (€%, - ||2) es de Hilbert.
(8) Sea X = cop = {& = (2,);2, € KY : IN = N(z) € N tal que z, =0Vn > N}.
Dotamos a coo del producto interior de I*: (x,y ) = 372 x,7;.

(coo, || - |l2) es pre-Hilbert. Sin embargo, cop con la norma || - ||2 no es un espacio de
Hilbert.

En efecto, sea (™), la siguiente sucesion en cop:

zM =(1,0,0,...,0,0,...,0,...)

1
@ = (1, 5,0,...,0,0,...,0,...)
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(4)

Esto es,
% st 1<53<n
™ = (xgn));il tal que xEn) =
0 st j7>n.
()22, es de Cauchy en (coo, || - ||2) pues si m > n obtenemos:

||:L‘(m) . l,(n)H% — f: (m) (n) 2 — zm:

i =% Ty = 42
J=1 Jj=n+1 j=n+1
cuando n — 0o pues sabemos que Y27, J% < 0.
Sin embargo ()22, NO converge en (coo, || ||2). De lo contrario eviste x = (zj)52, €

coo tal que ||z — z||s = 0 cuando n — oo esto es:

212
‘x§") — ] — 0 para cada j € N cuando n — oo

lo cual implica

(n)

x; =z VjEN

Sea 7 € N cualesquiera fijo. Sin > j tendremos que:

:1:§") — x; cuando n — 0o por lo que jl = :L"g") — x; para todo j € N cuando n — oo
Yy por tanto

1 . P . -,
xj = = para todo j € N, asi x ¢ coo lo cual es una contradiccion.
J

En consecuencia cop no es un espacio de Hilbert con la norma || - ||2.

Sea X ={f:[-1,1] — C|f es continua} para f,g € X definamos:

1
(f.9)= [ rwgima
-1
Probaremos que (, ) es un producto interior:

s (L F) =L ffdt = [ @) > 0.
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<ff)—()szysoloszf ft)

Ft)dt =0 si y solo si f Lf@)]Pdt = 0 y siendo
|fI? continua y no negativa, esto es equivalente a |f(t)|* =0 Vt € [—1,1]
siy solo si f =0 en [—1,1].

= [Y g ftdt = 1 g(t) =(f9).
s (ft+hg)= fﬂ(f+h><t>@dt = f_ll[f(t>+h = [1 f(g(t)dt +
JL h)g®)dt = f.g) + (h.g).
= VA€ C (Mog) = [LOHBgb)d = [T Af()
M f.g)

= ML f®) -

La norma inducida en X por (, ) es:

ORI

Por lo tanto tenemos que (X, ||-||2) es pre-Hilbert. Sin embargo (X, ||-|2) no es Hilbert
Para ver esto consideremos la siguiente sucesion

(fu)ety C X, frn: [—1,1] — C tal que
4
T fu(-")

fn(t) =

o — +
1 1

)
\
(fn)oe, es de Cauchy en X pues si m > n tenemos lo siguiente

S=
IA
~~

IN

—

o= oo = [t = st = [

1

2
t) — fot)| at
1
:/ mpmwﬁ+/|bmﬁﬁ
0 1

1

—(m_”)Q/OthdH-/;(l—nt)thZ(m—n)Q.%: %U—Bnt)
:(m_n)2ﬁ_ 1(1_”( )

3

1o _1(1—n<%>>3] m
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(5)

_(mn? (1=2)" (m-n)?  (m—n)’
- 3m3 3n  3m3 3nm3
_ (m —mn)? L+ (m —mn) _ (m —n)? [1_'_@_@} _ (m —mn)? [@}
3ms3 n 3m3 n o n 3ms3 n
_(m=n)*  m? 2mn+ n* 1 2 n
3m2n 3nm2?2  3nm?  3nm2  3n  3m  3m?
1 2 " 1 (n)
" 3n 3m  3m \m/
Y como m > n entonces - <1 por lo tanto:
1 2 L 1 <n> 1 2 N 1 0 d .
— —— 4+ — = — - — 4+ — cuando n — oo.
3n 3m  3m 3n 3m  3m
Sin embargo la sucesion ()2, NO converge en (X, || - ||2): si no fuese asi existiria
f € X tal que ||f, — fll2 = 0 cuando n — oo, esto es,
b
/\fn(t)— 2dt</|fn (t)|*dt — 0 cuandon — coV—-1<a<b<1.
Ast
/ | fn(t) |dt—>00uand0n—>ooesdeczr/ If®)]? =0.

Como f es continua entonces tendremos que f(t) =0 para todo t € [—1,0].

Asi, sea € > 0 tal que € < 1. Elijamos ng € N tal que % < € Vn > ng. De este modo

tendremos que

1
/ | fn(t) t)|2dt — 0 cuando n — oo es decir, / |1—f(t)|?dt — 0 cuando n — oo

entonces f: |[1—f(¢)|*dt =0 para todo t € [e,1] lo que implica que f(t) =1 para todo t €
e, 1] wdlido para 0 < € < 1, asi obtenemos que f(t) =1 para todo t € (0, 1].

Por lo tanto,
0 st —1<t<0

f(t) = la cual no es continua, siendo esto una contradiccion.

1 so 0<t<1

Sea (X, F, ) un espacio de medida (es decir, F es una o-dlgebra sobre X y p es una
medida en X ).



Espacios de Hilbert 13

(6)

Para 1 <p < o0, sea

LP(X,]:,,u):{f:X%]RU es medibley/|f|pd,u<oo}.
X

1

La norma estd dada por || f||, := [ [ | f[Pdp]?. Si1 < p,p’ < co son tales que %—i—}% =1,

y si tenemos que f € LP y g € L entonces

1
I

1
fae Ly Mol < W1l es deci, [ (ortn< | [ 17vae]"| [ toban] "
X X X
esto, gracias a la Desigualdad de Holder.

Ahora, si consideramos p = 2 entonces (L*(X, F, ), - ||l2) es un espacio de Banach,
(esto por el Teorema de Riesz-Fisher vdlido para 1 < p < 00). De hecho, aun mds que
eso (L*(X, F,u), | - |l2) es un espacio de Hilbert.

La norma || - ||2 estd inducida por el producto interior
(f.9)= [ fadupara g€ L
b

Sea G C C tal que G es abierto y sea

LA(G) = {f G — (C‘f es analitica y//G |f(z,y)Pdxdy < oo} :

Este espacio se llama Espacio de Bergman para G. Ahora dotemos a L*(G) de la
norma ||flls = [ Ji, 1/ (. )Pdady) .

LA(Q) C L*(G, (g, 1) donde (g es la familia de conjuntos Lebesque medibles de G y
m(G) = Area de G.

Mostraremos que (L2(G), | - ||2) es un espacio de Hilbert.

Para mostrar esta afirmacion, requerimos antes los siguientes resultados.

Proposicion 1.2.4. Sea f una funciéon analitica en un abierto que contiene a la bola

cerrada B,(zp). Entonces

feo) = =5 [ [ fag)dody.

Br(20)

Demostracion: Dado que f es analitica en una vecindad de B,.(zp), con zy =

(20, Y0), entonces por la propiedad del valor medio tenemos para 0 < p <r
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—_ o =
—

e A

’ ’

/ I
|I P ‘\ _ 1 (2w 0 6
\ ) f(z0) = 37 Jo 20+ pe”)db.
\ ’

\\ —”

N-—————

Ahora consideremos la transformacién:

2

T:A=(0,r) % (0,21) — Dy(20) — {20}

tal que T'(p,0) = z = (z,y)

donde z = o + pcosf, y = yo + psinb, esto es, T(p,0) = zy + pe'’.

Notemos que T es una biyeccién y también T es C' (como funcién real). Ademds, el

jacobiano de la transformacion estd dado por:

cos) —psinf

IT(p, 0)| = | det —p.

sinf  pcosf

Asi, aplicando el teorema de cambio de variable (coordenadas polares) tendremos:

//fxydxdy——//fxydxdy

B,« (20) T(A)

- / [ 1T 0.0 (0.0) dpat

2m
7T702/ / f(z0 + pe)] dodp

= Lz i p {/0 f(zo+ peie)dg} dp

! Orp(f(z()))(%)dp

2

=f(z()),,,%/0 pdp

2" P
= fe) 553 = Ml

52 = f(20).

Una consecuencia de esta proposicion es la siguiente:
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Corolario 1.2.5. Si f € L2(G),20 € Gy 0 < r < d(zp, G°) entonces

Demostracién:  Como 0 < r < d(29,G°) = B,(z) C G.

Aplicando la Proposicion 1.2.4 tenemos que:

d (20, G°)
. f(z0) =25 [[ flz,y)dady.

20 Br(20)

Asi tendremos con ayuda de la desigualdad de Holder que

<_//\fxy 1dwdy

7T2/ f(z,y)dzdy

| f(20)] =
BT(ZO) Br Zo
1 3
<L //|fxy|dxdy {// dxdy}
r
Br ZO Br ZO
1 2d d 2 ||f||2
S—g | f(z,y)|"dxdy r\/_— rf||f|| = :
mr? | \/_
G

Con la Proposicion 1.2.4 y el Corolario 1.2.5 tenemos lo necesario para probar el

siquiente resultado.

Proposicién 1.2.6. El espacio de Bergman L%(G) dotado de la norma || - ||z es un

espacio de Hilbert.

Demostraciéon:

L}(G) C L*(G, (g, m) donde (g es la familia de los subconjuntos Lebesgue medibles
de G'y m es la medida de Lebesgue de G, es decir, m(G) = area de G y sabemos que
L*(G, (g, m) es completo (Teorema de Riesz-Fisher); asi serd suficiente probar que
(L2(G), || - |l2) es cerrado.

En efecto, sea (f,)°°, una sucesién en L2(G) tal que f, — f en || - ||2, donde f €

L2<G, Cg, m)
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Debemos probar que f € L2(G).

Sea B,(zp) un disco cerrado cualesquiera tal que B, (zy) C G.

Consideremos z € B,(z).

Notemos que d(z,G¢) > d(B,(zy), G°) pues

’ \

/ \
,’ ‘1 ‘| d(B(20), G°) = inf{d(z,w)|z € B,(20),w € G}.
I\ BT(Z(]),'

-—
e e - —

Asi, tomando p tal que 0 < p < d(B,(2), G°) tendremos que 0 < p < d(z, G°).

De manera que aplicando el Corolario 1.2.5 a la funcién f,, — f,,, obtendremos

‘(fn — fm)(Z)‘ \/_||fn fmll2 v esto es vélido Vn, m € N.

Asi Vz € B, (%)

|[fa(2) = fm(2)] < \/—an fll2-

Luego, dado € > 0 AN € N tal que Vn,m > N
[fal2) = ful(2)] < fu I < == ¥z € Bula0).

Esto dice que (f,,)5%; es uniformemente de Cauchy en cada disco cerrado B,(z) C G.

Por lo tanto, existe una funcién analitica en G, la cual llamaremos g tal que f, — g

cuando n — oo uniformemente, en cada disco cerrado de G.

Como f, — f en | - |2 existe una subsucesiéon (f,, )52, de (fn)2; tal que f,, —
f puntualmente cuando k — oo casi en todas partes de G, esto es, existe £ C
G tal que m(E) = 0 de modo que f,, (2) — f(z) cuando n — oo para todo z €
G—E.

Esto implica que f(z) = g(z) para todo z € G — E donde m(E) = 0, es decir, f =g

(salvo en un conjunto de medida cero).

Por lo tanto f es analitica en G y asi f € L2(G).
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1.3. Ley del Paralelogramo.

Hemos visto que gracias a un producto interior podemos inducir una norma, sin em-

bargo, ;jcuando podemos asegurar que una norma esta inducida por un producto interior?

En esta secciéon daremos una respuesta a esta pregunta y, para hacerlo, notemos que
si (, ) es un producto interior en X y || - || es la norma inducida por el producto interior,

entonces para cada z,y € X :

lz+yll>+llz—ylP=(z+yz+y)+(z—yz—y)
=(m,z)+(m,y)+{(y,v)+(yy)+t{(v,2)—(2,y)—(y,2)+(y,y)
=2(x,x)+2(y,y) =2zl +2/lylI* = 2 [ll«]|* + llylI*] -

3 Ley del Paralelogramo

T

Lo anterior se conoce como la Ley del Paralelogramo. Es decir, la suma de los cuadrados
de las longitudes de los lados de un paralelogramo es igual a la suma de los cuadrados de

las longitudes de sus diagonales.
Lo interesante de esto es que el reciproco de la afirmacién anterior también es valido.

Teorema 1.3.1. Sea (X, || - ||) un espacio normado. Entonces X es pre-Hilbert (es de-
cir, la norma estd inducida por un producto interior) si y solo si se cumple la ley del

paralelogramo, es decir, para todo z,y € X

lz+ I + llz = yl* =2 [ll=]* + llyll*]

Demostracién:

(=) Ya fue probado.
(«) Caso 1: K =R.

Definamos para todo z,y € X

[z +yl* = ll=l* = llyl*] -

DO | —

<$ay>::

Probaremos que (, ) es un producto interior:



Espacios de Hilbert 18

1. (x,z) > 0. Esto es claro porque

(z,2) = gll2e)? 2l

= [l=]* > 0.

2. (z,z)=0siysolosiz=0.

1 1
(z,2) =06 5 [llz+]” = al* = [|l2]°] = 0 & S{lI22]* = 2[}2°] = 0

1 1
< S[4llzl® =212l = 0 & SR2lz[°] = 0 & [l[* = 0 & 2 = 0.

{
(zy) =z lle+yl? =l = l*) = 5y + 2l = lyl* = 1217 = (g, 2 ).

4. (z,y+z)=(x,y)+(x,2z) Vr,y,z € X. Por hipétesis se tiene que

1@+ 2) + (@ +y)I* + (@ +2) = (& + y)|I* = 2[l|z + 2* + [l + y[|*], es decir,
122 +y + 21" + [l = ylI* = 2[|z + 21" + [z + yl’] (1.3)

y también

Iz +y+2) + 2l + Iz +y +2) —2lI* = 2[|z +y + 2[I* + [[2]°], es decir,
122 +y + 2 + lly + 2l1* = 2l +y + 21° + =] (1.4)

De (1.3) y (1.4) tenemos que

2lle+y+ 2" + l2l’] = 1122 +y + 2° + [ly + 2|
= 2|z + 2* + [l + ylI’] = Iz — ylI* + lly + z*, entonces

1 1
le+y+ 207 = llz + 21" + llz +91° = Sllz = 9I* + Slly + 21" = ll=1”. (1.5)



Espacios de Hilbert 19

Por consiguiente haciendo uso de la ecuacién (1.5) y la ley del paralelogramo,

1
(zy+2)=3llz+y+21° =l = lly + I

17 1 1
=5 ||93+Z||2+||5U+y||2—§||Z—y||2+§||y+z||2—||9C||2—||33||2—||y+2||2}
1 [ 2 2 2 2 1 2 2
=5 |l + 27+l +yl" = llzl® = flz]” = Sl + ¥l + 1z = yII%)
1 [ 2 2 2 2 1 2 2
=5 [z 42"+l +yl” = 2l = lll” = S A=+ llyl®)
1 - 2 2 2 1 2 2 2
= Sl +yl" =Mz ® = lyllT + Slllz + 27 = 2] = [=]F]

Por tltimo, falta mostrar que para cada A € R tenemos que { x,\y ) = A( =,y ).
Supongamos que A = m, m € N. Por el inciso 4 y usando induccién llegamos a que:
(z,my)=m(z,y).
Ahora, haciendo uso de la Ley del Paralelogramo:

(z,=y) =5 [l —ol* = Izl = lyl*) = 5 [=llz +ylI* + 2ll2l® + 2llyl* = ll2lI* - llyl*]

DN | —

1
2

- (-1)

[E——1

Nz +yl* = ll2l* = llyl*] = —(2.y).

N | —

Asi, consideremos m € Z tal que m < 0, entonces

Claramente también (x,0) =0=0(z,y ).
De forma que tenemos para cada m € Z, { x,my ) = m{ z,y ).

Enseguida, notemos que si A = %, q € N entonces

1 1 1 1
q< x, -y > = < x,q (—) y > = (x,y ); despejando llegamos a< T > =—(z,y).
q q q q

Si ahora, A = I—;,p € Z,q € N entonces

()= (o (o)) <Spe
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Finalmente, supongamos que A € R. Podemos encontrar una sucesion (A,)>2, C Q tal

que A\, = A sin — oo.

Dado que la norma || - || : X — R es una funcién continua, entonces, para cada z € R

fijo, la funcién tal que y — ( x,y ) es continua.

Por tanto,

(x,\y)={(z, lim Ay )= lim (z,\yy ) = lim N\, (z,y) =Xz,y).
n—00 n—00

n—oo

Asf, (/, ) es un producto interior en X y ( z,z ) = 3 [4]|lz]|* — 2||z||*] = |lz[|%, es decir,

induce la norma en X.
Caso 2. K =C.

Notando que cuando la norma esta inducida por un producto interior se tiene,

1

Re(z,y) =5 [z +yll* = l=l* = llyl*]

N |

[+ iyll* = =l = llyll*]

DN | —

y Im(x,y) = Re(=i{x,y)) = Re(w,iy ) =

estamos obligados a definir

4 ,
(2y) =5 [z +yl” = lel® = PP + 5 [z + iy l® = el = llyll*] -

N | —

Se puede demostrar (como en el caso K = R) que esto define un producto interior en
X x Xy
1 l
(zoa) =5 [4ll=l® = 20lP] + 5 (20217 = 2ll=]°] = [l

Es decir, (, ) induce la norma en X. [

Ahora, analizaremos diferentes espacios y comprobaremos si su respectiva norma esta

inducida por un producto interior, asi veremos si es pre-Hilbert o no.

Ejemplo 1.3.2.
(1) (7]~ [lp): 1 < p <00 _
Sea (e,)02 la sucesion e, = (eﬁ?) - tal que e = Onj-
]:
Sim #n
len — eml2 + [len + em||? = 27 + 25 =225
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mientras que,

2 [lleal® + lleml?] = 201 + 1] = 4.

Pero2-2r =4=2-262 =262 '=1e2-1=0&p=2.
Ast, (17, - ]|,), NO es pre-Hilbert V1 < p < oo, p # 2.

(2) X =R" dotado de la norma
|2]| o = méx |z;| donde x = (x4, ..., z,)
1<i<n

¢Fs (X, || ||oo) pre-Hilbert?
Sea (er)i_; la base candnica de R™. Si j # k;j, k € {1,2,...,n}.

llej — exll% + llej — exll = 1+ 1 =2 mientras que 2[[le; 5, + llexll2] =2 -2 =4

y asi |le; + exll, + llej — exll3 # 2llle; 1% + llexll2]

es decir, (X, |loo) NO es pre-Hilbert.

(3) X =C([0,1],R) dotado de la norma || - ||, €s decir, || f|leoc = sup |f(x)

z€[0,1]

¢Fs (X, || ||eo) pre-Hilbert?
Consideremos las graficas de las siguientes funciones f,g € X asi como f—qg y f+g.

1

1

ftg

3

0.5

f-g

0

0.5

-1

\

2f11% +gl3] =2-2=4 ylIf +gli+If —glllc=1+1=2

Ast, (X, || |lo) NO es pre-Hilbert.

1.4. Ortogonalizacion

En esta seccion se daréa un analisis de la ortogonalidad, se hara la introduccién a los
conjuntos ortonormales, se definiran los coeficientes de Fourier y se probara la desigualdad
de Bessel. Estas definiciones y resultados nos permitiran mas adelante hablar de bases

ortonormales.
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Definicién 1.4.1. Sea (H, || - ||) un espacio pre-Hilbert y (, ) el producto interior que
induce la norma.
(i) Diremos que dos elementos z,y € H son ortogonales si ( z,y ) = 0.

(ii) Sea A C H, A # (). Diremos que A es ortogonal si dado z,y € A tal que x # y se tiene
que (z,) = 0.

(i) Si A C H es ortogonal y ||z|| = 1 para todo x € A, diremos que A es ortonormal.

(iv) SSA,BCH A#0,B#0y (x,y) =0 para cada v € A y para cada y € B diremos

que A es ortogonal a B.

Teorema 1.4.2. Si {z1,...,x,} es un conjunto ortogonal de un espacio pre-Hilbert en-

tonces
n 2 n
Z x| = Z |27 (Pitagoras).
j=1 Jj=1
Demostracion:
n 2 n n n n n n
SN SO YPB SFRES 9 RS S ERAES ol 0
j=1 j=1 k=1 j=1 k=1 Jj=1 J=1

n
Con el teorema anterior establecimos una relacién mediante la norma entre ) x; y
Jj=1

n
>~ |lz;]|* en el conjunto ortogonal, lo que nos lleva a la pregunta de si la convergencia
J=1
de una serie implica la convergencia de la otra. Con el siguiente resultado veremos que

efectivamente ambas implicaciones se cumplen.

Teorema 1.4.3. Sea (H, ||-||) un espacio de Hilbert y sea {z,}22 | una sucesién ortogonal

en H. Entonces,

o oo
Zmn converge en H siy solo si Z |z, ||* converge en R (es decir, ||z, [|5>, € I?).

n=1 n=1

oo 2 oo
Ademds: Si > x, = x entonces ||z||* = = |lzall?
n=1 n=1

o0
> Tn
n=1
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Demostraciéon:  Sean m,n € N tal que m > n. Haciendo uso del Teorema 1.4.2 vemos
que
m n m m m
D= 2l = 2 Ml = >l -
k=1 =1 k=n+1 k=n+1 k=1
n
Escribiendo S,, = Z x, € H,S Z |lzx]]* € R tenemos Ym > n

=1

HSm - SnHZ = ‘S;n - gn’

Por tanto, (S,)2, es de Cauchy en H si y solo si (S,)2%; es de Cauchy en R y como H
y R son completos entonces (S,)>°, converge en H si y solo si (S,)2, converge en R.

Finalmente sea € H tal que Y x, = x y sea (5,)°, como antes, es decir, S, = Y xy.
n=1 k=1
Por hipétesis, S,, — z sin — oo lo cual implica ||S,|| — ||z|| si n — oo por lo que ||S,||* —

|z||? si n — oco.
Asi,
n

2
]| = lm [|S,[|* = lim H E T,
n—00 n—00

k=1

= dim 3 fal = o
k=1 k=1
[
Teorema 1.4.4. Sea (H, || - ||) pre-Hilbert y A C H un subconjunto ortogonal de H tal

que 0 ¢ A. Entonces A es linealmente independiente.

Demostracién:  Sea {x1, za, ..., z,} cualquier subconjunto finito de A y sean ay, ..., €
K tal que

a1, + ey + ... + o, = 0.

Ahora, sea j € {1,...,n} , j fijo. Haciendo uso de la ortogonalidad de A tenemos que

0=(0,2;) < Zakxka% > =Yl ap ;) = o a5 ) = o).
k=1
Como 0 ¢ A = ||z;||*> > 0= a; = 0y esto es vdlido para todo j =1, ...,n. Por lo tanto,

Z1,..., T, es linealmente independiente. |
Y ) p

Ahora, supongamos que dim H < oo, digamos n. Sea A = {x1, 29, ...,z,} tal que 0 ¢ A

y A es ortogonal.
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Por tanto, A es base de Hamel de H. Luego, dado = € H existen ay, as, ..., a, € K tal

que

r = Zajxj. (1.6)
j=1

Para cada j € {1,...,n}

n
(,2;) = <Zak$k,$] > = Zak( o,y ) = o x5 ) = oy
k=1

entonces

ozj:w:<x,”z—j”> ! : (1.7)

;112 [l
Sustituyendo (1.7) en (1.6)

o= 3 (N

perdA N 21 P K|

Llamando u; = ”i—J” para j = 1,2,...,n obtenemos
J

n

T = Z( T, U YU (1.8)

Jj=1
donde {uy,us, ..., u, } es ortonormal.

Veremos que “hasta cierto punto” la representaciéon (1.8) se cumple en espacios de
Hilbert.

Definicién 1.4.5. Sean (H,( , )) un espacio pre-Hilbert, A C H un subconjunto or-
tonormal de H y sea x € H. Para z € A, al escalar ( z,z ) le llamamos coeficiente de

Fourier de x respecto a z.

Los coeficientes de Fourier, resultaran cruciales para responder la pregunta: ;qué tan
cerca podemos aproximar un elemento x € H en la métrica de H mediante una combi-
nacién lineal de un subconjunto ortonormal dado de H? Esta pregunta se responde con

el siguiente resultado.

Teorema 1.4.6. Sean (H,| - ||) pre-Hilbert, {ej,es,...,e,} un subconjunto ortonormal

finito de H y sea x € H. Entonces, la funcién f : K™ — R tal que f(ay,ag,...,a,) =
H Z Qj€j

cuando o; = (z,e; ) Vj =1,...,n. Ademds Z [(z,e5 )]* < |lz|*
i=1

alcanza su valor minimo absoluto en uno y solo un punto de K™, a saber,
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Demostracion:
n 2 n n
(f(a1, .y an))? = H«%’ =) el = < v Y aje,r— Y age >
=1 j=1 k=1
= el =) @@ e ) =Y ai{we )+ > > am(eser)
k=1 j=1 j=1 k=1
= llz)* =Y [z, er ) + an( @ e ) — Jogl’]
k=1
= [|2* + ) [z en )P =@l w0 ) — an{w,en) + ] = Y [(wen )’ (19)
k=1 k=1
Notemos que
ZW zoep )P — (@ e ) —ap( @, e ) +|owl’] = (@, er ) — al”.

k=1 k=1
Esto se tiene, pues,

n

S laen)—anl’ = ((zer) — o) ({m,ex ) — )

k=1

=S (e )P~ Tl e ) — axl z e ) + o[}

y por tanto la expresién (1.9) es igual a

Izl + D aen) —al = (@ e ).
k=1 k=1

n
Asi, f(aq, ..., ) serd minimo si y solo si Y. [{ z, e ) — ag|* =0, esto es, si y solo si

k=1
ar = {x,ex ) paratodo k =1,... n.

n

En tal caso, 0 < [|z[|* = > |[{ @, ex )|* lo que implica que > |( z,ex )* < ||z|*

k=1 k=1

Que es precisamente a lo que buscdabamos llegar.

Definicién 1.4.7. Sea ()\;);c; una coleccién de escalares. Definimos

0 si =10

> Nl =

el sup {Z Nl : FCI,F ﬁnito}

1€l
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Teorema 1.4.8 (Desigualdad de Bessel). Sea (H, || - ||) pre-Hilbert, (e;);e; una familia

ortonormal de H y sea x € H. Entonces

Doz e) < lz)”

iel
Demostracion: Sea F' C I cualquier subconjunto finito, entonces por el Teorema
1.4.6 tenemos
D e < laff?
i€F
por lo que Y [{z,e; )|* = sup{z (x,e;)?: FCI,F ﬁnito} <|lz|* |
iel i€l

La desigualdad de Bessel es un resultado importante en el andlisis de espacios de
Hilbert. Con esta herramienta sera posible mas adelante el identificar bases ortonormales

para espacios de Hilbert.
Teorema 1.4.9. Sea (H,|| - ||) pre-Hilbert, (e;);e; una familia ortonormal de H y sea
x € H —{0}. Entonces:

1. Si J, :={i € I|(x,e; ) # 0} entonces J, es a lo sumo numerable.

2. Si J, es infinito y 7 : N — J, es una enumeracién de J, (es decir, 7 es biyectiva),

entonces > [{ z,¢; )2 = > [ 2, exii) )
i€l i=1

Demostracién:

1. Notemos que

sz{i€I|]<x,ei>|>0}:U{z’e]

n=1

|(x,ei>]>%}.

Ahora, definiendo

J;L:{iel

Bastara demostrar que cada J;' es a lo sumo numerable.

1 oo
) G4 > — t Jx: Jn.
|(x,e; )| n} enemos U i

n=1

En efecto, sea ' C J' cualquier subconjunto finito de J;!, digamos que la cardina-
lidad de F, |[F| =m con m € N. As{ 3 [(z,¢; )] > —5(m) = 2.

ieF



Espacios de Hilbert 27

Usando la desigualdad de Bessel tendremos

% < Z [(z,e;)|? < ||z||* = |F| = m < ||z||*n? siendo ||z||*n? fijo.
icF

Asi, cualquier subconjunto finito de J” tiene una cardinalidad acotada por ||z||*n?,

entonces J7' debe ser finito y por lo tanto J, es a lo sumo numerable.

2. Por la desigualdad de Bessel
2 2
Y lwe)? <
iel
y por la parte 1, la suma de la izquierda tiene solamente una cantidad a lo sumo
numerable de términos distintos de 0.
Ast, S7|{ z,e; )|* es una serie absolutamente convergente y sabemos que toda serie

i€l
absolutamente convergente tiene la propiedad de que cualquier reordenamiento de

ésta converge y lo hace al mismo limite.
(e}
Por tanto, > [{ z,e; )|* = Y [( , e )|* para cada 7 : N — J, biyeccion.
iel i=1

Ahora consideremos la serie de la forma > a,e, donde {e, } es un conjunto ortonormal.

Haciendo uso del teorema de Pitagoras y la desigualdad de Bessel, podemos hacer notar

ciertas caracteristicas que estas series cumplen.

Proposicién 1.4.10. Sea (H, || - ||) pre-Hilbert, (e,)52; una sucesién ortonormal en H y

(a,)2, € KN. Entonces
o0
(1) Si Y aye, converge en H tenemos que (a,)>, € I

n=1

oo
(ii) Si H es de Hilbert entonces: > a,e, converge si y solo si (a,)5%, € [%
n=1

Demostracién:

(i) Notemos que el conjunto {a,e, : n € N} es ortogonal, esto es, sin # m ( anépn, amenm ) =

G €ny€m ) = 0.

n
Sea S, = > ayeg.
k=1
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Como (.S,,)22, converge, en tal caso existe M > 0 tal que ||S,| < M para cada n €
N lo que implica ||S,||> < M? para cada n € N. Por el Teorema de Pitdgoras, para
cadan € N

n n oo
D llacer]* = [1Sa]* < M? estoes Y apl* < M? =) oy < M2
k=1 k=1 k=1

Es decir, (a,)%, € I%

(ii) Supongamos que H es un espacio de Hilbert.
Entonces {anen n € N} es ortogonal.
Por tanto, Z ane, converge en H siy solo si Z |a,|* converge en R si y solo si

n=1 n=1
(an)e, €12

Observacion 1.4.11. Sea H de Hilbert, (e,,)7°; una sucesién ortonormal en H. Entonces,

o0
para cada x € H la serie Y ( z,e, )e, converge en H.

n=1
Demostracion:  Por la desigualdad de Bessel
Z\ (z,ex )[* < ||z]|* lo cual implica que ({ z,e, )2, € 7,
k=1
y aplicando (i7) de la Proposicién 1.4.10 obtenemos que > ( x,e, )e, converge en H. B
n=1

1.5. Proceso de Ortonormalizacion de Gram-Schmidt

En esta seccion nos enfocaremos en desarrollar el proceso de ortonormalizacién de
Gram-Schmidt; este proceso nos permite tomar un conjunto, por conveniencia, linealmen-
te independiente y volverlo ortonormal. Esto con el propédsito de utilizarlo para generar

bases ortonormales a lo sumo numerables para espacios de Hilbert.

Sea (H, || - ||) un espacio pre-Hilbert y {y1,¥2,...} una coleccién a lo sumo numera-
ble de elementos linealmente independientes de H. Entonces existe una coleccién a lo

sumo numerable y ortonormal {u;,us,...} de elementos de H tal que para cada n €

N span{uy, ug, ..., up,} = span{ys, y2, ..., Yn }-
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Demostracién: Construiremos inductivamente el conjunto deseado. Sea z; := y; y

. _Z1
U= ]

(z1 # 0). Notemos que
(Yo — auy,u; ) =0 implica { yo,u1 ) = a{ u,uy ) = a.

Sea 2z = yy — ( Y2, u1 Yuy, 22 # 0 (pues y, no es miltiplo de y;).

Seauy = 122, ||ug|| = 1. Ademads, notemos que ( uy, us ) = ||le||< Zo, Uy ) = Hz%”{( Yo, Uy )—

(y2,ur ){up,uy )} =0.

Asi, {uy,us} es ortonormal.

Notemos que span{uy, us} = span{y, v }.

Supongamos que hemos encontrado un conjunto ortonormal {uy, us, ..., u,} tal que
Y, = span{yi, o, ..., Y} = span{uy, usg, ..., ux} = Uy para k = 1,2,...,n.

Si{y1, .-, Yn} = {y1,¥2, ...} ya acabamos. Si no, definamos

n

Zn+1 = Yn+1 — Z( Yn+1, Uk >uk (1'10)
k=1
Observemos que z,41 # 0 porque de no ser asi tendriamos yni1 = > { Ynt1, Uk Uk
k=1

y en tal caso y,41 € U, =Y, es decir, y,+1 € span{yi,ys, ..., Yn} lo cual_es absurdo pues

{y1, Y2, .-, Yns1} €s linealmente independiente.

Definamos
Zn+1
Uniy = . (1.11)
[yl
Es claro que ||u,41]| = 1. Notemos que para j =1,....,n
(et 3) = T 2t ) = Tt = 3 et e D)
Up+1, Uj = 77—\ ”n+l, Uy = 37—\ Yn+1 — yn+17uk Uk, Uj
T el T Yz & ’
1 n
= ol (ns1s5 ) = O Ygrs ) ;)
n+1 =1
1

= m {< YUn+1, Uj > - < Yn+1, Uj >} =0.

Por tanto {uq, ..., un41} es ortonormal.
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Resta demostrar que Uy, 11 = Y,+1. De (1.10) y (1.11) vemos que

Up41 € Span{yn-‘rl? ULy Uy -+ vy un} = Span{yn-i-la Y1,Y2; -5 yn} = Yn+1

ycomo U, =Y, CY,11 = U1 C Yois.
Razonando analogamente se sigue que Y,y C U,y y asi terminamos la induccién. B

Ejemplo 1.5.1.

» H = cy dotado de || - |2, 2,y € coo, = (Tn)pey, ¥ = (Yn)pey-

) )
(o) =S v Jol2 =S Jeal®
n=1 n=1

Sea (yn)22, la siguiente sucesion en co.

y1 = (1,0,0,...), 92 = (1,1,0,...),y3 = (1,1, 1,0, ...), ...,y = (1,1,..., 1,0, ...)
Es claro que (y,)2, es linealmente independiente en cqp.

Realizaremos el procedimiento de Gram-Schmidt a (y,)52 ;.

Consideremos z; = y1, ||z1|| = 1, entonces uy = ”z—i” =1y = (1,0,0,...).

R2 = Y2 — < Y2, Uy >U1 =Y2 Y1 = (Oa 1, 0,0, )7 por lo que

Ug = Hi—j‘l = 27 = (0, 1,0,0, )

z3=ys — (Yz, w1 Jur — (Y3, Uz Jup =y — ug — ug = (0,0,1,0,0,...) y as?
Us = Hi—zu = Z3 = (0,0, 1,0, )

En general obtendremos que u, = (0,0,...,0,1,0,...), con el 1 en el n-ésimo lugar.

En el siguiente capitulo, abordaremos ejemplos de espacios de Hilbert mas interesantes,
donde podremos aplicar de igual manera el proceso de Gram-Schmidt a subconjuntos

linealmente independientes de estos espacios.

1.6. Sistemas Ortonormales Completos

En esta seccion finalmente hablaremos de bases ortonormales, estableceremos que to-
do espacio pre-Hilbert posee una base ortonormal, asi como condiciones que permitan

identificar que un conjunto ortonormal forma una base para un espacio de Hilbert.

Definicién 1.6.1. Sea (H.|| - ||) un espacio pre-Hilbert y ( , ) el producto interior

que induce la norma. Sea (e;);e; una coleccién ortonormal de elementos en H. Diremos
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que (€;);er es un sistema ortonormal completo (o familia ortonormal completa o base

ortonormal) si para cada x € H tal que ( z,e; ) = 0 para todo i € I se tiene que z = 0.
Observacion 1.6.2.

(1) (e;)ier es un sistema ortonormal completo si y solo si (e;);cr es un conjunto maximal

respecto a la ortonormalidad.

Demostracién:
(=) Si A ={e; : i € I} no fuese maximal respecto a la ortonormalidad entonces

existe B 2 A tal que B es ortonormal.
Asi, existe xg € B — A con ||zg]| = 1 lo que implica xy # 0.

Sin embargo, para todo i € I ( zg,e; ) = 0y como (e;);er = A es un sistema

ortonormal completo entonces xy = 0 lo cual es imposible.

(<) Reciprocamente, supongamos A = {e; : i € I} maximal respecto a la ortonor-

malidad.
Sea z € H tal que (x,e; ) =0Vie .
Si ocurriese que x # 0 entonces = ¢ A (pues si x € A entonces ( z,z ) = 0 implica

que x = 0 lo cual es absurdo). Asi A’ = AU {H‘i—”} 2 Ay es ortonormal lo cual

contradice la maximalidad de A respecto a la ortonormalidad. [ |
(2) No confundir los conceptos base ortonormal y base de Hamel.

= Base ortonormal: Maximal respecto a la ortonormalidad.

= Base de Hamel: Maximal respecto a la independencia lineal.

Ejemplo 1.6.3. Sea H = 12 dotado del producto interior

(2,y) =) @l con = (2);21,y = (Yn)its-

n=1

Sea (eg));?‘;l tal que e = Onj,n € N.
{e, :n € N} no es base de Hamel de [*:

L

o0 o
La sucesion z = <l> € ? (Z L < oo) no es combinacion lineal (finita) de

1/ =1 =1’

{e, : n € N}.

Sin embargo, {e, : n € N} si es base ortonormal (sistema ortonormal completo) de
12 porque si v = (zj)2, € I? satisface { x,e; ) = 0 para todo j € N entonces x; =

0 para todo 7 € N por lo que x = 0.
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Observemos que x = Y zje; en || - ||2 ({en : n € N} es base de Schauder de IP;1 < p <
j=1

00) porlo que x =Y (x,ej)e; en || - |2, ya que z; = (x,e; ) Vj € N.
j=1

Notemos que la dimensién algebraica de ¢? es infinita. Sin embargo,
Proposicién 1.6.4. Sea (H, | -||) un espacio pre-Hilbert de dimension algebraica finita.
Entonces toda base ortonormal (sistema ortonormal completo) es base de Hamel.
Demostracién:  Sea {ej, es, ..., e, } una base ortonormal de H.

Si ocurriese que n < dim H entonces existe z € H,x # 0 tal que {ej1, e, ...,e,,x} e€s

linealmente independiente.

Mediante el procedimiento de Gram-Schmidt podemos hallar {ey, es, ..., y } un conjunto
ortonormal de H; asi y # 0. Pero ( y, e, ) =0 Vk =1,2,...,n lo que implica y = 0 lo cual

es imposible.

Por tanto dim H < n y ademads {ej, e, ..., €, } es linealmente independiente por lo que
dim H = n y asi {eq, ...,e,} es base de Hamel de H. |

Teorema 1.6.5. Sea (H, ||-||) un espacio pre-Hilbert, H # {0} y (, ) el producto interior

que induce || - ||. Entonces H posee una base ortonormal.
Demostracién:  Usaremos el Lema de Zorn.
Definamos

Z ={A C H : A es ortonormal}.

Claramente Z # (), pues si € H — {0} entonces A = {i} € Z. Definamos el siguiente

llzl

orden parcial en Z.
Dados A, B € Z diremos que A B si y solosi A C B.

Ahora sea ¢ una cadena en Z y definamos

A::UC

ce(¢
Veamos que A es ortonormal.

Sea z,y € A entonces existen C, D € ( tal que x € C,y € D; y como ( es cadena
entonces C C D 6 D C C, digamos sin pérdida de generalidad C' C D.
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Asi, z,y € D y siendo D ortonormal entonces ( z,y ) = 0siz # y (six =y =
(x,x)=1).

Por lo tanto, A es ortonormal y entonces A € Z.
También notemos que A es una cota superior para (. Por el Lema de Zorn Z posee un

elemento maximal.

Esto es, existe A C H tal que A es ortonormal y es maximal respecto a la relacion C

y esto nos dice que A es una base ortonormal de H. [

Teorema 1.6.6. Sea (H,| - ||) un espacio pre-Hilbert, H # {0}. Supongamos que H es

separable, entonces H posee una base ortonormal a lo sumo numerable.

Demostracion: Como H es separable entonces existe un subconjunto de H que es

denso y a lo sumo numerable, digamos {z, }nca, A C N.

Por el Teorema 1.6.5, existe (e;);cr base ortonormal de H. Para cada n € A definamos

Jo=Hi €l :{x,, e )#0}. Hemos visto que J, es a lo sumo numerable.

Definase J = |J J,. Como A es a lo sumo numerable J es a lo sumo numerable y

neA
J C1.

Mostraremos que {e;};cs es base ortonormal de H. En efecto, sea x € H tal que
(x,e; ) =0 para cada i € J. Como {x,}neca es denso en H, existe una subsucesion {z,, }

de {z,} tal que z,, — x si k — oo, por lo tanto
(xp,, ;) — (z,e ) cuando k — oo para cada i € .

En particular para toda i € J ( z,,,e; ) = ( x,e; ) cuando k — oo. Esto implica que
si ( z,,,e; ) = 0 para todo k € N, entonces, ( z,e; ) = 0 para cada i € [ — J, pero por
hipétesis ( x,e; ) = 0 para cada i € J y en consecuencia, { z,¢; ) = 0 paratodai € Iy

puesto que {e;}ics es base ortonormal de H tendremos que = = 0.
Asisiz € H es tal que ( x,e; ) = 0 para cualquier i € J, entonces x = 0.
Por lo tanto, {e;};cs es base ortonormal de H a lo sumo numerable. |

Observacioén 1.6.7. Como muestra la prueba del Teorema 1.6.6, {e;}ics v {€;}ier son
bases ortonormales de H donde J C I y como ambos conjuntos son maximales respecto
a la ortonormalidad, entonces J = I.

Asi hemos probado que:
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“Toda base ortonormal de un espacio pre-Hilbert H # {0} separable es a lo sumo

numerable.”

En general, no es dificil demostrar que

“Dos bases ortonormales cualesquiera de un espacio pre-Hilbert poseen la misma

cardinalidad.”

Esto permite definir la dimension de un espacio de Hilbert como la cardinalidad de cual-

quier base ortonormal de H.

Teorema 1.6.8. Sea (H, || - ||) espacio de Hilbert, H # {0}, (e;);e; base ortonormal de
H y sea z € H. Supongamos que J, = {i € [ : { z,¢; ) # 0} es infinito numerable. Si
7w : N — J, es cualquier enumeracién de J, entonces la serie > ( z, Ex(i) )ew(i) converge a

=1
xT.

Demostracion:  Notemos que en virtud de la Desigualdad de Bessel

o0

S {2, eni )| < llo]? implica (( 2, exq) )i, €
=1

y como H es de Hilbert entonces la serie > ( x, Ene >ew(i) converge en H, digamos que
i=1
o0

existe r, € H tal que x; = Y (&, ex) )er(i)-

i=1
Ahora mostraremos que ( z,¢; ) = (z,e; ) Vi € I.
Hagédmoslo primero para j € J,.

Sabemos que Y ( &, €x(i) )ex(i) — T cuando n — oo.
i=1

Si j € J, entonces por la continuidad de (, ) en cada componente
n
< Z( T, ex(i) )€n(i), € > — (@, e; ) cuando n — oo.
i=1

Supongamos que e; = er(;) para algun k € N.

Sin > k entonces

< (T, ex(i) )en(i)s Cr(k) > — (s () )-

i=1
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=1

Pero < D &y en(i) )en(i)s En(k) > = S 2, eniy M ey €ty ) = ( T, €2y ) ¥ POT tanto
' =1
(, Cn(k) ) = ( T, en(k) ) es decir:

(z,6j)=(Tn,e;) V] E Jp

Supongamos ahora que j ¢ J,.

00 k
(Tr €5 ) = < > (@ enii) Jeniiy € > = ,}ggo< (2, ex(i) Yen(i): € >
i=1 i=1
k
— 1/ . . - —
kl—>I£lo - < €, 677(1) >< eﬂ(z)a €; > 07

mientras que (z,e; ) =0 pues j ¢ J,

Es decir, (z,e; ) = (z,e; ) Vj & J,.

Resumiendo, hemos probado que si ( z,,¢; ) = (z,e; ) Vi € I entonces, { x,—x,€; ) =

0 Vi € I y como (e;);er es base ortonormal tendremos que x, —x =06 z, = . [ |

Observacién 1.6.9. Si en el teorema 1.6.8 J, es finito, entonces x = ) ( z,¢e; )e;

JE€Jx
Demostracion:  En efecto, sea j € J,
(o= S (weene; ) = (we) = (2,6;) =0,
jeTs

Ahora, si j ¢ J,
<:v— Z(x,ei)ei,ej>:(x,ej>— Yo(ze ) e e )=0—0=

jEJI ]er
Por tanto < r— Y (xe )e,e; > = 0Vj € Iy como (e;);e; es base ortonormal
€T
se tiene en consecuencia que,  — »_ (x,e;)e; =00z = ) (z,¢ )e;. |

J€Jx Jj€Je

Todo lo realizado previamente nos permite hacer la siguiente definicién.
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Definicién 1.6.10. Sea (H, || - ||) un espacio de Hilbert, H # {0}, (e;);e; una base orto-
normal de H,z € H y J, = {i € I|{ z,¢; ) # 0}. Definimos:

0 st Jy =0,
S {x, e e si Jy # 0 y finito,
D (wei)e; =
icl i,
YT, exi) Jeri) St J es infinito (numerable) y
i=1
\ 7 : N = J, es cualquier funcién biyectiva.

Observacién 1.6.11. Sea (H,|| - ||) pre-Hilbert, S C H es un subconjunto denso de H.

Six € H satisface x L S entonces z = 0.

Demostracién:  En efecto, como S es denso en H existe (x,)5, C S tal que z, — x

cuando n — oo de manera que se tendra que ( x,x, ) = 0.

Asi haciendo uso de la desigualdad de Schwarz tendremos
(z,z)={(mzz)—(x,2,) = (2,0 —2, ) entonces, |z|* =(z, 2 — 2, ) = [{ z,z — 2, )|

< |lz|l|lx = zn]]| = ||z|| - 0 = 0 cuando n — oo.
Por lo tanto ||z|* = 0 implica z = 0. |

Teorema 1.6.12. Sea (H, || - ||) espacio de Hilbert, F C H tal que E' es ortonormal. Los

siguientes enunciados son equivalentes:

(i) E es base ortonormal de H.

(ii) (Serie de Fourier) Para todo x € H se tiene que z = > (x,z )z.
zeR

(111) (Identidad de Parseval) Para todo x € H, ||z|* = > [{ x,2 )]

zeE

() (Identidad de Parseval) Para cada x,y € H,(x,y )= > . (z,2)(y,2).
2€E

(v) span{E} = H.
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Demostracién:

(i) = (i1) Sabemos que J, = {z € E: (x,2 ) # 0} es a lo sumo numerable, vimos que

si m: N — J, es biyectiva, entonces x = > ( z, Zr(s) )%x(i) Y de hecho
i=1

Z( T,z )z = Z( T, Zn(s) )2r() = T-
zelE i=1

(i1) = (iv) Sean J, ={z € E: (x,z) # 0}, J,={2 € E: (y,z) #0}.

Como J,, J, son a lo sumo numerables entonces J, U J,, es a lo sumo numerable.

Sea {2}, una enumeracion de J, U J,.
Astz = (w20 )2n,y = D Yy 2n )20

n n

n n

Llamaremos, @, = > (@, 2k )2k, Yn = 2. ¥, 2% ) 2.
k=1 k=1
Por hipétesis x, — x v y, — y si n — oo. Por consiguiente, tendremos

n

<xvy>_z<x7zk><yazk>

k=1

(zy) =D > (a2 ) (2 z)

k=1 j=1

n n

<x,y>—<z<x,zk >2kaz<y>zj >Zj >| = |<m7y>_<xn7yn>|

k=1 Jj=1

<[{zy) = (zp )+ 1Ceyn ) = (onsyn )| = (2, y =y ) [+ ({2 = 20,50 )

< [z lllly = ynll + [l = zn[l[lyll = 0 cuando n — oo.

Por tanto,

(2,y)=> (220 (g2 ) =Y (2,2)(y,2).

n z€E

(1v) = (4i7) Tomemos y = x en (iv), entonces

|z = (zo) = (w2 )w,2) =) [(z,2)]
2€E z2€E
(iii) = (i) Sea z € H tal que { 2,7 ) = 0 paracada z € F, por hipStesis |z||* =
S {z,2)]?> =0 lo que implica z = 0.
2€E
Por tanto, E es base ortonormal de H.
Hemos mostrado (i) <= (ii) <= (iii) <= (iv), asi solo queda probar (ii) = (v)

y (v) = (i) para completar todas las equivalencias que necesitamos.
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(i) = (v) Sabemos que J, = {z € E : ( x,z ) # 0} es a lo sumo numerable y sea

{#n}n una enumeracién de J,. Por hipdtesis © = > ( z, 2, ) 2.
n

Sea x € H fijo y sea € > 0, entonces N € N tal que

< €.

N
Z( T, 2k )2k — T
k=1

N
Ast, Y (x, 2, )z € Be(z) Nspan E.

k=1
Lo cual implica que x € span E y en tal caso span E es denso en H.

Por tanto, span ' = H.

(v) = (i) Seax € H tal que ( z,z ) = 0 para cada z € E entonces tenemos que ( z,w ) =
0 para todo w € span E. Asi x 1 span E y span E es denso en H lo cual implica que = =

0 en virtud de la Observacién 1.6.11.
Por tanto E es base ortonormal de H. |

Definicién 1.6.13. Sea H; y H, dos espacios de Hilbert. Diremos que H; y Hy son
isomorfos (como espacios de Hilbert) si existe ¢ : H; — Hj tal que ¢ es un isomorfismo

isométrico.

Teorema 1.6.14. Sea (H,| - ||) un espacio de Hilbert, H # 0. Supongamos que H es
separable. Entonces H es isomorfo a K™ para algtin n € N, o bien, a 2. M4s concreta-

mente:

Si H tiene una base ortonormal finita, entonces H es isomorfo a K™ para algin n € N

y si H tiene una base ortonormal infinita numerable, entonces H es isomorfo a (2.

Demostracion: Supongamos que H tiene una base ortonormal finita, digamos B =
{uy,...,u,}. Entonces B es una base de Hamel de H, pues de no ser asi existiria € H—

span B.

Por tanto {uy, ..., u,, x} es linealmente independiente y realizando el proceso de Gram-

Schmidt, encontraremos un conjunto {uy, ..., u,,y} ortonormal.

Asi (y,u; ) =0 para cada i = 1,2, ...,n lo cual implica y = 0 siendo esto una contra-
diccion. Esto muestra que span B = H y como B es linealmente independiente entonces
B es base de Hamel de H.
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Ahora, definamos 7' : H — K" tal que T(u;) = ¢;,i = 1,...,n donde ¢; es el i-ésimo

vector de la base estandar de K™ y extendemos linealmente a T en H, es decir, si x € H

n

x = Zajuj entonces T'(x) = Zajej = (a1, ...,an) = ((z,uq )y ooy (0 ).
j=1

Jj=1
Claramente T es un isomorfismo de espacios vectoriales. Ademas:
n

E :ajej

=1

n
= llau)* =
j=1

IT(2)II* =

2 n n n
= llajei* = laiPllesll* = lagl*llug|?
=1 j=1 j=1
n 2
pLE

j=1

= ||z es decir, ||T'(z)|| = ||z|| Yz € H.

Asi, T es un isomorfismo de espacios de Hilbert.

Supongamos ahora que H tiene una base ortonormal infinita numerable digamos B =

{tn nen. Queremos definir ¢ : H — £ isomorfismo de espacios de Hilbert.

[e.e]

Proponemos ¢ : H — (* tal que p(x) = ({ z,u; ))32,. Notemos que ¢ estd bien
definido pues aplicando la Identidad de Parseval:

D@ )P = Jlal]* < oo, es decir, (( z,ux )72, € £,

9]
k=1

Es facil ver que ¢ es lineal. Ademas, para cada x € H

le@)I* =Y~ (@, w )] = |l]* lo que implica ||¢(z)|| = [|z]| para cadaz € H
k=1

lo cual nos indica que ¢ es isometria y por tanto es inyectiva.

Finalmente ¢ es sobreyectiva pues dada a = (a,)%2; € ¢* el elemento x = >_ a,u, € H
n=1

(pues (a,)52, € () y tenemos

SO(I) = (< X, U >)iozl y <I7uk>: <Zanun7uk > :Z< Up, Uk >an:ak Vk € N.

n=1 n=1

Esto es p(z) = (a,)2, = a.

Por tanto ¢ es isomorfismo de espacios de Hilbert. |



Capitulo 2

Construccion de Bases

Ortonormales.

En este capitulo abordaremos el objetivo principal de la tesis: analizar diversas cons-
trucciones de sistemas ortonormales completos para algunos espacios de Hilbert. Estos
serdn espacios o subespacios de L?*(A) donde A es algtin conjunto Lebesgue medible apro-

piado.

2.1. El sistema trigonométrico en L*(T)

En esta secciéon haremos una breve exposicion del sistema trigonométrico en el espacio

de Hilbert L*(T), y construiremos una base ortonormal apropiada para este espacio.

Para ello consideremos T' = {z € C : |z| = 1}. Si tenemos F' : T'— C cualquier funcién

en T y definimos f: R — C por
f(t) = F(e") (2.1)

tendremos que f es una funcién 2r-periddica.

De forma reciproca, si f : R — C es una funcién 27-peridédica, entonces podemos

asociarle una funcién F': T'— C que cumple la ecuacién (2.1).

Asi podremos identificar funciones definidas en 7" con funciones 2mw-periddicas definidas
en R y por simplicidad de notacién, se va a escribir f(¢) en lugar de f(e), incluso si

pensamos en f estando definida en T'.

40
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Con esto en cuenta definiremos LP(T") con 1 < p < oo, la clase de todas las funciones

complejas, Lebesgue medibles, 2r-periddicas en R con la norma

= (& [ opa)” < 22

—T

En otras palabras, estamos considerando a LP(u), donde p es la medida de Lebesgue en
[0,27](6 en T'), dividida por 27.

Ahora, L>(T) sera la clase de todos los elementos de L*°(R) 2m-periddicos, con la
norma supremo esencial, y C(T') es el conjunto de todas las funciones continuas complejas
en T (o equivalentemente, todas las funciones continuas, complejas, 2r-periédicas en R)

con norma

1fllo = sup [f(t)

t€[0,27]

(2.3)

El factor % en la ecuacion simplificara el formalismo que se va a desarrollar a lo largo

de esta seccion.
Notemos que la norma L de la funcién f(t) =1 es 1.

Ahora es importante definir lo siguiente, ya que formara parte fundamental de lo que

deseamos obtener.

Definicién 2.1.1. Un polinomio trigonométrico es una suma finita de la forma

N
f(t)=ag+ Z(an cosnt + by, sinnt) (t € R), (2.4)

n=1

donde ag,ay, ...,an y by, ba, ...,by son numeros complejos.

Tomando en cuenta las identidades de Euler, la ecuacién (2.4) se puede reescribir en

la forma
N

fO)=>" ce™, (2.5)

n=—N
lo cual serd conveniente para algunos propositos. Ademas, tenemos claro que cada poli-

nomio trigonométrico tiene periodo 2.

Denotaremos a los enteros por Z y escribiremos

un(t) =e™  (n € 7). (2.6)
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Recordemos que el producto interior de este espacio esta dado por

(f.g)= % /_ﬂ F(t)g(t)dt.

Ahora, notemos que los u,(t) son ortonormales:

1 s
() = 5 [ 0)i®
L™ R
- nto—imt gy i(n m)tdt
2m _,re ‘ 27?/_7Te
1 st n=m

= = Opm-

0 st n#m

De este modo {u, : n € Z} es un conjunto ortonormal en L?*(T), llamado el sistema

trigonométrico.

Lo siguiente que probaremos serd que el sistema trigonométrico es una base ortonormal

para el espacio L?*(T).

Para esto bastard probar que {u, : n € Z} es total en L*(T), lo cual equivale a
demostrar que span{u, : n € Z} es denso en L*(T), lo que a su vez equivale a probar que

los polinomios trigonométricos son densos en L?(T') con respecto a || - ||

Pero por el Teorema de Lusin, C'(T') es denso en L*(T)) con respecto a la norma || - ||
De este modo, tendremos que serd suficiente probar que los polinomios trigonométricos

son densos en C(T') con respecto a la norma || - ||z.

Pero notemos que || - [|2 < || - ||oo en C(T'), pues si f € C(T), entonces

L ST
[% [ ol dt} < [% | ||f||oodt]
g esto es | flls < (£l

Asi bastard mostrar que los polinomios trigonométricos son densos en C(T') respecto

a la norma || - ||so-
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Teorema 2.1.2. Los polinomios trigonométricos son densos en C(T") respecto a || - ||oo,

esto es, dado € > 0 y dada f € C(T) existe p, polinomio trigonométrico tal que

If = Plleo <€

Demostracion: Si pudiéramos construir una sucesion {Q,}22, de polinomios trigo-
nométricos tales que:
(a) Qu(t) >0VteR,¥Vn eN.
2ﬂf Qn(t)dt =1 VYn € N.

(c) Para cada 0 < § < 7 sea nx(d) = sup Qx(t) entonces nx(d) — 0 cuando k — oo
s<tl<m

Vo > 0 (equivalentemente @, () — 0 cuando n — oo uniformemente en [—m, —d] U

9, 7]).

Entonces podriamos probar el teorema asi:

Dada f € C(T') definimos

_ %/_: flt—$)Ou(s)ds  (k=1,2.3,..). (2.7)

Haciendo un cambio de variable con v = t — s y du = —ds tendremos por la 27-

periodicidad de los Qx(t) que

Pi( ZW/ft_SQk /f )Qk(t — u)du
t+7r
t+m
/f JQult = s)ds = 5 [ 7(6)Qu(e -~ 9)ds
es decir, _
PO =5 [ F5)@u = 9is (23)

Ahora, como Q) es un polinomio trigonométrico,

N

Qk(t) = Z kaemt, ke N

=—Ng
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y substituyendo en la ecuacién (2.8)
1 T Ny Ny 1 T
Pi(t) = %/_ﬂ f(s) [ ZN o™ ] ds = ZN Crk {% B f(s)e_msds} e
n=—Ny =—Nj

para todo k € N. Por la definicién de producto interior tenemos que

frup ) = %/ f(s)e ™ ds

Ng

Pe(t)= > copl frun )™,

=—Nj,

por lo que

lo cual indica que Py(t) es un polinomio trigonométrico.
A continuacién probaremos que P, — f uniformemente cuando k& — oo en R.

En efecto, sea € > 0. Como f es uniformemente continua entonces existe ¢ > 0 tal que
s =t < 8= |f(s) = F(B)] < e

Luego, de la ecuacién (2.7) y de las propiedades que cumple la sucesion {Qg }72; tenemos

Py(t) — f(1) = [i [ s~ s>Qk<s>ds] )1

/ft—s@k( Yds — f /Qk

= f<t—s>@k<s>—% [ p)Quts)is
1

S _w [F(t—5) — F(8)]Qu(s)ds

Asi,
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Si tomamos modulos en ambos lados tendremos entonces

PO~ 10 = |57 [ 11— ) = F0)Quls)ds
<o [ 1=9 = FlQus)as
o [ M=) - Qs+ o [ 155 - FOlQus)ds
e

Ahora vamos a estimar I y Is.
1 1 [
L <— €Qr(s)ds < e— Qr(s)ds=¢€-1=¢. (2.9)
2m 2 J_.
0<|s|<d
Por otra parte,

L<fleys [ Quslds

o<|s|<m

<2 flam@)y; [ 1ds (210)

s<ls|<m

< 2 o (6) = / s

2 ) .

= 2| flloomm(0) <€

siempre que k sea suficientemente grande, esto por la propiedad (c) de la sucesion {@Q,, }22 ;.

De las ecuaciones (2.9) y (2.10) concluimos que | Py (t)— f(t)| < €, si k es suficientemente

grande para todo t € R y asi tendremos que los polinomios trigonométricos son densos.
Ahora construiremos {Q,}°°,

La propuesta es la siguiente:

1+ cost
2

1
= a

k
Qr(t) = Cy, ( ) ,k € N donde C}, se elige asi C}, =

Por construccién se cumple el inciso (a).
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Notemos también que 5- [* Qp(t)dt = Cro= [T (%)k dt = 1. Asi, tenemos que se

cumple (b).

Observemos ahora el comportamiento de las siguientes graficas:

4 'y
2 2
flty=T1+cost
N f(t) = cost o
3 2 1 a 1 2 3 » 3 2 1 0 1 2 3
1 -1
2 2
L } A - A
24
2T k
1+cost 1+cost
fity = f(f)=[ ],keN
i 2 LA 2
- +— . .
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
o1 4
-2 4
24

Probaremos que cada Qg(t) es un polinomio trigonométrico mediante el método de in-

duccién.

Caso k=1. Claramente tenemos que Q;(t) = C} (%) es un polinomio trigonométri-

CO.

Caso k=2. Primero recordemos una propiedad de la funcién coseno
cos (a+ ) = cosa - cos B — sin v - sin .

Ahora, veamos que esto nos ayudard para probar el caso k = 2.

1 t\? 11 1
Q2(t) = Cy (%) =Yy {Z—I—ﬁcost%—zcos% .
Pero
cos 2t = cos (t +t) = cos’t — sin®t = cos’t — [1 — cos®t] = 2cos’t — 1

entonces,

1+ cos2t
cos’t = T
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y sustituyendo en Q»(t) tenemos lo siguiente:

1 1 1 /1+ cos2t
SR RS PRRRY (S0

1 1 1 1
= (Y L—l—l—g—l—écost—l—gcos%}

3 C! C.
= gCQ + 72COSt+ fcoth,

lo cual muestra claramente que Q2(t) es un polinomio trigonométrico.

Hipétesis de Induccién: Supongamos que Q. () es un polinomio trigonométrico con
k =n.

Veremos que Qx(t) con k =n+ 1 es un polinomio trigonométrico. Tenemos que

n+1 n
Quir(t) = Cos (1+Cost) _c (1—}—00575) <1+cost) ‘ (2.11)

2 2 2
. , . . ., n . . . , .
Por la hipétesis de induccion tenemos que (%) es un polinomio trigonométrico, y

como es una funcién par entonces es de la forma

1+ cost
2

> = (ap + ay cost + ... + a, cosnt).

Por lo tanto, reescribiendo la ecuacién (2.11) tenemos lo siguiente:

1 t
Qni1(t) = Cp(ag + aj cost + ... + a, cosnt) <#)
ao aicost a,, cosnt agcost ajcostcost a, cosntcost
(2 R ) ( 2 T et )

= Ch A1 (t) + CrAx(1).

Es claro que A; es un polinomio trigonométrico y veremos que A, también lo es. Para

ello analizaremos el producto coskt - cost con kK =10,1,2,...,n.

Primero, recordemos una propiedad de la funcion coseno:

1
cosa-cosh= é[cos (a4 b) + cos (a — b)].
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Asi, tomando a = kt y b =t entonces tendremos que
1
cos kt - cost = 5 [cos((k + 1)t) + cos ((k — 1)t)].

De esta forma, Ay se puede reescribir como

apcost aj(cos2t—+1 ap(cos(n+ 1)t —cos(n—1)t
ocont | (o082t 1) | oalcos(n+ 11— cos = 1))

As(t) =
el cual es claramente un polinomio trigonométrico.

Asi @,11(t) es un polinomio trigonométrico, con lo cual probamos que cada Q(t) es

un polinomio trigonométrico para todo k € N.

Resta probar el inciso (c¢) para completar la prueba. Para ello usaremos la paridad de

cada Q(t).

Cv [T (1 £\*
Como 1 = —* —+ cos dt
2 J_ 2

_26‘;6/7r 1+ cost\” Lt
o2 o 2
Cv [™ /(1 £\ "
> / (+_) sintd.
T Jo 2

Haciendo un cambio de variable con u = 1 + cost, du = — sin tdt tenemos que
Cv [T(1 £\ —Cp [
=k S cost sintdt = b uFdu
™ 0 2 7T2k u(0)
t=m

—Cj, (14 cost)kt!
w2k k+1

Cp 284020,
m2kk+1  (k+Dm

t=0

Por lo tanto Cj, < © k+1 ) vk e N.

Notemos que si § < |t| <«

k
0 < Qu(t) < Qu(6) = Cy (1+_5) (k1) (1 + cosd

k
keN
2 2 2)v6,

luego

1+cosd\"
0<Qr(t) <=(k+1) — — 0 cuando k — o0

wm
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T 14 cosd Fon 14 cosd k 14 cosd k
—(k+1))| ——— ) =—-k| —— -
ey (F20) =30 (550) 5 (5

T
2
y como 0 < €8 < 1 (porque 0 < § < 7) entonces Qx(t) — 0 cuando k — oo

pues

uniformemente en ¢, § < |t| < 7.

Con esto tenemos finalmente el inciso (¢) lo que nos indica que efectivamente {Qx(t) }72,
es la sucesion de polinomios trigonométricos buscada que nos permite aproximar una fun-

cién en C(T') con un polinomio trigonométrico del tipo Py(t). [

Asi, el sistema trigonométrico {u, : n € Z} es una base ortonormal para L*(T).

2.2. El espacio L*(D)

En esta seccién construiremos una base ortonormal para el espacio (L2(D),dA) donde
D ={z¢€ C‘ |z| < 1}, es decir, D es el disco unitario del plano y dA es la medida de
Lebesgue en D.

Asi, LZ(D) es el espacio de todas las funciones holomorfas en D para las cuales la

integral de Lebesgue
/ |f(2)Pdady < co. (2.12)

D

Sabemos que este espacio es de Hilbert gracias al ejemplo (4) de la seccién 1.2 del

capitulo I. En otras palabras, éste es el espacio de Bergman para D.

En este caso veremos que el conjunto

{W) = |2

es una base ortonormal para L2(D).

Para ello, primero probaremos que es ortonormal:

Cenl)om2)) = [[ \/é (\E—m) ddy

1 27 o
= / / nm (re™)" " (re” ™)™ 1y dtdr
o Jo

T
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1 27
v nm .
_ rn-i—m—l / ezt(n—m) dtdr
s 0 0

(

0 st m#Em

1 o .
\ (% 07’2” 1)27r si n=m

(0 st n#Em

Ahora probaremos que {¢,} cumple con la identidad de Parseval, lo cual nos dard

la completitud del conjunto. Para ello, si f € L2(D) observemos que sus coeficientes de

- \/g / / F(2)7" \dady.

|z]<1
Haciendo uso de la identidad

[ e~ [ i

donde €) representa un abierto con frontera suave C', tendremos que los coeficientes de

Fourier estan dados por

Fourier toman la siguiente forma:

= \/g / / f(2)z" tdxdy

|z|<1

~ lim \/g / / F ()7 \ddy

|z|<r

—li%zf/f

|z|=r
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f— ~ 2 z
Ahora, como zz = |z|*> = r?, tendremos que z = =y asi

an =

T;Wm /f

Si consideramos la expansién en series de potencia para f como f(z) = by + b1z + by2* +

.., |2] < 1 entonces por la férmula integral de Cauchy

1
o - L / f&),
211 zZ"
|z|=r
Ay — lim ﬁTann_l == \/Ebn_l, n = 1, 2, 3, et
r—1 n n

Veamos que la identidad de Parseval

Por tanto,

oo 00 bn_ 2
[5G Pty =3 ==y =t
n=1 n=1

se cumple.

Para esto notemos lo siguiente:

//If Idxdy—/ / )2 drdf
|2]<1
/ / (Zb r" ’"9> (:"0 Er"e_me) rdrdf

_ 2r ©0 00 b, b e (=m0 L 40
I»>
o Jo

n=0 m=0

donde la integracién término a término es valida, pues la serie de potencias converge

uniformemente en |z| < r para r < 1.
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Entonces,

// |f(2)|*dwdy —/ Z |by|? - 22"y
0

|z|<1

r2n+2 ] 1

_7r22|b 2 {2 3
:W;2|bn|2m
R s
=TT
Z|bn 1|

Teniendo esto, finalmente completamos la prueba de que {p,} es base ortonormal del
espacio L2(D).

2.3. El espacio L*([-1,1])

En esta seccién buscaremos encontrar una base ortonormal para el espacio L*([—1, 1]).
Para ello notemos que el producto interior del espacio de todas las funciones reales Le-

besgue medibles definidas en [—1, 1] estard dado por:

(2,y)= / w(t)y(b)dt,

1

el cual induce la norma || - ||2 en dicho espacio.

Con esto en cuenta, deseamos encontrar una sucesiéon ortonormal en L*([—1,1]) que
consista de funciones faciles de manejar. Los polinomios son de este tipo, por lo cual

haremos uso de ellos para encontrar tal sucesion.

Comenzaremos por las potencias xg, x1, T3, ..., donde
zo(t) =1, zi(t) =t, zi(t) =1, vt € [-1,1]. (2.13)

Notemos que esta sucesion es linealmente independiente, pues cualquier subconjunto finito

de ella es linealmente independiente.
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Ahora, si aplicamos el proceso de Gram-Schmidt a (2.13) obtendremos una sucesién or-
tonormal (e, ), donde cada e, es un polinomio, pues en el proceso hacemos combinaciones

lineales de los x;’s y cada e, tiene grado n, como lo veremos después.

Proposicién 2.3.1. (e,) es total en L*([—1,1]).

Demostracién:  Por el teorema de Lusin, para cualquier z € L*([-1,1]) y cada e > 0
hay una funcién continua y definida en [—1, 1] tal que

€

: (2.14)

[z —yll2 <

Por el Teorema de aproximacion de Weierstrass, para esta y existe un polinomio z tal
que para toda t € [—1, 1]
€
y(t) — 2(t)] < —=

2/2

Por consiguiente

o+t = [ o -=ora<2(35) =5

y asi
€

5 (2.15)

ly = zll2 <
Haciendo uso de la desigualdad del tridngulo y las desigualdades (2.14) y (2.15) ten-

dremos

€ €
o=zl < flo =gl +lly = 2lla < 5+ =

La definicién del proceso de Gram-Schmidt muestra que, por las relaciones (2.13) tenemos

que z € span{ey, ..., €, } para una m suficientemente grande.

Finalmente, como x € L*([—1,1]) y € > 0 fueron arbitrarios, esto prueba la totalidad
de (e,). [

Pero el propédsito de este trabajo es tener para este espacio un sistema ortonormal con

férmulas explicitas. Por esto, afirmamos que

on + 1
ent) = 1/ ”; P(t), n=0,1,2,.. (2.16)

1 oa
—onpl din

donde
P(1)

(2 —1)"]. (2.17)
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P, se llama polinomio de Legendre de orden n. La férmula (2.17) se conoce como Férmula

de Rodrigues.

Al aplicar el teorema binomial a (2 —1)" y derivando el resultado n veces término por

término se obtiene de (2.17):

N

j (2n — 2j)! —2j
P,(t) = (—1)7 " (2.18)
JZ; 2njt(n = )l (n = 2j)!
donde N = 3 sin es par y N = "= si n es impar. Esto ocurre pues:

_ i AV (2n = 2))! s

(n—2))

Y

_ i (7(1 1nl (20 = 2)! s,

— )M (n —25)!

donde N = 7 sin es par, pues si j > 7 entonces 2n—2j < 2n—2% = 2n—n = ny al derivar

t2"=2% n veces tendremos que eventualmente esta derivada se hara cero. Analogamente

podemos probar que si n es impar entonces N = @
De esta forma, tendremos que
1 a
P.(t) = —[#* = 1)"
0= gl

1)n! (2n—25)! .
e
2”n'Z (n— )yl (n—2j)!
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N
Jj=

«2") ' (n— 2])
Por lo tanto,

Po(t) = 1, Put) =, Py(t) = %(3252 _,

1 1 1
Py(t) = 5(5753 —3t), Py(t) = §(35t4 —30t> +3), Ps(t) = g(63t5 — 70t* 4 15t), ete.

Demostracién de las afirmaciones (2.16) y (2.17)

Mostraremos en la parte (a) que la ecuacién (2.17) implica

| Pall2 = {/11 Pj(t)dtr = 2 (2.19)

2n+1

por lo que la norma de e, en la relacion (2.16) es la adecuada, esto es 1. En la parte
(b) probaremos que (P,) es una sucesién ortogonal en el espacio L?([—1,1]). Esto serd

suficiente para establecer las relaciones (2.16) y (2.17) por la siguiente razon.

Denotamos el lado derecho de la féormula (2.16) por y,(t). Entonces ¥, es un polinomio

de grado n, y las partes (a) y (b) implican que (y,) es una sucesién ortonormal en
L*([-1,1]).

Sea Y, = span{ey, ..., €, } = span{xo, ..., x,} = span{yo, ..., yn }. Aqui la segunda igual-
dad se sigue del algoritmo del proceso de Gram-Schmidt y la ultima igualdad del hecho
que dimY,, = n + 1 junto con la independencia lineal de {yq,...,y,} garantizada por el
Teorema 1.4.4.
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Por lo tanto y, tiene una representacion
n
Yp = Zajej. (2.20)
7=0
Ahora por la ortogonalidad

Yn L Y, 1 =span{yo, ..., yn_1} = span{eq, ..., e, 1}.

Esto implica que para k =0,1,...,n — 1 tenemos
n
0=(ymex) =Y aj{ejen) =
§=0

Asi, la representacién (2.20) se reduce a y, = aye, y por ello tendremos que |a,| = 1
pues ||ynll2 = |len]|2 = 1. De hecho, oy, = +1 0 —1 ya que y, y e, son reales. Ahora
Yn(t) > 0 para t suficientemente grande dado que el coeficiente de t" de la ecuacién (2.18)
es positivo. Ademéds, e, (t) > 0 también para ¢ suficientemente grande, ya que x(t) = t",
en(t) se obtiene del proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt y asi e, (t) es un
polinomio de grado n con coeficiente principal positivo. Por lo tanto a,, = +1y y, = ey,

lo cual establece la relacién (2.16) con P, dado por (2.17).

Todo lo anterior muestra que después de la presentacion de las partes (a) y (b) men-

cionadas arriba la prueba estara completa.

(a) Vamos a derivar la relacién (2.19) de (2.17). Primero, hacemos un cambio de nota-
cién tomando u = t2 — 1. Luego, notemos que u" y sus derivadas (u™)™®, ..., (u™)™~Y
son cero en t = 1 asf como (u™)®" = (2n)!. Integrando n veces por partes obte-
nemos de (2.17):

1

(@) |2 = / (")) ()™t

-1

= (—1)"(2n)! /1 u"dt = 2(2n)! /01(1 — t3)"dt. (2.21)
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Haciendo un cambio de variable con ¢ = sin 7 vemos que 1 —¢?> = 1 —sin? 7 = cos® 7

y dt = cos Tdr. Asi, obtenemos que (2.21) es igual a

%
:2(2n)!/ cos*"rdr
0

22n+1 <n|>2

 on+1

Y

donde la ultima integral se puede encontrar en ([6], p. 395). Dividiendo por (2"n!)?

obtenemos

92+ (]2 2(27n!) 2
P2 = = = lo tant
12l = G @z = @ns D)) ~ 2ns 1 POl tanto

2
Pyl = )
1Bl =[5

y asi se obtiene la relacién (2.19).

(b) Mostraremos que ( P, P, ) = 0 donde 0 < m < n. Como P,, es un polinomio es

suficiente probar que ( x,,, P, ) = 0 para m < n, donde z,,(t) = t™.

Este resultado se obtiene integrando por partes m veces y haciendo el cambio de

notacién u = > — 1.
1
2"z, By ) = / ™ (u™) ™ dt

1

1 1

— tm(un)(nfl) _m/ tmfl(un)(nfl)dt
-1 -1

— (~1)™m! / (g

Esto completa la prueba de las relaciones (2.16) y (2.17).

Con todo lo anterior hemos probado que (e,) es una base ortonormal. [
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Una observaciéon muy interesante es que los polinomios de Legendre son soluciones de

la importante ecuacién diferencial de Legendre:
(1 —t*)P!(t) —2tP,(t) + n(n + 1)P,(t) = 0.
En efecto, sea f(z) = (z* — 1)". Entonces
(1 — 2 f'(x) + 2naf(x) = 0.

Derivando n + 1 veces y usando la regla de Leibnitz para la (n + 1)-ésima derivada de un
n+1

producto (D(”“)[fg] =3 (":I)D’“fD”“_kg) tendremos

D [ ) RN g e

+2n [(” g 1) cf 0D (2) + (” T 1) £ (1:)] = 0.

Dividiendo por 2"n! y juntando términos similares obtenemos

(1 —2®)P)(x) — 22 P, () + n(n + 1) P,(x) = 0.

2.4. El espacio L*(R)

El espacio de nuestro interés es L?(—00,00). En este caso no funcionan los polinomios
de Legendre. Esto, porque el intervalo de integracién es infinito y las potencias 1,t,t2, ...

por si solas no funcionan.

Pero si multiplicamos cada una de las potencias por una funcién que decrezca rapida-
mente podriamos esperar obtener integrales que sean finitas. La funcion exponencial con

un exponente adecuado parece la mejor opcion.

Lo que haremos en esta seccion sera probar que cierta familia de funciones apropiadas

forman una base ortonormal para el espacio L?(R) dotado de la medida de Lebesgue.

Para ello, el producto interior para este espacio estara dado por:

(z,y)= /OO z(t)y(t)dt.

oo
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Aplicaremos el proceso de Gram-Schmidt a la sucesion de funciones definidas por

—t2

w(t) =e2 ,tw(t), t*w(t), ...,

la cual es linealmente independiente y pertenece a L?(R).

Sea x,(t) = t"e2 =t"w(t), n=0,1,2,.... Entonces

= w(t) = 67152
0= Tl =
Vi(t) = a1(t) — ( @1, €0 deo(t) = tw(t) — ( 21, €0 Yeo(t) = te 2 + ajge 2 .
‘/1 = a w a1oWw = w a a
er(t) = A ootw(t) + aow(t) (t)(aoot + a1o)-

Vo(t) = wo(t) — ((z2,e1 Yer(t) — { xa,eq Yeo(t) = t?e2 —agote 2 — agie 2 — age 2
_ 42 .2 2
— %7 —agte? — (am + an)e? = w(t)(t? — agt — (as + az)).

Asi ey(t) = w(t)(polinomio de grado 2).

Realizando el proceso n veces vemos que e, (t) = w(t)(polinomio de grado n), n=0,1,2, ... -

Lo siguiente que probaremos serd que cada w(t)t" es acotado. Recordando que la serie de
potencias de la exponencial tiene la siguiente forma: e = 14z + z—? +..+ %.L + ..., vemos
que,

" . 2 2 —t2 2n
e’ > ] para cada x > 0, en particular, e2 > 2nn',por lo que, e 2 <

t2n

para todo t € R — {0}.

, —t2 n —t2 n
Asi, t"e = < £ entonces, 0 < [t|"e=" < QITZ' para todo t # 0 y esto muestra que

tm

2n

_ 42
w(t)t® = t"e 2 es acotada en R. Ademds w(t)t" € L2(R) pues como € > {5 entonces

2 4n ’
e’” > Ly asf tendremos que

(2n)!”
= = =2 =2
/ (e ™) ||(tme s )|dt:/ It|2e " dt.

—0o0 —00

Ahora vamos a descomponer (—oo,00) en (—oo, —1),[—1,1], (1, 00).
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_____ B SO
C AN T =

Claramente f_ll |t|?"e~""dt < oo por ser continua en [—1,1]. Por otro lado,

2n)!
/|t|2”e_t2dt§ / |t|2”mdt
|t|4n

[t|>1 [t|>1

dt
- [ @

[t]|>1

o [
o (L)
o [ 1]

_2(2n)!
Coan—1

< oo para cadan > 1,

lo cual implica que efectivamente w(t)t" € L*(R).

Aunque no lo hacemos aqui, se puede mostrar que después de realizar el proceso de

Gram-Schmidt obtenemos una sucesién ortonormal (e,,) de la siguiente forma:

1 —12

en(t) = meTHn(t) (2.22)
donde
Hy(t) =1, H,(t) = (—1)"et2%(6_t2),n =1,2,..- (2.23)

H,, se llama el polinomio de Hermite de orden n. Haciendo la derivacion indicada en la

ecuacion (2.23), obtenemos

2n72j

H,(t) = nl Z(—w’ mtn—% (2.24)
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donde N = 2 sin es par y N = == si n es impar. Notemos que también puede ser escrito

CcOo1mao:

N .
—1)J :
Hy(t) =) ( : ) n(n—1)..(n —2j +1)(2t)"%. (2.25)
Asi, las expresiones para los primeros términos de los polinomios de Hermite son:

Hy(t) =1 Hy(t) =2t Hy(t) = 4t* — 2
Hi(t) =8t — 12t Hy(t) = 16t* — 48> + 12 H;(t) = 32t° — 160t> + 120¢.

Ahora veremos que la sucesién (e,) definida por las relaciones (2.22), (2.23) y (2.24) es

ortonormal. Para ello, debemos probar que:

- 0 st m#£n
/ e Ho (t)H,, (t)dt = (2.26)
2"nl\/m si m =n.

Notemos que al derivar la ecuacién (2.25) obtenemos para n > 1,

Z ' (n—1)(n—2)..(n —25)(2t)""1"% = 2nH,_,(t)

donde M = —2 sinespary M = —1 si n es impar. Aplicamos esta férmula a H,,,

asumiendo que m < n, denotamos la funcmn exponencial en la ecuacién (2.26) por v(t),

para simplicidad, e integrando m veces por partes obtendremos que por la relacién (2.23):

e 2 2d 2
(—1)"/ eV Hp(t)e! G ) = / H,,, ()0 (t)dt

(e}

= (—1)" {Hm(t)v(” ”(t)‘c>o —/Z2mHm_1(t)v("_1)(t)dt

= (—=1)" —2m /Oo H,, 1 (o™ D (t)adt

= (=1)"(=1)™2™m! /OO Ho(t)v"=™dt.

Como Hy(t) = 1, si m < n tenemos que si integramos una vez mds obtenemos 0 dado
que v(t) y sus derivadas tienden a cero cuando t — oo y cuando ¢t — —oo. Teniendo asi

la ortogonalidad de (e,).
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Finalmente, probaremos que si m = n tendremos que se cumple la ecuacién (2.26) lo

cual implica que |le,||2 = 1 por la relacién (2.23).

Para esto, tomemos la tltima integral, llamémosle J y notemos lo siguiente:

J:/me%%thE

o0

Para verificarlo, consideraremos J?; haciendo uso de las coordenadas polares r, 6 con

dsdt = rdrdf obtendremos que

ﬁ:/eﬁw/ 2t = /‘/ e~ ") dsdt
o
= / / rdrd) =21 - = =1
0 0 2

y esto implica que J = /7. Por lo tanto (e,) es ortonormal. Lo que resta probar es que (e,)
forma una base ortonormal para el espacio L*(R), para lo cual sera suficiente demostrar

que los polinomios de Hermite son un sistema ortogonal completo de L?(R, e’ dx).
Teorema 2.4.1. Los polinomios de Hermite son un sistema ortogonal para el espacio
L2(R, e *"dx).

Demostracién:  Sea L2(R) := L3R, e~*"dx).

Consideremos f € L2(R) tal que ( f, H, ) = 0 para toda n € N. Entonces tendremos
que ( f, I, ) = 0 para toda n donde I,,(t) = t".

Sea

= / f(z)e "™ dg(x) para t € R,

donde dg(z) = e=**dx. Para cada t € R,

—zmt

kl
k=0

donde esta serie converge absolutamente para toda = € R. Asi F(t) se reescribe como

_\k
/ Q%tkmkdx.

°°k0
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De este modo, aplicando la Desigualdad de Holder tenemos

| S 1r@le L e - | 1@l s

0 1_o 00
o0 3 oo 3
< |:/ |f(l’)|2€_x2dl':| |:/ €2|t|v’0|e—x2dx:|
o0 2
— 11/llzz [/ eQItwle—xzdx]
2|t||z| =2

donde e es integrable pues

2® = 2lt||z| +* = (2] — [¢])?

—[2® = 2ft[||z] + 2] = —[|a| — [¢]]?
e llel-?  o—la?—2ldlal+42] _ o~ c2ldlel—o?
y como [ e~ll==1i1* g7 < oo, entonces también e e2tlel=2* 17 es finita. Ahora, por el

Teorema de Convergencia Dominada tenemos

Finalmente, aplicando el Teorema 7.3" de ([7]), el hecho de que
| e tdgla) =0

para todo ¢ € R implica que f = 0 en L2(R). |

Con todo esto podemos concluir que efectivamente (e,,) es una base ortonormal para
el espacio L*(R).

2.5. El espacio L*([0,1])

En esta seccién daremos la definicion del sistema de Haar y probaremos que este
sistema resulta ser una base ortonormal para el espacio L?([0,1]) dotado con la medida

de Lebesgue.

T9Sif e L2(R) y [T f(x)e®dg(x) = 0 para todo t € R, entonces f =0 en L2(R)”
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Definicién 2.5.1. Sean

yparam=1,2,..;k=1,...,2™

(

. k—1 k—1/2
\/2m EYR S [2—m, om )

PR (@) =4 V2" si we [%ﬁﬂ%)

\ 0 en otro caso.

El conjunto de funciones {QO(()O),Sﬁgo),Sogi) tal quem = 1,2,..;k

como el sistema de Haar.

Proposicion 2.5.2. El sistema de Haar es base ortonormal de L?([0, 1]).

*) O

1,...,2™} se conoce

Demostracién:  Si m = n, entonces ¢’ - pn’(z) = 0, k # [ excepto posiblemente en

un punto, de forma que
1
| @@ —o.
0

Si m # n, entonces

! b
/ o® () - o0(2)dz = / o9 (@) - o0 ()de
0 =1

2”
1—1/2

a
= 2"/ ’ goﬁs)(x)dx—\/Q"/Q/ gpgf)darzo
1—1 —1/2
o

om

pues ambas integrales valen cero en los intervalos dados.

Para la normalidad tendremos que

/Ol(cp,(jj)(x))zdx . ((\/271)2 - 273“) -~

Enseguida, mostraremos que los {gogf)} sin normalizar, esto es, los {h,} de las graficas,

constituye un conjunto ortogonal completo.
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hi(t) ha(t) ha(t) ha(t)

Para mostrar que H = span{h, : n € N} es denso en L*([0,1]), bastard probar que H
es denso en (C([0,1]),] - [oc) pues en tal caso, dado € > 0 y dada f € L*([0,1]) existe
g € C([0,1]) tal que ||f — g||2 < §, esto por el Teorema de Lusin.

Asi mismo, existe h € H tal que ||g — h||- < § y por tanto,

Lf = hlla <[ = glla + [lg = Al

€
<|lg—h|x+ =
< llg = Alloo +
<E+E:€

2 2

Prueba de que cada f € (0, 1] se puede aproximar con una funcién h € H.

Lo primero que observamos es que H contiene a las funciones caracteristicas de todo
intervalo diadico

]k‘,m -

—1
k_)ﬁ 77’)’1/:07]_,2’,,.;]{3217...,2771.
2m 2m

Por ello, serd suficiente mostrar que F = span{X7, :m = 0,1,2,..;k = 1,...,2"}
aproxima a (C([0,1]), ]| - ||), pues asi tendremos que H aproxima a (C([0,1]), ] - ||oc)-
Ahora, sea f € C([0,1]) y sea € > 0. Como f es uniformemente continua en [0, 1],

existe 6 = d(e) > 0 tal que

u,v € [0,1] y |[u—v| < ¢ implica que |f(u) — f(v)| < e.
Elijase M € N suficientemente grande tal que % < 0 para todom > M.

Asf, Py, ={0, 357, 3+ ---» 5 = 1} es una particion de [0,1] tal que || P, || = & < 4.
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Definamos ¢,, : [0,1] — R tal que

[\

pm(z) =
f (2;7;1) si r=1
En otras palabras:
N f (ke :
S 1 @) sioze o)
Spm(x) =
f(T;;l) st x=1.

Asi, dado z € [0, 1] existe un dnico k =1, ...,2™ tal que x € Iy, y esto implica que

17(@) — )] = ‘f(x) -1 (%)

<€

Por lo tanto || f — ¢m|le < €

Finalmente, como ¢,, € span{X7,  :m = 0,1,..;k = 1,..,2"} = F, entonces F
aproxima a (C((0,1]), || - [lsc)-

Con esto tenemos la prueba completa de que el sistema de Haar es una base ortonormal
para L*([0,1]). |



Conclusiones

Las construcciones de bases ortonormales de espacios de Hilbert resultan, como se pudo
observar, no ser triviales pese a que en el primer capitulo se probé que cada espacio de
Hilbert tiene al menos un sistema ortonormal. Con todo lo visto en el segundo capitulo

es claro que el encontrar tales sistemas resulta una tarea complicada.

Sin embargo, el andlisis de estos espacios es enriquecedor ya que permite trabajar
con espacios de dimensién infinita, algo que no es sencillo de realizar si consideramos

solamente la estructura de espacio vectorial o de espacio de Banach.

Con todo esto, podemos llegar a plantearnos nuevas preguntas tales como, sera que en
algiin momento podremos construir para cada espacio de Hilbert con dimensién infinita
un sistema ortonormal? ;los espacios o subespacios L?(A) tendréan siempre un sistema

ortonormal conformado por polinomios?

Es posible que nunca podamos responder estas preguntas, asi como tampoco es posible
que logremos llegar a un resultado sin formularnos mas preguntas que nos ayuden a
entender nuestro objeto de estudio. Es por esto que las matematicas proporcionan una

fuente inagotable de problemas.

67



Bibliografia 68

Bibliografia
[1] G. Bachman and L. Narici. Functional Analysis. Academic Press, 1966.
[2] R. Courant and D. Hilbert. Methods of Mathematical Physics. Julius Springer, 1937.
[3] L. Debnath and F. Shah. Wawvelet Transforms and Their Applications. Springer,
2015.
[4] G. Folland. Real Analysis: Modern Techniques and Their Applications. John Wiley
Sons, 1999.
[5] C. Goffman and G. Pedrick. First Course in Functional Analysis. Prentice-Hall,
1965.
[6] 1.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik. Table of Integrals, Series and Products. Elsevier
Inc., 2007. 57
[7] N. Haaser and J. Sullivan. Real Analysis. Litton Educational Publishing, 1971. 63
. Hewitt an . Dtromberg. Real an stract Analysis: A modern treatment o
8] E. Hewi d K. S b Real and Ab Analysis: A mod f
the theory of functions of a real variable. Springer, 1965.
. Kreyszig. Introductory Functional Analysis with Applications. John Wiley Sons,
9] E. K ig. Introd F onal Analysis with Applicati John Wiley S
1978.
[10] R. Megginson. An Introduction to Banach Space Theory. Springer, 1988.
[11] I. P. Natanson. Theory of Functions of a Real Variable. Frederick Ungar Publishing
Co., 1955.
[12] A. Naylor and G. Sell. Linear Operator Theory in Engineering and Science (Applied
mathematical sciences; 40). Springer, 2000.
[13] W. Rudin. Real and Complex Analysis. McGraw-Hill Book Co., 1986.
[14] A. Taylor and D. Lay. Introduction to Functional Analysis. Robert E. Krieger
Publishing Company, 1980.
[15] R. Wheeden and A. Zygmund. Measure and Integral an Introduction to Real Analysis.
Taylor Francis Group, 2015.
[16] P. Wojtaszczyk. Banach Spaces for Analysts. Cambridge University Press, 1991.
[17) A. Zygmund. Trigonometric series, Volumes I II combined. Cambridge University

Press, 2002.



	Agradecimientos
	Índice general
	Introducción
	1 Espacios de Hilbert
	1.1 Producto interior y desigualdad de Schwarz.
	1.2 Espacios de Hilbert y ejemplos.
	1.3 Ley del Paralelogramo.
	1.4 Ortogonalización
	1.5 Proceso de Ortonormalización de Gram-Schmidt
	1.6 Sistemas Ortonormales Completos

	2 Construcción de Bases Ortonormales.
	2.1 El sistema trigonométrico en L2(T)
	2.2 El espacio L2a(D) 
	2.3 El espacio L2([-1,1])
	2.4 El espacio L2(R)
	2.5 El espacio L2([0,1])

	Conclusiones

