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Introducción

Los sistemas dinámicos no lineales han sido una herramienta fundamental para modelar
fenómenos en f́ısica, bioloǵıa, ingenieŕıa y otras áreas de las ciencias aplicadas. Estos modelos
suelen describirse mediante ecuaciones diferenciales ordinarias suaves, cuya teoŕıa cualitativa
está bien desarrollada y proporciona un marco robusto para el análisis de la dinámica local
y global; véanse, por ejemplo, [14, 15, 16]. Sin embargo, en muchos problemas de la vida
real surgen comportamientos abruptos, conmutaciones o cambios repentinos en la dinámica
de ciertos fenómenos que no pueden capturarse adecuadamente mediante modelos puramente
suaves.

Los sistemas dinámicos no suaves constituyen una extensión natural de la teoŕıa clásica de
ecuaciones diferenciales, en la cual se permite la presencia de discontinuidades y fenómenos
que no pueden modelarse adecuadamente mediante campos vectoriales suaves. Entre ellos, los
sistemas Filippov ocupan un papel central: describen la interacción de dos (o más) campos
vectoriales definidos a cada lado de una superficie (o varias superficies) de discontinuidad, en
la cual surge una dinámica inducida por las propias caracteŕısticas geométricas del sistema.
Esta dinámica, conocida como dinámica deslizante, no aparece en la teoŕıa clásica y genera
comportamientos que no tienen análogos suaves, como pseudo-equilibrios, equilibrios frontera
y otras singularidades degeneradas.

A pesar de su origen en problemas de control, electrónica de potencia, biomecánica y
modelos con fricción, la teoŕıa formal de los sistemas Filippov en dimensión tres aún dista de
estar completa, pues esta área de investigación es relativamente nueva. La introducción de una
superficie de discontinuidad produce fenómenos que no se manifiestan en sistemas suaves y
la clasificación de sus bifurcaciones requiere herramientas propias. Un ejemplo representativo
es la singularidad de Teixeira, un punto en la superficie de discontinuidad donde los campos
laterales y la dinámica deslizante pierde regularidad. Esta singularidad actúa como origen de
varios mecanismos de bifurcación que, hasta hace relativamente poco, carećıan de un marco
unificado.

Entre los fenómenos caracteŕısticos asociados a Teixeira destacan la bifurcación pseudo–
Hopf, donde un ciclo ĺımite de cruce nace de la singularidad en una bifurcación compuesta, en
la que la aparición del ciclo ĺımite se combina con una bifurcación estacionaria en el campo
deslizante. En sistemas suaves, ser capaz de distinguir estos procesos es relativamente sencillo;
en el contexto Filippov, la interacción entre la discontinuidad y la dinámica de cruce exige
nuevos invariantes y técnicas de reducción.
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iv Introducción

El objetivo de esta tesis es establecer un marco anaĺıtico claro para identificar y distinguir
la bifurcación pseudo–Hopf y las bifurcaciones compuestas en sistemas Filippov en R3, con
especial énfasis en aquellos que presentan una singularidad de Teixeira. Para ello, se desarro-
lla una reducción sistemática sobre la variedad central y se obtienen condiciones expĺıcitas
sobre los coeficientes no lineales que determinan el tipo de bifurcación. Estas condiciones no
sólo permiten clasificar los comportamientos posibles, sino que también delimitan aquellos
escenarios en los que dicha bifurcación es imposible.

Como aporte principal, se presentan familias concretas de sistemas Filippov que realizan
cada uno de los fenómenos de bifurcación estudiados. En particular, se construyen ejemplos
que exhiben bifurcación compuesta de tipo I, bifurcación compuesta de tipo II y una versión
degenerada de la bifurcación pseudo–Hopf, fenómeno que, hasta donde llega la bibliograf́ıa
consultada, no contaba con un tratamiento expĺıcito en dimensión tres. Además, se muestra
que el número de pseudo–equilibrios del campo deslizante está acotado, aplicando una versión
real del teorema de Bézout para garantizar que no puedan aparecer más de cuatro de ellos.

Esta tesis no pretende agotar el tema, pero śı ofrece un puente entre la intuición geométrica
de los ejemplos y las herramientas anaĺıticas necesarias para comprenderlos.

El documento se organiza de la siguiente manera. En los Preliminares se presentan las
nociones básicas de sistemas Filippov, el campo deslizante y los elementos necesarios para el
desarrollo de este trabajo de tesis. En el Caṕıtulo 2 se introducen una forma normal para los
sistemas Filippov, el campo deslizante y la singularidad de Teixeira. En el Caṕıtulo 3 se estu-
dian la bifurcación pseudo–Hopf y las bifurcaciones compuestas, estableciendo las condiciones
necesarias para su aparición. El Caṕıtulo 4 presenta las familias de ejemplos que realizan
los distintos escenarios teóricos. Finalmente, las conclusiones sintetizan los aportes y señalan
direcciones posibles para trabajos futuros.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Consideremos el sistema Filippov en 3D con dos campos separados por el plano de con-
mutación Σ = {x ∈ R3 | σ(x) = nTx− k0 = 0},

ẋ = f(x) =

{
f−(x) = A1x+ b1, si σ(x) < 0

f+(x) = A2x+ b2, si σ(x) > 0
(1.1)

donde A1, A2 ∈ R3×3, b1, b2, n ∈ R3 y k0 ∈ R.
Definimos los planos πi = {x ∈ R3 | nT(Aix + bi) = 0} para i = 1, 2 cuyas intersecciones

con el plano de conmutación definen a las rectas Li = πi ∩ Σ para i = 1, 2. Estas rectas
forman un conjunto de puntos donde los campos f−(x) y f+(x) son tangentes al plano de
conmutación. Si estas rectas se intersectan de manera transversal (ver Figura 1.1), será en
un único punto x̂ ∈ Σ donde existirá una tangencia a ambos lados de Σ, a este punto x̂ lo
llamaremos punto de doble-tangencia. En la Figura 1.1 se ilustra la configuración geométrica
genérica de una singularidad de doble tangencia.
De esta manera, la existencia de un punto de doble-tangencia en el sistema (1.1) está deter-
minada por la existencia de una única solución del sistema algebraico

nTx− k0 = 0

nTA1x+ nTb1 = 0

nTA2x+ nTb2 = 0

Reescribiendo el sistema anterior, tenemos

Tx = b (1.2)

donde T =

 nT

nTA1

nTA2

 y b =

 k0
−nTb1
−nTb2

.
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2 Preliminares

singularidad de doble tangencia

π1

π2

Σ L1

L2

Figura 1.1: Caso genérico.

Se distinguen tres regiones que se encuentran presentes en el plano de conmutación Σ que
se caracterizan por el comportamiento del flujo a ambos lados de Σ:
La región deslizante atractiva:

Σas = {x ∈ Σ | nTf−(x) > 0 y nTf+(x) < 0},

la región deslizante repulsiva:

Σrs = {x ∈ Σ | nTf−(x) < 0 y nTf+(x) > 0},

y la región de cruce:

Σc = {x ∈ Σ |
(
nTf−(x)

)(
nTf+(x)

)
> 0}.

En la Figura 1.2 se muestran las dinámicas t́ıpicas sobre el plano de conmutación, distin-
guiendo la región de cruce y las regiones deslizantes atractiva y repulsiva.

f+

f−

Σc

cruce

Σas

f+

f−

deslizante atractiva

(i) (ii)

Σrs

f+

f−

deslizante repulsiva

(iii)

Figura 1.2: Dinámicas en las regiones deslizantes del plano de conmutación en un sistema
suave por pedazos en tres dimensiones. El campo vectorial cambia entre f− y f+. Una solución
del sistema puede: (i) cruzar el plano de conmutación, (ii) alcanzarlo en algún tiempo t y seguir
al campo deslizante fs, o (iii) tocarlo y escapar en algún tiempo finito t, pero puede deslizarse
sobre el plano por algún tiempo antes de escapar.
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Definiremos que significa ser un punto de tangencia para el sistema (1.1), los cuales están
caracterizados por el orden de las derivadas de σ(x) con respecto al tiempo en el punto de
contacto.

Definición 1. Un punto p ∈ Σ del sistema (1.1) es un punto de tangencia si

(i) nTf−(p) = 0 o bien

(ii) nTf+(p) = 0

Un punto de tangencia p ∈ Σ del sistema (1.1) es una singularidad de doblez si

(i) r1 ̸= 0 o bien

(ii) r2 ̸= 0

donde
r1 = nTA1f

−(p) y r2 = nTA2f
+(p).

Definición 2. Un punto de tangencia p ∈ Σ es un punto cúspide de (1.1) si

(i) r1 = 0, nTA2
1f

−(p) ̸= 0 y el conjunto {∇σ(p),∇nTf−(p),∇nTA1f
−(p)} es linealmente

independiente, o bien,

(ii) r2 = 0, nTA2
2f

+(p) ̸= 0 y el conjunto {∇σ(p),∇nTf+(p),∇nTA2f
+(p)} es linealmente

independiente.

Observación 1. Como el sistema (1.1) es lineal por pedazos, la última condición se da
automáticamente. Es decir, si

nTf−(p) = 0, nTA1f
−(p) = 0 y nTA2

1f
−(p) ̸= 0,

entonces el conjunto {∇σ(p),∇nTf−(p),∇nTA1f
−(p)} es linealmente independiente.

Proposición 1. Si nTf−(p) = 0, nTA1f
−(p) = 0 y el conjunto {∇σ(p),∇nTf−(p),∇nTA1f

−(p)}
es linealmente dependiente, entonces nTA2

1f
−(p) = 0.

Demostración. Primero, observemos que

∇σ(x) = ∇(nTx− k0) = nT,

∇nTf−(x) = ∇(nT(A1x+ b1)) = nTA1,

∇nTA1f
−(x) = ∇(nTA1(A1x+ b1)) = nTA2

1.

Luego, si el conjunto {∇σ(p),∇nTf−(p),∇nTA1f
−(p)} es linealmente dependiente, entonces,

sin pérdida de generalidad, existen escalares λ1, λ2 ∈ R tales que

nTA2
1 = λ1n

T + λ2n
TA1.
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Sea p ∈ Σ un punto de tangencia. Multiplicando a ambos lados por f−(p) se tiene

nTA2
1f

−(p) = λ1n
Tf−(p) + λ2n

TA1f
−(p),

y como nTf−(p) = nTA1f
−(p) = 0, se sigue que

nTA2
1f

−(p) = 0

como se queŕıa demostrar. ■

Definición 3. Una singularidad de doblez (o punto de tangencia cuadrática) se puede clasi-
ficar en visible o invisible de la siguiente manera:

(i) El punto p ∈ Σ es un punto de doblez invisible (visible) para el campo f− si

nTf−(p) = 0 y r1 > 0 (< 0)

(ii) El punto p ∈ Σ es un punto de doblez invisible (visible) para el campo f+ si

nTf+(p) = 0 y r2 < 0 (> 0)

Entonces, si el punto de doble tangencia es un punto de tangencia cuadrática en ambos
lados, es llamada singularidad de doble-doblez. Particularmente, si ambas tangencias son invi-
sibles, la singularidad de doble-doblez es llamada una singularidad de Teixeira. En la Figura
1.3 se ilustran los mecanismos de tangencia en un sistema Filippov

f+
doble
doblez

invisible

f−

fs

(iii)(ii) f+ tangencia
invisible

fs

tangencia
visible f+

f−

(i)

f−

fs

Figura 1.3: Tangencias en un sistema Filippov: (i) una tangencia visible, (ii) una tangencia
invisible; estas forman la frontera entre deslizamiento (zona gris) y cruce (zona blanca), (iii)
una tangencia de doble doblez; ambos campos vectoriales son tangentes al plano de conmuta-
ción (en el caso ilustrado, ambas tangencias son invisibles).

Las soluciones para la región deslizante Σs = Σas ∪ Σrs se obtienen mediante el método
convexo de Filippov [4]. El método convexo de Filippov toma una combinación convexa de
los campos vectoriales f+(x) y f−(x) para cada punto deslizante x ∈ Σs, es decir,

fs(x) = (1− γ(x))f−(x) + γ(x)f+(x), (1.3)

donde la función γ(x) se define como
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γ(x) =
nTf−(x)

nT(f−(x)− f+(x))
∈ (0, 1), ∀x ∈ Σs

y es tal que nTfs(x) = 0.

Si sustituimos esta expresión en (1.3) encontramos que

fs(x) =

(
1− nTf−(x)

nT(f−(x)− f+(x))

)
f−(x) +

(
nTf−(x)

nT(f−(x)− f+(x))

)
f+(x)

=

(
nT(f−(x)− f+(x))

nT(f−(x)− f+(x))
− nTf−(x)

nT(f−(x)− f+(x))

)
f−(x) +

(
nTf−(x)

nT(f−(x)− f+(x))

)
f+(x)

=
(−nTf+(x))f−(x)
nT(f−(x)− f+(x))

+
(nTf−(x))f+(x)

nT(f−(x)− f+(x))

=
(nTf−(x))f+(x)− (nTf+(x))f−(x)

nT(f−(x)− f+(x))

Por lo tanto, la expresión expĺıcita para el campo deslizante fs(x) está dada por

fs(x) =
fr(x)

∆x
(1.4)

• fr(x) = (nTf−(x))f+(x)− (nTf+(x))f−(x)

• ∆x = nT(f−(x)− f+(x))

con ∆x ̸= 0. El campo fs es llamado el campo deslizante mientras que fr es llamado el campo
deslizante regularizado. En la Figura 1.4 se ilustra la construcción geométrica que se obtiene
utilizando el método convexo de Filippov.

Σs
x̄

f+

f−

f−(x̄)

f+(x̄)

fs(x̄)

Figura 1.4: Construcción geométrica del campo deslizante mediante el método convexo de
Filippov. El vector fs(x̄) es la única combinación convexa de f−(x̄) y f+(x̄) tangente a Σs, y
describe la dirección de deslizamiento sobre la superficie de conmutación.
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Daremos la definición del siguiente concepto que será importante para el desarrollo de este
trabajo:

Definición 4. Los campos f− y f+ se dicen ser antiparalelos si existe k < 0 tal que

f−(x)− kf+(x) = 0.

En la Figura 1.5 se presenta una representación esquemática del antiparalelismo de los
campos f− y f+.

f+

f−
p

Σ

Figura 1.5: Representación esquemática del antiparalelismo de los campos laterales. En el
punto p los vectores f+(p) y f−(p) son colineales y apuntan en sentidos opuestos, como se
sugiere con las flechas negra y gris. Nótese que esta relación fija sólo la dirección y el sentido
de los vectores: sus normas no tienen por qué coincidir.

Podemos identificar a los puntos de equilibrio del sistema (1.1) de la siguiente manera:

Definición 5.

(a) Un punto x ∈ R3 es un punto de equilibrio admisible de (1.1) si

(i) f−(x) = 0 y σ(x) < 0 o

(ii) f+(x) = 0 y σ(x) > 0

(b) Un punto x ∈ R3 es un punto de equilibrio virtual de (1.1) si

(i) f−(x) = 0 y σ(x) > 0 o

(ii) f+(x) = 0 y σ(x) < 0

(c) Un punto x ∈ Σ es un pseudo-equilibrio de (1.1) si fs(x) = 0. El pseudo-equilibrio es
admisible si x ∈ Σs o es virtual si x ∈ Σc.

Un tipo de equilibrios muy particulares y de los que se hará mención más adelante son los
siguientes:
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Definición 6 (Equilibrio frontera). Sea Σ la superficie de discontinuidad de un sistema Fi-
lippov. Un punto p ∈ Σ se denomina equilibrio frontera si

f−(p) = 0 o f+(p) = 0.

En este caso, p es un equilibrio de uno de los campos laterales que se encuentra sobre la
superficie de discontinuidad.

Observación 2. Nótese que un pseudo-equilibrio admisible se comporta como un equili-
brio admisible, esto es, en un pseudo-equilibrio admisible x0 se tiene que fs(x0) = 0, con(
nTf−(x0)

) (
nTf+(x0)

)
< 0; con un cálculo directo podemos ver que f+(x0) =

(
nTf+(x0)
nTf−(x0)

)
f−(x0),

lo que nos dice que los campos son antiparalelos.
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Caṕıtulo 2

Forma normal

En este caṕıtulo se introduce una forma normal para los sistemas Filippov en R3 que
presentan una singularidad de doble tangencia. Partiendo del sistema general (1.1) y bajo la
hipótesis de existencia y unicidad del punto de doble tangencia, se construye un cambio lineal
de coordenadas centrado en dicho punto y adaptado a la geometŕıa del plano de conmutación.
Este cambio transforma al sistema original en el sistema (2.2), en el que el plano de conmuta-
ción y las rectas de tangencia se alinean con los planos coordenados y la singularidad adquiere
una configuración canónica. La forma normal resultante sólo depende de 16 parámetros, re-
duciendo el número original de 27 parámetros y manteniendo toda la información geométrica
relevante. En las secciones siguientes se describe cómo esta transformación afecta la dinámica
en las regiones deslizantes y de cruce, se obtiene una expresión expĺıcita para el campo desli-
zante asociado y se utiliza esta forma normal como punto de partida para acotar el número
de pseudo-equilibrios y para el análisis de las bifurcaciones que se estudiarán en los caṕıtulos
posteriores.

2.1. Construcción de la forma normal

Sea el sistema (1.1) de la forma

ẋ = f(x) =

{
f−(x) = A1x+ b1, si σ(x) < 0

f+(x) = A2x+ b2, si σ(x) > 0

con σ(x) = nTx− k0, donde A1, A2 ∈ R3×3, b1, b2, n ∈ R3 y k0 ∈ R.
Se busca que el sistema presente una singularidad de doble-tangencia, es decir, buscamos

que las rectas se intersecten en un único punto x̂. Para esto, supongamos que se cumple la
siguiente hipótesis:

(H1H1H1) rango(T ) = 3

Si esto se cumple, por el teorema de Rouché-Frobenius1, entonces el sistema (1.2) tiene
solución única.

1También conocido como teorema de Rouché-Capelli

9



10 Forma normal

En el siguiente teorema se presenta una forma normal para los sistemas Filippov que satisfacen
la hipótesis (H1H1H1).

Teorema 2.1 ([9]). Supongamos que el sistema (1.1) satisface la hipótesis H1H1H1, el cambio de
coordenadas

y = h(x) = T (x− x̂) (2.1)

donde T =

 nT

nTA1

nTA2

 y x̂ es el punto de doble tangencia, transforma al sistema (1.1) en el

sistema de ecuaciones diferenciales

ẏ =

{
f̃−(y) = Ã1y + b̃1, y1 < 0,

f̃+(y) = Ã2y + b̃2, y1 > 0,
(2.2)

donde Ã1 =

 0 1 0
c1 c2 c3
c4 c5 c6

, Ã2 =

 0 0 1
d1 d2 d3
d4 d5 d6

, b̃1 =

 0
r1
s1

 y b̃2 =

 0
s2
r2

,

con ri = nTAi(Aix̂+ bi), para i = 1, 2.

Demostración. Primeramente, observemos que

TT−1 =

 nTT−1

nTA1T
−1

nTA2T
−1

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = I3, (2.3)

Aplicando el cambio de coordenadas (2.1) a Σ, teniendo en cuenta que como x̂ ∈ Σ,
entonces nTx̂− k0 = 0

nTx̂− k0 = 0,

nT(T−1y + x̂)− k0 = 0,

nTT−1y + nTx̂− k0 = 0,

nTT−1y = 0.

Por la relación (2.3) tenemos que nTT−1 = eT1 , por tanto, se sigue que nTT−1y = 0 si y solo
si y1 = 0.

Ahora, apliquemos el cambio de coordenadas h(x) a ambos campos.

El sistema (1.1) tiene la forma

ẋ = Aix+ bi, i = 1, 2.

Tenemos que
y = T (x− x̂),
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entonces

ẏ = T ẋ,

= T (Aix+ bi),

= T (Ai(T
−1y + x̂) + bi),

= TAiT
−1y + TAix̂+ Tbi,

= TAiT
−1y + T (Aix̂+ bi),

para i = 1, 2. De aqúı, nombraremos

Ãi = TAiT
−1 y b̃i = T (Aix̂+ bi).

Cuando σ(x) < 0, tenemos que ẏ = f̃−(y) = Ã1y + b̃1, donde

Ã1 = TA1T
−1 =

 nTA1T
−1

nTA2
1T

−1

nTA2A1T
−1

 =

 eT2
nTA2

1T
−1

nTA2A1T
−1

 ,

pero, sabemos que

T−1I =
(
w1 w2 w3

)e
T
1

eT2

eT3

 = w1e
T
1 + w2e

T
2 + w3e

T
3 ,

entonces

Ã1 =

 eT2
nTA2

1w1e
T
1 + nTA2

1w2e
T
2 + nTA2

1w3e
T
3

nTA2A1T
−1w1e

T
1 + nTA2A1T

−1w2e
T
2 + nTA2A1T

−1w3e
T
3

 ,

=

 0 1 0
c1 c2 c3
c4 c5 c6

 ,

donde

c1 = nTA2
1w1, c4 = nTA2A1w1,

c2 = nTA2
1w2, c5 = nTA2A1w2,

c3 = nTA2
1w3, c6 = nTA2A1w3.
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Además,

b̃1 = T (A1x̂+ b1),

=

 nT(A1x̂+ b1)
nTA1(A1x̂+ b1)
nTA2(A1x̂+ b1)

 ,

=

 0
r1

nTA2(A1x̂+ b1)

 .

Análogamente, para σ(x) > 0, tenemos ẏ = f̃+(y) = Ã2y + b̃2, donde

Ã2 = TA2T
−1 =

 eT3
nTA1A2T

−1

nTA2
2T

−1

 =

 0 0 1
d1 d2 d3
d4 d5 d6

 ,

con

d1 = nTA1A2w1, d4 = nTA2
2w1,

d2 = nTA1A2w2, d5 = nTA2
2w2,

d3 = nTA1A2w3, d6 = nTA2
2w3,

y también

b̃2 = T (A2x̂+ b2),

=

 nT(A2x̂+ b2)
nTA1(A2x̂+ b2)
nTA2(A2x̂+ b2)

 ,

=

 0
nTA1(A2x̂+ b2)

r2

 .

■

2.2. Dinámicas normalizadas en las regiones deslizantes y de
cruce

Es de interés conocer como esta transformación afecta la dinámica en las regiones des-
lizantes y de cruce. Para eso, en el siguiente corolario se muestra la Σ-equivalencia bajo el
cambio de coordenadas h(x).

Corolario 1. Bajo el cambio de coordenadas (2.1) se tiene que h(Σu) = Σ̃u para u ∈
{as, rs, c}.
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Demostración. Para x ∈ Σ, se tiene que h(x) =

 0
nTA1(x− x̂)
nTA2(x− x̂)

, entonces

eT1 f̃
−(h(x)) = (1, 0, 0)

 nTA1(x− x̂)
c2n

TA1(x− x̂) + c3n
TA1(x− x̂)

c5n
TA1(x− x̂) + c6n

TA1(x− x̂)


= nTA1(x− x̂) + nTb1 − nTb1

= nT(A1x+ b1)− nT(A1x̂+ b1)

= nTf−(x),

análogamente, se tiene

eT1 f̃
+(h(x)) = (1, 0, 0)

 nTA2(x− x̂)
d2n

TA2(x− x̂) + d3n
TA2(x− x̂)

d5n
TA2(x− x̂) + d6n

TA2(x− x̂)


= nTA2(x− x̂) + nTb2 − nTb2

= nT(A2x+ b2)− nT(A2x̂+ b2)

= nTf+(x).

■

Observación 3. En esta forma normal, el nuevo plano de conmutación es

Σ̃ = {y ∈ R3 : y1 = 0},

y los planos πi se convierten en los planos

π̃1 = {y ∈ R3 : y2 = 0},

π̃2 = {y ∈ R3 : y3 = 0};

por tanto, las rectas de tangencia son los ejes coordenados

L̃1 = Σ̃ ∩ π̃1 = {(0, 0, y3)} y L̃2 = Σ̃ ∩ π̃2 = {(0, y2, 0)},

dejándonos con el punto de doble tangencia en el origen.

En la figura 2.1 se ilustra la acción del cambio de coordenadas (2.1) a un sistema genérico
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y = h(x)

y1

y2

y3

Φ+
t

Φ−
t

Σ̃rs

Σ̃c

Σ̃as

Σ̃c

π1

π2

Σ L1

L2

Figura 2.1: Cambio de coordenadas (2.1).

De esta manera, en el sistema normalizado, las regiones de cruce, deslizamiento atractivo
y deslizamiento repulsivo son los conjuntos

Σ̃as = {y ∈ Σ̃ | y2 > 0 y y3 < 0}

Σ̃rs = {y ∈ Σ̃ | y2 < 0 y y3 > 0}

Σ̃c = {y ∈ Σ̃ | y2y3 > 0}

Con esto, de acuerdo a las definiciones dadas en el Caṕıtulo 1, podemos clasificar los puntos
de tangencia de (2.2) de la siguiente manera:

Definición 7. Un punto de tangencia yL = (0, 0, y3) ∈ L̃1 será una singularidad de doblez de
(2.2) si

r̃1(yL) = eT1 Ã1f̃
−(yL) = r1 + c3y3 ̸= 0

de tipo invisible si r̃1(yL) > 0 o de tipo visible si r̃1(yL) < 0. Este punto de tangencia será un
punto cúspide si

r̃1(yL) = 0 y eT1 Ã
2
1f̃

−(yL) = c3s1 − c6r1 ̸= 0

Un punto de tangencia yL = (0, y2, 0) ∈ L̃2 será una singularidad de doblez de (2.2) si

r̃2(yL) = eT1 Ã2f̃
+(yL) = r2 + d5y2 ̸= 0

de tipo invisible si r̃1(yL) < 0 o de tipo visible si r̃1(yL) > 0.

Este punto de tangencia será un punto cúspide si

r̃2(yL) = 0 y eT1 Ã
2
2f̃

+(yL) = d5s2 − d2r2 ̸= 0

De esta manera, el punto de doble tangencia será una singularidad de Teixeira (es decir ,
del tipo invisible-invisible) si r1 > 0 y r2 < 0.
El siguiente lema establece la equivalencia topológica entre el nuevo campo deslizante f̃s(y)
definido en Σ̃s y el campo deslizante original fs(x).
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Lema 1. Para x ∈ Σs y para y = h(x) ∈ Σ̃s, se tiene que f̃s(h(x)) = Tfs(x).

Demostración. Sea y ∈ Σ̃s, con

y =

 0
y2
y3

 =

 0

nTA1(x− x̂)

nTA2(x− x̂)

 ,

donde x ∈ Σs. Recordemos que la expresión para el campo deslizante fs(x) es

fs(x) =
fr(x)

∆x
,

donde fr(x) = (nTf−(x))f+(x)− (nTf+(x))f−(x) y ∆x = nT(f−(x)− f+(x)).

Con esto, tenemos que

f̃s(h(x)) =

(
eT1 f̃

−(h(x))
)
f̃+(h(x))−

(
eT1 f̃

+(h(x))
)
f̃−(h(x))

eT1

(
f̃−(h(x))− f̃+(h(x))

) (2.4)

Además, por el Corolario 1, tenemos que

eT1 f̃
∓(h(x)) = nTf∓(h(x)),

y considerando que
ẏ = T ẋ ⇐⇒ f̃∓ = Tf∓,

entonces, (2.4) puede reescribirse como

f̃s(h(x)) =

(
nTf−(x)

)
Tf+(x)−

(
nTf+(x)

)
Tf−(x)

nT (f−(x)− f+(x))

= Tfs(x)

■

Con esto, vemos que el campo vectorial deslizante f̃s(y) tiene la forma

f̃s(y) =
f̃r(y)

∆̃(y)
, (2.5)

donde f̃r(y) =

 0
d2y

2
2 + (d3 − c2)y2y3 − c3y

2
3 + s2y2 − r1y3

d5y
2
2 + (d6 − c5)y2y3 − c6y

2
3 + r2y2 − s1y3

 y ∆̃(y) = y2 − y3.

Observación 4. Los campos vectoriales f̃s(y) y f̃r(y)(−f̃r(y)) son topológicamente equiva-
lentes en Σ̃as(Σ̃rs).

Por conveniencia, vamos a considerar (2.5) en dos dimensiones, omitiendo su componente
trivial.
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2.3. Máximo número de pseudo-equilibrios

En esta sección mostramos que el campo deslizante regularizado f̃r asociado al campo
deslizante f̃s puede poseer a lo más cuatro equilibrios. El resultado se deduce directamente
de la estructura polinómica de f̃r y de una aplicación del Teorema de Bézout. (ver [18])

Recordemos que, en las coordenadas (y2, y3) sobre el plano de conmutación Σ̃ = {y ∈ R3 :
y1 = 0}, el campo deslizante regularizado está dado por

f̃r(y2, y3) =

(
fr,2(y2, y3)

fr,3(y2, y3)

)
=

(
d2y

2
2 + (d3 − c2)y2y3 − c3y

2
3 + s2y2 − r1y3

d5y
2
2 + (d6 − c5)y2y3 − c6y

2
3 + r2y2 − s1y3

)

Un pseudo-equilibrio (admisible o virtual) del sistema Filippov corresponde a un punto
(ȳ2, ȳ3) tal que f̃r(ȳ2, ȳ3) = 0, es decir, una solución del sistema algebraico{

fr,2(ȳ2, ȳ3) = 0,

fr,3(ȳ2, ȳ3) = 0.

Este sistema está formado por dos polinomios cuadráticos en dos variables. Por el Teorema
de Bézout, dos curvas algebraicas planas de grado d1 y d2 pueden intersectarse en, a lo más,
d1d2 puntos, contando multiplicidades y soluciones complejas.

En nuestro caso, d1 = d2 = 2, de modo que el número máximo de intersecciones es 4.

Nota 1. El Teorema de Bézout se formula en el plano proyectivo complejo, pero su conclusión
proporciona automáticamente una cota superior válida para las soluciones reales de un sistema
polinómico. En efecto, si P1(x, y) y P2(x, y) son polinomios de grados d1 y d2, toda solución
real del sistema

P1(x, y) = 0, P2(x, y) = 0

es también una solución compleja. Por lo tanto,

#{soluciones reales} ≤ #{soluciones complejas} ≤ d1d2,

donde la última desigualdad es precisamente la cota establecida por Bézout.

Esto permite emplear el teorema en contextos puramente reales. En particular, como el
campo deslizante regularizado correspondiente a la forma normal de una singularidad de doble
tangencia está definido por dos polinomios cuadráticos, se deduce que el sistema {fr,2 =
0, fr,3 = 0} puede poseer a lo más cuatro soluciones reales.

De esta manera, enunciamos lo siguiente:

Proposición 2. El campo deslizante regularizado f̃r asociado a la forma normal de una
singularidad de doble tangencia puede poseer a lo más cuatro equilibrios.

Notemos que la cota es óptima: mediante una selección adecuada de los parámetros de la
forma normal se pueden obtener hasta cuatro pseudo-equilibrios reales distintos.
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Observación 5. Recordemos que, en la forma normal, el campo deslizante sobre el plano de
conmutación Σ̃ se escribe como

f̃s(y) =
f̃r(y)

∆̃(y)
, y = (y2, y3),

donde f̃r(y) es el campo deslizante regularizado y

∆̃(y) = y2 − y3

es el denominador que aparece en la fórmula del método convexo de Filippov (véase la Sección
2.2).

En nuestro caso, el origen y0 = (0, 0) corresponde a la singularidad de doble tangencia.
Por construcción, se tiene

f̃r(0, 0) = 0,

es decir, el origen es siempre un equilibrio del campo regularizado f̃r. Sin embargo,

∆̃(0, 0) = 0,

de modo que la expresión de f̃s no está definida en y0. Esto refleja el hecho de que el origen
no es un pseudo-equilibrio ordinario, sino la singularidad de doble tangencia, donde colapsa
la definición del campo deslizante.

En consecuencia, aunque el origen śı cuenta como solución del sistema algebraico

f̃r(y) = 0,

en general, no debe interpretarse como un pseudo-equilibrio del sistema Filippov (excepto en
el caso en el que tengamos una singularidad de doble tangencia y se satisfaga la condición de
paralelismo en ella).

Corolario 2 (Número máximo de pseudo-equilibrios). Sea f̃r el campo deslizante regularizado
asociado al campo deslizante f̃s. Entonces, el sistema Filippov puede tener a lo más tres
pseudo-equilibrios distintos.

Demostración. Por la proposición anterior, el sistema algebraico

f̃r(y2, y3) = 0

puede tener a lo más cuatro soluciones (en C2 contando multiplicidades, y en particular a lo
más cuatro soluciones reales en el plano (y2, y3)). Además, por la observación precedente, el
origen y0 = (0, 0) es siempre una de esas soluciones, ya que f̃r(0, 0) = 0.

Por otro lado, un pseudo–equilibrio corresponde a un punto ŷ = (ŷ2, ŷ3) tal que

f̃r(ŷ) = 0 y ∆̃(ŷ) = ŷ2 − ŷ3 ̸= 0,

es decir, un cero de f̃r que no pertenece a la recta y2 = y3 donde el campo deslizante f̃s no
está definido.
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Como a lo más hay cuatro soluciones de f̃r(y) = 0 y una de ellas es siempre el origen,
obtenemos que pueden existir a lo más tres puntos adicionales ŷ con f̃r(ŷ) = 0 y ŷ2 ̸= ŷ3.
Cada uno de esos puntos define un pseudo-equilibrio del sistema Filippov.

Por tanto, el número máximo de pseudo-equilibrios (distintos de la singularidad de doble
tangencia) es tres. ■

Nota 2. El Teorema de Bézout (Teorema A.2) requiere que los polinomios fr,2 y fr,3 no
compartan un factor irreducible común. En nuestro contexto esto corresponde a excluir el caso
degenerado en el que el campo deslizante regularizado fr tiene una curva continua de pseudo-
equilibrios en Σ. En adelante supondremos expĺıcitamente que no ocurre dicha degeneración,
de modo que el número de pseudo-equilibrios es finito y a lo más tres.

2.3.1. Ejemplo

Consideremos la siguiente familia de sistemas Filippov dados en forma normal

ẏ =



 0 1 0

−1 −δ δ

0 0 −1

 y +

0

0

µ

 , si y1 < 0,

 0 0 1

0 −1 0

−1 δ −δ

 y +

 0

−µ
0

 , si y1 > 0.

(2.6)

Los equilibrios de este sistema son los puntos

p1 =

δµ0
µ

 y p2 =

−δµ
−µ
0

 ,

donde p1 es equilibrio del campo f− y p2 es equilibrio del campo f+. Veamos la estabilidad
de estos equilibrios: la matriz jacobiana en cualquier punto de las regiones y1 < 0 y y1 > 0
está dado por A1 y A2, con

A1 =

 0 1 0
−1 −δ δ
0 0 −1

 y A2 =

 0 0 1
0 −1 0
−1 δ −δ

 ,

respectivamente.

El polinomio caracteŕıstico de A1 es

gA1(λ) = det(A1 − λI) = (−1− λ)
(
λ2 + δλ+ 1

)
,

de donde se obtiene

λ1 = −1, λ2,3 =
−δ ±

√
δ2 − 4

2
.
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Es decir, el espectro de la matriz A1 es

σ(A1) =

{
−1,

1

2

(
−δ ±

√
δ2 − 4

)}
.

El mismo cálculo muestra que σ(A2) = σ(A1). Ahora, como

Re(λ1) = −1 < 0, Re(λ2,3) < 0 para todo δ > 0.

En particular, para δ > 0 se tiene siempre Re(λj) < 0, de modo que p1 y p2 son equilibrios
estables. Más aún, la naturaleza del equilibrio depende del valor de δ:

si 0 < δ < 2, entonces δ2 − 4 < 0 y λ2,3 forman un par complejo conjugado con parte
real negativa, por lo que el equilibrio es de tipo foco estable;

si δ = 2, se obtiene un doble valor propio real λ2,3 = −1;

si δ > 2, los tres valores propios son reales negativos distintos y el equilibrio es de tipo
nodo estable.

En el contexto de este sistema, cuando δµ < 0 los puntos p1 y p2 son equilibrios admisibles
(es decir, pertenecen a las regiones y1 < 0 y y1 > 0 donde fueron definidos). Cuando δµ > 0
se convierten en equilibrios virtuales. Por último, si δ = 0, tenemos que los equilibrios son
frontera.

Ahora, para precisar la naturaleza de los pseudo-equilibrios de esta familia, es conveniente
tener presente la relación entre el campo deslizante fs y el campo deslizante regularizado fr.
En la forma normal (2.2), restringiendo al plano de conmutación

Σ̃ = {y ∈ R3 | y1 = 0}

y usando las coordenadas (y2, y3), se obtiene que

∆(y2, y3) = y2 − y3,

y que el campo deslizante regularizado está dado por

f̃r(y2, y3) =
(
f̃r,2(y2, y3), f̃r,3(y2, y3)

)T
,

donde

f̃r,2(y2, y3) = −y22 − µy2 + δy2y3 − δy23,

f̃r,3(y2, y3) = δy22 − δy2y3 + y23 − µy3.

En particular, sobre la región deslizante

Σ̃s = {(y2, y3) : y2y3 < 0}
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el campo deslizante viene dado por

f̃s(y2, y3) =
f̃r(y2, y3)

∆(y2, y3)
.

Los pseudo-equilibrios de (2.2) son, por definición, los ceros del campo deslizante, esto es,
los puntos (ȳ2, ȳ3) tales que

f̃r(ȳ2, ȳ3) = 0 y ∆(ȳ2, ȳ3) ̸= 0.

En esta familia, además del origen, aparecen tres soluciones no triviales (ȳ2, ȳ3) de f̃r que
denotaremos por q1, q2, q3. Sus expresiones en las coordenadas (y2, y3) son

q1 =

(
− µ

1 + 2δ
,

µ

1 + 2δ

)
,

y

q2 =

(
−
µ− δµ+

√
−(−1 + δ)2(−1 + 4δ)µ2

2(−1 + δ)2
,−

(−1 + δ)µ+
√
−(−1 + δ)2(−1 + 4δ)µ2

2(−1 + δ)2

)
,

q3 =

(
−µ+ δµ+

√
−(−1 + δ)2(−1 + 4δ)µ2

2(−1 + δ)2
,
−(−1 + δ)µ+

√
−(−1 + δ)2(−1 + 4δ)µ2

2(−1 + δ)2

)
.

Obsérvese que el término bajo la ráız puede reescribirse como

−(−1 + δ)2(−1 + 4δ)µ2 = (1− 4δ)(δ − 1)2 µ2,

de modo que q2 y q3 son reales si y sólo si

1− 4δ ≥ 0 ⇐⇒ δ ≤ 1

4
.

Para estudiar la naturaleza de estos puntos, linealizamos primero el campo deslizante
regularizado. La matriz jacobiana de f̃r está dada por

Df̃r(y2, y3) =


∂f̃r,2
∂y2

∂f̃r,2
∂y3

∂f̃r,3
∂y2

∂f̃r,3
∂y3

 =

(
δy3 − µ− 2y2 δy2 − 2δy3

2δy2 − δy3 −δy2 − µ+ 2y3

)
.

Como el campo deslizante se obtiene mediante

f̃s(y2, y3) =
1

∆(y2, y3)
f̃r(y2, y3),

al derivar se tiene

Df̃s(y2, y3) =
1

∆(y2, y3)
Df̃r(y2, y3) + f̃r(y2, y3)∇

(
1

∆(y2, y3)

)T

.
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En un pseudo-equilibrio q = (ȳ2, ȳ3) se cumple f̃r(ȳ2, ȳ3) = 0, de modo que el segundo término
desaparece y se obtiene la relación

Df̃s(q) =
1

∆(q)
Df̃r(q). (2.7)

En particular, los valores propios de la matriz jacobiana de f̃s en un pseudo-equilibrio q se
obtienen multiplicando por el factor 1/∆(q) los valores propios de Df̃r(q). En lo siguiente,

se usará la notación λ
(r)
j para los valores propios del campo regularizado y λ

(s)
j para los del

campo deslizante.

Caso q1. Para el pseudo-equilibrio

q1 =

(
− µ

1 + 2δ
,

µ

1 + 2δ

)
se tiene la relación

ȳ3 = −ȳ2,

de donde, sustituyendo en la jacobiana,

Df̃r(q1) = Df̃r(ȳ2,−ȳ2) =
µ

1 + 2δ

(
1− δ −3δ

−3δ 1− δ

)
.

Los valores propios de esta matriz son

λ
(r)
1 = µ, λ

(r)
2 =

(1− 4δ)µ

1 + 2δ
.

Además,

∆(q1) = ȳ2 − ȳ3 = − 2µ

1 + 2δ
.

Usando (2.7), los valores propios de la matriz jacobiana del campo deslizante f̃s en q1 son

λ
(s)
1 =

λ
(r)
1

∆(q1)
= −

(
δ +

1

2

)
, λ

(s)
2 =

λ
(r)
2

∆(q1)
= 2δ − 1

2
.

En consecuencia, para δ ̸= −1
2 y δ ̸= 1

4 el punto q1 es hiperbólico y su naturaleza sólo depende
del signo de δ:

Si −1

2
< δ <

1

4
, se tiene λ

(s)
1 < 0 y λ

(s)
2 < 0, de modo que q1 es un nodo estable.

Si δ < −1

2
o δ >

1

4
, los valores propios tienen signos opuestos y q1 es una silla.

Obsérvese que la estabilidad de q1 para el campo deslizante no depende del signo de µ: el
parámetro µ sólo determina si q1 pertenece a la región deslizante atractiva (µ < 0) o a la
región deslizante repulsiva (µ > 0).
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Casos q2 y q3. Los puntos q2 y q3 dados arriba satisfacen, para µ ̸= 0,

q21q22 = q31q32 = − δ µ2

(δ − 1)2
,

de donde se deduce que

qj1qj2 < 0 si y sólo si δ > 0, δ ̸= 1, j = 2, 3.

Tomando en cuenta la condición δ ≤ 1
4 obtenida anteriormente, se ve que q2 y q3 son pseudo-

equilibrios admisibles (es decir, pertenecen a Σ̃s) si y sólo si

0 < δ ≤ 1

4
,

mientras que para δ < 0 son pseudo-equilibrios virtuales (pues caen en la región de cruce Σ̃c)
y para δ > 1

4 , los equilibrios dejan de ser reales.

Para la linealización, un cálculo directo muestra que

Df̃r(q2) = Df̃r(q3)

y que los valores propios de la matriz jacobiana de f̃r en q2 (y, por tanto, también en q3) están
dados por

λ
(r)
1 = µ, λ

(r)
2 =

(1− 4δ)µ

δ − 1
.

Por otra parte,

∆(q2) = ∆(q3) =
µ

δ − 1
,

de modo que, usando (2.7) nuevamente, los valores propios de la jacobiana del campo deslizante
en estos puntos son

λ
(s)
1 =

λ
(r)
1

∆(q2)
= δ − 1, λ

(s)
2 =

λ
(r)
2

∆(q2)
= 1− 4δ.

En particular, siempre que q2 y q3 sean reales se cumple

λ
(s)
1 < 0 y λ

(s)
2 > 0 para δ <

1

4
,

por lo que q2 y q3 son puntos silla del campo deslizante (admisibles si 0 < δ ≤ 1
4 , virtuales si

δ < 0). En el caso en el que δ = 1
4 se tiene q2 = q3 y

λ
(s)
1 = −3

4
< 0, λ

(s)
2 = 0,

de modo que el pseudo-equilibrio es no hiperbólico. Para δ > 1
4 los puntos q2 y q3 dejan de

existir como pseudo-equilibrios reales.
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Como resumen, para µ ̸= 0 y para el parámetro δ, se obtiene que el campo deslizante
admite a lo más tres pseudo-equilibrios: uno de tipo nodo estable (q1) y dos de tipo silla (q2
y q3) cuando 0 < δ < 1

4 ; para −1
2 < δ < 0 únicamente q1 es un pseudo-equilibrio admisible

(nodo estable) y q2, q3 son virtuales; mientras que, al cruzar δ = 1
4 , los pseudo-equilibrios q2

y q3 se aniquilan, volviéndose equilibrios no hiperbólicos y q1 cambia de ser un nodo estable
a una silla del campo deslizante.

Nota 3. Cabe destacar que los pseudo-equilibrios no deben confundirse con los equilibrios
frontera. Los primeros son equilibrios de la dinámica deslizante y dependen de la estructura
convexa del sistema, mientras que los segundos provienen de los campos laterales y son objetos
de naturaleza distinta.

Las figuras que se presentan a continuación muestran la dinámica en los distintos cuadran-
tes determinados por la superficie de conmutación.

En particular, en la Figura 2.4 se muestra el movimiento de los equilibrios del sistema,
además de mostrar la ocurrencia de un ciclo ĺımite de cruce.
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(e) δ = 0, µ = 0
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(f) δ = 0, µ > 0
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(g) δ > 0, µ < 0
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(h) δ > 0, µ = 0
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(i) δ > 0, µ > 0

Figura 2.2: Dinámica del campo regularizado f̃r del ejemplo 2.3.1. Notemos que para δ > 0
tenemos únicamente un pseudo-equilibrio admisible. Para δ = 0, tenemos un pseudo-equilibrio
admisible, además de tener dos equilibrios frontera. Finalmente, para δ < 0 vemos que tenemos
tres pseudo-equilibrios admisibles.
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(a) δ < 0, µ < 0
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(b) δ < 0, µ = 0
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(c) δ < 0, µ > 0
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(d) δ = 0, µ < 0
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(e) δ = 0, µ = 0
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(f) δ = 0, µ > 0

(g) δ > 0, µ < 0 (h) δ > 0, µ = 0 (i) δ > 0, µ > 0

Figura 2.3: Dinámica del campo deslizante f̃s del ejemplo 2.3.1. Notemos que tenemos las
mismas dinámicas para los distintos signos de δ, pero el flujo en Σ̃rs (II cuadrante) está
invertido. Esto se debe al comportamiento del campo deslizante bajo la forma normal.
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(a) δ > 0, µ < 0 (b) δ < 0, µ > 0

Figura 2.4: Los equilibrios (verde), pseudo-equilibrios (rojo) y el punto fijo del mapeo de Poin-
caré (negro). Notemos que cuando el producto δµ > 0, los equilibrios del sistema son virtuales.

Observación 6. En esta familia, el punto de doble tangencia es el origen ŷ = (0, 0, 0) ∈ Σ̃.
Recordemos que, en la forma normal, las rectas de tangencia son L̃1 = {(0, 0, y3)} y L̃2 =
{(0, y2, 0)}.

Entonces, se tiene

r1 = 0, s1 = µ, s2 = −µ, r2 = 0, c3 = δ, c6 = −1, d5 = δ, d2 = −1.

Aśı, sobre L̃1 se obtiene
r̃1(0, 0, y3) = r1 + c3y3 = δ y3,

por lo que r̃1(ŷ) = 0, y además

eT1 Ã
2
1f̃

−(ŷ) = c3s1 − c6r1 = δ µ.

Análogamente, sobre L̃2 se tiene

r̃2(0, y2, 0) = r2 + d5y2 = δ y2,

de donde r̃2(ŷ) = 0, y
eT1 Ã

2
2f̃

+(ŷ) = d5s2 − d2r2 = −δ µ.

En consecuencia, siempre que δµ ̸= 0, el origen satisface las condiciones de cúspide en ambos
lados de Σ̃ y, por tanto, ŷ es una singularidad cúspide–cúspide del sistema (2.6). En los casos
degenerados δµ = 0 estas condiciones se anulan y la tangencia pierde el carácter cúspide
(requiriendo un tratamiento separado).
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Notemos que sucede algo interesante en las columnas 1 y 3 (de izquierda a derecha);
al variar el parámetro δ, tenemos distintos comportamientos de dos pseudo-equilibrios. En la
columna uno, vemos que los pseudo-equilibrios no admisibles se vuelven frontera y luego entran
en la dinámica del campo deslizante. En la tercera, podemos ver como los equilibrios virtuales
del sistema colisionan con la frontera de Σ̃as, volviéndolos pseudo-equilibrios admisibles. A
este tipo de fenómeno se le llama bifurcación de equilibrio frontera, al primero se le llama
silla-nodo y al segundo, persistencia.

Con esto, enunciamos lo siguiente

Proposición 3. El sistema (2.6) presenta una doble bifurcación de equilibrios frontera en
uno de los siguientes dos escenarios:

Doble persistencia: Si µ > 0, para δ < 0 los equilibrios p1 y p2 del sistema son
admisibles. Estos equilibrios se convierten en equilibrios frontera cuando δ = 0 y para
δ > 0 se convierten en dos pseudo-equilibrios q2, q3 en el campo deslizante.

Doble silla-nodo: Si µ < 0, para δ < 0 los equilibrios p1 y p2 del sistema son virtuales.
Estos equilibrios se convierten en equilibrios frontera cuando δ = 0 y para δ > 0 se
convierten en dos pseudo-equilibrios q2, q3 en el campo deslizante.

Con el propósito de organizar los elementos identificados en el ejemplo anterior, a con-
tinuación se muestra una tabla que resume las propiedades más relevantes del sistema en
función del signo de los parámetros involucrados. Esta información permitirá reconocer, de
manera inmediata, cuántos pseudo-equilibrios admite el campo deslizante y en qué región de
la superficie de discontinuidad se localizan.

Parámetro Condición Comportamiento

δµ δµ < 0 p1 y p2 admisibles

δµ > 0 p1 y p2 virtuales

δ δ < 0 1 pseudo-equilibrio admisible y 2 virtuales

δ = 0 2 equilibrios frontera y 1 pseudo-equilibrio

δ > 0 3 pseudo-equilibrios admisibles

µ µ > 0 pseudo-equilibrios en Σrs

µ < 0 pseudo-equilibrios en Σas

Cuadro 2.1: Resumen del número y tipo de pseudo-equilibrios del campo deslizante según el
signo de los parámetros de control del ejemplo.
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Caṕıtulo 3

Bifurcaciones en una singularidad
de doble tangencia

En este caṕıtulo se estudian las bifurcaciones asociadas a una singularidad de doble tan-
gencia en la forma normal obtenida en el Caṕıtulo 2. El punto de partida es la bifurcación
pseudo-Hopf, en la que la ruptura del antiparalelismo de los campos laterales produce la
creación de un ciclo ĺımite de cruce. A partir de la construcción expĺıcita del mapeo de Poin-
caré asociado y de una reducción sobre la variedad central, se obtienen condiciones en los
coeficientes de la forma normal, expresadas en términos de escalares como Λ, α1 y β2, que
determinan la existencia, estabilidad y tipo (nodo, foco o silla) del ciclo ĺımite de cruce. En la
segunda parte del caṕıtulo se analizan las bifurcaciones estacionarias en el campo deslizante
regularizado, que aparecen como componentes de las bifurcaciones compuestas y controlan la
creación, destrucción o colisión de pseudo–equilibrios. En conjunto, estos resultados propor-
cionan un criterio sistemático para distinguir entre la bifurcación pseudo–Hopf y las distintas
bifurcaciones compuestas que se ilustrarán en el Caṕıtulo 4.

3.1. La bifurcación pseudo-Hopf

En sistemas dinámicos suaves, la bifurcación de Hopf es un fenómeno bien conocido que
describe la aparición o desaparición de ciclos ĺımite debido a la interacción de valores propios
complejos que cruzan el eje imaginario, alterando la estabilidad del punto de equilibrio.

Para los sistemas Filippov, los autores en [6] llamaron bifurcación pseudo-Hopf a aquella
que ocurre cuando un pseudo-equilibrio pierde estabilidad y aparece o desaparece un ciclo
ĺımite de cruce como consecuencia. En la Figura 3.1 se ilustra un ciclo ĺımite de cruce.

Para que suceda esta bifurcación, necesitaremos que el sistema (1.1)

ẋ = f(x) =

{
f−(x) = A1x+ b1, si σ(x) < 0

f+(x) = A2x+ b2, si σ(x) > 0
(3.1)

satisfaga la siguiente hipótesis,

29
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Figura 3.1: Ciclo ĺımite de cruce (rojo)

(H2H2H2) Existe un parámetro ε tal que para el valor cŕıtico ε = ε0, los campos vectoriales
f∓(x, ε) satisfacen que f+(x̂, ε0)− kf−(x̂, ε0) = 0, con k < 0.

Bajo la hipótesis (H2), los campos vectoriales f̃∓(x, ε) son antiparalelos en la singularidad
de Teixeira cuando el parámetro de bifurcación toma el valor cŕıtico ε = ε0. En [1, 2, 5] los
autores probaron que esta condición es necesaria para la creación de un ciclo ĺımite de cruce
cuando el parámetro se aleja de ε0. En la forma normal (2.2), tenemos

f̃+(0, ε0)− kf̃−(0, ε0) = 0, k < 0,

es decir,
s2(ε0)− kr1(ε0) = 0 y r2(ε0)− ks1(ε0) = 0.

Consideremos, sin pérdida de generalidad a k = r2(ε0)
s1(ε0)

, entonces

f̃−(0, ε0) =

 0
r1(ε0)
s1(ε0)

 y f̃+(0, ε0) =

 0
r1(ε0)r2(ε0)

s1(ε0)

r2(ε0)


Esto es, vamos a romper el antiparalelismo de los campos vectoriales si perturbamos sus

partes constantes en la forma normal (2.2). Para eso, vamos a considerar el desdoblamiento



3.1 La bifurcación pseudo-Hopf 31

ẏ =



 0 1 0

c1 c2 c3

c4 c5 c6

 y +

 0

r1

s1 + µ

 y1 < 0,

 0 0 1

d1 d2 d3

d4 d5 d6

 y +


0
r1r2
s1

r2 + µ

 y1 > 0,

(3.2)

En el siguiente teorema, vamos a abordar la bifurcación pseudo-Hopf. (ver [9])

Teorema 3.1 (Teorema de la bifurcación pseudo-Hopf). Consideremos el desdoblamiento
(3.2). Si r1 > 0, r2 < 0 y s1 > 0, entonces, para µ suficientemente pequeña con µΛ > 0, el
sistema (3.2) tiene un ciclo ĺımite de cruce. Si α1 > 0 (< 0) y Λ > 0 el ciclo ĺımite de cruce
es estable (inestable), de tipo foco si β2 < 0 o de tipo nodo si β2 > 0. Si Λ < 0, el ciclo ĺımite
de cruce es de tipo silla, donde

Λ =
(c4 + c5c6)r

2
1r

2
2 + r1r2γ1s1 − γ2s

2
1 + γ3s

3
1 + (d1 + d2d3)s

4
1

3r31r
2
2s1

,

α1 =
c3r2s1 + (s1(3d2 + 2d6)− r2(2c2 + 3c6))r1 − d5r

2
1

3r21r2
,

β2 = α2
1 − 8Λ,

con

γ1 = (c2 − c6)d5r1 − (c1 + c3c5 − c26)r2,

γ2 = d2d5r
2
1 + (c2d2 − 2c3d5 + c6d6)r1r2 + c3c6r

2
2,

γ3 = (d22 − d4 − d3d5)r1 + c3(d6 − d2)r2.

Demostración. Consideremos el mapeo de Poincaré dado por la composición de los mapeos
de medio retorno ϕ− y ϕ+ (véase el Apéndice B para las expresiones de dichos mapeos y los
detalles sobre su construcción). Esto es, P : {Σ̃ : u, v < 0} → {Σ̃ : u, v < 0} dado por

P(u, v, µ) = ϕ+(ϕ−(u, v, µ)) =

(
P1(u, v, µ)
P2(u, v, µ)

)
donde

P1(u, v, µ) =

(
3r2s1 + µ(4r2 − s1)

s1(r2 + µ)

)
u− 2r1r2

s1(r2 + µ)
v +O(|u, v|2),

P2(u, v, µ) =
2(s1 + µ)u

r1
− v +O(|u, v|2).
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Los puntos fijos (u, v) de este mapeo están dados por

P(u, v, µ) = (u, v)T o

{
P1(u, v, µ) = u,
P2(u, v, µ) = v.

(3.3)

Para resolver el sistema anterior, definimos las funciones

H1(u, v, µ) = P1(u, v, µ)− u,

y
H2(u, v, µ) = P1(u, v, µ)− v.

Aśı, resolver (3.3) es equivalente a resolver H1(u, v, µ) = 0 y H2(u, v, µ) = 0. Primeramen-
te, observemos que

H1(0, 0, 0) = 0 y
∂H1

∂v
(0, 0, 0) = −2r1

s1
,

entonces, por el teorema de la función impĺıcita, existe una función G(u, µ) tal que
H1(u,G(u, µ), µ) = 0 en una vecindad de (0, 0, 0). Esta función está dada por

v = G(u, µ) = a1µu+ a2µu
2 +O(|u|3), (3.4)

donde

a1µ =
r2(s1 + 2µ)− s1µ

r1r2
,

a2µ =
r2s1(d5r

2
1 + (d6s1 − c2r2)r1 − c3r2s1)

3r31r2
.

Ahora, sustituimos (3.4) en H2 y obtenemos

H2(u,G(u, µ), µ) = − 2u

135r81r
4
2

H0(u, µ),

donde
H0(u, µ) = 135r71r

3
2(r2 − s1)µ+R1uµ+R2u

2 +O(|u|3).

Observemos que H0(0, 0) = 0 en una vecindad de (0, 0) y
∂H0

∂µ
(0, 0) = 135r71r

3
2(r2 − s1),

por lo que, nuevamente, por el teorema de la función impĺıcita existe una función

µ = m(u) = K2u
2 +K3u

3 +K4u
4 +O(|u|5), (3.5)

donde

K2 =

(
r2s1
r2 − s1

)
Λ,

K3 = −2

3

c2r1 + c3s1
r21

K2,
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tal que H0(u,m(u)) = 0 en una vecindad de (0, 0) y H2(u,G(u,m(u)),m(u)) = 0 en una
vecindad de (0, 0, 0). Como r2 < 0 y s1 > 0 entonces para cada µ suficientemente pequeña
con µΛ > 0, existe una u < 0 tal que

P(u, g(u),m(u)) = (u, g(u))T,

esto es, hemos encontrado un ciclo ĺımite de cruce. Finalmente, para determinar la esta-
bilidad de dicho ciclo ĺımite de cruce, necesitamos calcular los valores propios de la matriz
Jacobiana de P(u, g(u),m(u)), los cuales están dados por

λ1,2 = 1 + α1u+ α2u
2 +O(|u|3)±

√
(β2u2 +O(|u|3)

donde

β2 = α2
1 − 8Λ,

α2 =
1

2
kα1 − 4Λ,

con

k =
−2d5r1 − 6(c2 + c6)r2 + (6d2 + 4d6)s1

3r1r2
.

Entonces, como u < 0, si α1u > 0 (α1 < 0) y Λ > 0, el ciclo ĺımite de cruce es estable
(inestable) de tipo nodo si α2

1 > 8Λ o de tipo foco si α2
1 < 8Λ. Si Λ < 0, el ciclo ĺımite de

cruce es de tipo silla. ■

Corolario 3 (Bifurcación pseudo-Hopf degenerada). Consideremos nuevamente el desdobla-
miento (3.2) y supongamos que Λ = 0 y K4 ̸= 0. Si r1 > 0, r2 < 0 y s1 > 0, entonces para µ
suficientemente pequeña con µK4 > 0, el sistema (3.2) tiene un ciclo ĺımite de cruce.

3.2. Bifurcaciones estacionarias en el campo deslizante regu-
larizado

En [10], los autores nombraron como bifurcación compuesta a aquella en la que sucede una
bifurcación de ciclo ĺımite de cruce y una bifurcación transcŕıtica deslizante, la cual ocurre en
el campo deslizante regularizado. El término “compuesto” hace referencia al hecho de que la
bifurcación ocurre gracias a dos bifurcaciones que ocurren al mismo tiempo, por lo que tiene
sentido hablar de una bifurcación compuesta que involucra a una bifurcación con un ciclo
ĺımite de cruce y una bifurcación estacionaria en el campo deslizante regularizado.
En el art́ıculo antes mencionado, los autores se dedican solamente al caso genérico, pues
considerar una bifurcación estacionaria en el campo deslizante regularizado implica calcular
una condición adicional no-genérica. Notemos que una bifurcación silla-nodo en el campo
deslizante regularizado no es posible, pues el origen siempre es un equilibrio de dicho campo.
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En este trabajo, para mostrar que la ocurrencia de las bifurcaciones trinche y transcŕıtica,
consideremos el desdoblamiento (3.2):

ẏ =

{
f̃−(y, µ) = Ã1y + b̃1(µ), y1 < 0,

f̃+(y, µ) = Ã2y + b̃2(µ), y1 > 0,

con

Ã1 =

 0 1 0
c1 c2 c3
c4 c5 c6

 , Ã2 =

 0 0 1
d1 d2 d3
d4 d5 d6

 ,

b̃1(µ) =

 0
r1

s1 + µ

 , b̃2(µ) =


0
r1r2
s1

r2 + µ

 .

El plano de conmutación es

Σ̃ = {y ∈ R3 | y1 = 0},

y el vector normal es n = e1 = (1, 0, 0)T. El método convexo de Filippov nos dice que

f̃s(y) =
(eT1 f̃

−(y))f̃+(y)− (eT1 f̃
+(y))f̃−(y)

eT1 (f̃
−(y)− f̃+(y))

, y ∈ Σ̃.

El campo deslizante regularizado f̃r es el numerador:

f̃r(y) = (eT1 f̃
−(y))f̃+(y)− (eT1 f̃

+(y))f̃−(y).

En este escenario, el primer componente de f̃− y f̃+ (es decir, eT1 f̃
±) es sencillo:

eT1 f̃
−(y) = y2, eT1 f̃

+(y) = y3,

porque la primera fila de Ã1 y Ã2 es (0, 1, 0) y (0, 0, 1), respectivamente, y la primera compo-
nente de b̃1(µ) y b̃2(µ) es cero.

Por tanto,
f̃r(y) = y2f̃

+(y)− y3f̃
−(y).

Ahora, si evaluamos el campo f̃r sobre el plano Σ̃, es decir, imponiendo y1 = 0. Escribimos,
separando los componentes:

f̃−(y)
∣∣
y1=0

=

f
−
1 (y)

f−2 (y)

f−3 (y)

 =

 y2

c2y2 + c3y3 + r1

c5y2 + c6y3 + s1 + µ

 ,

f̃+(y, µ)
∣∣
y1=0

=

f
+
1 (y)

f+2 (y)

f+3 (y)

 =


y3

d2y2 + d3y3 +
r1r2
s1

d5y2 + d6y3 + r2 + µ

 .
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Entonces,

f̃r(y) = y2

f
+
1 (y)

f+2 (y)

f+3 (y)

− y3

f
−
1 (y)

f−2 (y)

f−3 (y)

 .

El primer componente no nos interesa (pues corresponde a la dinámica transversal en Σ̃).
Nos centramos en el segundo y tercer componente.

fr,2(y) = y2f
+
2 (y)− y3f

−
2 (y), fr,3(y) = y2f

+
3 (y)− y3f

−
3 (y).

Sustituyendo:

fr,2(y) = y2
(
d2y2 + d3y3 +

r1r2
s1

)
− y3

(
c2y2 + c3y3 + r1

)
= d2y

2
2 + (d3 − c2)y2y3 − c3y

2
3︸ ︷︷ ︸

parte no lineal

+
(
r1r2
s1
y2 − r1y3

)
︸ ︷︷ ︸

parte lineal

,

fr,3(y) = y2
(
d5y2 + d6y3 + r2 + µ

)
− y3

(
c5y2 + c6y3 + s1 + µ

)
= d5y

2
2 + (d6 − c5)y2y3 − c6y

2
3︸ ︷︷ ︸

parte no lineal

+
(
(r2 + µ)y2 − (s1 + µ)y3

)
︸ ︷︷ ︸

parte lineal

.

Aśı, podemos escribir al campo deslizante regularizado de la siguiente manera:

f̃r(y, µ) = L(µ)y + f2(y2, y3), (3.6)

donde

L(µ) =

( r1r2
s1

−r1
r2 + µ −(s1 + µ)

)
,

y el término no lineal está dado por

f2(y2, y3) =

(
d2y

2
2 + (d3 − c2)y2y3 − c3y

2
3

d5y
2
2 + (d6 − c5)y2y3 − c6y

2
3

)
.

Ahora, observemos que el determinante de la matriz L(µ) es

det(L(µ)) =
µr1(s1 − r2)

s1
.

Por la condición de Teixeira invisible-invisible, se tiene que r1 > 0 y r2 < 0, por tanto, la
desigualdad s1 − r2 > 0 se cumple. Se sigue que el determinante se anula si y solamente si
µ = 0. Notemos que para y0 = (0, 0)T y µ = 0 se tiene que f̃r(y0, 0) = 0.

Para µ = 0 escribimos L0 = L(0). Su polinomio caracteŕıstico es

p(λ) = det(λI − L0)

= det

(
λ− r1r2

s1
r1

−r2 λ+ s1

)
= λ2 + λ

(
s1 − r1r2

s1

)
,
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de modo que

λ0 = 0, λ1 =
r1r2 − s21

s1
,

con
r1r2 − s21

s1
< 0.

Para encontrar un vector propio asociado a λ0 = 0 resolvemos

L0ω0 = 0.

Escribiendo ω0 = (ω11, ω12)
T, el sistema lineal se puede expresar como(r1r2

s1
−r1

r2 −s1

)(
ω11

ω12

)
=

(
0

0

)
.

De la segunda fila se obtiene r2ω11 − s1ω12 = 0, y por tanto

ω11 =
s1
r2
ω12.

Tomando ω12 = 1 se puede elegir

ω0 =

(s1
r2
1

)
.

De manera análoga, para λ1 consideramos

(L0 − λ1I)ω1 = 0.

Una verificación directa muestra que

ω1 =

(r1
s1
1

)

es un vector propio asociado a λ1.

De esta manera, tenemos que el subespacio central Ec y el subespacio estable Es están
generados de la siguiente manera:

Ec = span{ω0}, Es = span{ω1}.

Ahora, vamos a calcular la dinámica que gobierna a la variedad central tangente a Ec en el
punto y0 siguiendo el teorema 3 del Apéndice A. Primero, expresamos (3.6) en forma extendida
considerando al parámetro µ como una variable de estado, es decir,ẏ2µ̇

ẏ3

 =

 r1r2
s1

0 −r1
0 0 0
r2 0 −s1

y2µ
y3

+

 f21(y2, y3)
0

f22(y2, µ, y3)


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donde

f21(y2, y3) = d2y
2
2 + (d3 − c2)y2y3 − c3y

2
3,

f22(y2, µ, y3) = µ(y2 − y3) + d5y
2
2 + (d6 − c5)y2y3 − c6y

2
3.

Notemos que este sistema no está en forma de Jordan. Para tomarlo en la forma deseada,
simplemente consideremos el término µ(y2 − y3) como un término no lineal en el sistema
(3.6); entonces, tenemos el sistema

ẏ = L0y + f2(y2, µ, y3), (3.7)

donde

f2(y2, µ, y3) =

(
f21(y2, y3)
f22(y2, u, y3)

)
.

El sistema (3.7) es llevado a forma de Jordan bajo el cambio de coordenadas

φ = P−1y

donde P = (ω0 ω1) y φ = (φ1, φ2)
T, obteniendo el siguiente sistema extendido en su

forma de Jordan: φ̇1

µ̇
φ̇2

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 λ1

φ1

µ
φ2

+

eT1P−1f2(φ1, µ, φ2)
0

eT2P
−1f2(φ1, µ, φ2)

 (3.8)

donde

λ1 =
r1r2 − s21

s1
,

y

f2(φ1, µ, φ2) =

(
f21(e

T
1Pφ, e

T
2 Pφ)

f22(e
T
1Pφ, µ, e

T
2 Pφ)

)
.

Supongamos que
φ2 = ℓ(φ1, µ) = aφ2

1 + bφ1µ+ cµ2. (3.9)

Derivando (3.9) con respecto a φ1 implica que la ecuación de la variedad central está dada
por

N (ℓ(φ1, µ)) = (2aφ1+bµ)e
T
1P

−1f2 (φ1, µ, ℓ(φ1, µ))−
(
λ0ℓ(φ1, µ) + eT2P

−1f2 (φ1, µ, ℓ(φ1, µ))
)
= 0.

Igualando los coeficientes de cada potencia de φ1 a cero, obtenemos que

a =
c3r

3
2s

2
1 + (c2 − c6 − d3)r

2
2s

3
1 + (d6 − c5 − d2)r2s

4
1 + d5s

5
1

λ20s
2
1r

2
2

,

b =
s31(s1 − r2)

λ20s
2
1r2

,

c = 0.
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Ahora, si sustituimos (3.9) en la primera ecuación de (3.8), obtenemos la dinámica en la
variedad central, la cual enunciamos en el siguiente lema. Además, en la Figura 3.2 se ilustra
la descomposición en subespacios invariantes asociada al análisis local y la geometŕıa de la
variedad central W c

loc.

y2

y3

Ec = ⟨ω0⟩
Es = ⟨ω1⟩

W c
loc

Figura 3.2: Subespacios del sistema y la variedad central

Lema 2. La dinámica de (3.6) restringida a la varidad central, para φ1 suficientemente
pequeña, está dada por el siguiente campo vectorial unidimensional:

φ̇1 = µa1φ1 + a2φ
2
1 + a3φ

3
1 +O(|φ1|4),

donde

a1 =
r1(s1 − r2)

λ1s1
,

a2 =
ψ1 − ψ2

λ1s1r2
,

a3 =

(
s1ψ3 − c3r

3
2

)
ψ4

λ31s
2
1r

2
2

,

con

ψ1 = (d5r1 + (c2 − d3)r2) s
2
1 − d2s

3
1,

ψ2 = c6r1r
2
2 − r2 (c3r2 + (d6 − c5)r1) s1,

ψ3 = (d3 − c2 + c6)r
2
2 + (c5 + d2 − d6)r2s1 − d5s

2
1,

ψ4 = (c5 − d6)r
2
1r2 + r1((d3 − c2 + 2c6)r2 − 2d5r1)s1
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+ ((c5 + 2d2 − d6)r1 − 2c3r2)s
2
1 + (d3 − c2)s

3
1.

Notemos que a1 < 0. Ahora, siguiendo el teorema A.5 del apéndice A, tenemos que

(i) El sistema (3.6) sufre una bifurcación trasncŕıtica en y0 cuando el parámetro µ = 0 si
a2 ̸= 0.

(ii) El sistema (3.6) sufre una bifurcación trinche en y0 cuando el parámetro µ cruza el valor
critico µ = 0 si a2 = 0 y a3 ̸= 0.

Estos últimos enunciados nos permiten establecer el siguiente resultado:

Proposición 4. Los siguientes enunciados se cumplen.

(i) El sistema (3.2) sufre una bifurcación compuesta I (CB I)1 si se satisfacen las hipótesis
del teorema 3.1 con a2 ̸= 0

(ii) El sistema (3.2) sufre una bifurcación compuesta II (CB II) si se satisfacen las hipótesis
del teorema 3.1 con a2 = 0 y a3 ̸= 0.

Por lo tanto,en el sistema (3.2) puede ocurrir la bifurcación compuesta de dos maneras: (i)
cuando un pseudo-equilibrio cruza la singularidad de Teixeira en una bifurcación transcŕıtica
y (ii) cuando dos pseudo-equilibrios se destruyen o nacen como resultado de una bifurcación
trinche.
El hecho de que la variedad central es tangente al vector propio ω0 asegura que los pseudo-
equilibrios están localizados en la región deslizante, al menos, localmente.

1Las siglas vienen del inglés, compound bifurcation.
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Caṕıtulo 4

Familias Representativas

En este caṕıtulo se presentan familias concretas de sistemas Filippov en R3 que realizan
los distintos escenarios de bifurcación descritos en el Caṕıtulo 3. La primera familia, dada por
(4.1), está construida en la forma normal y depende de un conjunto reducido de parámetros
que permite observar, según las relaciones entre ellos, una bifurcación compuesta de tipo I
(CB I), una bifurcación compuesta de tipo II (CB II) y un régimen en el que no ocurre
bifurcación compuesta, ilustrando el papel de los escalares Λ, K2, K3 y K4 en la dinámica
local. La segunda familia se elige de manera que no presente bifurcaciones compuestas, aun
cuando admite un ciclo ĺımite de cruce, y sirve para mostrar que las condiciones obtenidas en
el Caṕıtulo 3 son, en efecto, necesarias. Con el fin de facilitar la ilustración de los ciclos ĺımite,
en ambos casos se construyó de forma que no existan equilibrios en los campos laterales, se
analiza el campo deslizante regularizado asociado y se incluyen simulaciones numéricas que
ilustran la dinámica cerca de la singularidad de doble tangencia.

4.1. Una familia con CB I, CB II y sin CB

Consideremos la siguiente familia de sistemas Filippov en R3

ẏ =



 0 1 0

0 0 0

δ1 0 η

 y +

 0

r1

r1 + µ

 , si y1 < 0

 0 0 1

δ2 0 ρ

0 0 0

 y +

 0

r2

r2 + µ

 , si y1 > 0

(4.1)

con r1 > 0 y r2 < 0.
Veamos que el sistema (4.1) no presenta equilibrios en ningún lado del plano de conmutación;
en efecto, consideremos a la matriz

41
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Ã1 =

 0 1 0
0 0 0
δ1 0 η

 .

Notemos que la segunda fila de Ã1 es una fila de ceros, la cual no aporta nada al rango de
la matriz. Ahora, veamos que las filas 1 y 3 son linealmente independientes:

Supongamos que
α1(0, 1, 0) + α2(δ1, 0, η) = 0,

esto nos da las ecuaciones

α1 · 0 + α2 · δ1 = 0,

α1 · 1 + α2 · 0 = 0,

α1 · 0 + α2 · η = 0.

De la segunda ecuación se tiene que α1 = 0 y de la primera y tercer ecuación se si-
gue que α2δ1 = 0 y α2η = 0, por lo que se tiene que α2 = 0, o bien, que δ1 = η = 0. Aśı, si
δ1 ̸= 0 o η ̸= 0 tenemos que rango(Ã1) = 2. En otro caso, si δ1 = η = 0 entonces rango(Ã1) = 1

Ahora, consideremos a la matriz aumentada

[Ã1 | b̃1] =

 0 1 0 0
0 0 0 r1
δ1 0 η r1 + µ

 .

Es claro que las filas 1 y 3 son linealmente independientes, además, veamos que la fila 2
es distinta de cero (pues r1 > 0) y que no es posible conseguirla mediante una combinación
lineal de las otras dos. Por tanto, tenemos que rango([Ã1 | b̃1]) = 3.

Aśı, como rango(Ã1) < rango([Ã1 | b̃1]), por el teorema de Rouché-Frobenius, se tiene que
el sistema es incompatible, por lo que el campo f− no tiene ningún equilibrio.

Similarmente, para el campo f+, consideremos a la matriz

Ã2 =

 0 0 1
δ2 0 ρ
0 0 0

 .

La fila 3 es una fila de ceros, por lo que no aporta al rango de la matriz. Veamos que

Si δ2 = 0, entonces la segunda fila es combinación lineal de la primera fila, o bien, es
una fila de ceros (si ρ = 0). Es decir, en este caso se tiene que rango(A2) = 1
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Si δ2 ̸= 0, entonces la primera y segunda fila son linealmente independientes (sin impor-
tar el valor de ρ), por lo que tenemos rango(A2) = 2.

Ahora, para la matriz aumentada

[Ã2 | b̃2] =

 0 0 1 0
δ2 0 ρ r2
0 0 0 r2 + µ

 .

Notemos que la fila 3 es linealmente independiente y no es una fila de ceros (pues r2 < 0)
y que la primera y segunda fila son linealmente independientes. Aśı, rango([A2 | b2]) = 3.

En conclusión, se tiene que rango(A2) < rango([A2 | b2]), por lo que, por el teorema de
Rouché-Frobenius, el sistema es incompatible y aśı el campo f+ no tiene ningún equilibrio.

Por otro lado, notemos que el sistema (4.1) genera al siguiente campo deslizante regulari-
zado sobre Σ̃: (

ẏ2
ẏ3

)
=

(
ρy2y3 + r2y2 − r1y3

−ηy23 + (r2 + µ)y2 − (r1 + µ)y3

)
(4.2)

de donde se obtienen los coeficientes:

a1 = −1,

a2 =
r2η + r1ρ

r1 − r2
,

a3 = −r1(η + ρ)(2r2η + (r1 + r2)ρ)

(r1 − r2)3
.

los cuales nos serán de utilidad para determinar si ocurre una bifurcación en este campo y
que tipo de bifurcación es.

Ahora, en esta familia de sistemas, la expresión de la curva de puntos fijos:

µ = m(u) = K2u
2 +K4u

4 +O(|u|5).

donde

K2 =

(
r2r1
r2 − r1

)
Λ,

K4 =
5r31δ2

(
2r22δ1 − r1(r1 − 3r2)δ2

)
+ r22

(
(6r1 − r2)r

2
2δ1 + 5r21(2r1 + r2)δ2

)
η2 + (6r1 − r2)r

4
2η

4

45 r31(r1 − r2)2r32
,

con

Λ =
1

3

(
δ2
r22

+
δ1 + η2

r21

)
.

Los valores propios de la matriz Jacobiana de la expansión de Taylor hasta grado 5 de
P(u, g(u),m(u)) están dados por

λ1,2 = 1 + α1u+ α2u
2 + α3u

3 + α4u
4 + α5u

5 +O(|u|6)±
√

(β2u2 + β3u3 + β4u4 +O(|u|5),
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donde

α1 = − η

r1
,

α2 = − 1

3r21r
2
2

(
α20 + α21η

2
)
,

α3 =
2η

3r31r
2
2

(
α30 + α31η

2
)
,

α4 =
1

45r41(r1 − r2)r42

(
α40 + α41η

2 + α42η
4
)
,

α5 =
4η

45r51(r1 − r2)r42

(
α50 + α51η

2 + α52η
4
)
,

β2 = − 1

3r21r
2
2

(
β20 + β21η

2
)
,

β3 =
2η

3r31r
2
2

(
β30 + β31η

2
)
,

β4 =
1

45r41(r1 − r2)r32

(
β40 + β41η

2 + β42η
4
)
.

con

α20 = 4(r21δ2 + r22δ1), α21 = r22

α30 = 2(r21δ2 + r22δ1), α31 = r22

α40 = −20r1
(
−r22δ1 + r21δ2

)(
2r21δ2 − r2(r2δ1 + 3r1δ2)

)
α41 = 4r32

(
−13r1r2δ1 + 8r22δ1 + 5r21δ2

)
, α42 = 17r42(r2 − r1)

α50 = 5r1
(
δ21r

4
2 + 15δ1δ2r

2
1r

2
2 − 15δ1δ2r1r

3
2 + 2δ22r

4
1 − 3δ22r

3
1r2
)

α51 = r22
(
−4δ1r1r

2
2 + 9δ1r

3
2 + 70δ2r

3
1 − 75δ2r

2
1r2
)
, α52 = 9r42(r2 − r1)

β20 = 8(r22δ1 + r21δ2), β21 = 5r22

β30 = β20, β31 = β21

β40 = 40
(
(r1 − 2r2)r

3
2δ

2
1 + 7r21(r1 − r2)r2δ1δ2 + r41δ

2
2

)
β41 = 8r2

(
−23r1r

2
2δ1 + 18r32δ1 − 10r31δ2 + 15r21r2δ2

)
, β42 = 119r32(r2 − r1)

Observación 7. Notemos que el producto de los valores propios es

λ1λ2 = 1− 2u η

r1
+

2u2η
(
4r21δ2 + r22 (4δ1 + η (3r1 + 2η))

)
3r31r

2
2

+O(|η, u|3).
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Haciendo η = 0 tenemos que λ1λ2 = 1, además, se sigue que α1 = 0, por lo que los valores
propios se reducen a

λ1,2 = 1− 4Λu2 +O(|u|3)±
√

−8Λu2 +O(|u|3),

= 1±
√
−8Λu− 4Λu2 +O(|u|3).

De estas relaciones, podemos concluir

Si Λ < 0, el ciclo ĺımite de cruce es tipo silla,

Si Λ > 0, el ciclo ĺımite de cruce es tipo foco no hiperbólico.

Veamos la veracidad de la segunda afirmación. En efecto; si el ciclo ĺımite es de tipo foco,
esto implica que λ1, λ2 ∈ C, por tanto

λ1λ2 = α2 + β2 = |λ1,2|2.

Aśı,
|λ1,2| = 1

lo que demuestra la no hiperbolicidad.

Si en esta familia consideramos

δ2 =
−r22

(
δ1 + η2

)
r21

, δ1 ̸= −η2 y δ1 ̸= −3

5
η2

se sigue que Λ = K2 = K3 = 0, por lo que se tiene

K4 =
−r2

(
δ1 + η2

) (
5δ1 + 3η2

)
15r31 (r1 − r2)

̸= 0

y la curva de puntos fijos tiene la expresión

µ = K4u
4 +O(|u|5).

Con esto, de acuerdo al Corolario 3, la familia presenta una bifurcación pseudo-Hopf
degenerada.

Caso I: Bifurcaciones del campo deslizante regularizado.

BCR I. Si consideramos a η ̸= −r1
r2
ρ, el sistema (4.1) sufre una bifurcación transcŕıtica

en y0 cuando µ = 0. Los equilibrios para este sistema son y0 y los puntos

p1 =

(
r22η + r2(r1 − µ)ρ+ 2r1µρ− r2

√
Ω

2(r2 + µ)ρ2
,
−r2η − (r1 + µ)ρ+

√
Ω

2ηρ

)
,

p2 =

(
r22η + r2(r1 − µ)ρ+ 2r1µρ+ r2

√
Ω

2(r2 + µ)ρ2
,−r2η + (r1 + µ)ρ+

√
Ω

2ηρ

)
,



46 Familias Representativas

donde Ω = 4(r1 − r2)ηµρ+ (r2η + (r1 + µ)ρ)2.
Necesitamos encontrar cual de estos dos equilibrios es el que colisiona en y0, lo cual dará paso
a la bifurcación que estamos buscando. Para esto, veamos lo siguiente; tomando µ = 0, el
discriminante se reduce a

Ω = (r2η + r1ρ)
2.

Si r2η + r1ρ > 0, tenemos que sustituyendo Ω en p1,2, tenemos para p1

p1
∣∣
µ=0

=

(
r22η + r1r2ρ− r2(r2η + r1ρ)

2r2ρ2
,
−r2η + r1ρ− (r2η + r1ρ)

2ηρ

)
= (0, 0).

Similarmente, para el punto p2 se tiene que

p2
∣∣
µ=0

=

(
r22η + r1r2ρ+ r2(r2η + r1ρ)

2r2ρ2
,
−r2η + r1ρ+ (r2η + r1ρ)

2ηρ

)
=

(
r2η + r1ρ

ρ2
,−r1

η
− r2
ρ

)
.

Si r2η + r1ρ < 0, tenemos que sustituyendo Ω en p1,2, tenemos para p2

p2
∣∣
µ=0

=

(
r22η + r1r2ρ+ r2(r2η + r1ρ)

2r2ρ2
,
−r2η + r1ρ+ (r2η + r1ρ)

2ηρ

)
= (0, 0) .

Similarmente, para el punto p1 se tiene que

p1
∣∣
µ=0

=

(
r22η + r1r2ρ− r2(r2η + r1ρ)

2r2ρ2
,
−r2η + r1ρ− (r2η + r1ρ)

2ηρ

)
=

(
r2η + r1ρ

ρ2
,−r1

η
− r2
ρ

)
.

Ahora, analizaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio. La matriz Jacobiana del
sistema es

J(y2, y3) =

(
ρy3 + r2 ρy2 − r1
r2 + µ −2ηy3 − (r1 + µ)

)
,

y evaluándola en y0 = (0, 0), tenemos

J(0, 0) =

(
r2 r1

r2 + µ −r1 − µ

)
.

Para encontrar los valores propios, utilizaremos el polinomio caracteŕıstico de la matriz J ,
el cual

λ2 + (r1 + µ− r2)λ+ µ(r1 − r2) = 0.

de aqúı encontramos que λ1 = −µ y λ2 = µ(r1− r2). Recordemos que r1 > 0 y r2 < 0, por
lo que el término (r1 − r2) en el segundo valor propio es siempre positivo. Con esto, podemos
ver que

Para µ < 0
Se tiene que y0 es un punto silla, pues λ1 > 0 y λ2 < 0.
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Para µ = 0
Aqúı tenemos un equilibrio no hiperbólico pues λ1 = λ2 = 0.

Para µ > 0
De igual manera, se tiene un punto silla, pero ahora λ1 < 0 y λ2 > 0.

Ahora, analicemos el punto p1; de igual manera que en el equilibrio anterior, evaluamos
la matriz Jacobiana en las coordenadas del punto, aśı tenemos

J(p1) =

r2 + −r2 η−(r1+µ) ρ+
√
Ω

2 η −r1 +
r22 η+r2 (r1−µ) ρ+2 r1 µρ−r2

√
Ω

2 (r2+µ) ρ

r2 + µ −r1 − µ− −r2 η−(r1+µ) ρ+
√
Ω

ρ


de igual manera se tiene que Ω = 4(r1 − r2)ηµρ + (r2η + (r1 + µ)ρ)2. En la Figura 4.1 se
muestra una simulación para este caso cuando µ > 0 y Λ > 0.

(a) (b)

Figura 4.1: Simulación de BCR I tomando δ1 = δ2 = r1 = 1, r2 = ρ = −1, η = −0.5 y
µ = 0.15. En (a) podemos ver la evolución de dos soluciones del sistema, los puntos negros
representan las condiciones iniciales (−0.25, −0.1, −0.1) y (0.25, 0.1, 0.1), en (b) podemos
ver el ciclo ĺımite de cruce. Los puntos rojos denotan los pseudo-equilibrios del sistema.

Si en este caso, para los valores de los parámetros tomados en la simulación, pedimos que

δ2 = −1

4
− δ1, δ1 ̸= −1

4
y δ1 ̸= −3

8
,

tenemos que Λ = K2 = K3 = 0, en consecuencia,

K4 =
1

160
+
δ1
15

+
δ21
6

̸= 0,
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de modo que, visto como función de δ1, se trata de un polinomio cuadrático con coeficiente
principal positivo. Con un cálculo sencillo, vemos que las ráıces son

δ1 = −1

4
y δ1 = − 3

20
.

Como el coeficiente principal es positivo, la parábola abre hacia arriba y, por tanto,

K4(δ1)


< 0, si − 1

4
< δ1 < − 3

20
,

> 0, si δ1 < −1

4
o δ1 > − 3

20
.

Aśı, vemos que la ocurrencia de una bifurcación pseudo-Hopf degenerada es factible para
valores apropiados de µ.

BCR II. Considerando η = −
(
r1
r2

)
ρ, el campo (4.2) sufre una bifurcación trinche en y0

cuando µ = 0. Los puntos de equilibrio de este sistema son y0 y

p1,2 =

(
2r1µρ− r2µρ∓

√
Ψ

2 (r2 + µ) ρ2
,
r2µρ∓

√
Ψ

2r1ρ2

)

con Ψ = r2µ
(
−4r21 + 4r1r2 + r2µ

)
ρ2.

Para que los equilibrios existan, es necesario que Ψ > 0. Notemos que el término ρ2 no
depende de µ, por lo que no será necesario considerarlo en este análisis, además, el término
r2µ es positivo cuando µ es negativa y es negativo cuando µ es positiva. Con esto, haciendo
los cálculos encontramos que(

−4r21 + 4r1r2 + r2µ
)
> 0,

µ >

(
−4r21 + 4r1r2 + r2

)
r2

,

µ >
4r1(r1 − r2)

r2
.

Llamemos a este valor de la siguiente forma:

µ∗ =
4r1(r1 − r2)

r2
.

Ahora, veamos que

• Para µ < µ∗, no existen equilibrios reales además de y0.

• Para µ∗ < µ < 0, existen los equilibrios p1, p2 y son reales.

• Para µ = 0, los tres equilibrios y0, p1, p2 colapsan en el origen.

• Para µ > 0, los equilibrios p1 y p2 no son reales.
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Con esto, podemos ver que los equilibrios tienen sentido cuando µ ∈
[
4r1(r1 − r2)

r2
, 0

]
. La

matriz Jacobiana de este sistema es

J(y2, y3) =

ρy3 + r2 ρy2 − r1

r2 + µ
2r1y3ρ

r2
− r1 − µ

 .

En la Figura 4.2 se muestra una simulación para este caso con µ > 0 y Λ > 0.

Ahora, para los valores de los parámetros tomados en la simulación, si pedimos que

δ2 = −1− δ1, δ1 ̸= 1 y δ1 ̸= −3

5
,

tenemos que Λ = K2 = K3 = 0, en consecuencia,

K4 =
1

6
δ21 +

4

15
δ1 +

1

10
̸= 0,

de donde podemos calcular que sus ráıces son

δ1 = −1 y δ1 = −3

5
.

Como el coeficiente principal es positivo, la parábola abre hacia arriba y, por tanto,

K4(δ1)


< 0, si − 1 < δ1 < −3

5
,

> 0, si δ1 < −1 o δ1 > −3

5
.

Por el Corolario 3, en este escenario puede ocurrir un ciclo ĺımite de cruce.

(a) (b)

Figura 4.2: Simulación de BCR II tomando δ1 = δ2 = r1 = 1, r2 = ρ = η = −1 y µ = 0.1.
En (a) podemos ver la evolución de dos soluciones del sistema, los puntos negros representan
las condiciones iniciales (−0.25, −0.1, −0.1) y (0.25, 0.1, 0.1), en (b) podemos ver el ciclo
ĺımite de cruce. Los puntos rojos denotan los pseudo-equilibrios del sistema.
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Caso II: Sin bifurcación compuesta

En el caso en que η = ρ = 0, en el sistema (4.1) se cumple que a2 = a3 = 0, por lo que
no puede ocurrir una bifurcación estacionaria en el campo deslizante. Notemos además que el
único equilibrio del sistema es y0. En este escenario, tenemos que

Λ =
1

3

(
δ1
r21

+
δ2
r22

)
, β2 = −8

3

(
δ1
r21

+
δ2
r22

)
y K4 =

δ2
(
2r22δ1 − r1(r1 − 3r2)δ2

)
9(r1 − r2)2r32

,

por lo que si podemos hacer uso del teorema 3.1 para encontrar un ciclo ĺımite de cruce; sin
embargo, como α1 = 0, la estabilidad del ciclo ĺımite se verifica por lo visto en la Observación
7.

En la Figura 4.3 se muestra una simulación para este caso con µ > 0 y Λ > 0.

Ahora, para los valores de los parámetros tomados en la simulación, si pedimos que

δ2 = −δ1 y δ1 ̸= 0,

tenemos que Λ = K2 = K3 = 0, en consecuencia,

K4 =
1

6
δ21 .

En particular, K4(δ1) ≥ 0 para todo δ1 ∈ R y K4(δ1) > 0 siempre que δ1 ̸= 0, mientras que
K4(0) = 0. Por el Corolario 3, este escenario permite la aparición de un ciclo ĺımite de cruce
cuando µ > 0.

Figura 4.3: Simulación de Caso II tomando δ1 = δ2 = r1 = 1, r2 = −1, η = ρ = 0 y µ = 0.1.
En este caso, estamos observando un ciclo ĺımite de cruce del tipo foco no hiperbólico. En la
imagen de la derecha podemos ver como las órbitas del mapeo de Poincaré son centros.
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4.2. Una familia sin bifurcación compuesta

Ahora, vamos a considerar a la siguiente familia:

ẏ =



 0 1 0

c1 d3 0

c4 d6 0

 y +

 0

r1

s1 + µ

 , si y1 < 0,

 0 0 1

d1 0 c2

d4 0 c5

 y +


0
r1r2
s1

r2 + µ

 , si y1 > 0,

(4.3)

Mediante un análisis similar al hecho en la familia (4.1), es posible demostrar que el sistema
(4.3) no presenta equilibrios en ningún lado del plano de conmutación.

Por otro lado, el sistema (4.3) genera el siguiente campo deslizante

(
ẏ2
ẏ3

)
= L(µ)y =

( r1r2
s1

y2 − r1y3

(r2 + µ)y2 − (s1 + µ)y3

)
. (4.4)

el cual resulta ser lineal y satisface que a2 = a3 = 0.

Observación 8. Veamos que el único equilibrio para este campo es el origen, como era de
esperarse.

Ahora bien, la curva de puntos fijos es en este caso

µ = K2u
2 +K3u

3 +K4u
4 +O(|u|5),

donde

K2 =

(
r2s1
r2 − s1

)
Λ, K3 = −2

3

c2
r1

K2,

K4 =
1

135 r61r
3
2(r2 − s1)2

(
3c21r

2
1r

4
2s1(−4r2+9s1)+c

2
2r1r

2
2(r2−s1)

(
22c4r

2
1r

2
2+25s31(−d4r1+d1s1)

)
+3s31

(
−5c4r

2
1r

2
2(d4r1−2d1s1)+s

2
1(d4r1−d1s1)

(
c25r1(r2−s1)+d4r1(6r2−s1)+5d1s1(−3r2+s1)

))
+c1r1r

2
2

(
3c4r

2
1r

2
2(4r2−9s1)+s1

(
22c22r1r

2
2(−r2+s1)+15s21

(
d4r1(r2+s1)−d1s1(r2+2s1)

))))
.

con

Λ =
c4r

2
1r

2
2 − c1r1r

2
2s1 − d4r1s

3
1 + d1s

4
1

3r31r
2
2r1

.

Por lo que el sistema presenta un ciclo ĺımite de cruce si µΛ > 0.

Luego, los valores propios de la matriz Jacobiana de P son

λ1,2 = 1 + α1u+ α2u
2 +O(|u|3)±

√
β2u2 + β3u3 +O(|u|4),
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donde

α1 =
2(−c2r2 + c5r1)

3r1r2
,

α2 =
4
(
−c4r21r22 + c1r1r

2
2s1 + s31(d4r1 − d1s1)

)
3r31r

2
2s1

,

β2 = α2
1 − 8Λ,

β3 =
−6c4r2 + 4c5s1

3r1r2
β2.

Si en esta familia consideramos sin pérdida de generalidad

c4 =
c1r1r

2
2s1 + d4r1s

3
1 − d1s

4
1

r21r
2
2

,

se sigue que K2 = K3 = 0 . Por tanto, la expresión de la curva de puntos fijos es:

µ = K4u
4 +O(|u|5).

con

K4 =
s31 (d4 r1 − d1 s1)

(
(9c1 − c22) r1 r

2
2 + (c25 + 6d4) r1 s

2
1 − 15d1 s

3
1

)
45 r61 r

3
2 (r2 − s1)

Con esto, de acuerdo al Corolario 3, el sistema (4.3) presenta un ciclo ĺımite de cruce si
µK4 > 0. En la Figura 4.4 se muestra una simulación para esta famila.

Figura 4.4: Simulación de esta familia sin BC, tomando c1 = d4 = c2 = c5 = d3 = d6 = r2 =
−1, c4 = r1 = s1 = d1 = 1 y µ = −0.5. En este escenario, obtenemos un ciclo ĺımite de cruce
estable del tipo nodo.



Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo se estudió la dinámica local de sistemas Filippov en R3 que presentan
una singularidad de doble tangencia, con especial énfasis en los mecanismos de bifurcación
que involucran ciclos ĺımite de cruce y pseudo-equilibrios del campo deslizante. A partir de
un modelo lineal por pedazos con una única superficie de discontinuidad, se desarrolló un
marco anaĺıtico que permite describir, de manera sistemática, la aparición de la bifurcación
pseudo-Hopf y de bifurcaciones compuestas asociadas a la singularidad de doble tangencia,
aśı como acotar el número de pseudo-equilibrios admisibles.

En el Caṕıtulo 1 se fijaron las nociones básicas de sistemas Filippov en dimensión tres: la
descomposición del plano de conmutación en regiones de cruce y deslizamiento, la definición
del campo deslizante fs y del campo deslizante regularizado fr, aśı como la clasificación
de los puntos de tangencia y la caracterización de la singularidad de Teixeira como una
doble tangencia invisible-invisible. Estos preliminares permitieron formular el problema en
un lenguaje geométrico adecuado y precisar el papel de los pseudo-equilibrios y equilibrios
frontera en la dinámica sobre el plano de conmutación.

En el Caṕıtulo 2 se obtuvo una forma normal para sistemas Filippov con una singularidad
de doble tangencia que satisface una hipótesis natural de solución única. Mediante un difeo-
morfismo, se llevó el plano de conmutación al plano {y1 = 0} y se normalizaron los campos
laterales de manera que la doble tangencia quedara situada en el origen y las rectas de tangen-
cia coincidieran con los ejes coordenados. Esta forma normal hace expĺıcita la estructura lineal
por pedazos del sistema y permite describir de manera uniforme las regiones deslizantes y de
cruce. A partir de ella se dedujo una expresión expĺıcita del campo deslizante regularizado
en coordenadas (y2, y3), lo que permitió reducir el estudio de la dinámica sobre el plano de
conmutación al análisis de un sistema bidimensional de tipo cuadrático.

La naturaleza polinómica del campo deslizante regularizado posibilitó, además, aplicar una
versión real del Teorema de Bézout para acotar el número de pseudo-equilibrios. En efecto,
al escribir las componentes de fr como dos polinomios cuadráticos en (y2, y3), se mostró que,
bajo una hipótesis de no degeneración (ausencia de factores irreducibles comunes), el número
total de ceros en el plano complejo no excede cuatro. De este modo, se concluyó que, el
campo deslizante regularizado admite a lo más cuatro equilibrios y, por tanto, como máximo
tres pseudo-equilibrios distintos de la propia singularidad de doble tangencia. Este resultado
proporciona una restricción estructural para la dinámica local: descarta la posibilidad de

53



54 Conclusiones

familias continuas de pseudo-equilibrios y delimita el tipo de configuraciones que pueden
participar en bifurcaciones compuestas.

En el Caṕıtulo 3 se analizaron las bifurcaciones que surgen al considerar un desdoblamien-
to del sistema en la forma normal. En primer lugar, se revisitó la bifurcación pseudo-Hopf
asociada a la singularidad de Teixeira, estableciendo condiciones expĺıcitas sobre los paráme-
tros lineales del sistema (codificadas en el escalar Λ y en los coeficientes α1 y β2 del mapeo de
Poincaré) que garantizan la aparición de un ciclo ĺımite de cruce. Se describió cómo el signo
de Λ determina el tipo de ciclo (foco o silla), mientras que el signo de β2 distingue entre ciclos
de tipo foco y de tipo nodo, y se precisó la influencia de α1 en la estabilidad del ciclo. De esta
manera, se obtuvo un criterio puramente algebraico para detectar y clasificar la bifurcación
pseudo-Hopf en sistemas Filippov lineales por pedazos en dimensión tres.

En segundo lugar, se estudiaron las bifurcaciones estacionarias del campo deslizante re-
gularizado asociadas a la singularidad de doble tangencia. Mediante una reducción sobre la
variedad central, tangente al vector propio correspondiente al valor propio cero de la matriz
Jacobiana, se llevó la dinámica deslizante a una ecuación escalar cuyos coeficientes no lineales
dependen de los parámetros originales del sistema. Se mostró que, según el anulación o no de
ciertos coeficientes en esta ecuación reducida, pueden aparecer bifurcaciones transcŕıticas o
bifurcaciones de tipo trinche en el campo deslizante regularizado. La combinación de estas bi-
furcaciones estacionarias con la bifurcación pseudo-Hopf del ciclo de cruce dio lugar a la noción
de bifurcación compuesta, distinguiéndose dos tipos principales: una bifurcación compuesta de
tipo I, en la que el ciclo ĺımite de cruce coexiste con una bifurcación transcŕıtica deslizante, y
una bifurcación compuesta de tipo II, en la que el ciclo se acopla con una bifurcación trinche.

Finalmente, en el Caṕıtulo 4 se construyeron familias concretas de sistemas Filippov que
realizan los distintos escenarios de bifurcación descritos en el análisis teórico. En particular, se
presentó una familia que exhibe expĺıcitamente una bifurcación compuesta de tipo I, una bi-
furcación compuesta de tipo II y un caso en el que sólo aparece la bifurcación pseudo?Hopf sin
bifurcación estacionaria en el campo deslizante. En todos estos casos, se verificó la inexistencia
de equilibrios de los campos laterales y se comprobó que los pseudo-equilibrios relevantes se
localizan en la región deslizante, en concordancia con las propiedades de la variedad central.
Además, se mostró cómo las relaciones entre los parámetros de las familias permiten anular
los invariantes Λ, K2 y K3, de modo que la dinámica queda gobernada por el coeficiente K4 y
se obtiene una versión degenerada de la bifurcación pseudo-Hopf en dimensión tres.

En conjunto, los resultados obtenidos ofrecen un marco coherente para entender la inter-
acción entre la singularidad de doble tangencia, la dinámica deslizante y la aparición de ciclos
ĺımite de cruce en sistemas Filippov lineales por pedazos. La combinación de la forma normal,
la reducción sobre la variedad central y el uso de coeficientes obtenidos del mapeo de Poincaré
y proporciona una herramienta flexible para describir y clasificar bifurcaciones compuestas en
este contexto.

Quedan, sin embargo, diversas ĺıneas abiertas que invitan a continuar este estudio. En pri-
mer lugar, seŕıa natural extender el análisis a sistemas no lineales por pedazos, en los que los
campos laterales presentan términos no lineales de orden superior. En segundo lugar, resulta
de interés considerar configuraciones con múltiples superficies de discontinuidad o con otros
tipos de singularidades (por ejemplo, combinaciones de dobles dobleces y cúspide-cúspide),
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donde la interacción entre las distintas regiones de deslizamiento y cruce puede generar nuevos
mecanismos de bifurcación. Finalmente, la incorporación de métodos numéricos espećıficos pa-
ra sistemas Filippov en dimensión tres podŕıa complementar el enfoque anaĺıtico desarrollado
aqúı, permitiendo explorar con mayor detalle la robustez de los fenómenos descritos.

Aunque este trabajo se ha centrado en un escenario particular, los resultados obtenidos
sugieren que la singularidad de doble tangencia en dimensión tres sigue siendo una fuente
fruct́ıfera de comportamientos complejos en sistemas no suaves. El marco propuesto busca
servir como punto de partida para desarrollos posteriores, en los que se profundice en la
clasificación de bifurcaciones y en la comprensión de su papel en modelos aplicados donde la
no suavidad es un rasgo esencial de la dinámica.
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Apéndice A

Teoremas básicos

El siguiente teorema nos ayuda a determinar cuando una

Teorema A.1 (Teorema de Rouché-Frobenius). Sea el sistema Ax = b, con A ∈ Mm×n(R),
x ∈ Rn y b ∈ Rm. Se tiene que el sistema es

Compatible determinado si rango(A) = rango(A|b) = n,

Compatible indeterminado si rango(A) = rango(A|b) < n,

Incompatible si rango(A) ̸= rango(A|b),

donde (A|b) representa la matriz ampliada del sistema.

Teorema A.2 (Bézout). Sean C1 y C2 dos curvas algebraicas planas en C2, definidas por
polinomios no constantes P1(x, y) y P2(x, y) de grados d1 y d2, respectivamente, y supongamos
que no comparten un factor irreducible común. Entonces, el sistema

P1(x, y) = 0, P2(x, y) = 0

tiene a lo más d1d2 soluciones en C2, contando multiplicidades. En particular, el número de
soluciones reales no excede d1d2.

El siguiente teorema enuncia uno de los resultados básicos del Cálculo.

Teorema A.3 (Teorema de la Función Impĺıcita). Sea f : R3 → R una función de clase C1.
Denotemos como (x, y, z) a los puntos en R3. Supongamos que (x0, y0, z0) es tal que

f(x0, y0, z0) = 0 y
∂f

∂z
(x0, y0, z0) ̸= 0.

Entonces existe un conjunto abierto U ⊂ R2 que contiene a (x0, y0) y un conjunto abierto
V ⊂ R que contiene a z0 y una única función g : U → V tal que

f (x, y, g(x, y)) = 0, ∀(x, y) ∈ U
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Teorema A.4 (Teorema de la Variedad Central Local). Sea f ∈ Cr(E), con E ⊂ Rn abierto
que contiene al origen y r ≥ 1. Supongamos que f(0) = 0 y que Df(0) tiene c valores propios
con parte real cero y s valores propios con parte real negativa, donde c+ s = n. Entonces, el
sistema ẋ = f(x) puede escribirse en forma diagonal

ẋ = Aξ1 + f1(ξ1, ξ2)

ẏ = Bξ2 + f2(ξ1, ξ2)

donde (ξ1, ξ2) ∈ Rc×Rs, A es una matriz cuadrada con c valores propios que tienen parte
real cero, B es una matriz cuadrada con s valores propios con parte real negativa y f1(0) =
f2(0) = 0, Df1(0) = Df2(0) = 0; además, existe una variedad invariante c-dimensional
tangente al subespacio central Ec en 0,

W c
loc(0) = {(ξ1, ξ2) ∈ Rc × Rs | ξ2 = h(ξ1)}

donde h ∈ Cr(Nδ(0)) para δ > 0 y satisface que

Dh(ξ1)[Aξ1 + f1(ξ1, h(ξ1))]−Bh(ξ1)− f2(ξ1, h(ξ1)) = 0

para |ξ1| < δ; finalmente, el flujo en la variedad central W c(0) está definida por el sistema
de ecuaciones diferenciales

ξ̇1 = Aξ1 + f1(ξ1, h(ξ1)),

para cada ξ1 ∈ Rc con |ξ1| < δ.

Teorema A.5 (Teorema de las bifurcaciones estacionarias). Sea la siguiente familia de espa-
cios vectoriales de dimensión uno con un parámetro

ẋ = f(x, µ), x ∈ R, µ ∈ R. (A.1)

Supongamos que (A.1) tiene un equilibrio no hiperbólico en (x, µ) = (0, 0), es decir,

f(0, 0) = 0 y
∂f

∂x
(0, 0) = 0.

(i) El sistema sufre una bifurcación silla-nodo en (0, 0) si

∂f

∂µ
(0, 0) ̸= 0 y

∂2f

∂x2
(0, 0)

(ii) El sistema sufre una bifurcación transcŕıtica en (0, 0) si

∂f

∂µ
(0, 0) = 0,

∂2f

∂x∂µ
(0, 0) ̸= 0 y

∂2f

∂x2
(0, 0) ̸= 0.
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(iii) El sistema sufre una bifurcación trinche en (0, 0) si

∂f

∂µ
(0, 0) = 0,

∂2f

∂x2
(0, 0) = 0,

∂2f

∂x∂µ
(0, 0) ̸= 0 y

∂3f

∂x3
(0, 0) ̸= 0.

Lema A.1. Para todo entero p ≥ 1, se cumple que:

p∑
k=1

(−1)k−1

(p− k)! k!
=

1

p!
.

Demostración. Multiplicando por p!:

p!

p∑
k=1

(−1)k−1

(p− k)! k!
=

p∑
k=1

(−1)k−1

(
p

k

)
.

Por el teorema de expansión binomial, se tiene que

(1− 1)p =

p∑
k=0

(
p

k

)
(−1)k = 0 (para p ≥ 1),

aśı, si aislamos el término k = 0

1 +

p∑
k=1

(
p

k

)
(−1)k = 0 =⇒

p∑
k=1

(−1)k−1

(
p

k

)
= 1.

Por tanto:
p∑

k=1

(−1)k−1

(p− k)! k!
=

1

p!
.

■

Proposición A.1. Sean A ∈ Rn×n y b ∈ Rn. La solución para el problema de valor inicial

ẋ = f(x) = Ax+ b, x(0) = x0,

puede representarse como
x(t) = x0 + tM(t)f(x0),

donde

M(t) =
∞∑
k=0

tk

(k + 1)!
Ak.

Demostración. Recordemos la representación en serie de potencias para etA y e−sA

etA =
∞∑
n=0

tnAn

n!
, e−sA =

∞∑
m=0

(−s)mAm

m!
.

Sabemos que el sistema ẋ = Ax+ b tiene como solución
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x(t) = etA
(
x0 +

∫ t

0
e−sAbds

)
(A.2)

Ahora, vamos a encontrar el valor de la integral en la ecuación (A.2):∫ t

0
e−sAb ds =

∫ t

0

( ∞∑
m=0

(−s)mAm

m!

)
bds.

Como esta serie converge uniformemente, podemos intercambiar la suma y la integración,
de forma que ∫ t

0

( ∞∑
m=0

(−s)mAm

m!

)
b ds =

∞∑
m=0

Amb

m!

∫ t

0
(−s)mds,

de aqúı, podemos ver que ∫ t

0
(−s)mds = (−1)mtm+1

(m+ 1)!

Entonces, se tiene que ∫ t

0
e−sAb ds =

∞∑
m=0

(−1)mtm+1Amb

(m+ 1)!
.

Reindexando con k = m+ 1:

=
∞∑
k=1

(−1)k−1tkAk−1b

k!
.

Ya que tenemos esta expresión, veamos que la ecuación (A.2) puede reescribirse de la
siguiente forma:

etA
(
x0 +

∫ t

0
e−sAb ds

)
=

( ∞∑
n=0

tnAn

n!

)
x0 +

( ∞∑
n=0

tnAn

n!

)( ∞∑
k=1

(−1)k−1tkAk−1b

k!

)
.

Veamos que el producto de sumas de la parte derecha es un producto de Cauchy (en
realidad, es una convolución de series), por lo tanto, lo podemos expresar como una doble
suma sobre n y k, de forma que

∞∑
n=0

∞∑
k=1

(−1)k−1tn+kAn+k−1b

n! k!
.

Sea p = n+ k. Para p ≥ 1 fija, k va desde 1 hasta p, y siendo n = p− k:

=
∞∑
p=1

tpAp−1b

(
p∑

k=1

(−1)k−1

(p− k)! k!

)
.
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Por el Lema A.1, se sigue que

=
∞∑
p=1

tpAp−1b

p!
.

Ahora, sustituyendo la suma simplificada, obtenemos

∞∑
p=1

tpAp−1b

p!
=

∞∑
p=0

tp+1Apb

(p+ 1)!
= t

∞∑
p=0

tpApb

(p+ 1)!
.

Se define a la función matricial

M(t) =
∞∑
k=0

tkAk

(k + 1)!
.

Entonces

etA
∫ t

0
e−sAb ds = tM(t)b. (A.3)

Finalmente, veamos que para etAx0

etAx0 =
∞∑
n=0

tnAnx0
n!

= x0 + tA

∞∑
n=1

tn−1An−1x0
n!

= x0 + tA
∞∑
n=0

tnAnx0
(n+ 1)!

= x0 + tM(t)Ax0 (A.4)

Combinando las expresiones (A.3) y (A.4), se tiene que

etA
(
x0 +

∫ t

0
e−sAb ds

)
= x0 + tM(t)(Ax0 + b) = x0 + tM(t)f(x0)

Aśı, la solución es

x(t) = etA
(
x0 +

∫ t

0
e−sAb ds

)
= x0 + tM(t)f(x0), M(t) =

∞∑
k=0

tkAk

(k + 1)!
,

como se queŕıa probar. ■
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Apéndice B

Construcción de los mapeos de
medio retorno

Nota. Debido a la complejidad algebraica, los cálculos de los desarrollos de los mapeos
ϕ− y ϕ+ fueron realizados con asistencia del software Wolfram 14.2 (antes Mathematica). A
continuación, se describe el procedimiento metodológico y se presentan los resultados hasta
el orden necesario para el análisis de las bifurcaciones.

Para probar la existencia de un ciclo ĺımite de cruce, tenemos que encontrar q1 =

 0
u1
v1


y q2 =

 0
u2
v2

, con u1, v1 < 0, u2, v2 > 0 y los tiempos t1, t2 tales que el sistema

q2 = ϕ−t1(q1), (B.1)

q1 = ϕ+t2(q2) (B.2)

tiene una solución.

La parte derecha de (B.1) se define como

ϕ−t1(q1) = et1Ã1

(
q1 +

∫ t1

0
e−sÃ1 b̃1ds

)
entonces, por la proposición (A.1) podemos escribir (B.1) como el sistema

q2 = q1 + tM1(t1)f̃
−(q1), (B.3)

donde

M1(t1) = I +
t1
2!
Ã2

1 +
t21
3!
Ã2

1 +
t31
4!
Ã3

1 + · · · .

La primera ecuación del sistema (B.3) es

t1e
T
1M1(t1)f̃

−(q1) = 0,

63
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de la cual, podemos observar que la función

F1(t1, u1, v1) = eT1M1(t1)f̃
−(q1)

= u1 +
t1
2
(r1 + c2u1 + c3v1) +

t21
3!
Θ1 + · · · ,

donde Θ1 = c2r1 + c3(s1 + µ) + (c1 + c3c5 + c22)u1 + (c2 + c6)c3v1, satisface que

F1(0, 0, 0) = 0 y
∂F1

∂t1
(0, 0, 0) =

r1
2
.

Entonces, por el teorema de la función impĺıcita, existe una función t1(u1, v1) tal que
F1(t1(u1, v1), u1, v1) = 0 en una vecindad de (0, 0, 0). Esta función está dada por

t1(u1, v1) = −2u1
r1

+
2c3u1v1
r21

+
2(c2r1 − 2c3(s1 + µ)u21)

3r31
− 2c23u1v

2
1

r1
− 4c3u

2
1v1((c2 + c6)r1 − 3c3(s1 + µ))

3r41
+ · · · .

Reemplazando el tiempo de vuelo en la segunda y tercera ecuación de (B.3), obtenemos
que (

u2
v2

)
=

(
ϕ−11(u1, v1)
ϕ−12(u2, v2)

)
(B.4)

donde

ϕ−11(u1, v1) =− u1 +
2(c2r1 + c3s1 + c3µ)u

2
1

3r31
− 2c3(c2r1 − c6r1 + 2c3(s1 + µ))u21v1

3r31

− 2(2c22r
2
1 + c3r1(c2 + 3c6)(s1 + µ)− 4c23(s1 + µ)2)u31

9r41
+ · · · ,

ϕ+12(u1, v,1) = v1 −
2(s1 + µ)u1

r1
− 2(c6r1 − c3(s1 + µ)u31)

r21
− 2c3(c3(s1 + µ)− c6r1)u1v

2
1

r31

+
2(s1 + µ)(c2r1 + 3c6r1 − 2c3(s1 + µ))u21

3r31
+

2Γ1u
2
1v1

3r41
+ · · · ,

con Γ1 = c6r
2
1(c2 + 3c6)− 2r1c3(c2 + 5c6)(s1 + µ) + 6c23s

2
µ.

Definimos el mapeo izquierdo ϕ− : {Σ̃ : u1, v1 < 0} → {Σ̃ : u2, v2 > 0} como

ϕ−(u1, v1, µ) =

(
ϕ−11(u1, v1, µ)
ϕ−12(u1, v1, µ)

)
.

De manera análoga, podemos escribir (B.2) como el sistema

q1 = q2 + t2M2(t2)f̃
+(q2), (B.5)

donde
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M2(t2) = I +
t2
2!
Ã2

2 +
t22
3!
Ã2

2 +
t32
4!
Ã3

2 + · · · .

La primera ecuación de (B.3) es

t2e
T
1M2(t2)f̃

+(q2) = 0,

de la cual, observamos que la función

F2(t2, u2, v2) = eT1M2(t2)f̃
+(q2)

= v2 +
t2
2
(r̃2 + d5u2 + d6v2) +

t22
3!
Θ2 · · · ,

donde Θ2 = d6rµ + d5s2 + (d2 + d6)d5u2 + (d4 + d3d5 + d26)v2, con s2 =
r1r2
s1

, satisface que

F (0, 0, 0) = 0 y
∂F2

∂t2
(0, 0, 0) =

r2 + µ

2
. Aśı, por el teorema de la función impĺıcita, existe una

función t2(u2, v2) tal que F2(t2(u2, v2), u2, v2) = 0 en una vecindad de (0, 0, 0). Esta función
está dada por

t2(u2, v2) =− 2v2
(r2 + µ)

+
2d5u2v2
(r2 + µ)2

+
2(d6(r2 + µ)− 2d5s2)v

2
2

3(r2 + µ)3

− 2d25u
2
2v2

(r2 + µ)3
− 4d5 ((d2 + d6)(r2 + µ)− 3d5s2)u2v

2
2

3(r2 + µ)4
+ · · · .

Reemplazando el tiempo de vuelo en la segunda y tercera ecuación de (B.5), obtenemos(
u1
v1

)
=

(
ϕ+21(u2, v2)
ϕ+22(u2, v2)

)
, (B.6)

donde

ϕ+21(u2, v2) = u2 −
2s2v2

(r2 + µ)
− 2 (d2(r2 + µ)− d5s2)u2v2

(r2 + µ)2
+

2d5 (d2(r2 + µ)− d5s2)u
2
2v2

(r2 + µ)3

+
2s2 ((3d2 + d6)(r2 + µ)− 2d5s2) v

2
2

3(r2 + µ)3
+

2Γ2u2v
2
2

3(r2 + µ)4
+ · · · ,

ϕ+22(u2, v2) = −v2 +
2(d5s2 + d6(r2 + µ))v22

3(r2 + µ)2
+

2d5((d2 − d6)(r2 + µ)− 2d5s2)u2v
2
2

3(r2 + µ)3

−
2
(
2d25(r2 + µ) + s2d5(3d2 + d6)(r2 + µ)− 4d5s

2
2

)
v32

9(r2 + µ)4
+ · · · ,

donde Γ2 = 6d25s
2
2 − 2d5s2(5d2 − d6)(r2 + µ) + d2(3d2 + d6)(r2 + µ)2. Definimos el mapeo

derecho ϕ+ : { ˜Σ : u2, v2 > 0 → Σ : u1, v1 < 0} como

ϕ+(u2, v2, µ) =

(
ϕ+21(u2, v2, µ)
ϕ+22(u2, v2, µ)

)
.
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