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Introduccion

Los sistemas dindmicos no lineales han sido una herramienta fundamental para modelar
fendmenos en fisica, biologia, ingenieria y otras areas de las ciencias aplicadas. Estos modelos
suelen describirse mediante ecuaciones diferenciales ordinarias suaves, cuya teoria cualitativa
esta bien desarrollada y proporciona un marco robusto para el andlisis de la dinamica local
y global; véanse, por ejemplo, [14], 15 [16]. Sin embargo, en muchos problemas de la vida
real surgen comportamientos abruptos, conmutaciones o cambios repentinos en la dindmica
de ciertos fenémenos que no pueden capturarse adecuadamente mediante modelos puramente
suaves.

Los sistemas dindmicos no suaves constituyen una extensién natural de la teoria clasica de
ecuaciones diferenciales, en la cual se permite la presencia de discontinuidades y fenémenos
que no pueden modelarse adecuadamente mediante campos vectoriales suaves. Entre ellos, los
sistemas Filippov ocupan un papel central: describen la interaccién de dos (o0 més) campos
vectoriales definidos a cada lado de una superficie (o varias superficies) de discontinuidad, en
la cual surge una dindmica inducida por las propias caracteristicas geométricas del sistema.
Esta dindmica, conocida como dindmica deslizante, no aparece en la teoria clasica y genera
comportamientos que no tienen andlogos suaves, como pseudo-equilibrios, equilibrios frontera
y otras singularidades degeneradas.

A pesar de su origen en problemas de control, electrénica de potencia, biomecanica y
modelos con friccion, la teoria formal de los sistemas Filippov en dimensién tres atn dista de
estar completa, pues esta area de investigacion es relativamente nueva. La introduccién de una
superficie de discontinuidad produce fenémenos que no se manifiestan en sistemas suaves y
la clasificacion de sus bifurcaciones requiere herramientas propias. Un ejemplo representativo
es la singularidad de Teixeira, un punto en la superficie de discontinuidad donde los campos
laterales y la dindmica deslizante pierde regularidad. Esta singularidad actiia como origen de
varios mecanismos de bifurcaciéon que, hasta hace relativamente poco, carecian de un marco
unificado.

Entre los fenémenos caracteristicos asociados a Teixeira destacan la bifurcacion pseudo—
Hopf, donde un ciclo limite de cruce nace de la singularidad en una bifurcacion compuesta, en
la que la aparicion del ciclo limite se combina con una bifurcacion estacionaria en el campo
deslizante. En sistemas suaves, ser capaz de distinguir estos procesos es relativamente sencillo;
en el contexto Filippov, la interaccién entre la discontinuidad y la dindmica de cruce exige
nuevos invariantes y técnicas de reduccién.
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v Introduccidn

El objetivo de esta tesis es establecer un marco analitico claro para identificar y distinguir
la bifurcacién pseudo-Hopf y las bifurcaciones compuestas en sistemas Filippov en R3, con
especial énfasis en aquellos que presentan una singularidad de Teixeira. Para ello, se desarro-
lla una reduccién sistematica sobre la variedad central y se obtienen condiciones explicitas
sobre los coeficientes no lineales que determinan el tipo de bifurcacién. Estas condiciones no
sélo permiten clasificar los comportamientos posibles, sino que también delimitan aquellos
escenarios en los que dicha bifurcacién es imposible.

Como aporte principal, se presentan familias concretas de sistemas Filippov que realizan
cada uno de los fenémenos de bifurcacién estudiados. En particular, se construyen ejemplos
que exhiben bifurcaciéon compuesta de tipo I, bifurcacién compuesta de tipo II y una versién
degenerada de la bifurcacion pseudo—Hopf, fenémeno que, hasta donde llega la bibliografia
consultada, no contaba con un tratamiento explicito en dimensién tres. Ademds, se muestra
que el numero de pseudo—equilibrios del campo deslizante estd acotado, aplicando una versién
real del teorema de Bézout para garantizar que no puedan aparecer més de cuatro de ellos.

Esta tesis no pretende agotar el tema, pero si ofrece un puente entre la intuicién geométrica
de los ejemplos y las herramientas analiticas necesarias para comprenderlos.

El documento se organiza de la siguiente manera. En los Preliminares se presentan las
nociones basicas de sistemas Filippov, el campo deslizante y los elementos necesarios para el
desarrollo de este trabajo de tesis. En el Capitulo 2 se introducen una forma normal para los
sistemas Filippov, el campo deslizante y la singularidad de Teixeira. En el Capitulo 3 se estu-
dian la bifurcacién pseudo—Hopf y las bifurcaciones compuestas, estableciendo las condiciones
necesarias para su aparicién. El Capitulo 4 presenta las familias de ejemplos que realizan
los distintos escenarios tedricos. Finalmente, las conclusiones sintetizan los aportes y senialan
direcciones posibles para trabajos futuros.



Capitulo 1

Preliminares

Consideremos el sistema Filippov en 3D con dos campos separados por el plano de con-
mutacién ¥ = {z € R3 | o(x) = n"x — ky = 0},
. f7(x)=A1x+b;, sio(z)<O0
i= ) =17, " olo) (1)
fT(x) =Asx+ by, sio(z)>0

donde Ay, As € R?’XB, bi,ba,n € R3 v ko € R.

Definimos los planos 7; = {x € R? | nT(A;x + b;) = 0} para i = 1,2 cuyas intersecciones
con el plano de conmutacion definen a las rectas L; = m; N X para ¢ = 1,2. Estas rectas
forman un conjunto de puntos donde los campos f~(z) y f(z) son tangentes al plano de
conmutacién. Si estas rectas se intersectan de manera transversal (ver Figura 1.1), serd en
un unico punto & € ¥ donde existird una tangencia a ambos lados de X, a este punto Z lo
llamaremos punto de doble-tangencia. En la Figura se ilustra la configuracién geométrica
genérica de una singularidad de doble tangencia.

De esta manera, la existencia de un punto de doble-tangencia en el sistema esta deter-
minada por la existencia de una tnica solucién del sistema algebraico

n'x— ko=0
n' Az +nTb =0

nTAsx +n'bhy =0

Reescribiendo el sistema anterior, tenemos

Tz =5 (1.2)
nT ko
donde T=|nTA | yb=|-n"hy
nTAQ —nTbQ
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singularidad de doble tangencia
2

T

Figura 1.1: Caso genérico.

Se distinguen tres regiones que se encuentran presentes en el plano de conmutaciéon ¥ que
se caracterizan por el comportamiento del flujo a ambos lados de >:
La region deslizante atractiva:

Ses={zeX|n"f(x)>0 y n'ff(z) <0},
la regién deslizante repulsiva:

Ss={zeX|nf7(x)<0 y n'ff(z)>0},
y la region de cruce:

Se={rex| <an_(a:)) (an+(x)) > 0).

En la Figura se muestran las dindmicas tipicas sobre el plano de conmutacién, distin-
guiendo la regién de cruce y las regiones deslizantes atractiva y repulsiva.

cruce deslizante atractiva deslizante repulsiva

Figura 1.2: Dindmicas en las regiones deslizantes del plano de conmutacion en un sistema
suave por pedazos en tres dimensiones. El campo vectorial cambia entre f~ y f+. Una solucion
del sistema puede: (i) cruzar el plano de conmutacion, (ii) alcanzarlo en algin tiempo t y sequir
al campo deslizante fs, o (iii) tocarlo y escapar en algin tiempo finito t, pero puede deslizarse
sobre el plano por algin tiempo antes de escapar.



Definiremos que significa ser un punto de tangencia para el sistema ((1.1)), los cuales estén
caracterizados por el orden de las derivadas de o(z) con respecto al tiempo en el punto de
contacto.

Definicién 1. Un punto p € ¥ del sistema (1.1) es un punto de tangencia si
(i) nTf~(p) =0 o bien
(it) n"f*(p) =0
Un punto de tangencia p € 3 del sistema es una singularidad de doblez si
(i) r1 # 0 o bien
(ii) ro # 0

donde
ri=n"Aif"(p) y r2=n"AsfT(p).

Definicién 2. Un punto de tangencia p € ¥ es un punto ciuspide de (1.1) si

(i) 11 =0, nTA2f~(p) # 0 y el conjunto {Vo(p),Vn'f~(p),VnT A1 f~(p)} es linealmente
independiente, o bien,

(ii) ro = 0, nTA3f+(p) # 0 y el conjunto {Vo(p),VnT f+(p), VnTAsf+(p)} es linealmente
independiente.

Observacion 1. Como el sistema (1.1) es lineal por pedazos, la iltima condicion se da
automdticamente. Es decir, si

n'fT(p) =0, nTAfT(p)=0 y nTALf(p) #0,
entonces el conjunto {Va(p), Vn' f~(p), VnT A1 f~(p)} es linealmente independiente.

Proposicién 1. Sin' f=(p) = 0,nT Ay f~(p) = 0 y el conjunto {Vo(p),Vn' f~(p), VnT A1 f~(p)}
es linealmente dependiente, entonces nTA%f*(p) =0.

Demostracion. Primero, observemos que

Vo(z)=V(n'z — k) =n',

Vnlf=(z) = V(n"(Ajz + b)) = n" Ay,

VnTAif~(z) = V(nT A1 (Aiz + b)) = n' A2,

Luego, si el conjunto {Vo(p), VnT f~(p), VnT A1 f~(p)} es linealmente dependiente, entonces,
sin pérdida de generalidad, existen escalares A1, Ao € R tales que

nTA% = )\1TLT + )\znTAl.
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Sea p € ¥ un punto de tangencia. Multiplicando a ambos lados por f~(p) se tiene
nTAYF () = M 7 (p) + denT AL (p),
y como n' f~(p) = nT A1 f~(p) = 0, se sigue que
n'A T (p) =0
como se queria demostrar. [ |

Definicién 3. Una singularidad de doblez (o punto de tangencia cuadrdtica) se puede clasi-
ficar en visible o invisible de la siguiente manera:

(i) El punto p € 2 es un punto de doblez invisible (visible) para el campo f~ si
nTfT(p)=0 y r >0(<0)
(i1) El punto p € X es un punto de doblez invisible (visible) para el campo fT si

n' ffp)=0 y r2<0(>0)

Entonces, si el punto de doble tangencia es un punto de tangencia cuadratica en ambos
lados, es llamada singularidad de doble-doblez. Particularmente, si ambas tangencias son invi-
sibles, la singularidad de doble-doblez es llamada una singularidad de Teixeira. En la Figura
[1.3] se ilustran los mecanismos de tangencia en un sistema Filippov

: tangencia . ft tangencia o f doble
@ visitle . (#) imvisile (1) doble
! tnvistble

-
Figura 1.3: Tangencias en un sistema Filippov: (i) una tangencia visible, (ii) una tangencia
invisible; estas forman la frontera entre deslizamiento (zona gris) y cruce (zona blanca), (iii)

una tangencia de doble doblez; ambos campos vectoriales son tangentes al plano de conmuta-
cion (en el caso ilustrado, ambas tangencias son invisibles).

Las soluciones para la region deslizante g = Y45 U s se obtienen mediante el método
convexo de Filippov [4]. El método convexo de Filippov toma una combinacién convexa de
los campos vectoriales f(z) y f~(x) para cada punto deslizante x € 3, es decir,

fs(@) = (1 =~(@))f~ (z) +v(2) [T (2), (1.3)

donde la funcién ~(z) se define como



€ (0,1), Yrex,
y es tal que n' fs(z) = 0.

Si sustituimos esta expresién en (|1.3]) encontramos que

. @ . T () o
il )‘<l T <> <:c>>>f ( )+<nT(f(a:)—f+(x))>f (@)
T () - <>> (@) . Wt () i
‘(M( @)~ @) < <:c> & w>>)f”+<nT<f<m>f+<x>>>f”
(—n f+<:c>>f (1) (TP
W @)~ @) A @) -
T @) @) — (TS (@)
W (@)~ I (@)

Por lo tanto, la expresién explicita para el campo deslizante fs(z) estd dada por

fr(@)
Ax

o fr(@)=(nTf (@) f* (@) — (" f* ()] (2)
o Az =nT(f"(z) - f*(z))

fs(x) =

(1.4)

con Az # 0. El campo f; es llamado el campo deslizante mientras que f, es llamado el campo
deslizante reqularizado. En la Figura [I.4] se ilustra la construccién geométrica que se obtiene
utilizando el método convexo de Filippov.

f+

Figura 1.4: Construccion geométrica del campo deslizante mediante el método convexo de
Filippov. El vector fs(Z) es la tinica combinacion convexa de f~(z) y fT(Z) tangente a s, y
describe la direccion de deslizamiento sobre la superficie de conmutacion.
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Daremos la definicion del siguiente concepto que serd importante para el desarrollo de este
trabajo:

Definicién 4. Los campos f~ y f se dicen ser antiparalelos si existe k < 0 tal que
f(x) = kf(z) =0.

En la Figura se presenta una representacion esquematica del antiparalelismo de los
campos f~y fT.

N I

-
Figura 1.5: Representacion esquemdtica del antiparalelismo de los campos laterales. En el
punto p los vectores f¥(p) y f~(p) son colineales y apuntan en sentidos opuestos, como se

sugiere con las flechas negra y gris. Néotese que esta relacion fija sélo la direccion y el sentido
de los vectores: sus normas no tienen por qué coincidir.

Podemos identificar a los puntos de equilibrio del sistema (|1.1) de la siguiente manera:

Definicion 5.

(a) Un punto x € R? es un punto de equilibrio admisible de (1.1) si
(i) [7(x)=0yo(z) <00
(ii) fH(z)=0yo(z) >0

(b) Un punto x € R3 es un punto de equilibrio virtual de st
(i) f~(x)=0yo(x)>00
(ii) fH(z)=0yo(z) <0

(¢) Un punto x € ¥ es un pseudo-equilibrio de (1.1) si fs(x) = 0. El pseudo-equilibrio es
admisible si x € Y 0 es virtual si x € 3.

Un tipo de equilibrios muy particulares y de los que se hard menciéon més adelante son los
siguientes:



Definicién 6 (Equilibrio frontera). Sea ¥ la superficie de discontinuidad de un sistema Fi-
lippov. Un punto p € ¥ se denomina equilibrio frontera si

f~(p)=0 o fT(p)=0.

En este caso, p es un equilibrio de uno de los campos laterales que se encuentra sobre la
superficie de discontinuidad.

Observacion 2. Notese que un pseudo-equilibrio admisible se comporta como un equili-

brio admisible, esto es, en un pseudo-equilibrio admisible xq se tiene que fs(xg) = 0, con

T
(nTf~(z0)) (n" f*(z0)) < 0; con un cdlculo directo podemos ver que T (zo) = (%) f~ (o),
lo que nos dice que los campos son antiparalelos.
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Capitulo 2

Forma normal

En este capitulo se introduce una forma normal para los sistemas Filippov en R? que
presentan una singularidad de doble tangencia. Partiendo del sistema general y bajo la
hipdtesis de existencia y unicidad del punto de doble tangencia, se construye un cambio lineal
de coordenadas centrado en dicho punto y adaptado a la geometria del plano de conmutacién.
Este cambio transforma al sistema original en el sistema , en el que el plano de conmuta-
cién y las rectas de tangencia se alinean con los planos coordenados y la singularidad adquiere
una configuracion canénica. La forma normal resultante sélo depende de 16 parametros, re-
duciendo el nimero original de 27 parametros y manteniendo toda la informacién geométrica
relevante. En las secciones siguientes se describe cémo esta transformacion afecta la dinamica
en las regiones deslizantes y de cruce, se obtiene una expresién explicita para el campo desli-
zante asociado y se utiliza esta forma normal como punto de partida para acotar el nimero
de pseudo-equilibrios y para el anélisis de las bifurcaciones que se estudiaran en los capitulos
posteriores.

2.1. Construccion de la forma normal

Sea el sistema (1.1) de la forma

P = f(a) = (@) =Aix+b1, sio(x)<0
T [T (z) = Asz + by, sio(z) >0

con o(x) =n'x — ko, donde Ay, Ay € R3*3, by, bo,n € R3 y kg € R.

Se busca que el sistema presente una singularidad de doble-tangencia, es decir, buscamos
que las rectas se intersecten en un tnico punto . Para esto, supongamos que se cumple la
siguiente hipédtesis:

(Hp) rango(T) = 3

Si esto se cumple, por el teorema de Rouché—FrobeniusEL entonces el sistema ((1.2)) tiene

solucién unica.

!También conocido como teorema de Rouché-Capelli
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En el siguiente teorema se presenta una forma normal para los sistemas Filippov que satisfacen
la hipétesis (Hy).

Teorema 2.1 ([9]). Supongamos que el sistema (1.1) satisface la hipdtesis Hy, el cambio de
coordenadas

y=h(x)=T(x—1I) (2.1)
7’LT
donde T = | nTAy | y & es el punto de doble tangencia, transforma al sistema (1.1)) en el
T
n A2

sistema de ecuaciones diferenciales

. F () =Awy+b1, 5<0,
=195 ) - - (2.2)
[T (y) = Ay + b2, 31 >0,
/0 1 0\ 0 0 1\ [0\ [0
donde Ay = |c1 co c3|,As=1|dy do ds|,by=|7r1] yba=|s2],
c4 C5 Cg dy ds ds 81 2
con r; = n' A;(A;2 +b;), para i =1,2.
Demostracion. Primeramente, observemos que
ntT-1 100
TT = |n"AT '] =0 1 0| =1, (2.3)
nT ATt 001

Aplicando el cambio de coordenadas (2.1)) a X, teniendo en cuenta que como & € X,

entonces n'i — ko =0

n'&—ky=0,

Tp—1 . _

n' (T y+2)—ko=0,

DT y+n"2—ky=0,

n'T 1y =o0.
Por la relacién (2.3) tenemos que n™T—1 = e-lr, por tanto, se sigue que n' T 'y = 0 si y solo
si y; = 0.
Ahora, apliquemos el cambio de coordenadas h(z) a ambos campos.

El sistema (|1.1)) tiene la forma

Tenemos que
y=T(x—2),
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entonces
y=Tt,
= T(AliL' + bz),
= T(A(T 'y + &) + by),
=TA,T Yy +TA;& + Tb;,
= TAT 'y + T (A3 + b;),

para i = 1, 2. De aqui, nombraremos

Cuando o(z) < 0, tenemos que 5 = f~(y) = A1y + by, donde

7’LTA1T71 e-2r
i -1 - _
Al = TAlT = nTA%T 1 = nTA%T 1 ,
TLTAQAlT_l nTAQAlT_l
pero, sabemos que
T
€1
-1 T T T
T 1= (w1 wo w3) eg = wie; + waey + waes,
T
€3
entonces
T
€2
A = nTA2wie] +nT A2wqed +nT A2wszel
nTAQAlelwlelT + nTAgAlelwge-zr + nTAQAlelwge
0 1 O
=la ¢ c|,
c4 C5 Cg
donde

c = nTA%wl, e =n' AsAjwn,
Ccy = nTA%wg, c5 =n' Ay Ajws,

c3 = nTA%wg, c6 =n' AyAjws.

T
3
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Ademis,

by = T(A1% + by),
n' (A + by)
= nTAl (Al.% + bl) ,
nT As(A12 + by)
0

= ’]"1

n' As(A12 + by)

Anglogamente, para o(z) > 0, tenemos § = f+(y) = Ay + by, donde

) ey 0 0 1
Ay = TAQTfl = nTAlAQT_l =|d doy ds]|,
nTA3T1 dy ds ds
con
d1 = TLTAlAle, d4 = ’I”LTA%'wl,
dQ = TZTAlAQ’wQ, d5 = nTA%wg,
d3 = nTA1A2w3, d6 = nTA%wg,
y también

by = T(A2 + be),

n'(Asd + by)
= ’I’LTA1 (Az:i’ + bz) s
nT Ag(Aod + bo)

0
= | nTA1(A2% + b2)
T2

2.2. Dinamicas normalizadas en las regiones deslizantes y de
cruce

Es de interés conocer como esta transformacién afecta la dindamica en las regiones des-
lizantes y de cruce. Para eso, en el siguiente corolario se muestra la Y-equivalencia bajo el
cambio de coordenadas h(z).

Corolario 1. Bajo el cambio de coordenadas [2.1) se tiene que h(X,) = ¥, para u €
{as,rs,c}.
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2.2 Dindmicas normalizadas en las regiones deslizantes y de cruce

0
Demostracion. Para x € ¥, se tiene que h(x) = [ nTAj(x — 2) |, entonces
n' Ay(z — )
TLTAl (i’ — Zf?)

el f=(h(z)) = (1,0,0) | conTAy(x — &) + esn" Ay (z — 2)
csnt Aj(x — ) + cgnT Ay (2 — )

= nTAl(a: —I)+ n'by —n'h
=n" (A + b)) —n' (A2 + by)

analogamente, se tiene

) n' Ay(z — &)
e-lrf+(h(:13)) =(1,0,0) | donT Ay(x — &) + d3nT As(x — )
d5nTA2 (1’ — .@) + dﬁnTAQ (3? — i’)
= nTAQ(SU - i‘) + nTbQ - nTbQ
= n"(Agx + ba) — n" (Ao + bo)
=n'fT(z).
|

Observacion 3. En esta forma normal, el nuevo plano de conmutacion es
S={yeR’:y =0},
y los planos m; se convierten en los planos
1 ={y e R®:yp =0},
iy ={y e R®:y3 =0}
por tanto, las rectas de tangencia son los ejes coordenados

Ly =N ={(0,0,y3)} y Lo=3%n={(0,42,0)}

dejandonos con el punto de doble tangencia en el origen.

En la figura se ilustra la accién del cambio de coordenadas ([2.1)) a un sistema genérico
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T2

1

Lo
) Ly

N

Figura 2.1: Cambio de coordenadas ([2.1).

De esta manera, en el sistema normalizado, las regiones de cruce, deslizamiento atractivo
y deslizamiento repulsivo son los conjuntos

Sas={y €S |y2>0 y y3<0}
So={ye|pa<0 y y3>0}
Se={y €3 | yays >0}
Con esto, de acuerdo a las definiciones dadas en el Capitulo 1, podemos clasificar los puntos

de tangencia de (2.2) de la siguiente manera:

Definicién 7. Un punto de tangencia yr, = (0,0,y3) € Ly serd una singularidad de doblez de

Fi(yr) = et A1 f~(yr) =1+ csys #0

de tipo invisible si 71 (yr) > 0 o de tipo visible si ¥1(yr) < 0. Este punto de tangencia serd un
punto cuspide i R
fi(yr) =0 y el A}f~(yr) = cas1 —cor1 # 0

Un punto de tangencia yr, = (0,y2,0) € Ly serd una singularidad de doblez de (2.2) s
ra(yr) = e Ao f T (yL) = ra + dsya # 0

de tipo invisible si ¥1(yr) < 0 o de tipo visible si 71(yr) > 0.

Este punto de tangencia serd un punto cuspide si
P(yr) =0 y el A3fT(yr) = dssa — dara #0

De esta manera, el punto de doble tangencia serd una singularidad de Teixeira (es decir ,
del tipo invisible-invisible) si 71 > 0y 12 < 0.
El siguiente lema establece la equivalencia topoldgica entre el nuevo campo deslizante fs (y)
definido en 3 y el campo deslizante original fy(z).
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Lema 1. Para z € X, y para y = h(x) € s, se tiene que fs(h(z)) = Tfs(z).

Demostracion. Sea y € Xy, con

0 0
y=|w|=|n"A@-2)|,
Y3 n' Ag(z — 3)

donde = € ¥;,. Recordemos que la expresion para el campo deslizante fs(z) es

fs(m) = frA(i)7

donde fr(z) = (n" f~(2))f*(x) — (n"f*(2))f(2) y Aw=nT(f(2) - fF(2)).

Con esto, tenemos que

(T @) P (@) = (el £ (b)) F (h()

fulh(z)) = - ~ (24)
el (- (h(@)) = J* (h(a)))
Ademss, por el Corolario 1, tenemos que
el fT(h(x)) = n' ¥ (h(x)),
y considerando que
y=Ti < fT=TfF,
entonces, puede reescribirse como
; (n"f (@) TfH (@) = (nTf*(x) Tf ()
s h =
Jo(h) o (7 (&) - Fr@)
=Tfs(x)
[ |
Con esto, vemos que el campo vectorial deslizante fs (y) tiene la forma
fuly) = LW (2.5

Aly)’
0

donde f(y) = | dav3 + (d3 — c2)y2ys — c3y3 + s2y2 —m1y3 | v A(y) = v2 — 3.
d5y§ + (dﬁ - 05)9293 - Cﬁy§ + roye — S1Yy3

Observacién 4. Los campos vectoriales fs(y) Yy fr(y)(—fr(y)) son topoldgicamente equiva-
lentes en Xgs(Xrs).

Por conveniencia, vamos a considerar (2.5)) en dos dimensiones, omitiendo su componente
trivial.
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2.3. Maximo nimero de pseudo-equilibrios

En esta secciéon mostramos que el campo deslizante regularizado ﬁ asociado al campo
deslizante fs puede poseer a lo mds cuatro equilibrios. El resultado se deduce directamente
de la estructura polinémica de f, y de una aplicacién del Teorema de Bézout. (ver [18])

Recordemos que, en las coordenadas (y2,y3) sobre el plano de conmutacién Y= {yeR3:
y1 = 0}, el campo deslizante regularizado estd dado por

fra(y2y3)\ [ doys + (ds — c2)yays — c3y3 + s2y2 — 113
fra(y2,3) dsys + (do — c5)y2y3 — coy3 + T2y2 — 5193

Frly2y3) = (

Un pseudo-equilibrio (admisible o virtual) del sistema Filippov corresponde a un punto
(y2,y3) tal que fr(y2,y3) = 0, es decir, una solucién del sistema algebraico

fr2(2,y3) =0,
Jr3(¥2,93) = 0.

Este sistema esta formado por dos polinomios cuadraticos en dos variables. Por el Teorema
de Bézout, dos curvas algebraicas planas de grado d; y ds pueden intersectarse en, a lo mas,
dids puntos, contando multiplicidades y soluciones complejas.

En nuestro caso, di = do = 2, de modo que el nimero maximo de intersecciones es 4.

Nota 1. El Teorema de Bézout se formula en el plano proyectivo complejo, pero su conclusion
proporciona automdticamente una cota superior valida para las soluciones reales de un sistema
polindmico. En efecto, si Pi(z,y) y Po(x,y) son polinomios de grados dy y da2, toda solucion
real del sistema

Pl(xay):o7 P2(w7y):0

es también una solucion compleja. Por lo tanto,
#{soluciones reales} < #{soluciones complejas} < dyda,

donde la ultima desigualdad es precisamente la cota establecida por Bézout.

Esto permite emplear el teorema en contextos puramente reales. En particular, como el
campo deslizante reqularizado correspondiente a la forma normal de una singularidad de doble
tangencia estd definido por dos polinomios cuadrdticos, se deduce que el sistema {fro2 =
0, fr3 =0} puede poseer a lo mds cuatro soluciones reales.

De esta manera, enunciamos lo siguiente:

Proposicién 2. El campo deslizante regqularizado f; asociado a la forma normal de una
singularidad de doble tangencia puede poseer a lo mds cuatro equilibrios.

Notemos que la cota es 6ptima: mediante una seleccién adecuada de los parametros de la
forma normal se pueden obtener hasta cuatro pseudo-equilibrios reales distintos.
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Observacion 5. Recordemos que, en la forma normal, el campo deslizante sobre el plano de
conmutacion X se escribe como

R = 9= ),

donde fr(y) es el campo deslizante reqularizado y

Aly) =y2 —y3

es el denominador que aparece en la férmula del método convexo de Filippov (véase la Seccion
2.9).

En nuestro caso, el origen yo = (0,0) corresponde a la singularidad de doble tangencia.
Por construccion, se tiene

fr(oa 0) =0,

es decir, el origen es siempre un equilibrio del campo regularizado f,. Sin embargo,

A(Oa 0) =0,

de modo que la expresion de fs no estd definida en yo. Esto refleja el hecho de que el origen
no es un pseudo-equilibrio ordinario, sino la singularidad de doble tangencia, donde colapsa
la definicion del campo deslizante.

En consecuencia, aunque el origen si cuenta como solucion del sistema algebraico

fr(y) =0,

en general, no debe interpretarse como un pseudo-equilibrio del sistema Filippov (excepto en
el caso en el que tengamos una singularidad de doble tangencia y se satisfaga la condicion de
paralelismo en ella).

Corolario 2 (Numero maximo de pseudo-equilibrios). Sea f el campo deslizante reqularizado
asociado al campo deslizante fs. Entonces, el sistema Filippov puede tener a lo mds tres
pseudo-equilibrios distintos.

Demostracion. Por la proposicién anterior, el sistema algebraico

f'r(y% y3) =0

puede tener a lo més cuatro soluciones (en C? contando multiplicidades, y en particular a lo
mads cuatro soluciones reales en el plano (y2,y3)). Ademas, por la observacién precedente, el
origen yo = (0,0) es siempre una de esas soluciones, ya que f-(0,0) = 0.

Por otro lado, un pseudo—equilibrio corresponde a un punto y = (92, 9s) tal que
F@=0 v A@=h-B#0,

es decir, un cero de fr que no pertenece a la recta y2 = y3 donde el campo deslizante fs no
esta definido.
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Como a lo mas hay cuatro soluciones de fr(y) = 0 y una de ellas es siempre el origen,
obtenemos que pueden existir a lo mds tres puntos adicionales § con f,.(y) = 0y y2 # 3.
Cada uno de esos puntos define un pseudo-equilibrio del sistema Filippov.

Por tanto, el nimero maximo de pseudo-equilibrios (distintos de la singularidad de doble
tangencia) es tres. [ |

Nota 2. El Teorema de Bézout (Teorema requiere que los polinomios fro y fr3 no
compartan un factor irreducible comin. En nuestro contexto esto corresponde a excluir el caso
degenerado en el que el campo deslizante reqularizado f, tiene una curva continua de pseudo-
equilibrios en 3. En adelante supondremos explicitamente que no ocurre dicha degeneracion,
de modo que el nimero de pseudo-equilibrios es finito y a lo mds tres.

2.3.1. Ejemplo

Consideremos la siguiente familia de sistemas Filippov dados en forma normal

0 1 0 0
-1 -6 o6 |y+]0], siyr <0,
0O 0 -1 W
Y= (2.6)
0 O 1 0
0 -1 0 |y+]|—-p|, siyr>0.
\ -1 § =9 0

Los equilibrios de este sistema son los puntos

o —ou
pr=10 y pp=|-—n],
n 0

donde p; es equilibrio del campo f~ y p2 es equilibrio del campo fT. Veamos la estabilidad
de estos equilibrios: la matriz jacobiana en cualquier punto de las regiones y; < 0y y1 > 0
estd dado por Ay y As, con

0 1 0 0 0 1
A1 == -1 =0 ) y A2 = 0 —1 0
0 0 -1 -1 46 =9

respectivamente.

El polinomio caracteristico de A es
g4, () =det(A; — AI) = (=1 = \)(A\2 + 6N+ 1),

de donde se obtiene

A= —1, A2z =
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Es decir, el espectro de la matriz A; es
1
o(A) = { -1, (—5i N 4)} .

El mismo célculo muestra que o(Ag2) = o(A4;). Ahora, como
Re(A\1) = -1<0, Re(A23) < 0 para todo 6 > 0.

En particular, para § > 0 se tiene siempre Re();) < 0, de modo que p; y p2 son equilibrios
estables. Mds atn, la naturaleza del equilibrio depende del valor de §:

= si0<§ <2 entonces 62 —4 <0y A2.3 forman un par complejo conjugado con parte
real negativa, por lo que el equilibrio es de tipo foco estable;

» si § = 2, se obtiene un doble valor propio real A3 = —1;

= si 0 > 2, los tres valores propios son reales negativos distintos y el equilibrio es de tipo
nodo estable.

En el contexto de este sistema, cuando du < 0 los puntos p; vy p2 son equilibrios admisibles
(es decir, pertenecen a las regiones y; < 0y y; > 0 donde fueron definidos). Cuando du > 0
se convierten en equilibrios virtuales. Por ultimo, si 6 = 0, tenemos que los equilibrios son
frontera.

Ahora, para precisar la naturaleza de los pseudo-equilibrios de esta familia, es conveniente
tener presente la relacién entre el campo deslizante fs y el campo deslizante regularizado f;..
En la forma normal (2.2), restringiendo al plano de conmutacién

S={yeRy =0}
y usando las coordenadas (y2,y3), se obtiene que

Aly2,ys) = y2 — s,
vy que el campo deslizante regularizado esta dado por

fr(y2,y3) = (fr,2(y2,y3)7fr,3(y2,y3))T,

donde

fr2(Y2,y3) = —y3 — pya + Syays — 0y,
Fr3(y2,y3) = 6y3 — 0yays + y3 — Hys.

En particular, sobre la regién deslizante

Y = {(y2,93) : y2y3 < 0}
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el campo deslizante viene dado por

JES(?JQ, ys) = m

Los pseudo-equilibrios de (2.2)) son, por definicién, los ceros del campo deslizante, esto es,
los puntos (2,73) tales que

[r(G2,93) =0 vy A(y2,93) # 0.

En esta familia, ademés del origen, aparecen tres soluciones no triviales (g2, %3) de f, que
denotaremos por ¢, g2, g3. Sus expresiones en las coordenadas (y2,y3) son

P 1
! 14257 1+425)°
y

=S~ (—1+0)2(—1+40) 2 (140 pu+ /(1 +0)2(—1 + 40) 2
2=\~ 2(—1+0)2 ' 2(—1+0)2 ’

(A0t /(162 (—1+40) p2 —(—1+ )+ /(=1 +0)2(—1 + 45) 12
= 2(—1+0)2 ’ 2(—1+0)? '

Obsérvese que el término bajo la raiz puede reescribirse como
(=14 6)*(=14+40) p® = (1 — 46)(6 — 1)2 2,

de modo que ¢2 y g3 son reales si y sélo si

1-46>0 <«— 6<

N

Para estudiar la naturaleza de estos puntos, linealizamos primero el campo deslizante
regularizado. La matriz jacobiana de f, estda dada por

8]57‘,2 afrﬁ

; Oy 0 dys —p—2y2  Oya—20
Df(y2,y3) = Y2 Ys | _ (O3 T KT 22 Y2 Y3 '
afT‘,3 8fr,3 25y2 - 5y3 —5y2 -+ 2y3

Oy2  Oys

Como el campo deslizante se obtiene mediante

_ 1 _

fs(y2,y3) = N fr(y2,y3),

al derivar se tiene

.
Df(y2.ys) = Dfi(y2,y3) + fr(y2,3) V<1)> _

1
A(ya,y3) A(y2,y3
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En un pseudo-equilibrio ¢ = (2, 73) se cumple f,(72,%3) = 0, de modo que el segundo término
desaparece y se obtiene la relacién

1
A(g)

En particular, los valores propios de la matriz jacobiana de fs en un pseudo-equilibrio ¢ se

obtienen multiplicando por el factor 1/A(q) los valores propios de D fr(q). En lo siguiente,
(r) (s)

J J

D]ES(Q) = Dfr(‘])' (27)

se usara la notacién A
campo deslizante.

para los valores propios del campo regularizado y A\~ para los del

Caso q;. Para el pseudo-equilibrio

o= (- M M
! 1+20° 1426

se tiene la relacion

Y3 = —Ya,

de donde, sustituyendo en la jacobiana,

) o 1-6 —35
D) = it -m) = 255 (0 70

Los valores propios de esta matriz son

(r) _ n _ (1—40)p
S A Y:
Ademas,
i 2M
A(Ql)—y2—y3— 1425

Usando (22.7)), los valores propios de la matriz jacobiana del campo deslizante fs en ¢i son

NG 1 A 1
)\(S): 1 = — (S‘i‘f ) )\(S): 2 :25_7
b A (+3) * o Ala) 2

En consecuencia, para ¢ # —% y o # % el punto ¢; es hiperbdlico y su naturaleza sélo depende
del signo de §:

o1 Lo e \(®) (s)
= Si 5 <6< T se tiene A\}” <0y Ay’ <0, de modo que g1 es un nodo estable.

1 1
s Sid< —5 0 o > T los valores propios tienen signos opuestos y g1 es una silla.
Obsérvese que la estabilidad de g; para el campo deslizante no depende del signo de pu: el
parametro p sélo determina si ¢; pertenece a la regién deslizante atractiva (u < 0) o a la
region deslizante repulsiva (p > 0).
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Casos ¢2 y g3. Los puntos ¢2 y g3 dados arriba satisfacen, para u # 0,

= gy — O
421922 = 431432 = 6-1)2

de donde se deduce que
gj1q52 <0 siysélosi 6 >0, d#1, 7 =2,3.

Tomando en cuenta la condicién § < % obtenida anteriormente, se ve que ¢q2 y g3 son pseudo-
equilibrios admisibles (es decir, pertenecen a Y) si y sélo si

0<o<

)

=

mientras que para ¢ < 0 son pseudo-equilibrios virtuales (pues caen en la regién de cruce ic)
y para § > %, los equilibrios dejan de ser reales.

Para la linealizacién, un cédlculo directo muestra que

Dfr(QZ) = D]Er(QS)

y que los valores propios de la matriz jacobiana de f, en ¢o (y, por tanto, también en ¢3) estédn
dados por

(1—40)p

W a0

Por otra parte,

I
Alg) = Algg) = —L—,

(a2) = Ales) = 5
de modo que, usando ({2.7]) nuevamente, los valores propios de la jacobiana del campo deslizante
en estos puntos son

YR N A . e T
En particular, siempre que g2 y g3 sean reales se cumple
1
)\(15) <0 vy )\gs) >0 para § < T

por lo que g2 y g3 son puntos silla del campo deslizante (admisibles si 0 < § < i, virtuales si
0 < 0). En el caso en el que 6 = % se tiene g2 = q3 y

S 3 S
A =-1<0 A =0,

de modo que el pseudo-equilibrio es no hiperbdlico. Para ¢ > i los puntos g2 y g3 dejan de
existir como pseudo-equilibrios reales.
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Como resumen, para pu # 0 y para el parametro 4, se obtiene que el campo deslizante
admite a lo més tres pseudo-equilibrios: uno de tipo nodo estable (q1) y dos de tipo silla (g2
y ¢3) cuando 0 < § < %; para —% < § < 0 tnicamente ¢; es un pseudo-equilibrio admisible
(nodo estable) y g2, g3 son virtuales; mientras que, al cruzar § = i, los pseudo-equilibrios ¢
v q3 se aniquilan, volviéndose equilibrios no hiperbdlicos y ¢; cambia de ser un nodo estable
a una silla del campo deslizante.

Nota 3. Cabe destacar que los pseudo-equilibrios no deben confundirse con los equilibrios
frontera. Los primeros son equilibrios de la dindmica deslizante y dependen de la estructura
convezxa del sistema, mientras que los seqgundos provienen de los campos laterales y son objetos
de naturaleza distinta.

Las figuras que se presentan a continuacién muestran la dindmica en los distintos cuadran-
tes determinados por la superficie de conmutacién.

En particular, en la Figura |2.4] se muestra el movimiento de los equilibrios del sistema,
ademas de mostrar la ocurrencia de un ciclo limite de cruce.
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Figura 2.2: Dindmica del campo regularizado fr del ejemplo 2.8.1. Notemos que para § > 0
tenemos unicamente un pseudo-equilibrio admisible. Para § = 0, tenemos un pseudo-equilibrio
admisible, ademds de tener dos equilibrios frontera. Finalmente, para é < 0 vemos que tenemos
tres pseudo-equilibrios admisibles.
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Figura 2.3: Dindmica del campo deslizante fs del ejemplo 2.3.1. Notemos que tenemos las
mismas dindmicas para los distintos signos de &, pero el flujo en X,s (II cuadrante) estd
invertido. Esto se debe al comportamiento del campo deslizante bajo la forma normal.
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(a) 0>0,u<0 (b)) § <0, u>0

Figura 2.4: Los equilibrios (verde), pseudo-equilibrios (rojo) y el punto fijo del mapeo de Poin-
caré (negro). Notemos que cuando el producto dp > 0, los equilibrios del sistema son virtuales.

Observacion 6. En esta familia, el punto de doble tangencia es el origen § = (0,0,0) € 3.
Recordemos que, en la forma normal, las rectas de tangencia son Ly = {(0,0,y3)} y Ly =

{(0,32,0)}.

Entonces, se tiene

ry =0, 51 = [, Sy = — i, rg =0, c3 =9, g = —1, ds =9, dy = —1.
Asi, sobre Ly se obtiene
71(0,0,y3) = 71 + c3ys = d y3,

por lo que 71(y) =0, y ademds

e}—fl%f_(g]) =381 — cgr1 = O .

Andlogamente, sobre Lo se tiene

72(0,y2,0) = 72 + dsy2 = d Y2,

de donde 79(9) =0, y .
T A (9) = dsss — dars = 6 1.

En consecuencia, siempre que Su # 0, el origen satisface las condiciones de cuspide en ambos
lados de X y, por tanto, § es una singularidad cispide—cispide del sistema . En los casos
degenerados o = 0 estas condiciones se anulan y la tangencia pierde el cardcter cuspide
(requiriendo un tratamiento separado).
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Notemos que sucede algo interesante en las columnas 1 y 3 (de izquierda a derecha);
al variar el pardmetro J, tenemos distintos comportamientos de dos pseudo-equilibrios. En la
columna uno, vemos que los pseudo-equilibrios no admisibles se vuelven frontera y luego entran
en la dinamica del campo deslizante. En la tercera, podemos ver como los equilibrios virtuales
del sistema colisionan con la frontera de X5, volviéndolos pseudo-equilibrios admisibles. A
este tipo de fenémeno se le llama bifurcacion de equilibrio frontera, al primero se le llama
stlla-nodo y al segundo, persistencia.

Con esto, enunciamos lo siguiente

Proposicién 3. El sistema (2.6) presenta una doble bifurcacion de equilibrios frontera en
uno de los siguientes dos escenarios:

= Doble persistencia: Si p > 0, para § < 0 los equilibrios p1 y pa del sistema son
admisibles. Fstos equilibrios se convierten en equilibrios frontera cuando d = 0 y para
0 > 0 se convierten en dos pseudo-equilibrios qo,q3 en el campo deslizante.

= Doble silla-nodo: Si u < 0, para § < 0 los equilibrios p1 y po del sistema son virtuales.
Estos equilibrios se convierten en equilibrios frontera cuando 6 = 0 y para o > 0 se
convierten en dos pseudo-equilibrios qs, qs en el campo deslizante.

Con el propésito de organizar los elementos identificados en el ejemplo anterior, a con-
tinuacion se muestra una tabla que resume las propiedades mas relevantes del sistema en
funcién del signo de los parametros involucrados. Esta informaciéon permitird reconocer, de
manera inmediata, cuantos pseudo-equilibrios admite el campo deslizante y en qué regién de
la superficie de discontinuidad se localizan.

Parametro Condicién Comportamiento

o o <0  p1y p2 admisibles
o >0 p1 'y p2 virtuales

0 0 <0 1 pseudo-equilibrio admisible y 2 virtuales
0=0 2 equilibrios frontera y 1 pseudo-equilibrio

0>0 3 pseudo-equilibrios admisibles

W w>0 pseudo-equilibrios en ¥4
nw<0 pseudo-equilibrios en Y44

Cuadro 2.1: Resumen del nimero y tipo de pseudo-equilibrios del campo deslizante segin el
signo de los parametros de control del ejemplo.
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Capitulo 3

Bifurcaciones en una singularidad
de doble tangencia

En este capitulo se estudian las bifurcaciones asociadas a una singularidad de doble tan-
gencia en la forma normal obtenida en el Capitulo 2. El punto de partida es la bifurcacién
pseudo-Hopf, en la que la ruptura del antiparalelismo de los campos laterales produce la
creacion de un ciclo limite de cruce. A partir de la construccién explicita del mapeo de Poin-
caré asociado y de una reduccién sobre la variedad central, se obtienen condiciones en los
coeficientes de la forma normal, expresadas en términos de escalares como A, a1 y (2, que
determinan la existencia, estabilidad y tipo (nodo, foco o silla) del ciclo limite de cruce. En la
segunda parte del capitulo se analizan las bifurcaciones estacionarias en el campo deslizante
regularizado, que aparecen como componentes de las bifurcaciones compuestas y controlan la
creacién, destruccion o colisién de pseudo—equilibrios. En conjunto, estos resultados propor-
cionan un criterio sistematico para distinguir entre la bifurcaciéon pseudo—Hopf y las distintas
bifurcaciones compuestas que se ilustraran en el Capitulo 4.

3.1. La bifurcacién pseudo-Hopf

En sistemas dindmicos suaves, la bifurcacién de Hopf es un fenémeno bien conocido que
describe la aparicién o desaparicion de ciclos limite debido a la interaccion de valores propios
complejos que cruzan el eje imaginario, alterando la estabilidad del punto de equilibrio.

Para los sistemas Filippov, los autores en [6] llamaron bifurcacién pseudo-Hopf a aquella
que ocurre cuando un pseudo-equilibrio pierde estabilidad y aparece o desaparece un ciclo
limite de cruce como consecuencia. En la Figura [3.1] se ilustra un ciclo limite de cruce.

Para que suceda esta bifurcacién, necesitaremos que el sistema (1.1)

x:f(x):{f_(x):A1x+b1’ si O'(IE)<O (31)

fH(z) = Az +bg, sio(z)>0

satisfaga la siguiente hipdtesis,

29
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——

W

Figura 3.1: Ciclo limite de cruce (rojo)

(Hz) Existe un pardametro € tal que para el valor critico ¢ = gg, los campos vectoriales
fF(x,¢) satisfacen que f(Z,e9) — kf(Z,e0) =0, con k < 0.

Bajo la hipétesis (Hs), los campos vectoriales fF (z, ) son antiparalelos en la singularidad
de Teixeira cuando el pardmetro de bifurcacién toma el valor critico ¢ = ¢. En [I], 2 [5] los
autores probaron que esta condicién es necesaria para la creacion de un ciclo limite de cruce
cuando el parametro se aleja de 9. En la forma normal , tenemos

fH0,e0) —kf(0,60) =0, k<0,

es decir,
sa(€0) — kri(eo) =0 'y ra2(e0) — ksi(e0) = 0.

Consideremos, sin pérdida de generalidad a k = %, entonces
0 0
F(0,20) = [rile0) | v FH0,e0) = 7”(2?223560)
s1(c0) ra(e0)

Esto es, vamos a romper el antiparalelismo de los campos vectoriales si perturbamos sus
partes constantes en la forma normal (2.2)). Para eso, vamos a considerar el desdoblamiento
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0 1 0 0
cp ¢ c3|y+ 1 y1 <0,
) C4 C5 Cg s1+p (3.2)
V= 0 0 1 0 '
r1r2
di do d3|y+ st y1 > 0,
dy ds dg o+ W

En el siguiente teorema, vamos a abordar la bifurcacién pseudo-Hopf. (ver [9])

Teorema 3.1 (Teorema de la bifurcacién pseudo-Hopf). Consideremos el desdoblamiento
. Siry > 0,79 <0y s1 >0, entonces, para i suficientemente pequeria con pA > 0, el
sistema tiene un ciclo limite de cruce. Si a1 > 0(< 0) y A > 0 el ciclo limite de cruce

es estable (inestable), de tipo foco si By < 0 o de tipo nodo si o > 0. Si A < 0, el ciclo limite
de cruce es de tipo silla, donde

A o (et C5C6)riTy + T1ray1s1 — 7257 + 7385 + (di + dads)s]

?

3r%r%sl

c3r281 + (81(3d2 + 2d6) — 7’2(262 + 366))7'1 — d57”%

al
2

b
By = oz% — 8A,
con

Y1 = (c2 — c6)dsr1 — (c1 + c3e5 — c§)ra,
Yo = d2d57"% + (ngz — 2c3ds + Cﬁdﬁ)TlTQ + 03667’%,
vs = (d5 — dy — dsds)r1 + c3(ds — d2)ra.
Demostracion. Consideremos el mapeo de Poincaré dado por la composicién de los mapeos

de medio retorno ¢~ y ¢T (véase el Apéndice B para las expresiones de dichos mapeos y los
detalles sobre su construccién). Esto es, P : {¥: u,v < 0} = {X: u,v < 0} dado por

P(u,v,p) = ¢ (6™ (u,v, p)) = <P1(“vvvﬂ)>

PQ(’U,,’U,M)
donde
3rosy + u(drg — 81)> 21179 9
Pi(u,v,pu) = u———— v+ O(|u,v|?),
10, ) < s1(r2 + p) s1(re + 1) (e, ol")
2
Po(u, 0,1) = 2 O ju,of?).

1
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Los puntos fijos (u,v) de este mapeo estdn dados por
Pi(u,v,p) =u
P _ T s Uy ) .
(o) = (wa)™ o {pilnry = (33)
Para resolver el sistema anterior, definimos las funciones

Hl(UJ?va /‘L) = Pl(u’ v, /‘L) —u,

Hy(u,v, 1) = Py(u,v, 1) —v.

Asi, resolver (3.3) es equivalente a resolver Hy(u,v, ) =0y Ha(u,v, ) = 0. Primeramen-
te, observemos que

0H,
H.(0,0,0) =0 —(0,0,0) = ——
1(77) y av(77) 817
entonces, por el teorema de la funcién implicita, existe una funcién G(u,p) tal que

Hi(u,G(u, i), r) = 0 en una vecindad de (0,0,0). Esta funcién estd dada por

v = G(u,p) = aru + aguu® + O(|ul?), (3.4)
donde
_ ra(s1+2u) — sip
a1y = ’
T1T2
7’281(d57‘% + (d681 — CQTQ)Tl — 037'281)
gy = 3 .
3riry
Ahora, sustituimos (3.4) en Hy y obtenemos
H(u, Gl ), p) = — 2 Hofu )
u, G(u =————Hy(u
2\U, y )5 1357‘?7”3 o\u, i),
donde
Ho(u, pt) = 135r]r3(ro — s1)p + Ryup + Rou® + O(|ul?).
: 0H, 7.3
Observemos que Hyp(0,0) = 0 en una vecindad de (0,0) y 8—(0,0) = 135r{r5(ra — s1),
1

por lo que, nuevamente, por el teorema de la funcién implicita existe una funcién

p=m(u) = Kou? + Kau® + Kgu + O(Jul?), (3.5)

Ky = ( 251 >A,
ro — 81

2 cory + €351
3 r%

donde

K3 = Ko,
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tal que Ho(u,m(u)) = 0 en una vecindad de (0,0) y Ha(u, G(u, m(u)), m(u)) = 0 en una
vecindad de (0,0,0). Como 3 < 0y s1 > 0 entonces para cada p suficientemente pequena
con pA > 0, existe una u < 0 tal que

P(u, g(u),m(u)) = (u, g(w)T,

esto es, hemos encontrado un ciclo limite de cruce. Finalmente, para determinar la esta-
bilidad de dicho ciclo limite de cruce, necesitamos calcular los valores propios de la matriz
Jacobiana de P(u, g(u), m(u)), los cuales estan dados por

Mz =1+ aru+ azu® + O(|Jul®) £ v/ (Bau? + O([uf)

donde
/32 = Oé% - 8A)
1
Qo = 5 k‘Oél — 4A,
con

. —2dsr1 — 6(62 + 06)7“2 + (6d2 + 4d6)81
N 3’!”17"2 '

k

Entonces, como u < 0, si aju > 0 (a; < 0) y A > 0, el ciclo limite de cruce es estable
(inestable) de tipo nodo si af > 8A o de tipo foco si a3 < 8A. Si A < 0, el ciclo limite de
cruce es de tipo silla. ]

Corolario 3 (Bifurcacién pseudo-Hopf degenerada). Consideremos nuevamente el desdobla-
miento (3.2) y supongamos que A =0y K4 #0. Siry >0, 79 <0 y s3>0, entonces para p
suficientemente pequena con pukCy >0, el sistema (3.2) tiene un ciclo limite de cruce.

3.2. Bifurcaciones estacionarias en el campo deslizante regu-
larizado

En [10], los autores nombraron como bifurcacidn compuesta a aquella en la que sucede una
bifurcacién de ciclo limite de cruce y una bifurcacién transcritica deslizante, la cual ocurre en
el campo deslizante regularizado. El término “compuesto” hace referencia al hecho de que la
bifurcacién ocurre gracias a dos bifurcaciones que ocurren al mismo tiempo, por lo que tiene
sentido hablar de una bifurcacién compuesta que involucra a una bifurcacién con un ciclo
limite de cruce y una bifurcacién estacionaria en el campo deslizante regularizado.

En el articulo antes mencionado, los autores se dedican solamente al caso genérico, pues
considerar una bifurcacién estacionaria en el campo deslizante regularizado implica calcular
una condiciéon adicional no-genérica. Notemos que una bifurcacién silla-nodo en el campo
deslizante regularizado no es posible, pues el origen siempre es un equilibrio de dicho campo.



34 Bifurcaciones en una singularidad de doble tangencia

En este trabajo, para mostrar que la ocurrencia de las bifurcaciones trinche y transcritica,
consideremos el desdoblamiento ((3.2)):

. {f:(ynu) = Aly + b~1(/~1‘)> n < 07
f+(y7:u’) = AQ?J + b~2(,u')7 Y1 > 07

con

/01 0\ [0 0 1
Ai=|c1 ¢ c3|, A= |d1 do d3|,

¢4 C5 Co dy ds ds
~ 0 ~ 7“107'2
bi(w)=| mn |, ba(p) =

s1+p o1
! o+ W

El plano de conmutacién es
Y={yeR’|y =0},
y el vector normal es n = e; = (1,0,0)T. El método convexo de Filippov nos dice que

VFH () - < Fu)i-) .
T () - <> e

El campo deslizante reqularizado ﬁ« es el numerador:
Frly) = (e F~ ) () — (el Fr )i~ ).
En este escenario, el primer componente de f Ty f+ (es decir, eI fi) es sencillo:
el f W=y el fTy) =y

porque la primera fila de Ay y A es (0,1,0) y (0,0, 1), respectivamente, y la primera compo-
nente de by (u) y ba(p) es cero.

Por tanto,

iy =

Fry) = w2/ T (y) — y3f~ ().

Ahora, si evaluamos el campo f;- sobre el plano 3, es decir, imponiendo y; = 0. Escribimos,
separando los componentes:

fr () Y2
f_(y)‘ylzo =|fLWw|=] cprteayt+trn |,
f5(y) csy2 + CeYs + 51+ 1
) oo
; 12
Frlyml, o= W | =] duy2+dsys + o

+
f5 (W) dsy2 + deys + 12 + i
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Entonces,
B ) i)
F@) = | W |-
() f5 (y)

El primer componente no nos interesa (pues corresponde a la dindmica transversal en X).
Nos centramos en el segundo y tercer componente.

fro2y) = vofs (v) — vsfs (y), fray) = v2 15 (y) — s f5 ()
Sustituyendo:

fro(y) = ya(daya + days + "2) — yz(caya + cays +71)

= day3 + (d3 — c2)yays — c3y3 + (%yz - T1y3>,
—_—

parte no lineal parte lineal

Fra3() = y2(dsya + deys + 72 + 1) — y3(csy2 + coys + 51+ )

= dsy5 + (ds — ¢5)y2ys — cey3 + ((7’2 + p)ye — (s1+ M)y3> -

~
parte no lineal

-~
parte lineal

Asi, podemos escribir al campo deslizante regularizado de la siguiente manera:

Fr(y, 1) = L()y + fo(y2,y3), (3.6)

T2
2 —r
L(p) = ( s1 ) )
ro o —(s1+p)
y el término no lineal estd dado por

[ doy3 + (d3 — c2)y2ys — 03y§>
fo(y2,y3) = (d5y§ + (ds — ¢5)y2y3 — coy3)

donde

Ahora, observemos que el determinante de la matriz L(u) es
det(L(p)) = M
51
Por la condiciéon de Teixeira invisible-invisible, se tiene que r; > 0 y ro < 0, por tanto, la
desigualdad s; — ro > 0 se cumple. Se sigue que el determinante se anula si y solamente si
p = 0. Notemos que para yo = (0,0)" y p = 0 se tiene que fr(yo, 0) =0.

Para p = 0 escribimos Ly = L(0). Su polinomio caracteristico es

p(A) = det(AI — Lo)

PR r1
= det S1
—T9 A + 81

:/\2+)\<81—m),

S1
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de modo que
r1ro — S%

Ao =0, M= ——,

51

2
r1r9 — 8
con —=——L <.
S1

Para encontrar un vector propio asociado a Ag = 0 resolvemos
Lowo =0.

Escribiendo wy = (w11, w12)T, el sistema lineal se puede expresar como

T1T2
B o <w11> <0>
1 = .
9 —S1 w12 0
De la segunda fila se obtiene rowi; — sjwis = 0, y por tanto

S1
w11 = — wWi2-
T2

ﬂ
wo=|\|T2]-.
1

De manera analoga, para A\ consideramos

Tomando wis = 1 se puede elegir

(LO — )\1]) w1 = 0.

S
w1 = S1
1

De esta manera, tenemos que el subespacio central E€ y el subespacio estable E® estan
generados de la siguiente manera:

Una verificacién directa muestra que

es un vector propio asociado a Aj.

E° =span{wg}, F° = span{w;}.

Ahora, vamos a calcular la dindmica que gobierna a la variedad central tangente a E° en el
punto yg siguiendo el teorema 3 del Apéndice A. Primero, expresamos (3.6]) en forma extendida
considerando al pardmetro p como una variable de estado, es decir,

Y2 w20 -\ (e fo1(y2,y3)
| = 0 0 0 uw| + 0
Y3 ro 0 —s1/ \y3 fa2(y2, 1, y3)
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donde
fo1(y2,y3) = days + (ds — c2)yays — c3ys3,
Fa2(ya,s 1, y3) = p(y2 — y3) + dsys + (de — c5)y2ys — 63

Notemos que este sistema no esta en forma de Jordan. Para tomarlo en la forma deseada,
simplemente consideremos el término p(y2 — y3) como un término no lineal en el sistema
(3.6)); entonces, tenemos el sistema

9 = Loy + fa(y2, 11, y3), (3.7)

donde

_ le(yz,yg)
f2(y2au7y3) - <f22(y27u7y3)> :

El sistema (3.7) es llevado a forma de Jordan bajo el cambio de coordenadas
p=Ply

donde P = (wg w1) y ¢ = (¢1,92)", obteniendo el siguiente sistema extendido en su
forma de Jordan:

b1 0 0 O »1 el P~ fa(ip1, 1, 2)
pl=1oo0 o) n]+ 0 (3.8)
7)) 00 M\ P2 es P71 fo(1, s p2)
donde )
)\1 _ T1ro — 817
51

_( fai(e] Py, ej Po)
Jolpr s 2) = <f22(61TP<p,u7 e Py))-

Supongamos que
w2 = L1, 1) = api + b1+ cp’ (3.9)

Derivando (3.9) con respecto a 1 implica que la ecuacién de la variedad central esta dada
por

N (1, ) = (2ap1+bp)e] P~ fa (1, 1, £(1, 1)) — (Aoﬁ(cm, 1)+ e3 Pt fa (1, p, €1, u))) = 0.

Igualando los coeficientes de cada potencia de ¢ a cero, obtenemos que

B 37382 + (co — cg — d3)r3s3 + (dg — c5 — do)rast + dss?

= 2.2.2 )
AGSiTs

s3(s1 —12)

b=
)\88%7‘2

)

c=0.
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Ahora, si sustituimos (3.9)) en la primera ecuacién de , obtenemos la dindmica en la
variedad central, la cual enunciamos en el siguiente lema. Ademds, en la Figura[3.2) se ilustra
la descomposicion en subespacios invariantes asociada al andlisis local y la geometria de la
variedad central W .

Y3

B = (wr)
E°¢ = (wo)

Y2

C
IA/lOC

Figura 3.2: Subespacios del sistema y la variedad central

Lema 2. La dinamica de (3.6 restringida a la varidad central, para @1 suficientemente
pequena, estd dada por el siguiente campo vectorial unidimensional:

¢1 = parpr + azpl + azgs + O(le1]*),

donde
r1(s1 — r2)
a; = 7>\
151
1 — e
A1sire
" (5193 — c373) y
3= 32,2 )
ATSiTS
con

1 = (dsr1 + (ca — da)ra) s7 — das?,

Yo = cor1r3 — 13 (372 + (dg — ¢5)71) 51,

3 = (d3 — ca + c6)r3 + (c5 + da — dg)ras1 — dss7,
Yy = (c5 — dg)riry + 1r1((ds — co + 2¢6)12 — 2d571)51
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+ ((e5 + 2dy — dg)ry — 2¢372)55 + (d3 — ¢2)55.
Notemos que a1 < 0. Ahora, siguiendo el teorema [A.F del apéndice A, tenemos que

(i) El sistema (3.6 sufre una bifurcacién trasncritica en yp cuando el pardametro p = 0 si
a 75 0.

(ii) El sistema (3.6]) sufre una bifurcacién trinche en yo cuando el pardmetro p cruza el valor
critico u =0siax =0y a3 # 0.

Estos tltimos enunciados nos permiten establecer el siguiente resultado:

Proposicion 4. Los siguientes enunciados se cumplen.

(i) El sistema (3.2]) sufre una bifurcacion compuesta I (CB I,E| st se satisfacen las hipdtesis
del teorema[3.1) con ag # 0

(11) El sistema (3.2)) sufre una bifurcacion compuesta II (CB II) si se satisfacen las hipdtesis
del teorema[3.1] con as =0 y az # 0.

Por lo tanto,en el sistema (3.2)) puede ocurrir la bifurcacién compuesta de dos maneras: (i)
cuando un pseudo-equilibrio cruza la singularidad de Teixeira en una bifurcacion transcritica
y (ii) cuando dos pseudo-equilibrios se destruyen o nacen como resultado de una bifurcacién
trinche.

El hecho de que la variedad central es tangente al vector propio wy asegura que los pseudo-
equilibrios estdan localizados en la regién deslizante, al menos, localmente.

Las siglas vienen del inglés, compound bifurcation.
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Capitulo 4

Familias Representativas

En este capitulo se presentan familias concretas de sistemas Filippov en R? que realizan
los distintos escenarios de bifurcacién descritos en el Capitulo 3. La primera familia, dada por
(4.1), estd construida en la forma normal y depende de un conjunto reducido de pardametros
que permite observar, segiin las relaciones entre ellos, una bifurcaciéon compuesta de tipo I
(CB I), una bifurcacién compuesta de tipo II (CB II) y un régimen en el que no ocurre
bifurcaciéon compuesta, ilustrando el papel de los escalares A, Ko, K3 y K4 en la dindmica
local. La segunda familia se elige de manera que no presente bifurcaciones compuestas, aun
cuando admite un ciclo limite de cruce, y sirve para mostrar que las condiciones obtenidas en
el Capitulo 3 son, en efecto, necesarias. Con el fin de facilitar la ilustracion de los ciclos limite,
en ambos casos se construyd de forma que no existan equilibrios en los campos laterales, se
analiza el campo deslizante regularizado asociado y se incluyen simulaciones numéricas que
ilustran la dindmica cerca de la singularidad de doble tangencia.

4.1. Una familia con CB I, CB II y sin CB

Consideremos la siguiente familia de sistemas Filippov en R3

(

0 0 0
0 0 0f|y+ el , siy1 <0
01 7 r1+ i
y= (4.1)
0 1 0
52 0 P Y+ 9 s Siy1>0
0 0 0 ro + 1

conr; >0yre<O.
Veamos que el sistema (4.1)) no presenta equilibrios en ningin lado del plano de conmutacion;
en efecto, consideremos a la matriz

41
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Notemos que la segunda fila de A es una fila de ceros, la cual no aporta nada al rango de
la matriz. Ahora, veamos que las filas 1 y 3 son linealmente independientes:

Supongamos que
al(oa ]-7 0) + 012(51, 0777) = 07

esto nos da las ecuaciones

a1 -0+ ay-01 =0,
aj-14+as-0=0,
a;-04+az-n=0.

De la segunda ecuacién se tiene que a; = 0 y de la primera y tercer ecuacion se si-
gue que ad1 = 0y agn = 0, por lo que se tiene que az = 0, o bien, que 61 =1 = 0.~Asi, si
01 # 0 01 # 0 tenemos que rango(A;) = 2. En otro caso, si §1 = 1 = 0 entonces rango(A;) = 1

Ahora, consideremos a la matriz aumentada

o 0 10 0
[Al ’ bl] = 0 0 O 1
(51 0 nira + 1%
Es claro que las filas 1 y 3 son linealmente independientes, ademds, veamos que la fila 2

es distinta de cero (pues 71 > 0) y que no es posible conseguirla mediante una combinacion
lineal de las otras dos. Por tanto, tenemos que rango([4; | b1]) = 3.

Asi, como rango(A;) < rango([A; | by]), por el teorema de Rouché-Frobenius, se tiene que
el sistema es incompatible, por lo que el campo f~ no tiene ningun equilibrio.

Similarmente, para el campo fT, consideremos a la matriz

0
2

Ay =

=2
o O O

1
p
0

@)

La fila 3 es una fila de ceros, por lo que no aporta al rango de la matriz. Veamos que

= Si 92 = 0, entonces la segunda fila es combinacion lineal de la primera fila, o bien, es
una fila de ceros (si p = 0). Es decir, en este caso se tiene que rango(A4s) =1
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= Sidy # 0, entonces la primera y segunda fila son linealmente independientes (sin impor-
tar el valor de p), por lo que tenemos rango(As) = 2.

Ahora, para la matriz aumentada

i 001 0
[Ag’bg]— (52 0 1% (]
0 0 0|ro4p

Notemos que la fila 3 es linealmente independiente y no es una fila de ceros (pues r2 < 0)
y que la primera y segunda fila son linealmente independientes. Asi, rango([A2 | b2]) = 3.

En conclusién, se tiene que rango(Asz) < rango([As | b)), por lo que, por el teorema de
Rouché-Frobenius, el sistema es incompatible y asi el campo f no tiene ningtin equilibrio.
Por otro lado, notemos que el sistema (4.1)) genera al siguiente campo deslizante regulari-

zado sobre X: .
Y2\ PY2ys + Toy2 — r1Y3 1.9
AT - (4.2)
Y3 nys + (re + wye — (11 + 1)ys

de donde se obtienen los coeficientes:

ayp = —1,
_Tren+trip
a = ——,
r —Tg
4 — "1+ p)2ran + (11 +72)p)
3 (r1 —rg)3 '

los cuales nos seran de utilidad para determinar si ocurre una bifurcaciéon en este campo y
que tipo de bifurcacién es.

Ahora, en esta familia de sistemas, la expresién de la curva de puntos fijos:
_ _ 2 4 5
p=m(u) = Kou” + ICqu” + O(|ul”).

donde

IC2:< roTr1 )A,
ro — 1

Cr = 51339 (27“%51 —ry(ry — 37”2)(52) + r%((6r1 — 19)7381 + 512 (211 + 7”2)(52) n? + (6r1 — ro)ran®
4 4573(ry — ra)%r3 ’

2
A:1<5;+51+277>_
3 \r; r{

con

Los valores propios de la matriz Jacobiana de la expansién de Taylor hasta grado 5 de
P(u, g(u), m(u)) estdn dados por

A2 =1+ aru+ agu? + azu® + agu + asu® + O(Jul) £ /(Bu? + Baud + Baut + O(|ul®),
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donde
_nm
a1 = ——,
1
Qg = —L(azo + a21n2)
3r%r% ’
a3 = 2 (a3o + a31772)
3T%T% ’
1
4 =
4 45r%(r1—777)r2
4n
Qs

N 45r?(r1 —ro)T)

B = —L(ﬁm + Ba1n?),

3r%r§

B3 = %(530 + Ba1n°),
3rirs

1

- 45rt(ry — ro)r3

Ba
con
oo = 4(r369 4 1361),
aso = 2(ri6a +1361),
g = —20r1 (—7501 + 1162) (2r162 — ro(rady + 3r162))

Y1 = 47‘%(—131"17‘251 + 8’/“%51 + 57“%52),

50 ::5T1(5%r§~+-155152T%r§~— 155152r1r§~+-25%r% —-36§r?r2)

s = r3(—461m173 + 96173 + T062r3 — T56r3rs),

Bag = 8(r381 + 1262),
B30 = B20,

Bao = 40((7“1 — 29302 4+ Tr2(ry — ro)red100 + 7“1155)

Ba =:8T2(——23r1r§51-+»18r§51-— 1Or%52-+»15r%r252>,

Observacion 7. Notemos que el producto de los valores propios es

1 (a0 + c1n® + auan®),

1 (50 + asn’ + ason’),

= (Bao + Bun® + Bazn).

AMA=1—
142 1 3r%r§

2 2u?n (47259 + r2 (46 3 2
un+un(ﬁ2 w(1+ﬂrﬁ-mﬂ+o

2
Q21 = To

2
Q31 =T9y

Qo = 177“%(7“2 —71)

a5 — 97“%(7‘2 —7“1)

Ba1 = 513

B31 = Ba1

Bao = 11973 (ry — 11)

(I, ul®).
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Haciendo n = 0 tenemos que A\ A2 = 1, ademds, se sigue que ay = 0, por lo que los valores
propios se reducen a

Mo =1—4Au? + O(Jul®) £ V/—=8Au2 + O(|u?),
=14V —8Au — 4Au® + O(Jul®).
De estas relaciones, podemos concluir
s 51 A <0, el ciclo limite de cruce es tipo silla,
= ST A >0, el ciclo limite de cruce es tipo foco no hiperbdlico.

Veamos la veracidad de la seqgunda afirmacion. En efecto; si el ciclo limite es de tipo foco,
esto implica que A1, As € C, por tanto

M2 = o + B2 = A of

Ast,
A2 =1

lo que demuestra la no hiperbolicidad.

Si en esta familia consideramos
2 2
=Ty (51 +n )
2
T

3
by = Lo #E -ty 51#—5772

se sigue que A = o = K3 = 0, por lo que se tiene

—r2 (61 4+ n?) (561 + 3n?)

Ky =
4 157“% (ri —re)

£0

y la curva de puntos fijos tiene la expresién
p = Kau' +O([ul?).

Con esto, de acuerdo al Corolario (3 la familia presenta una bifurcacién pseudo-Hopf
degenerada.

Caso I: Bifurcaciones del campo deslizante regularizado.

r
BCR 1. Si consideramos a n # ——1,0, el sistema (4.1) sufre una bifurcacién transcritica
T2

en yo cuando p = 0. Los equilibrios para este sistema son g y los puntos

b1

)

(7"%77 + 7“2(7“1 - M)p—i— 2r1pp — 7“2\/5 —ron — (7“1 + 'u)p + \/ﬁ)

2(ro + p)p? 2np
_ (el — p)p +2ripp + oV Q a4 (11 + p)p + VQ
b2 = B) y T ’
2(r2 + p)p 2np
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donde © = 4(ry — ro)nup + (ran+ (r1 + p)p)°.
Necesitamos encontrar cual de estos dos equilibrios es el que colisiona en g, lo cual dara paso
a la bifurcaciéon que estamos buscando. Para esto, veamos lo siguiente; tomando p = 0, el
discriminante se reduce a

Q = (ron +11p)*.

» Siron+1r1p > 0, tenemos que sustituyendo {2 en pq 2, tenemos para py

= r3n +rirap —ra(ran+r1p) —ran+rip— (ran+rip)\ _ (0,0)
p]. M:U 27‘2[)2 bl 27710 y *
Similarmente, para el punto po se tiene que
_(r3n+rirap+ra(ran +1ip) —ron+rip+ (ron+rip)\  [(ren+rip T
p2‘u:0 - 10 02 ) 9 —\7 2
r2p0 np P n
» Siron+7r1p < 0, tenemos que sustituyendo €2 en pq 2, tenemos para po
‘ _ ran 4 rirap + ra(ren + rip) —ran +rip + (ran +r1p) — (0,0)
P2lu=o 2rop? ’ 2np o
Similarmente, para el punto p; se tiene que
_ (r3n+rirep —ra(ran +r1p) —ran+rip—(ran+rip)\ _ (rentrip r1
b1 ‘MZO o 2 2 ’ 9 - P y T
T20 np P n

Ahora, analizaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio. La matriz Jacobiana del

sistema es
pYs + 12 PY2 — 11
J 5 = 9
(2, 43) < ro+p —2nys — (ri+ M))

y evaludndola en yo = (0,0), tenemos

T 1

Para encontrar los valores propios, utilizaremos el polinomio caracteristico de la matriz .J,
el cual
M4 (4 — o)A+ p(ry — o) = 0.

de aqui encontramos que \; = —p 'y A2 = p(r1 —r2). Recordemos que 71 > 0y rg2 < 0, por
lo que el término (r; — r2) en el segundo valor propio es siempre positivo. Con esto, podemos
ver que

= Para <0
Se tiene que g es un punto silla, pues \; > 0y Ao < 0.

T2
P

).
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» Para =0
Aqui tenemos un equilibrio no hiperbélico pues A\ = Ay = 0.

= Para >0
De igual manera, se tiene un punto silla, pero ahora A\; <0y Ay > 0.

Ahora, analicemos el punto pi; de igual manera que en el equilibrio anterior, evaluamos
la matriz Jacobiana en las coordenadas del punto, asi tenemos

ro + =72 n—(r1+w) p+vQ 4 r3ntre (ri—p) p+2r1ipp—ra VQ

2n 2 (ro+p) p
J(p1) = /o
ro 4 1 o —ro T]*(mpﬁu) p+

de igual manera se tiene que Q = 4(r1 — r9)nup + (ron + (r1 + p)p)?. En la Figura se
muestra una simulacién para este caso cuando 4 >0y A > 0.

1.0 [ 1.0 L
| \
\ i
05 | 05 |
| | )
\ \
yo 0.0 | yo 0.0 |
\ \
\ i J 1.0
- -0
0.5 | 5 | ’
705
\ ‘ /1/1’0.0 »n
| | /=05
-1.0 ! -1.0 ! : 7
-0.2 -0.2 0.0 02 L0
N
(a) (b)

Figura 4.1: Simulacion de BCR I tomando 61 = §o =1 = 1,10 = p = -1, = =05 y
w = 0.15. En (a) podemos ver la evolucién de dos soluciones del sistema, los puntos negros
representan las condiciones iniciales (—0.25, —0.1, —0.1) y (0.25, 0.1, 0.1), en (b) podemos
ver el ciclo limite de cruce. Los puntos rojos denotan los pseudo-equilibrios del sistema.

Si en este caso, para los valores de los parametros tomados en la simulacién, pedimos que

1 3

1
52——1—517 5175—1 y 5175—§,

tenemos que A = K9 = K3 = 0, en consecuencia,

1 01

K +—+ﬁ#o
4 5 67

~ 160
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de modo que, visto como funcién de 47, se trata de un polinomio cuadratico con coeficiente
) )
principal positivo. Con un célculo sencillo, vemos que las raices son

1 3
51——1 y 51——2*0

Como el coeficiente principal es positivo, la pardbola abre hacia arriba y, por tanto,

1
<0, si—1<51<—2%,
Ka(01) 1 3
> 0, 5151<—1051>—%.

Asi, vemos que la ocurrencia de una bifurcacién pseudo-Hopf degenerada es factible para
valores apropiados de pu.

BCR II. Considerando n = — (%) p, el campo (4.2]) sufre una bifurcacién trinche en y

cuando p = 0. Los puntos de equilibrio de este sistema son gy y

pro = (2P = Tapp T VU roup VU
’ 2(re+p)p* T 2mp?

con ¥ =ryu (—47‘% + 4rirg + TQ,u) p2.
Para que los equilibrios existan, es necesario que ¥ > 0. Notemos que el término p? no
depende de u, por lo que no serd necesario considerarlo en este andlisis, ademas, el término
ropi €s positivo cuando p es negativa y es negativo cuando p es positiva. Con esto, haciendo
los célculos encontramos que

(—47“% + 4riry + Tg,u) > 0,

(747‘% +4rirg + 7“2)
r2 ’

47‘1(7’1 - 7"2)

o>

>
2

Llamemos a este valor de la siguiente forma:

* _ 4?”1(7"1 — 7“2)
r2

Ahora, veamos que

e Para u < p*, no existen equilibrios reales ademés de .
e Para p* < p < 0, existen los equilibrios p1,ps y son reales.
e Para u =0, los tres equilibrios yg, p1, p2 colapsan en el origen.

e Para u > 0, los equilibrios p; y p2 no son reales.
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47‘1 (7‘1 — Tg)

Con esto, podemos ver que los equilibrios tienen sentido cuando p € [
2

,0].La

matriz Jacobiana de este sistema es

pYs + T2 PYy2 — 11

J(y2,y3) = 2r1ysp _

ro + i L= U

En la Figura se muestra una simulacion para este caso con g >0y A > 0.

Ahora, para los valores de los pardametros tomados en la simulacién, si pedimos que

3
do=—-1-61, 61 #1 y 5175—5,

tenemos que A = Ky = K3 = 0, en consecuencia,

1 4 1
Ki==614+—6+—#0
4 6 1 + 15 1+ 10 7é )
de donde podemos calcular que sus raices son
3
51 =-1 y (51 = —g

Como el coeficiente principal es positivo, la pardbola abre hacia arriba y, por tanto,

3
<0, si —1<61<—5,
Ky(61)

3
> 0, Siél<—10(51>—g.

Por el Corolario 3, en este escenario puede ocurrir un ciclo limite de cruce.

| | .
t i
vz 0.0 ‘ vz 0.0 ‘
T T
-0.5 ‘ —05 ‘ / 1.0
.. - J 0.5
I I ./"0.0 »”
‘ ‘ //’/—0.5
-1.0 “— _—0—2 -1.0 “— ;0—2 70,6 o 10
N
(a) (b)

Figura 4.2: Simulacion de BCR II tomando 61 = do =11 =1, 1o =p=n=—-1y u=0.1.
En (a) podemos ver la evolucion de dos soluciones del sistema, los puntos negros representan
las condiciones iniciales (—0.25, —0.1, —0.1) y (0.25, 0.1, 0.1), en (b) podemos ver el ciclo
limite de cruce. Los puntos rojos denotan los pseudo-equilibrios del sistema.
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Caso II: Sin bifurcacién compuesta

En el caso en que n = p = 0, en el sistema (4.1) se cumple que ay = ag = 0, por lo que
no puede ocurrir una bifurcacién estacionaria en el campo deslizante. Notemos ademas que el
unico equilibrio del sistema es yg. En este escenario, tenemos que

1 09 (2125, — — 3r9)d

3\r? 1l 3\ry 13 9(ry —re)?rs ’

por lo que si podemos hacer uso del teorema |3.1| para encontrar un ciclo limite de cruce; sin
embargo, como a1 = 0, la estabilidad del ciclo limite se verifica por lo visto en la Observacion

i}
En la Figura se muestra una simulacién para este caso con >0y A > 0.

Ahora, para los valores de los pardmetros tomados en la simulacion, si pedimos que

dg=—01 y 01 #0,
tenemos que A = K9 = K3 = 0, en consecuencia,

1

IC4=6

52,

En particular, K4(01) > 0 para todo 6; € Ry K4(01) > 0 siempre que d; # 0, mientras que
K4(0) = 0. Por el Corolario 3, este escenario permite la aparicién de un ciclo limite de cruce
cuando p > 0.

y2

05 -

N1

Figura 4.3: Simulacion de Caso II tomando 61 =do=r1=1,r9=—-1,n=p=0y u=0.1.
En este caso, estamos observando un ciclo limite de cruce del tipo foco no hiperbolico. En la
imagen de la derecha podemos ver como las orbitas del mapeo de Poincaré son centros.
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4.2. Una familia sin bifurcacion compuesta

Ahora, vamos a considerar a la siguiente familia:

0O 1 0 0

c1 d3 Oly+ 71 s si Y1 < 0,

cy dg O S1+ U1

y= (4.3)
0 0 1 0
rirs .
d 0 c|ly+ 871 , sty >0,
dg 0 ¢ T+ p

Mediante un anélisis similar al hecho en la familia (4.1)), es posible demostrar que el sistema
(4.3) no presenta equilibrios en ningin lado del plano de conmutacién.

Por otro lado, el sistema (4.3) genera el siguiente campo deslizante

. 1T
y.2 _7 _ ?yz —Tys3 . 4.4
<y3> )y ((7’2 + /53/2 — (s1+ M)y3> .

el cual resulta ser lineal y satisface que a2 = ag = 0.

Observacion 8. Veamos que el inico equilibrio para este campo es el origen, como era de
esperarse.

Ahora bien, la curva de puntos fijos es en este caso

= Kou? + Kau® + Kqu* + O(Jul?),

donde 0
ICQ = ( f291 > Aa IC3 = - 9 ’C27
ro — 81 3 1
1
Ky = (3ctrirs: (—dro+9s1)+rird(ra—s1) (22cirir3 42551 (~dar1+d
4 1351503 (ry — 51)2 cirirysi(—4ra+9s1)+cyrirs (ra—s1) (22c4rir5 42557 (—dar1+dy 51))

+38? (—5047“%7“%((147“1 —2d; 81)-1—8% (d47“1 —dlsl) (C%Tl (7’2—81)+d47’1 (6T2—81)+5d181 (—3T2+81)))

+01r1r% (3047‘%7’%(47”2—931)—1—31 (220%7’17’%(—7'2—#31)—#153% (d4r1 (ro+s1)—dis1 (7’2—1—231)) ) ) ) )

con

A= 047’%7"% — clrlr%sl — d4r18:1)’ + dls‘l1
= 3,2 :
3ryrar
Por lo que el sistema presenta un ciclo limite de cruce si pA > 0.

Luego, los valores propios de la matriz Jacobiana de P son

M2 =1+ aju+ agu? + O(|uf®) £ /Bau? + Bzud + O(Jul),



52 Familias Representativas

donde

2(—027"2 + 057’1)

o] =
37”17”2

4(—047“%7"% + clrlr%sl + s:f(d4r1 — dlsl))

Qg = ,
2 3rirds,

BQ = Ot% — 8A,

—6¢419 + 4ess1
fy = ——F—— [2.

37“1?‘2
Si en esta familia consideramos sin pérdida de generalidad

ClTl’F%Sl + d47‘18:17) — 0318111

2.2 )
T3

Cy =

se sigue que Ko = K3 = 0 . Por tanto, la expresion de la curva de puntos fijos es:

= Kau* + O([ul®).
con
53 (dyry — dy s1) ((901 —c2)rir+ (cg + 6d4) r1 52 — 15d; s:f)
Ka = 6.3
45191y (1o — s1)

Con esto, de acuerdo al Corolario 3, el sistema (4.3)) presenta un ciclo limite de cruce si
ks > 0. En la Figura se muestra una simulacién para esta famila.

0.5 |

Y300 |

-05 |

Figura 4.4: Simulacion de esta familia sin BC, tomando ¢y =dy =co =c5 =dg =dg =12 =

—1l,ca=ri=s1=d1 =1y u=—0.5. En este escenario, obtenemos un ciclo limite de cruce
estable del tipo nodo.



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se estudié la dindmica local de sistemas Filippov en R? que presentan
una singularidad de doble tangencia, con especial énfasis en los mecanismos de bifurcacién
que involucran ciclos limite de cruce y pseudo-equilibrios del campo deslizante. A partir de
un modelo lineal por pedazos con una unica superficie de discontinuidad, se desarrollé un
marco analitico que permite describir, de manera sistematica, la aparicién de la bifurcacién
pseudo-Hopf y de bifurcaciones compuestas asociadas a la singularidad de doble tangencia,
asi como acotar el niimero de pseudo-equilibrios admisibles.

En el Capitulo 1 se fijaron las nociones bésicas de sistemas Filippov en dimensién tres: la
descomposicién del plano de conmutacion en regiones de cruce y deslizamiento, la definicién
del campo deslizante fs; y del campo deslizante regularizado f,, asi como la clasificacién
de los puntos de tangencia y la caracterizacion de la singularidad de Teixeira como una
doble tangencia invisible-invisible. Estos preliminares permitieron formular el problema en
un lenguaje geométrico adecuado y precisar el papel de los pseudo-equilibrios y equilibrios
frontera en la dindmica sobre el plano de conmutacién.

En el Capitulo 2 se obtuvo una forma normal para sistemas Filippov con una singularidad
de doble tangencia que satisface una hipotesis natural de solucién tnica. Mediante un difeo-
morfismo, se llevé el plano de conmutacién al plano {y; = 0} y se normalizaron los campos
laterales de manera que la doble tangencia quedara situada en el origen y las rectas de tangen-
cia coincidieran con los ejes coordenados. Esta forma normal hace explicita la estructura lineal
por pedazos del sistema y permite describir de manera uniforme las regiones deslizantes y de
cruce. A partir de ella se dedujo una expresion explicita del campo deslizante regularizado
en coordenadas (y2,y3), lo que permitié reducir el estudio de la dindmica sobre el plano de
conmutacién al andlisis de un sistema bidimensional de tipo cuadratico.

La naturaleza polinémica del campo deslizante regularizado posibilité, ademas, aplicar una
versién real del Teorema de Bézout para acotar el niimero de pseudo-equilibrios. En efecto,
al escribir las componentes de f, como dos polinomios cuadraticos en (y2,y3), se mostré que,
bajo una hipétesis de no degeneracién (ausencia de factores irreducibles comunes), el niimero
total de ceros en el plano complejo no excede cuatro. De este modo, se concluydé que, el
campo deslizante regularizado admite a lo més cuatro equilibrios y, por tanto, como maximo
tres pseudo-equilibrios distintos de la propia singularidad de doble tangencia. Este resultado
proporciona una restriccién estructural para la dindmica local: descarta la posibilidad de
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familias continuas de pseudo-equilibrios y delimita el tipo de configuraciones que pueden
participar en bifurcaciones compuestas.

En el Capitulo 3 se analizaron las bifurcaciones que surgen al considerar un desdoblamien-
to del sistema en la forma normal. En primer lugar, se revisité la bifurcacién pseudo-Hopf
asociada a la singularidad de Teixeira, estableciendo condiciones explicitas sobre los parame-
tros lineales del sistema (codificadas en el escalar A y en los coeficientes o y 2 del mapeo de
Poincaré) que garantizan la aparicién de un ciclo limite de cruce. Se describié cémo el signo
de A determina el tipo de ciclo (foco o silla), mientras que el signo de (3, distingue entre ciclos
de tipo foco y de tipo nodo, y se preciso la influencia de a; en la estabilidad del ciclo. De esta
manera, se obtuvo un criterio puramente algebraico para detectar y clasificar la bifurcacién
pseudo-Hopf en sistemas Filippov lineales por pedazos en dimensién tres.

En segundo lugar, se estudiaron las bifurcaciones estacionarias del campo deslizante re-
gularizado asociadas a la singularidad de doble tangencia. Mediante una reduccién sobre la
variedad central, tangente al vector propio correspondiente al valor propio cero de la matriz
Jacobiana, se llevé la dindmica deslizante a una ecuacion escalar cuyos coeficientes no lineales
dependen de los pardametros originales del sistema. Se mostré que, segin el anulacién o no de
ciertos coeficientes en esta ecuacién reducida, pueden aparecer bifurcaciones transcriticas o
bifurcaciones de tipo trinche en el campo deslizante regularizado. La combinacién de estas bi-
furcaciones estacionarias con la bifurcacién pseudo-Hopf del ciclo de cruce dio lugar a la nocién
de bifurcacién compuesta, distinguiéndose dos tipos principales: una bifurcacién compuesta de
tipo I, en la que el ciclo limite de cruce coexiste con una bifurcacién transcritica deslizante, y
una bifurcacion compuesta de tipo II, en la que el ciclo se acopla con una bifurcacién trinche.

Finalmente, en el Capitulo 4 se construyeron familias concretas de sistemas Filippov que
realizan los distintos escenarios de bifurcacién descritos en el anélisis tedérico. En particular, se
present6 una familia que exhibe explicitamente una bifurcaciéon compuesta de tipo I, una bi-
furcacién compuesta de tipo Il y un caso en el que sélo aparece la bifurcacién pseudo?Hopf sin
bifurcacién estacionaria en el campo deslizante. En todos estos casos, se verificé la inexistencia
de equilibrios de los campos laterales y se comprobé que los pseudo-equilibrios relevantes se
localizan en la regién deslizante, en concordancia con las propiedades de la variedad central.
Ademas, se mostré como las relaciones entre los pardmetros de las familias permiten anular
los invariantes A, Ko v K3, de modo que la dindmica queda gobernada por el coeficiente 4 y
se obtiene una version degenerada de la bifurcacién pseudo-Hopf en dimension tres.

En conjunto, los resultados obtenidos ofrecen un marco coherente para entender la inter-
accién entre la singularidad de doble tangencia, la dinamica deslizante y la aparicién de ciclos
limite de cruce en sistemas Filippov lineales por pedazos. La combinacién de la forma normal,
la reduccién sobre la variedad central y el uso de coeficientes obtenidos del mapeo de Poincaré
y proporciona una herramienta flexible para describir y clasificar bifurcaciones compuestas en
este contexto.

Quedan, sin embargo, diversas lineas abiertas que invitan a continuar este estudio. En pri-
mer lugar, seria natural extender el anélisis a sistemas no lineales por pedazos, en los que los
campos laterales presentan términos no lineales de orden superior. En segundo lugar, resulta
de interés considerar configuraciones con multiples superficies de discontinuidad o con otros
tipos de singularidades (por ejemplo, combinaciones de dobles dobleces y cuspide-cuspide),
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donde la interaccion entre las distintas regiones de deslizamiento y cruce puede generar nuevos
mecanismos de bifurcacién. Finalmente, la incorporacion de métodos numéricos especificos pa-
ra sistemas Filippov en dimensién tres podria complementar el enfoque analitico desarrollado
aqui, permitiendo explorar con mayor detalle la robustez de los fenémenos descritos.

Aunque este trabajo se ha centrado en un escenario particular, los resultados obtenidos
sugieren que la singularidad de doble tangencia en dimensién tres sigue siendo una fuente
fructifera de comportamientos complejos en sistemas no suaves. El marco propuesto busca
servir como punto de partida para desarrollos posteriores, en los que se profundice en la
clasificacién de bifurcaciones y en la comprension de su papel en modelos aplicados donde la
no suavidad es un rasgo esencial de la dinamica.
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Apéndice A

Teoremas basicos

El siguiente teorema nos ayuda a determinar cuando una

Teorema A.1 (Teorema de Rouché-Frobenius). Sea el sistema Az =b, con A € Myxn(R),
xz € R"™ y be R™. Se tiene que el sistema es

» Compatible determinado si rango(A) = rango(A|b) = n,
= Compatible indeterminado si rango(A) = rango(Alb) < n,
» Incompatible si rango(A) # rango(A|b),

donde (A|b) representa la matriz ampliada del sistema.

Teorema A.2 (Bézout). Sean C y Cy dos curvas algebraicas planas en C2, definidas por
polinomios no constantes Py (x,y) y Pa(x,y) de grados dy y da, respectivamente, y supongamos
que no comparten un factor irreducible comin. Entonces, el sistema

Pl(x7y):07 PQ(‘T)y):O

tiene a lo mds didy soluciones en C2, contando multiplicidades. En particular, el nimero de
soluciones reales no excede dids.

El siguiente teorema enuncia uno de los resultados basicos del Calculo.

Teorema A.3 (Teorema de la Funcién Implicita). Sea f: R? — R una funcion de clase C*.
Denotemos como (z,y,2) a los puntos en R3. Supongamos que (xq,vo, 20) es tal que

0
f(xo,90,20) =0 y %(xo,yo,zo) # 0.

Entonces existe un conjunto abierto U C R? que contiene a (xq,y0) y un conjunto abierto
V C R que contiene a zg y una unica funcion g : U — V tal que

f(z,y,9(x,y)) =0, V(z,y) €U

o7
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Teorema A.4 (Teorema de la Variedad Central Local). Sea f € C"(FE), con E C R™ abierto
que contiene al origen y r > 1. Supongamos que f(0) = 0 y que D f(0) tiene ¢ valores propios
con parte real cero y s valores propios con parte real negativa, donde c + s = n. Entonces, el
sistema & = f(x) puede escribirse en forma diagonal

T = A& + f1(&1, &)
y = B& + f2(61,&2)

donde (£&1,&2) € RE xR%, A es una matriz cuadrada con ¢ valores propios que tienen parte
real cero, B es una matriz cuadrada con s valores propios con parte real negativa y f1(0) =
f2(0) = 0, Df1(0) = Df2(0) = 0; ademas, existe una variedad invariante c-dimensional
tangente al subespacio central E€ en 0,

Wiee(0) = {(§1,82) € R x R | & = h(&1)}

donde h € C"(Ns(0)) para § > 0 y satisface que

Dh(§)[A& + f1(&1, h(&1))] — Bh(&1) — fa(&1, h(&1)) = 0

para |€1| < §; finalmente, el flujo en la variedad central W€(0) estd definida por el sistema
de ecuaciones diferenciales

&1 = A&+ fil&r, (&),
para cada & € R¢ con |€1]| < 6.

Teorema A.5 (Teorema de las bifurcaciones estacionarias). Sea la siguiente familia de espa-
ctos vectoriales de dimension uno con un pardmetro

= f(x,n), xz€R, peR. (A1)

Supongamos que (A.1]) tiene un equilibrio no hiperbolico en (z, ) = (0,0), es decir,

£0,00=0 y ‘;’:(0,0) = 0.

(i) El sistema sufre una bifurcacion silla-nodo en (0,0) si
of o0 f
(0,0 0 —=(0,0
au( ) )7& axg( ) )

(i) El sistema sufre una bifurcacion transcritica en (0,0) si

of _
@(0,0) =0,

0’ f
oxou

2
0.0 #0 y 220.0#0
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(i1i) El sistema sufre una bifurcacion trinche en (0,0) si

aof o0 f o0 f 3f
au —(0,0) =0, Ep +-5(0,0) =0, 83:8#(0,0)750 83(0 0) # 0.
Lema A.1. Para todo entero p > 1, se cumple que:
p k’ 1 1
Z (p— k 1 k! H

k=1
Demostracion. Multiplicando por p!:

P(_q)k-1 p B
P -0

k=1
Por el teorema de expansion binomial, se tiene que
= (p
1—1) = =0 >1),
(-1 =3(}) 0t =0 furapz

asi, si aislamos el término k =0

1 +é <i> (1) =0 = ZP:(—D’H (i) ~ 1
Por tanto:

o - 1
Z k) E! o
k:l

|

Proposicién A.1. Sean A € R™*™ y b € R™. La solucion para el problema de valor inicial

&= f(x)=Ax+b, z(0)=xo,

puede representarse como
z(t) = zo + tM(t) f(20),

donde

_Z(k:+1

k=0

Demostracion. Recordemos la representacién en serie de potencias para et4 y e=54

oA _ i tn:'l"’ osA _ i (—Sq)sAm‘

Sabemos que el sistema & = Ax + b tiene como solucién
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z(t) = et <xo + /0 t e—sAbds> (A.2)

Ahora, vamos a encontrar el valor de la integral en la ecuacién (A.2):
t t e m Am
_ —s)™A
/ e SAbds:/ Z% bds.
0 0 m—0 m:
Como esta serie converge uniformemente, podemos intercambiar la suma y la integracion,

de forma que
t x m Am oo Amy t
/ (Z (S)|> bds = '/ (—s)™ds,
0 m. m: 0

m=0 m=0

de aqui, podemos ver que

t ” _ (_1)mtm+1
/0(_3> s = )

Entonces, se tiene que

t X 1\ymgm+1 gm
/eSAde:Z(l)t A
0 m—0 (m-l—l)'

Reindexando con k = m + 1:
B 0 (_1)k—1tkAk—1b
- Z k! '

Ya que tenemos esta expresién, veamos que la ecuacién (A.2]) puede reescribirse de la
siguiente formas:

t & A > A" > (_l)kfltkAkflb
tA —sA _
e <x0—|—/oe bds>—<§ o ):U0+<E o )(g o .

n=0 n=0 k=1

Veamos que el producto de sumas de la parte derecha es un producto de Cauchy (en
realidad, es una convolucién de series), por lo tanto, lo podemos expresar como una doble
suma sobre n y k, de forma que

(_l)kflthrkAnJrkflb

ZZ n! k!
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Por el Lema se sigue que

i tP AP~ 1
=1 P
Ahora, sustituyendo la suma simplificada, obtenemos

P AP tPHAPb > tpApb
>y G - g

p=1 p=

Se define a la funcién matricial

Entonces .
et4 / e *Abds = tM(t)b.
0

Finalmente, veamos que para et

=x9 + tM(t)ACL’O

Combinando las expresiones (A.3) y (A.4)), se tiene que

et4 (l‘o + /t e %4 ds> =z + tM(t)(Azg + b) = zo + tM(t) f(x0)
0

Asi, la solucion es

x(t) = et (xo + /Ot e *4b d8> = 2o + tM(t) f(zo

como se queria probar.

(A.3)

(A.4)
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Apéndice B
Construccion de los mapeos de
medio retorno

Nota. Debido a la complejidad algebraica, los cédlculos de los desarrollos de los mapeos
¢~ y ¢ fueron realizados con asistencia del software Wolfram 14.2 (antes Mathematica). A
continuacién, se describe el procedimiento metodolégico y se presentan los resultados hasta
el orden necesario para el andlisis de las bifurcaciones.

0
Para probar la existencia de un ciclo limite de cruce, tenemos que encontrar ¢ = | u;
U1
0
v g = | us |, con u,v; <0, uo,ve >0y los tiempos ¢, to tales que el sistema
V2
a2 = ¢, (q1), (B.1)
@ = o (q2) (B.2)
tiene una solucion.
La parte derecha de (B.1)) se define como
. t1 .
o, (@) = e <Q1 +/ 6_5A151d8>
0
entonces, por la proposicién (A.1l)) podemos escribir (B.1)) como el sistema
@ =q +tMi(t)f (q), (B.3)

donde
t 52 t% A2 t:{’ i3
Ml(tl):I—f_?Al—i_?Al'f_EAl"‘ .

La primera ecuacién del sistema (B.3)) es
tref My(t1)f (1) =0,

63
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de la cual, podemos observar que la funcién
Fi(t1,u1,v1) = ef Mi(t1) f~ (q1)

t t2
:'LLl+%(T1+CQU1+03U1)+§®1+"’,

donde ©1 = cory + c3(s1 + i) + (c1 + czes + c3)uy + (2 + cg)czvy, satisface que

OF'
Fl(O’O)O):O y ﬁll(ovoyo)

=5

Entonces, por el teorema de la funcién implicita, existe una funcién ¢;(uq,v1) tal que
Fy(t1(u1,v1),u1,v1) = 0 en una vecindad de (0,0, 0). Esta funcién esta dada por

2u;  2czuivr - 2(car1 — 2¢3(s1 + ,u)u%) B 20§u1v% B 403u%vl((02 + ¢c6)r1 — 3es(s1+ )

ti(ur,v1) = ——— +
(w1, 1) ol r? 3r3 ol 3ri

Reemplazando el tiempo de vuelo en la segunda y tercera ecuacion de (B.3|), obtenemos

que
(“2> _ <¢11<U17U1)> B.4)
V2 ¢12 (”LLQ, 1)2)
donde
2 2 9 — 9 2
i, o) = — g + 2T Fealoars = con  Sen(s )
31y 3ry
2(26%7“% + esri(c2 + 3cp)(s1+ p) — 4c§<31 + ,U)Q)U‘z’
o A _|_ cee
9r{
2 2 — 3 2 _ 2
oy (ur,v1) =vy — (51 :H)m ~ 2(cem C?;,(;l + puy)  2c3(cs(s1+ ;;g CceT1) ULV
1 2 3

2(s1 + p)(cory + 3egr1 — 2¢3(s1 + ,u))u% N 2F1u%vl

- 317 s

con I'y = cgr?(ca + 3cg) — 2r1c3(ca + 5eg)(s1+ 1) + 60%32.

Definimos el mapeo izquierdo ¢~ : {3 : u1,v; < 0} — {Z : ug, v > 0} como

¢~ (u1,v1, ) = (z%EZi:Zi:Z;) .

De manera anéloga, podemos escribir (B.2]) como el sistema
@1 = g2+ taMa(t2) f (q2), (B.5)

donde
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ty o 510 15
Mz(tg):I+§A2+§A2+IA2+W .
La primera ecuacién de es
tae] Ma(t2) f(g2) =0,
de la cual, observamos que la funcién
Fy(ta, uz, va) = ef Ma(t2) [ (q2)

ty t3
=U2+§2(T2+dsuz+d602)+3*2,@2"' ;

donde ©9 = dgr), + ds52 + (d2 + dg)dsus + (ds + d3ds + d2)vy, con sy = 2&, satisface que

1
OF.
F(0,0,0) =07 372(0’0’0) =
2

funcién to(ug,ve) tal que Fy(ta(ug,ve),u2,v2) = 0 en una vecindad de (0,0,0). Esta funcién
esta dada por

ro + . e .
a Asi, por el teorema de la funcién implicita, existe una

; B 2v9 2d5u9v9 2(dg(ro + p) — 2ds5s2)v3
2(u2,v2) = — 5 3
(ro+p)  (r2+p) 3(rg + 1)
2d§u%v2 4ds ((dg + dG)(TQ + ,u) — 3d5$2) UQ'U%
- 3 4 +
(12 + 1) 3(r + )

Reemplazando el tiempo de vuelo en la segunda y tercera ecuacién de (B.5)), obtenemos

uy 3, (us, vz)>
= , B.6
() = (e ®o
donde
28909 2 (dg (7’2 + /L) — d582) U2V 2ds (dg(?‘g + M) - d582) u%vg

5 (U2, v2) = ug — -
Pl i) = = ) (ra 4 2 (ra 4 1P
n 289 ((3d2 + dg)(r2 + ,u) — 2d582) ’U% 2F2u2v§ .
3(ra + p)3 3(rg + )4 ’
+ B 2(d5$2 + dG(Tg + ,u))v% 2d5((d2 — dﬁ)(TQ + /L) — 2d582)U2U%
P39 (U2, v2) = —v2 2 3
3(ra + ) 3(r2 + p)
B 2 (2d§ (ro + p) + sods(3da + dg)(ra + p) — 4d55%) v% n
9(ry + p)* ’

donde Ty = 6d3s3 — 2d5s2(5dy — dg)(r2 + 1) + da(3d2 + dg)(r2 + p1)?. Definimos el mapeo
derecho ¢™ : {¥ : ug,v9 > 0 — ¥ : uy,v; < 0} como

¢ (uz, va, 1) = (Qs;l(u%w“u)) :

Pao (U2, 2, 1)
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