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Introduccion

La desigualdad de Jensen ha sido uno de los resultados méas importantes en el desa-
rrollo de las matematicas. Propuesta por el matematico danés Johan Jensen a principios
del siglo XX en el articulo [8], esta desigualdad nos brinda una relacién entre los valores
de una funciéon convexa y sus respectivos promedios ponderados. Su forma maés simple la

podemos establecer de la siguiente manera:

Sea f : I — R una funcién convexa definida en un intervalo /. Entonces para cualquier

n
neN, x1,29,..,0, €1y p1,p2,...,pn > 0 tal que Zpi = 1, tenemos
i=1

Aun cuando su enunciado es sencillo y facil de entender, sus aplicaciones han logrado
resolver problemas importantes y trascendentes en areas tan diversas de las matematicas
como Optimizacién, Probabilidad, Estadistica, Procesos Estocasticos, Teoria de la Infor-
macion, Analisis Matematicos, Geometria, entre otras. Con su aplicacién se ha logrado
analizar de forma maés sencilla importantes problemas anejos, como por ejemplo el obte-
ner propiedades del centroide, concepto introducido por Arquimedes y después estudiado
por Gauss. Ademds la Desigualdad de Jensen fue incluida en el libro Inequalities [6] de

Hardy, Littlewood y Polya.

El objetivo de este trabajo es analizar la desigualdad de Jensen desde varios aspectos. En
particular presentamos algunas de sus variantes en diferentes ramas de las matemaéticas,
asi como generalizaciones al considerar que algunos pesos pueden ser negativos. Ademas,
estudiamos condiciones para que se cumpla la desigualdad inversa aun para funciones
convexas. Por otro lado, planteamos y resolvemos el problema de encontrar cotas para la

desigualdad de Jensen por medio del llamado operador de Jensen. Especificamente, sean
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p ={pi}, y x ={x;},. Definimos el operador de Jensen como

Jf(x P ) = szf(xz) - f <Zp@xz> .

En este sentido, en términos del operador Jy, la desigualdad de Jensen se puede expresar

como 0 < J¢(x ,p ). Entonces el objetivo es acotar dicho operador.
El trabajo esta estructurado de las siguiente manera.

En el primer capitulo nos centramos en la presentacion y demostracion de la desigualdad
tomando como referencia el articulo original de Jensen [8], y basandonos también en el
libro [2]. Adema&s introducimos otras condiciones que garantizan que se sigue cumpliendo
la desigualdad con las cuales obtenemos algunas generalizaciones. Esta parte estd basada
principalmente en los resultados de Steffensen en [20] y de otros resultados obtenidos de
0],112],13],14].

En el segundo capitulo estudiamos el problema de las cotas para la desigualdad de Jen-
sen via el operador de Jensen. En particular introducimos condiciones para obtener cotas
globales en el sentido que solo dependen de la funcién a considerar y su dominio; es decir
dichas cotas seran independientes de los valores a considerar y de sus respectivos pesos.
De igual forma daremos ciertos resultados que nos muestren las relaciones entre las cotas
obtenidas, lo cual nos permitird obtener la mejor cota global posible. Estos resultados
estdn basados en los articulos [1],[4],[5],[7],[17],[18],[19].

Por 1ltimo, en el capitulo final mostramos algunas de las aplicaciones de la teoria de-
sarrollada en los capitulos anteriores a otras areas de las matematicas. Primeramente
estableceremos algunas relaciones entre los diferentes promedios usuales como las medias
aritmética, geométrica, logaritmica, arménica, entre otras. Muchas de estas relaciones
vienen dadas por desigualdades bien conocidas en la literatura. Sin embargo, haciendo
uso de los resultados del Capitulo 2 podremos establecer condiciones para que se cumplan
las desigualdades inversas. Otra de las aplicaciones importantes que presentaremos es a
la Teoria de Informacion. Es importante senalar que aun cuando esta teoria data del
ano 1948 cuando Claude Shannon publica el articulo [15], con las cotas obtenidas en el
Capitulo 2 se obtienen nuevos resultados que sirven para estimar la entropia.

Concluimos el capitulo dando algunas aplicaciones de la Desigualdad de Jensen a otras

areas de las matematicas como la Geometria, la Probabilidad y a la Teoria de Nimeros.
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Para finalizar, comentamos que el desarrollo del trabajo estd basado principalmente en
las referencias antes citadas. El resto de la bibliografia [3],[10],[16],[21],[22], sirvié como

apoyo para la mejor exposicion de los resultados.
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En este capitulo presentaremos algunos de los resultados que nos seran de gran utilidad

durante todo el trabajo.

Denotamos una sucesion finita de elementos {z;} en un conjunto arbitrario D como
. n
X = {LCz i=1s

y p := {pi}~; una sucesién finita de pesos p; asociada a x, es decir, p; serd el peso

asociado a x;,i = 1,2, ..., n.

n n
Ademas, denotamos P, = E pi, P.=P,— P, = E D;
=1 i=k+1
Definicién 0.0.1. La sucesién x es constante si 1 = Lo = - -+ = Z,,.

Definicién 0.0.2. La sucesion x es creciente si x; < x;11, Vi=1,....n.
Definicién 0.0.3. La sucesion x es decreciente si x;11 < x;, Vi=1,....n.
Definicién 0.0.4. La sucesién x es monotona si es creciente o decreciente.

Definicién 0.0.5. Sea x una sucesién finita y p la sucesién de pesos asociada a x ,
diremos que x es esencialmente constante si x; = x para algin x y 1 = 1,2, ..., n; tal que
p; # 0. Es decir, todos los elementos de x que tienen pesos distintos de cero son iguales:

si p;, p; # 0 entonces x; = x;.

Esta definicion lo que nos dice es que no es necesario que todos los términos de la sucesion

x sean iguales, solo aquellos que tengan pesos asociados distintos de cero.

Definicién 0.0.6. Decimos que f es conveza en el intervalo I C R si para cada x,y €

y A € [0, 1], se cumple que

fz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1 =N f(y)



Preliminares

Definicién 0.0.7. Decimos que f es concava cuando — f es convexa.

Proposicién 0.0.1. La definicion 0.0.6 es equivalente al siguiente hecho:

Si xy, 20,23 € I con x1 < 19 < x3, entonces

1.
T3 — T3 Ty — 1
flaz) < s _xlf( 1) o xlf(a?:%)
2.
f(z1) f(x2) f(x3) >0
(w1 —@2)(x1 —x3) (22 —x3)(x2 —21) (23— 21)(23 — 22) —
3.
Flws) = flon) _ fles) = flon) _ flay) — fl)
To — X1 - T3 — X1 - T3 — T2 ’

Demostracion.

T3 — T2 To — Iq ey

(1) Sea A = yl—A= , ahora por la Definicién 0.0.6 para tenemos que
T3 — I T3 — 1

f ((mg_zz) e (xQ _“) x3> = gjg_%f(l“l) + 2 _xlf(l’:%),
xr3 — T xr3 — I xr3 — T T3 — I

T1X3 — T1T2 + T3xTy — T1T3 T3 — Xo To — T
f ( ) < Pl + 270 ),
xr3 — T xr3 — I T3 — T1

3T — L1T2 T3 — T2 To — X1
i ) < B0 ) + 220 )
T3 — 21

IN

xr3 — T

f <x2($3 —~ xl)) B f ) + 2 f (),

T3 — To To — 1
< .
flaz) < - xlf(ﬂh) i xlf(l's)
(2) Sea otra vez A = i yl—XA= T2 xl, por (1) tenemos que
T3 — 1 I3 — 21
T3 — Ig Ty — 1
fla2) < $3_x1f(fl) xg_xlf(x?)%
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0< fl2) - flze) n (w2 — 1)

T x3—x1  x3— T2 (r3—xa)(T3 — T1)

f(l'g),

0< f(z1) _ f(z2) + f(zs)

(23 —a1)(xa — 1) (w3 —22)(22 —21) (W3 — W) (w3 — 21)’

0 < f(x1) n f(x2) N f(x3)

T (w1 — @) (rr —xg) (o —xg)(wa— 1) (w3 —x1)(23 — 2)

(3) Por la convexidad de f tenemos que

flxe) < (1 =N)f(z1)+ Af(x3) para Xe€][0,1].

De aqui obtenemos

flxo) = f(z1) S A(f(w3) — f(z1)) vy flas) = fx2) > (1= A) (f(w3) — f(z1)).

Sustituyendo 1 — \ = A y A= 2277 ontonces uniendo ambas desigualdades
I3 — I I3 — I
flea) = fa) _ flag) = flae)  flas) = fa) | o) = fa)
To — X1 - I3 — X1 T3 — X2 - I3 — X1 ’

Uniendo ambas desigualdades

f(x2) — f(x1) < f(x3) — f(z1) < f($3)—f($2)‘ .

To — X7 T3 — T1 T3 — T2

Proposicién 0.0.2. Sea [ un intervalo en R, f: I — R una funcion convexa. Para cada
a € I consideramos la funcién f, : I — {a} — R,
falx) = M’ Vo e I —{a}.

Tr—a
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Entonces f, es creciente Va € I.

Demostracion. Sean a € I, x,y € I —{a} con x < y. Consideremos tres casos.
Si a < x < y por la primera desigualdad de la Proposicién 0.0.1 (3) con z; = a,z5 =

T,x3 = Yy tenemos que:

f(z) — f(a) < fly) — f(a)

T —a y—a

fa(x) = :fa<y)a

de esta manera f,(x) < f,(y).
Si x < y < a por la segunda desigualdad de la Proposicién 0.0.1 (3) con 1 = z, 29 =
Y, T3 = a tenemos que:

) IO @) @) = f@) @) -0 S-S

r—a a—x a—1y y—a

por tanto f,(x) < fu(y).
Si x < a <y por la Proposicién 0.0.1 (3) con z1 = z,x9 = a,x3 = y tenemos que:

fla) — f(z) < fly) — f(z) < fla) — f(y)

a—x Yy—x a—y

fa(x) = :fa(y). |

Observaciéon 0.0.1. Podemos hacer un cambio de notacién para las funciones de la
proposicion anterior
fle) = fla) _ fla) = f(c
£u(c) = (¢) = fla) _ f(a) ()zfc(a).

c—a a—cC

Otras caracterizaciones de las funciones convexas son las siguientes:
Teorema 0.0.1. Sea [ un intervalo, f : I — R cuando la derivada f’ existe. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
(1). f es convexa.
(11). f" es creciente.
(111). Para cualesquiera a,z € I se tiene que f(x) > f(a) + f'(a)(z — a).

Demostracion.

(I) = (II). Sean a,b € I con a < b,c € [a,b]. Para z,y € [a,b],a <z < ¢ <y < b. Como
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fa v f» son crecientes (por la Proposicién 0.0.2) y donde f.(a) < f'(¢) < fo(b) pues son

las derivadas laterales de f. Asi que tenemos que

fa(x) < fa(c) = fc(a) < f/(C) < fc(b) = .fb(c) < fb(y)a

de donde deducimos que

f'(a) = lm fo(z) < f(c) < lim fy(y) = f'(b).

T—a y—b

Por lo tanto f’ es creciente.

(IT) = (III). Sean a,z € I con a < z. Por el Teorema del Valor Medio existe ¢ € [a, z]
tal que

f(x) = f(a) + f(c)(z — a).

Por hipétesis [ es creciente, por esto tenemos que f'(c) > f’(a), entonces

f(x) = f(a) + f()(z —a) = fla) + f'(a)(z — a),

y asi obtenemos (I1I).

(III) = (I). Dados x,y € I fijos con x <y y A € [0, 1], escribimos a = (1 — )z + Ay.
Es claro que f(a) < f(z)(1 = A) + Af(y) cuando A =0y A = 1.
Ahora consideremos
A=220 oa=YE
y— Yy—
por (II) f(z) = f(a) + f'(a)(x —a) y f(y) = f(a) + f'(a)(y — a) comoy —a >0y

r — a < 0 entonces

a

<r@ , WIS g

T —a y—a

uniendo ambas desigualdades

M0 10) ¢ gy < MD=SW) _, S0=1) S-S _,
T (@)~ J(@) < 1) - fa),
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Y= %) - L% 1) < f(y) - fla),

ﬂ@Si:Z(w—i:Zﬂ)zAﬂw+ﬂ—AW@>

Por lo tanto f es convexa. m

Como consecuencia del Teorema anterior obtenemos el siguiente Corolario

Corolario 0.0.1. Sea I un intervalo, f : I — R con segunda derivada f”. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(1). f es convexa.

(11). f”(x) > 0 para todo = € I.

Demostracion.
(I) = (II). Por el Teorema anterior tenemos que si f es convexa entonces f es creciente
y como f’ es creciente entonces f”(x) >0, Vr € I.
(II) = (I). Si f”(xz) > 0 entonces f’ es creciente y por el Teorema anterior, si f’ es

creciente entonces f es convexa.

Corolario 0.0.2. f es convexa si y solo si af también es convexa, para todo a > 0.

Demostracion. Sea f: I - Ry x,ye€ I, €|0,1].

(=) Llamamos g(z) = af(z),a € RT. Si f es convexa entonces

fQz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1 =N f(y),
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asi multiplicando por «
af(Adz+(1=Ay) <aif(z)+ 1 =N)f(y) = arf(z) +a(l = A)f(y)

gz + (1= Ny) < Ag(z) + (1 — N)g(y)

por tanto g es convexa.
(«<=) Si af es convexa entonces af(Az+(1—N)y) < Aaf(x)+(1—N)af(y) multiplicando
por < tenemos que f(Az + (1 — N)y) < Af(z) + (1 — X)f(y) por tanto f es convexa.

Definicién 0.0.8. El centroide de los puntos 1, xo, ..., x,, se define como

1+ To+ ...+ Ty
- .

T =

El centroide con pesos asociados, tales que p; > 0, 1 <1i <n es:

mxy + ...+ pPpy,

T = 2

El centroide de la funcion con pesos asociados es:

Definicién 0.0.9. Una funcién es de rapido crecimiento si

si O0< A<l
1 si A=1
00 sl A>1

tim L) _
T—00 f(x)




Capitulo 1

La desigualdad de Jensen y su

relacion con otras desigualdades

1.1. Desigualdad de Jensen

1.1.1. Historia

Johan Ludwig William Valdemar Jensen fue un matematico nacido el 8 de mayo de
1859 en Nakskov, Dinamarca. Durante su etapa como estudiante Jensen descubriria una
aficién a las matematicas que mantendria el resto de su vida. Sin embargo a pesar de su
gusto por estas no se dedicé profesionalmente a ellas, sino que ingresé a trabajar en la
Divisién de Copenhague de la International Bell Telephone Company donde destacaria y

ocuparia un puesto importante que mantendria por el resto de su vida.

Aunque las matematicas no eran mas que una aficién para Jensen, lograria dos resultados
importantes dentro de ellas. El primero fue en el Analisis Complejo con “La formula de
Jensen” y el segundo, y motivacién para esta tesis, fue un articulo publicado en 1906 en
la revista Acta Mathematica del matematico Mittag-Leffler, “Sur les fonctions convezes
et les inégalités entre les valeurs moyennes” (Sobre las funciones convexas y las desigual-

dades entre valores promedio)[8], articulo en el cual presenta la Desigualdad de Jensen (J).

Jensen falleceria el 5 de marzo de 1925 en Copenhague.

11



La desigualdad de Jensen y su relacion con otras desiqualdades 12

Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859 - 1925)

1.1.2. Desigualdad y demostracion

Jensen presenta su desigualdad en la pagina 6 de “Sur les fonctions convexes et les

inégalites entre les valeurs moyennes”[8], que enunciamos de la siguiente manera:

Teorema 1.1.1 (Desigualdad de Jensen). Sea f una funcién convexa definida en un
dominio Dy C R, x := {x;}?_; una sucesién finita en Dy y p:= {p;} una sucesién positiva

de pesos asociada a x, entonces
S ) < 23 s (1)
Pn — p’L (2 — Pn — pl 1)

donde P, := Zpi.

i=1
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Demostracion. Para esta demostracion procedemos por induccion.

Primero comprobamos que la desigualdad se cumple para n = 2, es decir,

Zx* 1x+ix
Di%i | = P11 Pp22-

y qo = —. De esta forma ¢; + g2 = 1, y por convexidad de f tenemos

Sean q; = P
2

Pz
F( g+ 2pars ) = Fla + ra) < uf (1) + gof (22) = 2 flan) + 22 f ()
PQ p2 PQ P2
1 2
= 72 Zzlpzf(%)

Ahora suponemos que la desigualdad se cumple para 2 < ¢ < n — 1 y demostraremos que

también se cumple para n.

Observemos que se cumple

n n—1

De esta manera g; + g2 = 1, y por el caso cuando n = 2,

S _pn .
ea@h—FYQQ—

tenemos que

n—1
P,

n—1 n—1
Pn Pn—l o 1
f (Fnl‘n + PP sz%) =f (%In + g0 P Z]%%)
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por lo tanto

n—1 n—1

C]lf(l"n) +qf (Pl ) szxz) < C]1f($n) + C]QP1 ; szf (iUz)
nmli=1 n-

=1

n—1

n Pnf 1 n—1 1 n

=1

Corolario 1.1.1. Si P, = 1, entonces tenemos
f (ZM%) <> pif (). (J1)

La desigualdad (J;) es la forma cldsica o mas de comin de la desigualdad de Jensen.
De aqui en adelante, la desigualdad de Jensen sera referenciada como (J). En este sentido,
la desigualdad inversa serd (—J). Este dltimo caso, en principio se cumple para funcio-

nes céncavas. Sin embargo, es importante estudiar casos cuando se cumple (—J) para

funciones convexas, lo cual serd analizado mas adelante.

1.1.3. Ejemplos

Algunos de los ejemplos de funciones convexas para las cuales se cumple la desigualdad:

 fla) = 2
Z (piz:)* < ZPz‘(%‘)Q
i=1 i=1
. fla) = e )
e2iz1 PiTi < Zpiel'i
i=1
» f(x)=—Inx

—1In (ZPJE) < Zpi(_ln(xi))
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» La igualdad se da para las ecuaciones lineales f(x) = mz + b
sz‘f(xi) = sz‘(m%‘ +0) = Zpimxi + pib = Zmpi% + Z bp;
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
=m (szl’z) + bzpi =m (szl’z) +b=17f <sz$z>
i=1 i=1 i=1 i=1

1.1.4. Variantes
A continuacion introducimos algunas variantes de la Desigualdad de Jensen que se

presentan en diferentes contextos las cuales retomaremos con mas detalle en el Capitulo
3.

Probabilidad

Sea X una variable aleatoria y f una funcién convexa entonces

fE(X)) < E(f(X)),

donde E(-) representa el operador esperanza.

Teoria de la medida

Sea (X, F, ) un espacio de medida, sea g una funcién real py—integrable y f una

funcion convexa en el eje real entonces

f(Lgdﬂ)SLfogdu-

Teoria de la informacién

Haciendo uso de (J) obtenemos la Desigualdad de Gibbs, un resultado muy conocido

en la Teoria de la Informacién.

- Zpi logp; < — sz‘ log ¢;,
=1 =1
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donde P = {p1,p2,...,pn} v @ = {q1, G2, ---, @n } son distribuciones de probabilidad discre-

tas.

1.2. Otras desigualdades

La desigualdad de Jensen nos otorga la posibilidad de encontrar otras desigualdades
mediante distintas hipdtesis a las planteadas originalmente por Jensen en [8]. Algunas de

estas las podemos considerar como extensién de (J).

En 1919 el matematico danés Johan Frederik Steffensen publica “On Certain Inequa-
lities and Methods of Approzimation” [20] en el Journal of the Institute of Actuaries. En
este articulo aparece por primera vez la Desigualdad de Jensen-Steffensen, que es una

generalizacién de (J) y consecuencia de un trabajo previo de Steffensen.

Teorema 1.2.1 (Desigualdad Jensen - Steffensen). Si I es un intervalo de R donde f es

convexa y X € I, mondtona con n > 2, y si p una sucesion real que satisface

| 2o

P,£0, 0<-1<1, 1<i<n, (*)

n

Ay

entonces (J) se cumple.

Observacién 1.2.1. La condicién (x) es equivalente a

Pn_Pi
<1

P70, 0< <1
% Pn

1<i<n,

y si suponemos que F, > 0, entonces

Demostracion. Como en este caso los pesos pueden ser negativos o ceros, entonces
n
1
veremos que I = —- E piz; se encuentra en el intervalo I = [a, b]. Como x es mondtona,
=1
sin pérdida de generalidad suponemos que x es creciente.

Observemos que

1 n B n—1 R
Fn ;pzl‘z =T+ ; Fn(fﬂz — Tit1)
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pues

n Pn 1 Pn 2 Pn 2 Pn 3 Pn n—1 Pn n
P, P,_ P, P, P P P
=(m- ) e (552 e+ (5B
n n— 1 ¢
=Bt e = )

Como supusimos que x es creciente, entonces para toda ¢+ = 1,...,n — 1 sabemos que
n—1

; P;
r; — T < 0, por tanto x, —(x; — x; <z, con — > 0.
+1 p + ;:1 Pn( +1) P
De igual forma, usando que
E DiTi = P1X1 + Paa + - + PpTy

=1

yr < a9 < --- <y, tenemos

P1T1 + Py + -+ pp1 < Prxy + Poka + -+ PRy,

r1(p1+p2+ -+ pp) < sz'xz‘;
i—1

Conlocualz € I.

Ahora por la Teorema 0.0.1 podemos caracterizar una funciéon convexa de la siguiente

forma

f(x) = fly) = M(z —y), (1)
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para toda z,y € [a,b]. Donde M = f’(y) cuando f’(y) existe. Entonces, por (1) tenemos

que
fl@)=fz) 2 M(z—2) st y<z<u, (2)
fl@)=fz) < M(x—2) si z<z<y. (3)
Llamamos T = — Zp,x, € I yseam tal que T € [T, 11, ). Escribimos

=1

/ (ZPN&) sz T;) = Z %(M<xz —xip1) — f(zi) + f(@iq1))

%(M(xm ) flam) + @) + TG @) — flom) — M@ — o)

2 (f(@) = f(win) = M (@i — mi41))).

o+
(]
;U“U

Por (2) tenemos que
M(l‘i—l‘i+1) —f(a:z)—l—f(xlﬂ) S 0, Vi = 1,2,..,m— 1,

y usando (3)

flx:) = f(rig1) = M(z; —2i41) <0, Vi=m+1,. - L
P; P; .
Ademas, por hipétesis D >0y PH >0, Vi=1,..,n, porlo que

f <sz$z> — szf(l"z) <0,
f (Zm) < Zpifm). n

Vale la pena observar que la presentacién y la demostracién del Teorema 1.2.1 no son de
la forma en que lo presenta Steffenson en su articulo. Esta demostracién es mas simple y

fue tomada de [13].

El siguiente resultado establece condiciones bajo las cuales (—J) se cumple.

Teorema 1.2.2. Sea I C R donde f es convexa. Si n > 2,p una sucesion real con

1
P, >0,pp >0,p; <0para2 <17 <nyx una sucesion en [ con T = sz’xz e,
n
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entonces (—J) se cumple.

Demostracion. Sean las sucesiones x:= (T, T2, ..., Tp), P := (P1, P2, -y Pn) ¥

n

Py := (P, —p2, —D3, ..., —pn) donde P, = Zpi. Notemos que »_ p, = p1, entonces por
i=1

(J) tenemos que

Pn 1 1 1 1

b1 b1 b1 b1 b1
Ahora
Pn 1 = D2 Pn Pn 1 = D2 Pn
—I |5 i | — —f(@2) == —=[(xn) 2 f | —5% iy — —Tg — " — —Ip
p1f<Pn;p > plf( 2 P (&) f(zol I ;p p P

= f(l’l)

De aqui,

P, [1C p Pn
Ef (Fn ;2%%) > f($1)+20—?f(372)+"'+—f(93n)a

f (%n ;szz> > i (p1f(x1) + paf(za) + - 4+ puflx,)) = %n ;pzf(%) u

n

Otro punto que serd analizado en el Capitulo 2, es el obtener cotas para la Desigualdad
de Jensen por medio del operador de Jensen Jy(x ,p ). Una cota que se pueda obte-
ner facilmente con la teoria que hemos desarrollado hasta ahora es dada en el siguiente

resultado.

Teorema 1.2.3. Sea f convexa en un intervalo I = [a, b] y x una sucesién con elementos

n
: - : 1
en I y p una sucesién positiva. Si ¥ = 2 E p;x; entonces
n .
=1

b—= T—a

%n ;pzf(xz) < b——af(a) + b _ 6Lf(b). (xx)
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Demostracion. La desigualdad (k%) se obtiene aplicando la Proposicién 0.0.1. En efecto,

observe que

b-&?i
b—a

r; —a

flw:) < [

fla) +

f(b)7

lo cual implica

%[Plf(fl)erf(fz) At puf(rn)] = sz ;)

<1 (b_xlplf()

a
B\ ap1f(b)+

b +bb =P f(a) + b pnf())

_ bpifla) = praafa) + praaf(b) = praf(b) + - - - + pabf(a) = ppnf(a) + punf(b) = praf(b)

P,(b—a)

_ bf(a)[pr + -+ po] = fl@)[pras + - - + puta] + f(O)[Pr21 + - - + puta] — af (B)[p1 + - - -

B P,(b—a)

_ Rbf(0) = PES(0) | R0 - Palaf) _b-F,  F-a
P,(b—a) P,(b—a) b—a

donde la ultima igualdad se sigue de la relacion pyxy + -+ - + ppr, = P,Z. =

El hecho de tratar con funciones convexas nos permite dar interpretaciones geométricas y
obtener resultados de la geometria. Concluimos este capitulo presentando dos resultados
geométricos relacionados con el centroide los cuales son consecuencia de la desigualdad
de Jensen. Para una facil referencia (ver Definicién 0.0.8) recordemos las siguientes defi-

niciones

El centroide de los puntos x1, xs, ..., x,, se define como

. 1+ Tt Ty
T = .

n
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El centroide con pesos asociados, tales que p; > 0, 1 <1< n es:

P11 + - +pnxn
P, ’

T =

El centroide de la funcion con pesos asociados es:

_ 1 <&
[ = Fn;pzf(%)

Teorema 1.2.4. Si f es convexa en el intervalo I = [a,b],x una sucesién en I y p una
sucesion positiva, entonces el centroide G = (7, f) de los puntos (z;, f(z;)) con pesos

pi, 1 < i < n, se encuentra sobre la grafica de f y debajo de la cuerda AB donde

A = (a, f(a)), B = (b, f(D)).

Demostracion. G se encuentra por encima de la grafica ya que por (J), f > f(Z),

entonces el punto (Z, f) estd por encima del punto (Z, f(7)).

Ahora, llamemos R(x) a la recta que pasa por Ay B. Por la ecuacién punto-pendiente

f(b) — f(a) fO)—a) fla)z—a) [fla)b—a)

R(x) = b—a (z—a)+ fla) = b—a B b—a b—a

Evaluando en Z y por el Teorema 1.2.3 tenemos que

b—= T—a

%n Zzlpzf(xz) < mf(a) Tz af(b) = R(z)

T

de esta forma G = (7, f) est4 por debajo del segmento AB. m

Teorema 1.2.5. Sea I = [a,b] y f una funcién positiva, estrictamente convexa y dos
veces diferenciable en I,x una sucesién con elementos en I,n > 2 y p una sucesion

positiva. Entonces
1 © 1 ©
D szf(%) <Af <F ZZMC@)
"oi=1 "oi=1

donde, si
f0) = fla)  _ bf(a) —af(b)

— (1 —
R s v
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entonces \ es la unica solucion de la ecuacién

I\ f (R |V
roo(5)=5¢(5)*x 3
Adems3s
1 — 1 —
Pn;p 2;) < Pn;p:v

donde 7 = (1) + v — f o 9(1).

Demostracion. Por el Corolario 0.0.2, sabemos que Af es convexa, con A > 0. Elegimos

un A\ tal que Af(z) sea tangente a la cuerda AB definida como el Corolario 1.2.4, de esta

f) — fla) ~~_ bf(a) —af(d)

7 v 7 y ) = ———
b—a b—a

forma Af(z) = px + v para algin x y p = . Derivando

obtenemos Af'(z) = u y sustituyendo A = N;f (+)V, tenemos que
x
nx + v
) fx) =p

(pr +v)f'(x) = pf(z)

Definimos F(z) = puf(x) — (ux + v) f'(x). Para concluir tenemos que ver que \ es efecti-

vamente la tnica solucién posible a la ecuacién (3).

Primero veremos que F' tiene una tnica solucion en I, esto es claro pues

Fa) = 1@ (TO=1 @) v ro = o (TOZ19 - p),
pero por convexidad de f, tenemos que J) = /@) —f'(a) >0y J) = /@) —f'(b) <0.

b—a b—a

y f(a), f(b) > 0, por lo tanto F(a)F(b) < 0, asi sabemos que hay al menos una so-
lucién en [a, b].
Ahora demostramos que F'(z) es estrictamente decreciente para que esta solucién sea
unica. Sea

f) = fla)  bf(a) —af(b)

F'(z) = —f"(2) g LT P :

entonces F'(a) = —f"(a)f(a) <0y F'(b) = —f"(b)f(b) <0, pues f"(z) > 0.
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f) = f(a)  bffa) = af(b)

Por lo anterior solo hace resta probar que > 0.
b—a b—a
fO) = fla)  0f(a) —af(b) _ xf(b) = xf(a) +bf(a) — af(b)
b—a b—a b—a
:f(a)(b—x)—i—f(b)(x—a)_b—a:f(a)+x—af(b)>f(x).

b—a b—ua b—a

Esto ultimo por la Proposicién 0.0.1 y el hecho que f es positiva y estrictamente convexa.
De esta forma, F(x) = 0, Yo € I y por lo tanto F' es decreciente y tiene una tnica

solucién en [a, b].

De la misma forma si consideramos g(x) = v + f(z) con ~ de tal forma que g(z) sea

tangente a AB, tendremos que v+ f(x) = pux +v, derivando f'(x) = p, que es equivalente
ax=(f)"(u), por tanto

v+ f@) = pe v
v=px+v— flx)=p(f ) +v— ()W) =pe(p) +v—fop(p) =



Capitulo 2

Cotas para la desigualdad de Jensen

2.1. Introduccion

El problema de calcular cotas en varias areas de las matematicas es importante. Por
ejemplo, en métodos de aproximacion por medio de desigualdades, el conocer tanto la
cota superior como la inferior, nos permite tener una idea del error maximo y minimo

que se puede cometer.

En el caso de la Desigualdad de Jensen, el problema de las cotas se puede plantear

de la siguiente manera.

Sea f una funcién convexa sobre un dominio I = [a,b] C R,x = {z;} una sucesién
n

finitaen I y p = {p;} una sucesién de pesos asociada a {x;} donde Z p; = 1. Definimos
i=1
el funcional de Jensen Jy como

Ji(x,p )= Zpif(%’) —f (Z]%%) :
i=1 i=1
Observemos que la clasica Desigualdad de Jensen (.J;) se puede expresar como
0 S Jf(p,X).

Este hecho motiva el planteamiento del problema. En efecto, observemos que el cero es

una cota inferior global del operador de Jensen J;.

24
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Entonces, nuestro problema a estudiar en este capitulo es encontrar cotas superiores
y otras cotas inferiores de J; que sean globales, es decir, que solo dependa de la funcién

f y el intervalo [a, b].

Ademas, analizaremos las condiciones bajo las cuales podemos obtener las mejores cotas

globales.

2.2. Cotas globales para la desigualdad de Jensen

Antes de presentar nuestros resultados, establecemos el siguiente lema.

Lema 2.2.1. Para una funcién convexa fen I, x,y € I,y 0 < p,q talesque p+q =1,

tenemos que

min(p, ¢)Bs(z,y) < pf(r) +qf(y) — f(pr + qy) < méx(p, q)By(7,y),

donde By(z,y) = f(z) + f(y) — 2f (x;—y)

Demostracion. Si p =1y q = 0 entonces tenemos que

0=0-Bylo) < fa) ~ f2) =0 < f(a) + F0) - 27 (52

lo cual es cierto, ya que por la convexidad de f tenemos

o (152) =21 (3 30) <2 (30 + 3100 = 1600+ 50

Anélogamente parap =0y ¢ = 1.
Sip=gq= %, entonces
min(p, ¢)Bs(z,y) = max(p, ¢)Bs(x,y).

Por lo tanto, para este caso también se cumple la igualdad.

Ahora, sin pérdida de generalidad suponemos que 0 < p < ¢ < 1.
Para la primera parte, sean p = q—py ¢ = 2p. Observemos que p+¢=1, 0 <p,q < 1.
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Por la convexidad de f tenemos que

—fbr + qy) = —pf(x) — af ().

Particularmente tenemos que

- (ﬁy+d<x : y)) > —pf(y) ~if (x;y>

—f ((q—p)y+2p <x;y>) > —(¢—p)f(y) —2pf (x;y) 7

+

—flqy — py +px +py) > —qf(y) +pfly) — 2pf <x3y> ,

~f(pr+ay) = pf(y) —af (v) — 20f (x - y) ,

pf(x) +af(y) — flpx+qy) > pf(x) +pfly) — 2pf (gj +y)

= (f(x) + /() —2f (”2”’)) ,

pf(z)+qf(y) — f(pr + qy) > min{p, ¢} B(z,y).

— 1
Para la segunda parte de la desigualdad tomamos p = % yq= 20" De igual manera
q q

p+q=1, 0<p,q<1. Puesto que, como f es convexa entonces para x,y € I, tenemos

que

q—0p 1
w+—(pw+qy))

P+ o+ i) = S+ o+ ) = £ (15 Pk o

- qr —pr +pr+qy\ T+y
-r() = (),
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Ahora observe que se cumplen las siguientes relaciones:

q—p 1 r+y
Q—qf@)"‘Q—qf(pl“‘i‘qy)Zf( 5 );

(¢—p)f(x) + flpr +qy) > 2qf (x;y) ,

qf (x) —pf(x) + flpr + qy) > 2qf (%) ,

+

X

af (@) = 20f (222 ) > pf(a) = flpz + qu),
2

af )+ af @) —2af (220 > pf(a) + af ) — flpe + qw)-
2

Por lo tanto concluimos

o (160 + 1)~ 27 (52 ) ) = i )Byo) 2 pf@) + af ) ~ S + ).

Teorema 2.2.1. Sea f una funcién convexa definida en un intervalo cerrado I := [a, b],

x := {x;} una sucesiéon de n numeros en I, y p:= {p;}, E p; = 1 una sucesién positiva
i=1
de pesos asociada a x. Entonces tenemos que

Istpax) < @)+ 10) - 2f (“57) = Brlab (1

Demostracion. Como x; € I, tenemos que x; = \;a + (1 — \;)b para algin A; € [0, 1].

De esta forma

szf(llfz) —f (szl’z) = sz’f()\ia + (1 - )\i)b) — f <Zpi<)\ia + (1 - )\i)b)>

<> nOuf (@) + (L= N)F0) - S (@m +0) i1 - m)
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= f(a)zpi)\i + f(b) (1 - ZPMi) —f (azpi)\i+b (1 - ZPQV)) )

donde la desigualdad se obtiene de la convexidad de f.

Llamamos p := E piNiy q = 1— E piXi, donde 0 < p,g < 1y p+q = 1. Por
i=1 i=1
tanto

sz‘f(xi) —f (szxz) <pfla)+qf(b) — f(pa+ gb), (2.1)

y por el Lema 2.2.1, finalmente llegamos a que se cumple

Jr(p,x) = Zplf(xz) — f <Zp1xz> < max(p, q)B¢(a,b) < Bf(a,b). m

Observacién 2.2.1. Asumiendo la diferenciabilidad de la funcién convexa f, en el tra-

bajo [4] se muestra la desigualdad

Ji(p.x) < 2 (b—a)(f'(b) — f'(a)) := As(a,b).

|

Por lo tanto, el no asumir que f es diferenciable en el Teorema 2.2.1 hace que la
desigualdad (I) sea mejor. A continuacién, mostraremos un refinamiento de la desigualdad

(I). Para esto introducimos la siguiente definicion.

Definicién 2.2.1. Sea Dy C R el dominio de una funcién convexa f y I = [a,b] C Dy.

C(f) = swp [Jf(P>X)] ‘

x €la,b],a,beDy Bf(aa b)

Definimos

Teorema 2.2.2. Para, p,q > 0,p+ ¢ =1, si f es una funcién convexa, entonces

pf(a) +qf(b) — f(pa + gb)

pab f(a)+f(b)_2f(a;b) |

donde a < b, a,b € Dy.
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Demostracion. Por la relacién (2.1) tenemos que

2 mif@) = (Z p) pf(a) + af(8) — f(pa+ qb)
Bf((l,b) - Bf(a,b)

{pf (a) +qf(b) — f(pa + qb)}
Bf(a, b)

< sup
p,a,b

Por tanto

_ Jypx)| pfla) +qf(b) — f(pa+ qb)
Clf) =sup [B}(a,b)} = [ By(a.b) ] '

Teorema 2.2.3. Para cualquier funcién convexa tenemos que

<C(f) <L

| —

Demostracion. Por el Teorema 2.2.1 tenemos que

C(f) < sup[max(p, q)] = 1.

Por otro lado, por el Lema 2.2.1 y para py,ps > 0,p; + p2 = 1.

C(f) = sup

x?p

Jr(p,x) prf(a) + paf(b) — f(pra + pa2d) / B
{W} > sup [ By (a,b) > sup[min(py, p2)] = 5 -

Observacion 2.2.2. Es claro que
Jr(px) < C(f)Bg(a,b) := Cy(a,b). (L1)

1
Entonces, como 3 < C(f) <1, tenemos que (I1) mejora la desigualdad (7).

A continuacion presentamos casos particulares de funciones convexas con la correspon-

diente constante C(f).

Teorema 2.2.4. Sea f una funcién convexa. Si el dominio de f es Dy = (a,00),a € Ry

si se cumple alguna de las siguientes condiciones

1) lim f(z) = 2o con |xy| < 0.
T—00

11) f es una funcién de rdpido crecimiento,
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entonces C(f) = 1.

Demostracion.

Si se cumple (I), vemos que

i
bggo Bf(a, b

pfla)+qf(b) — f(pa+gb)| pfla)+qd—d pfla)+ (1 —p)d—d
)

" fla)+d—2d Fla)—d - P

por tanto C(f) = sup(p) = 1.
Ahora, si se cumple (II), utilizando la definicién de rapido crecimiento, tenemos

=0

lfm f(z) = oo lim LU

para 0 < t < 1. Ain maés por lo presentado por Heiberg en [7] la relacién anterior se

cumple uniformemente en t. Por tanto, para a fijo

pfla) +qf(b) — f(pa+ qb) 0]

lim b :me
f<a>+f<b>—2f(“ ) o

b—o0

2

Entonces, C(f) =sup(¢g) =1. m

Otros valores de C'(f) para casos especificos son los siguientes:

V2+1
4 )

0(12):%; C(V/F) = Clelnz) = (elm2):  C(e") = 1

2.3. La mejor cota global posible

En esta seccién estableceremos una desigualdad que mejora las anteriores. De hecho, la
cota que obtenemos es la mejor cota global posible en el sentido que es menor a las cotas
correspondientes a las desigualdades anteriores. Primero presentaremos la desigualdad, y

después mostraremos, que en efecto, es la menor posible.
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Teorema 2.3.1. Sea f una funcién convexa, x € Dy y p una sucesion positiva de pesos

asociada a x, P, = 1, ademas p,q > 0,p + ¢ = 1, entonces

Jr(p.x) < méx[pf(a) + qf(b) — f(pa + qb)] = Dy(a, b)

Demostracion. Como z; € [a,b], Vi = 1,2,....n, sea {\;}, \; € [0, 1] una sucesién tal

que r; = Nja+ (1 —X\)b, i=1,2, ..

De esta forma, como f es convexa, las siguientes relaciones se cumplen

Zpif(l'i) - f (ZM%) = Zpif (/\i(l + (1 - Ai)b> - f (Z]%O\ia + (1 - )\i)b>>

<3S a) + (1= M) F () - f (azm W A»)

= f(a) (i%%) + f(b) (1 - ipz%‘) —f (a <ip1)\z> +b (1 - ipw&)) .

n n
Denotamos Zpi/\i =p; 1- Zpi)\i '=¢q, tenemos que 0 < p,q<1; p+qg=1.
i=1 i=1

Por consecuencia
Jr(px) = Zpif(l’i) —f <Z pixi> < pfla)+qf(b) — f(pa+ qb)
i=1 i=1
< mixpf(a) + af (b ~ F(pa + b = Dyfa.b).

Teorema 2.3.2. Sea f una funcién convexa y diferenciable con dominio Dy y I := [a,b] C

Dy. Entonces se cumplen las siguientes desigualdades para cada I C Dy

(I) Df(a’ b) < ‘Af(a’ b)7

(11) Ds(a,b) < Cs(a,b).
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Demostracion.

(I) Como f es convexa y diferenciable, tenemos que
f@) = f(t) + (z =) f'(t), Vo, t € 1
En particular,
flpa+qb) < f(a) +q(b—a)f'(a) ; flpa+qb) = f(b)+pla—Db)f'(b)

conp+q=1.

Por lo tanto

pf(a) +qf(b) = f(pa+qb) = pf(a) + qf(b) — f(pa + qb) + pf(pa+ qb) — pf(pa + qb)
=pf(a) +qf(b) = f(pa+qb) + (1 — q) f(pa + gb) — pf(pa + gb)
=pf(a) = pf(pa+qb) + qf(b) — f(pa + qb) — qf (pa + qb) + f(pa + qb)
=p(f(a) = f(pa+ qb)) + q(f(b) — f(pa + qb)) < p(q(a —b)f'(a)) + q(p(b — a) /(D))

= palb — a)('(0) ~ f'(a)
Con 1o que
Dy(a,b) = méx[pf(a) + ¢f (0) — f(pa + gb)] < méx[pq(b — a)(f'(b) — f'(a))]
= 10— a)(F0) - (@) = As(a,D)
(IT) Por el Teorema 2.2.2 y la Definicién 2.2.1 sabemos que

< sup pf(a) +qf(b) — f(pa+ qb)

p;a,beDf (a) (b) —2f (aTer) - C(f)

pfla )+qf() f(pa + qb)
By(a,b)

Por lo tanto, concluimos

Dy(a,8) = méx [pf (a) + af (8) — f(pa -+ b)) < C(/)By(a,b) = Crlab). m
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Observacién 2.3.1. Observemos que

(a) Para a,b € Dy, a # b la funcién g(p) := pf(a) + (1 —p)f(b) — f(pa + (1 — p)b) es
concava para 0 < p < 1 con g(0) = g(1) = 0. Por tanto, existe un tnico py > 0 tal

que méx, g(p) = g(po) = Dy(a,b)

(b) De los resultados anteriores obtenemos la Desigualdad pre-Griiss

Zpi (Z placz) 411 b—a)?

En el mismo sentido de la Observacion 2.3.1 (a), podemos ver que la cota D¢(a,b) es

alcanzable, y mas aun fuerte, como lo establece el siguiente resultado.

Teorema 2.3.3. Para cualquier funcién convexa f arbitraria con I = [a,b] C Dy, existe

una sucesion y € I y una sucesion de pesos asociada q tal que

Ji(y,d) = Ds(a,b)

Demostracion. Construimos la sucesién y como x1 = a; s = x3 = --- = by la sucesién

q como p; = po. Entonces por la Observacion 2.3.1 (a)

Ji(y,a) = p1f(z1) + paf(z2) — f(pra1 + poxa) = pof(a) + (1 — po) f(b) — f(poa + (1 — po)b)
= g(po) = Dy(a,b). =

Ademads, podemos dar la forma explicita de Dy(a, b) en el caso de funciones diferenciables.

Teorema 2.3.4. Para cualquier funcién f convexa y diferenciable, tenemos que

f(b) — f(a)
b—a

bf(a) — af(b)

D b) =
f(a,b) —

Oy(a,b) + — f(©¢(a,b)),

donde ©¢(a, b) es el valor medio de Lagrange de a, b definido como

Oy(ab) = ()" (%)

Demostracion. Sea Dy(a,b) := max[pf(a)+qf(b) — f(pa+gb)]. Aplicaremos el criterio
p

de la primer derivada para encontrar el maximo de una funcion.
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Sea g(p) = pf(a) + (1 =p)f(b) — f(pa + (1 — p)b) entonces ¢'(p) = f(a) = f(b) — f'(pa+
(1 —p)b)(a — b). Igualando a 0, tenemos

de donde se obtiene

O (f(bz)):i(a)> -0 _Osab) b

b= a—1>b a—>b a—b P
Ahora, evaluando en g obtenemos
O¢(a,b) —b)f(a Or(a,b) —b)f(b
(0. = o) = CLED DI gy (Oslent) =01

~bf(a) +bf () + af(b) ~bI() _ (@f(a, ba—ba , ,  ©fa,b)b- b2)

a—>b B

a—>b a—>b

_ f(bl)):i(a)@f(aab) N bf(az:;zf(b) iy <@f(a, b)(a—b)a+_bab—ba—b2+b2>

SO =g (o) KOO g (1),

b—a b—a
Teorema 2.3.5. Si f es convexa en [ := [a, b], entonces
’ DiT; + p;T;
< . . ) N — (s . Pore T 32T ) | <
0< mix [nsle) i) - o) (PEEED) < up) ()

Demostracion. Suponemos sin pérdida de generalidad x, < xg, con z,,zs € la,bl.

Escribimos x4y = b —e1,x, = b — 1 — &9, con ¢; > 0,7 = 1, 2, entonces
(b—e1)+p.(b—e;—¢ N
ps( 1) + i 1 2)26—61—82 p

<b—e1—eg=2,<0D
Ds + Pr Ds + Dr
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pues < 1. Ahora zs =a+¢e; + 62,2, =a+ ¢
Ds + Dr
rla+¢e1)+psla+ep+¢€ s
p( 1) p( ! 2):a—|—€1+€2 P Z(I
Dr + Ds Ds + Pr
Ps <o.

como €1 > 0y &
Ds + Dr

Por (J),
- Dry + Dl
PSS ) = 7 (S pia+ (o 00) (—)
n ires Pr + Ds
pTxT + psxs
< 3 no) + (e +p)f (L)
= P
por eso
Dy +psxs>

szf(aj (szxz> 2 prf(l'r) +psf($s> - (pr +ps)f ( D +p

como z,,x, fueron arbitrarios, entonces completamos la demostracién

= min z;,7 1= max x;, [k, 7] C I,
1<i<n 1<i<n

Corolario 2.3.1. Si f es convexa en I = [a, b

entonces
1 n
— — ] < .
Bf Ry T) < E f(z;) (n ;1 x2> < By¢(k,T)

Demostracion. Como consecuencia del Teorema 2.3.5 sabemos que
pr, + psxs)

) > pof(2,) + psof(x5) — (pr+ps)f( ot p

=1
=L1i=1..n,

Zpif($i) —f (szxz

n?

donde x, y xs son arbitrarios. Entonces sean x, =k =a, s =7=>5b, p; =

asi

3
R
3
[S—y
~__—
Vv
| —
=
&
+
| =
—
—~
3
|
7N
S|
S|
~__
~
N
S |=
= =
+ |+
S-S =
\]
~_
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LS g -1 (30) 2 100+ 50 - 2 (=570
21 =1 () 2 5 [+ 1021 (57

K+T

y por el Teorema 2.2.1, entonces

Zpif(xi) -/ (szlfz) < f(r)+ f(r) = 2f (

).



Capitulo 3

Aplicaciones de la Desigualdad de

Jensen

3.1. Introducciéon

En este capitulo presentaremos algunas aplicaciones de la teoria desarrollada los capitu-
los anteriores. Nos centraremos en dos tipos de aplicaciones, aquellas donde la Desigualdad
de Jensen juega un papel importante de forma directa, y otras por medio de las cotas
obtenidas en el Capitulo 2 podemos obtener otros resultados interesantes. Dentro de es-
to ultimo estan las aplicaciones a la Teoria de la Informaciéon al poder establecer cotas
para la entropia, y también estdn las aplicaciones para obtener nuevas relaciones entre

diferentes promedios.

3.2. Desigualdades Clasicas

En esta seccién estudiamos aplicaciones a desigualdades que involucran promedios bien

conocidos, enlistados a continuacién. Dados a,b € R, definimos las siguientes medias:

Media Aritmética Media Geométrica Media Logaritmica
Afa,b) = 22 G(a,b) = V/ab Llab) — =0
’ 2 ’ Inb—1Ina

37



Aplicaciones de la Desigualdad de Jensen 38

Media Idéntica Media Armonica Media de Gini

Ui = 2ab
I(a,b) :Q H{a,0) T ato

e

Gi(a,b) := (a%b®)e+

Para comenzar introducimos un resultado bien conocido que establece las relaciones

entre estas medias.

Teorema 3.2.1. Para 0 < a < b tenemos que

a < H(a,b) < G(a,b) < L(a,b) < A(a,b) < b.

Demostracion. Primero veremos que a < H(a,b) < G(a,b). Como a < b entonces

a(a —b) < 0, de aqui

2 2

ala—b) <0 = a®>—ab< 0 = a® —ab+ 2ab < 2ab = a® + ab < 2ab

b
ala+0b) <2ab = a < a—T—b:H(a’b)'

Para H(a,b) < G(a,b) utilizamos que 0 < (a — b)?, asi

0<(a—b)? = 0<a®—2ab+b = 4ab < a® —2ab+ b* + 4ab
4a’v?

— b
(a—l—b)Q <a

= 4ab < a® +2ab +b* = 4a’b* < ab(a +b)? =

2ab
— H(a,b) = >

< Vab = G(a,b).

Ahora demostraremos que G(a,b) < A(a,b). A partir de aqui, obtendremos las otras re-

laciones.

Supongamos que G(a,b) > A(a,b). Entonces

b b)?
\/@>a—2k - ab>% = 4dab > a®>+2ab+ b = 0> a® — 2ab + V?

= 0> (a—b)?
lo que claramente es una contradiccién. Por tanto A(a,b) > G(a,b).

Ahora, por lo demostrado anteriormente podemos afirmar lo siguiente:
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a+b
2

2
x2+(a+b)x+( ) > 22+ (a4 b)x + ab > 2° + 2V abx + ab

2

b 2
(x—ka;— ) >(x+a)(x+b)>(x+\/%>
Integramos sobre el reciproco de cada término
/ o dx / > dx / o dx
— < — < _—
0 (z+42) o (z+a)(z+b) 0 (x—{—\/%)

Resolviendo cada integral

/°° dx 2 /OO dx 1
o e b va)y VA
Por fracciones parciales resolvemos
/°° dz /00 = /°° L 1 /°° dz 1 /°° dz
B —— + — —
o (z+a)(z+0) o *+a Jy z+b b—a, z+a b—aj, z+Db

1 1 Inb—1
:b_a[ln(m+a)—ln(a:+b)]8°:b_a}%grolo[ln(a:—ka)—ln(:c—l—b)]g:%

De esta forma tenemos que

2 <1nb—lna< 1 N a+b> b—a - ab
a+b b—a Vab 2 Inb—1Ina
= A(a,b) > L(a,b) > G(a,b). =

La desigualdad que relaciona la media aritmética con la media geométrica se le conoce
como Desigualdad A-G. Esta desigualdad, en su forma general la establece el siguiente
resultado.

Teorema 3.2.2 (Desigualdad A-G). Para x := {z;},x € RT y p := {p;} tales que

n

E p; = 1, definimos las media aritmética y geométrica generalizada como
i=1

n

Axp) =Y pa v Glxp) =[]

i=1 i=1
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Entonces G(x,p) < A(x, p).

Demostracion. Por (J) sabemos que si f(z) = — Inz entonces
—In (Z}%%) < —ZZH Inz; = In (ZPJE) > Zpi In ;.
i=1 i=1 i=1 i=1

Por las propiedades del logaritmo sabemos que p; Inz; = Inz* y Z Inz? =1In (H ¥ ’) :
i=1 j

De esta manera

In (zn:pzx,) > zn:pi Inz;, = zn:lnxf" =1In (ﬁmfz) .
i=1 i=1 i=1 ‘

In (ﬁ:pzxz> > In (ﬁ xf1> )
i—1 i=1

Como la funcién f(z) = Inx es estrictamente creciente concluimos

Entonces

=1 i=1

El punto importante ahora, es establecer condiciones bajo las cuales podemos obtener la

inversa de la desigualdad A-G. Es decir, encontrar una constante T; tal que se cumpla
A(X P ) S TlG(X P )

La respuesta a este punto la proporciona el siguiente teorema.

Teorema 3.2.3. Para x := {x;},x € [a,b] con 0 < a < by p:={p;}, Zpi = 1 entonces
i=1

L(a,b)I(a,b) = T1(a,b).

A(x, p)
= Cxp) = Gab)

Demostracion. Aplicando el Teorema 2.3.1, a la funcién f(z) = —Inz, obtenemos que

0= Zpi(_hmi) +1In <sz$z> = —In <H xf) +In (szxz> —In | =L
= =1 i=1 i=1 H va
i=1
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A
(x,p) < méax[—plna — ¢lnb + In(pa + gb)).

=1
"Cxp) =M

Con el criterio de la primer derivada y sabiendo que ¢ = 1 — p encontramos el maximo

de la expresion, de la siguiente manera:

a—>b
—1 mb+ —M =
na+In +pa—i—(1—p)b 0

(pa+ (1—=p)b)(Ina—Inb) =a—10b

a—>b
pa+b_pb_lna—lnb
a—>b
p(a_b)ilna—lnb_b
B 1 B b b B 1 _b—L(a,b)
P a—mb a—b b—a Inb—Ina  b—a

Entonces el valor maximo, es:

max[—plna — ¢lnb + In(pa + ¢b)] = max {p In (2) +In(p(a — b) +b) —In b}
P

p

=1In L(C“I))(a_b)+b 4_%1]& b —Inbd
b—a b—a a
b—a

h— ——
_ Inb—1Ina, (0
= In(L(a,b)) + — In (a) Inb

blnb—blna—b+a—blnb+alnb
b—a

=In(L(a,b)) +

alnb—blna b—a

= In(L(a,b)) + — -
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alnb—blna+alna—alna+blnb—>blnbd q

= In(L(a, b)) + —

blnb—alna alnb—>blna-+alna—>blnb
+ —_
b—a b—a

1

= In(L(a, b)) +

blnb—alna a(lnb+1Ina) —b(lna + Inb)

—1
b—a + b—a

=1In(L(a, b)) +

blnb—alna

= In(L(a,b)) + — — In(ab) — 1.
Por tanto tenemos
A(x,p) blnb—alna
0<1 <In(L(a,b ——— —In(ab) — 1

lo cual a su vez implica que se cumplen las siguientes relaciones:

A(x, nb—alna
60 < eGEx;; < eln(L(a,b))ﬁ—%—ln(ab)—l

1< A(x,p) < (L) . P =N L R L(a,b) - 1 ) [eblnb*alna}ﬁ A
G(x,p) ab ¢

Esto demuestra el resultado. m

Similarmente podemos obtener la inversa de la desigualdad entre las medias Geométrica

y Armonica generalizada.

n -1
Proposicién 3.2.1. Sea H(x,p) := <Z &) , la media armonica generalizada. En-
T
i=1
tonces o
1< S5P) oy )
H(x,p)

Demostracion. Realizando un cambio de variable z; — %,z’ =1,2,...,n. Entonces
3

1

1 i 1 g Pi
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Para concluir, veremos que

11
Ty (g, a) = Ti(a,b).

Esto se deduce de las siguientes relaciones:

b—a (
ab 1
:lnl—lna—lnl—{—lnb_ (Z

b—a b\
ab(lnb —Ina) \d

ab ab

b—a (b_b>b“
Inb—Ina \@ —Ti(a,b). =

ab e

Concluimos esta seccion presentada otras relaciones entre las medias.

Teorema 3.2.4. Para x := {z;},x € [0, con 0 <a <byp:={p}, Zpi = 1 tenemos

i=1
que

=1

0< Zpixi Inz; — (Z p,:xZ) In (Z p1$z> < I(a,b) — Cf((aa bb>) = Y3(a,b)

(3.1)
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Demostracion.

Por el Teorema 2.3.4, para f(t) = tlnt, tenemos

b —a 1
) ()T
blnb—alna a®
@f(a7 b) = e b—a -1 = e b-a 6_1 = = —= I(a,7 b)
e e
pues f'(t) = Int + 1, por lo tanto (f/)~" = e'~1. Asi
blnb—al balna —ablnb
Dy(a, b) = nb_z iy HZ_Z =7 I(a,b)InI(a,b)

Ahora, por el Teorema 2.3.1

zn:pﬂi Inx; — (i pﬂi) In (i pﬂi) < D¢(a,b)
i—1 =1 i—1

binb— al balna — ablnb
:—nb_znal(a,b)—i— “nz_s 27 I(a,b)InI(a,b)
In (b_l;> <%> " Inb—1na
= I(a.b VA ¢ —ab
(a,5) b—a . e R

3.3. Teoria de la Informacién

El concepto principal que es clave en el desarrollo de la Teoria de la Informacion es la
llamada entropia o entropia de Shannon. En términos generales, la entropia representa la
cantidad de informacién promedio que contiene los simbolos que se transmiten, es decir, es
una medida de la incertidumbre de los mensajes enviados [15]. En términos matemadticos

la entropia la definimos de la siguiente manera:
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Definicién 3.3.1. Sea X una variable aleatoria con distribucion
P(X=i)=p;, p>0i=012..r Y p=1
i=1

La entropia se define como

d 1
H(X) = Zpi log p
i=1 t

Observe que si p; es la probabilidad de transmitir el simbolo ¢, entonces, los simbo-
los con menor probabilidad son las que aportan mayor informacién H(X). Entonces es
importante tener una estimaciéon de H(X) mediante desigualdades.

Proposicién 3.3.1. Si p:= min p;, v := max p;, entonces
1<i<r 1<1<r

24 2v (u+v)?
= < — < = .
E(p,v) = plog (M_H/)jtulog (M+V) <logr—"H(X) _log< "y F(p,v)

Ademas
E(p,v) <logr —H(X) < min{F(p,v), r€(p, v)}

Demostracion. Para la parte izquierda hacemos uso del Teorema 2.3.5 con la funcién

z) = —logz, la sucesiéon z; = +,i=1,....,7, p, =t = a,ps = v = b. Entonces
g > Iz

7

. Pi%i + PjT; g T

T S

1 1 r r
1 1 pr_+ps_ 1 1
—%M;—M%;HMMM%(%—JﬂSMEm——EM%ﬁ

pﬂ%%+mbwkﬂm+mﬂ%<

Pr T Ps

2 2
Pr Pogpr%—kxg( )}-+1% Pogps%-hxg( )} <logr —H(X)
pr+ s pr+ s

De aqui,

2]),« 2]93
) + pslo <logr —H(X

20 2v
log| —— | +viog | —— ) <logr — H(X).
g g(u+v) g(uw)— B T
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Para la parte derecha, por el Teorema 2.2.1 tenemos

Jr(p,x) =logr — H(X) < —log i —log v + 2log (’U;LV> —

1 1 2 2
log — + log — + log (M) ~log <M) _
1 v 4 Nz

Teorema 3.3.1. Dados z; € (0,00),p; > 0 con P, =1y a > 1. Entonces

0 <log, <2p1x1> Zp,logax,_mnaz:iﬁi ) ).

=1 i=1

Demostracion. Sea f(x) = log, x, es claro que f es diferenciable y céncava en (0, 00)

entonces tenemos que f(z) — f(y) < f'(y)(x —y), Vx,y > 0, es decir

1
log, x —log,y < —u, Vz,y > 0.
Inb y

Sea x = ijxj yy=ux;1=1,2 .. n Entonces,
j=1

log, (me) —log, z; < - — (ijxj —asi) O Vi=1,2, ...
Jj=1 v\ j=1

Multiplicando por p; y sumando sobre ¢ de 1 a n, obtenemos

0 <log, (ijx]) - ;pz logz; < n Z pi (ijxj Z)

Jj=1

21nbzzpzpf(x;+_z_> lnbzzili v ).

Jj=1 i=1
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Definicién 3.3.2 (Divergencia Kullback-Leibler). Sean P y @) distribuciones de una

variable aleatoria discreta X tales que
PX=i)=p;>0, QX =i)=¢>0, i=12,..,1r, Y pi=)» ¢=1
i=1 i=1

Definimos Divergencia Kullback-Leibler como

Dkr(P,Q) : sz log (pz)

Teorema 3.3.2. Sea m := min (q@) ; M = max <&> , t=1,2,...,n. Tenemos

0 S DKL(P,Q) S long(m, M)

Demostracion. Por el Teorema (3.2.3), aplicando log en ambos lados de la desigualdad
Ax ,p)
log G(x,p) <log (YT1(a,b)) = log(A(x,p)) —log(G(x ,p)) < log(T:(a,b))
= log <ZP¢$Z> —log (H xf) <log (Y1(a,b)),
i=1

entonces

log (sz%) - sz‘ log (z;) < log(Y1(a,b)).

i=1

Ahora,seaxi:@, Vi=1,2,.. nya—m:—mln( ) b—M::méX<@>,porlo
i Di Di
tanto
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3.4. Geometria

En esta seccién presentamos una aplicacion de la Desigualdad de Jensen relaciona-
da con los poligonos inscritos en una circunferencia. Especificamente mostramos que el

poligono de mayor area que se puede inscribir en una circunferencia es el regular.

Teorema 3.4.1. De todos los poligonos convexos de n lados inscritos en un circulo de

radio r, el poligono de drea méaxima es el poligono regular.

Demostracion. Sea V,, el conjunto de vértices del poligono « de n lados, es decir,
Vo = {AT, A3, ..., A%},

donde A{ son los vértices del poligono «.

Si Af, A, son vértices del poligono oy C' es el centro de la circunferencia de radio r,

es claro que el tridngulo AA;C Ay = A, es isésceles, pues A,C = CApiq =1

App

Figura 3.1

Sea 0, el angulo central del triangulo formado por A,C Ay, 1, y consideremos la altura del

vértice A al segmento Ay, 1C, formando el segmento A B;,.
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Ficura 3.2

Como la circunferencia es de radio r, tenemos que el triangulo A A, BiC' es rectangulo y

las longitudes de sus lados son:

AkC’ =T, AkBk = AkO sin Qk = rsin Gk

Ag1C - sin(6y,)

De esta forma el area del tridngulo Aa, = = 5 sin(fy).

Asi, al dividir al poligono « en n tridngulos donde cada tridngulo tiene drea § sin(f;) para

k=1,...,n, el area del poligono « es

7" n . n
A= §;sm(0k), 0<6,<m, ;9k227r.

Por otra parte, si consideramos el poligono regular o’ tenemos que al dividirlo en n
triangulos AA,LC A1, todos seran iguales y en particular todos tienen angulo central

2
9 = “". Por lo tanto el 4rea del poligono o’ es
n
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Como la funcién sin(z) es concava, por (J) tenemos que

"1 "1
sin (Z ﬁek> > Z - sin ;.
k=1 k=1

Finalmente multiplicando por nr y simplificando obtenemos

roo. 1 & rol e .
insm (ﬁ;9k> > §ngkz_;sm O,

lo cual implica

, T . (2m "
A 2nsm(n> > nglstk A

Por tanto, concluimos que el poligono regular inscrito en la circunferencia de radio r es

el de 4rea maxima. m

3.5. Probabilidad

En esta seccién analizamos la versién probabilista de la Desigualdad de Jensen. Esta
desigualdad relaciona el valor esperado de funciones de variables aleatorias con funciones

del valor esperado, cuando las funciones son convexas.

Sea X una variable aleatoria arbitraria con valor esperado E(X) = pux < oo, y sea
f : R — R una funcién. Entonces, Y = f(X) define una variable aleatoria, y supondre-

mos que su valor esperado es py = E(f(X)) = E(Y) < o0.

Por otro lado, recordemos que si f es una funcién convexa en I = (a,b) entonces existe

m € (a,b) tal que para cada t € (a,b),
f@t)+m(t—2z) < f(x) Vzé€(a,b). (3.5)

Teorema 3.5.1. Sea X una variable aleatoria que toma valores en [ = (a,b)y f: I - R

una funcion convexa. Entonces

FEX)) < E(f(X)).
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Demostracion. Por (3.5), tomando t = p = E(X) € (a,b) tenemos

f(p) +m(p—X) < f(X).

Calculado esperanza en ambos lados,

E(f(u) +m(p = X)) < E(f(X)).

Por las propiedades de la esperanza obtenemos

E(f(n)) + mE(p — X) < E(f(X)).

E(f(@) +m(E(n) — E(X)) < E(f(X)).

Ahora, como E(X) =pu, E(f(n)) = f(r) y E(n) = p, concluimos que

fEX)) <E(f(X)). =

3.6. Teoria de numeros

El siguiente resultado establece una desigualdad importante en Teoria de Numeros la
cual fue publicada por Nesbitt en 1903 en el articulo [11]. La demostracién que presenta-

mos esta basada en la Desigualdad de Jensen la cual es mas sencilla que la original.
Teorema 3.6.1. (Desigualdad de Nesbitt). Si a,b, c son nimeros positivos, entonces

a N b n c >3
b+c c+a a+b 2

Demostracion. Veamos que esta desigualdad es homogénea, es decir que dada cualquier
terna (a, b, ¢) que cumplen la desigualdad, entonces para cualquier ¢t > 0 la terna (ta, tb, tc)

también la cumple.

ta+tb+tc_ta+tb+tc_a+b+c>3
tb+tc tct+ta ta+tb tb+c) tlc+a) tla+b) b+c c+a a+b 2

por tanto es homogénea.
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Asi, sin pérdida de generalidad suponemos que a + b+ ¢ = 1, entonces
a+b+c_a+b+c_D
b+c c4+a a+b l1l—a 1-b 1—c
: ., 3z -
Consideremos la funcién f(x) = 1 , 0 < x < 1, esta funciéon es convexa, pues
-
6
") = 0,V 0,1).
f(x) (1_$)3> ?x€(7)
Utilizando (J)
+ f(b) + 1 1 1 1 1
p- 1@ fé) Jle) _ 3@+ 3fO)+3f(0)=f (§a+§b+§C)

:f(ém+b+@):f(% =;~'
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