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jo en la formación de matemáticos. Especialmente a los profesores Adrián Acuña, Carmen

Higuera, Genaro Hernández, Carolina Villalba, quienes fueron muy importantes durante

mi formación con sus clases y constantes apoyos.

Por último, agradecer a mi director de tesis, Adolfo Minjárez, por guiarme durante la
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Introducción

La desigualdad de Jensen ha sido uno de los resultados más importantes en el desa-

rrollo de las matemáticas. Propuesta por el matemático danés Johan Jensen a principios

del siglo XX en el art́ıculo [8], esta desigualdad nos brinda una relación entre los valores

de una función convexa y sus respectivos promedios ponderados. Su forma más simple la

podemos establecer de la siguiente manera:

Sea f : I → R una función convexa definida en un intervalo I. Entonces para cualquier

n ∈ N, x1, x2, .., xn ∈ I y p1, p2, ..., pn ≥ 0 tal que
n∑

i=1

pi = 1, tenemos

f

(
n∑

i=1

pixi

)
≤

n∑
i=1

pif(xi).

Aun cuando su enunciado es sencillo y fácil de entender, sus aplicaciones han logrado

resolver problemas importantes y trascendentes en áreas tan diversas de las matemáticas

como Optimización, Probabilidad, Estad́ıstica, Procesos Estocásticos, Teoŕıa de la Infor-

mación, Análisis Matemáticos, Geometŕıa, entre otras. Con su aplicación se ha logrado

analizar de forma más sencilla importantes problemas añejos, como por ejemplo el obte-

ner propiedades del centroide, concepto introducido por Arqúımedes y después estudiado

por Gauss. Además la Desigualdad de Jensen fue incluida en el libro Inequalities [6] de

Hardy, Littlewood y Polya.

El objetivo de este trabajo es analizar la desigualdad de Jensen desde varios aspectos. En

particular presentamos algunas de sus variantes en diferentes ramas de las matemáticas,

aśı como generalizaciones al considerar que algunos pesos pueden ser negativos. Además,

estudiamos condiciones para que se cumpla la desigualdad inversa aun para funciones

convexas. Por otro lado, planteamos y resolvemos el problema de encontrar cotas para la

desigualdad de Jensen por medio del llamado operador de Jensen. Espećıficamente, sean

1



Introducción 2

p = {pi}ni=1 y x = {xi}ni=1. Definimos el operador de Jensen como

Jf (x ,p ) :=
n∑

i=1

pif(xi)− f

(
n∑

i=1

pixi

)
.

En este sentido, en términos del operador Jf , la desigualdad de Jensen se puede expresar

como 0 ≤ Jf (x ,p ). Entonces el objetivo es acotar dicho operador.

El trabajo está estructurado de las siguiente manera.

En el primer caṕıtulo nos centramos en la presentación y demostración de la desigualdad

tomando como referencia el art́ıculo original de Jensen [8], y basándonos también en el

libro [2]. Además introducimos otras condiciones que garantizan que se sigue cumpliendo

la desigualdad con las cuales obtenemos algunas generalizaciones. Esta parte está basada

principalmente en los resultados de Steffensen en [20] y de otros resultados obtenidos de

[9],[12],[13],[14].

En el segundo caṕıtulo estudiamos el problema de las cotas para la desigualdad de Jen-

sen v́ıa el operador de Jensen. En particular introducimos condiciones para obtener cotas

globales en el sentido que solo dependen de la función a considerar y su dominio; es decir

dichas cotas serán independientes de los valores a considerar y de sus respectivos pesos.

De igual forma daremos ciertos resultados que nos muestren las relaciones entre las cotas

obtenidas, lo cual nos permitirá obtener la mejor cota global posible. Estos resultados

están basados en los art́ıculos [1],[4],[5],[7],[17],[18],[19].

Por último, en el caṕıtulo final mostramos algunas de las aplicaciones de la teoŕıa de-

sarrollada en los caṕıtulos anteriores a otras áreas de las matemáticas. Primeramente

estableceremos algunas relaciones entre los diferentes promedios usuales como las medias

aritmética, geométrica, logaŕıtmica, armónica, entre otras. Muchas de estas relaciones

vienen dadas por desigualdades bien conocidas en la literatura. Sin embargo, haciendo

uso de los resultados del Caṕıtulo 2 podremos establecer condiciones para que se cumplan

las desigualdades inversas. Otra de las aplicaciones importantes que presentaremos es a

la Teoŕıa de Información. Es importante señalar que aun cuando esta teoŕıa data del

año 1948 cuando Claude Shannon publica el art́ıculo [15], con las cotas obtenidas en el

Caṕıtulo 2 se obtienen nuevos resultados que sirven para estimar la entroṕıa.

Concluimos el caṕıtulo dando algunas aplicaciones de la Desigualdad de Jensen a otras

áreas de las matemáticas como la Geometŕıa, la Probabilidad y a la Teoŕıa de Números.
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Para finalizar, comentamos que el desarrollo del trabajo está basado principalmente en

las referencias antes citadas. El resto de la bibliograf́ıa [3],[10],[16],[21],[22], sirvió como

apoyo para la mejor exposición de los resultados.



Preliminares

En este caṕıtulo presentaremos algunos de los resultados que nos serán de gran utilidad

durante todo el trabajo.

Denotamos una sucesión finita de elementos {xi} en un conjunto arbitrario D como

x := {xi}ni=1,

y p := {pi}ni=1 una sucesión finita de pesos pi asociada a x, es decir, pi será el peso

asociado a xi, i = 1, 2, ..., n.

Además, denotamos Pn =
n∑

i=1

pi, Pk = Pn − Pk =
n∑

i=k+1

pi

Definición 0.0.1. La sucesión x es constante si x1 = x2 = · · · = xn.

Definición 0.0.2. La sucesión x es creciente si xi ≤ xi+1, ∀i = 1, ..., n.

Definición 0.0.3. La sucesión x es decreciente si xi+1 ≤ xi, ∀i = 1, ..., n.

Definición 0.0.4. La sucesión x es mónotona si es creciente o decreciente.

Definición 0.0.5. Sea x una sucesión finita y p la sucesión de pesos asociada a x ,

diremos que x es esencialmente constante si xi = x para algún x y i = 1, 2, ..., n; tal que

pi ̸= 0. Es decir, todos los elementos de x que tienen pesos distintos de cero son iguales:

si pi, pj ̸= 0 entonces xi = xj.

Esta definición lo que nos dice es que no es necesario que todos los términos de la sucesión

x sean iguales, solo aquellos que tengan pesos asociados distintos de cero.

Definición 0.0.6. Decimos que f es convexa en el intervalo I ⊆ R si para cada x, y ∈ I

y λ ∈ [0, 1], se cumple que

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

4



Preliminares 5

Definición 0.0.7. Decimos que f es cóncava cuando −f es convexa.

Proposición 0.0.1. La definición 0.0.6 es equivalente al siguiente hecho:

si x1, x2, x3 ∈ I con x1 < x2 < x3, entonces

1.

f(x2) ≤
x3 − x2

x3 − x1

f(x1) +
x2 − x1

x3 − x1

f(x3).

2.
f(x1)

(x1 − x2)(x1 − x3)
+

f(x2)

(x2 − x3)(x2 − x1)
+

f(x3)

(x3 − x1)(x3 − x2)
≥ 0.

3.
f(x2)− f(x1)

x2 − x1

≤ f(x3)− f(x1)

x3 − x1

≤ f(x3)− f(x2)

x3 − x2

.

Demostración.

(1) Sea λ =
x3 − x2

x3 − x1

y 1− λ =
x2 − x1

x3 − x1

, ahora por la Definición 0.0.6 para tenemos que

f

((
x3 − x2

x3 − x1

)
x1 +

(
x2 − x1

x3 − x1

)
x3

)
≤ x3 − x2

x3 − x1

f(x1) +
x2 − x1

x3 − x1

f(x3),

f

(
x1x3 − x1x2 + x3x2 − x1x3

x3 − x1

)
≤ x3 − x2

x3 − x1

f(x1) +
x2 − x1

x3 − x1

f(x3),

f

(
x3x2 − x1x2

x3 − x1

)
≤ x3 − x2

x3 − x1

f(x1) +
x2 − x1

x3 − x1

f(x3),

f

(
x2(x3 − x1)

x3 − x1

)
≤ x3 − x2

x3 − x1

f(x1) +
x2 − x1

x3 − x1

f(x3),

f(x2) ≤
x3 − x2

x3 − x1

f(x1) +
x2 − x1

x3 − x1

f(x3).

(2) Sea otra vez λ =
x3 − x2

x3 − x1

y 1− λ =
x2 − x1

x3 − x1

, por (1) tenemos que

f(x2) ≤
x3 − x2

x3 − x1

f(x1) +
x2 − x1

x3 − x1

f(x3),

(x3 − x1)f(x2) ≤ (x3 − x2)f(x1) + (x2 − x1)f(x3),
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0 ≤ −(x3 − x1)f(x2) + (x3 − x2)f(x1) + (x2 − x1)f(x3),

0 ≤ (x3 − x2)f(x1) + (x1 − x3)f(x2) + (x2 − x1)f(x3),

0 ≤ f(x1) +
(x1 − x3)

x3 − x2

f(x2) +
(x2 − x1)

x3 − x2

f(x3),

0 ≤ f(x1)

x3 − x1

− f(x2)

x3 − x2

+
(x2 − x1)

(x3 − x2)(x3 − x1)
f(x3),

0 ≤ f(x1)

(x3 − x1)(x2 − x1)
− f(x2)

(x3 − x2)(x2 − x1)
+

f(x3)

(x3 − x2)(x3 − x1)
,

0 ≤ f(x1)

(x1 − x2)(x1 − x3)
+

f(x2)

(x2 − x3)(x2 − x1)
+

f(x3)

(x3 − x1)(x3 − x2)
.

(3) Por la convexidad de f tenemos que

f(x2) ≤ (1− λ)f(x1) + λf(x3) para λ ∈ [0, 1].

De aqúı obtenemos

f(x2)− f(x1) ≤ λ (f(x3)− f(x1)) y f(x3)− f(x2) ≥ (1− λ) (f(x3)− f(x1)) .

Sustituyendo 1− λ =
x3 − x2

x3 − x1

y λ =
x2 − x1

x3 − x1

entonces uniendo ambas desigualdades

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

≤ f(x3)− f(x1)

x3 − x1

y
f(x3)− f(x2)

x3 − x2

≥ f(x3)− f(x1)

x3 − x1

.

Uniendo ambas desigualdades

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

≤ f(x3)− f(x1)

x3 − x1

≤ f(x3)− f(x2)

x3 − x2

.

Proposición 0.0.2. Sea I un intervalo en R, f : I → R una función convexa. Para cada

a ∈ I consideramos la función fa : I − {a} → R,

fa(x) =
f(x)− f(a)

x− a
, ∀x ∈ I − {a}.
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Entonces fa es creciente ∀a ∈ I.

Demostración. Sean a ∈ I, x, y ∈ I − {a} con x < y. Consideremos tres casos.

Si a < x < y por la primera desigualdad de la Proposición 0.0.1 (3) con x1 = a, x2 =

x, x3 = y tenemos que:

fa(x) =
f(x)− f(a)

x− a
≤ f(y)− f(a)

y − a
= fa(y),

de esta manera fa(x) ≤ fa(y).

Si x < y < a por la segunda desigualdad de la Proposición 0.0.1 (3) con x1 = x, x2 =

y, x3 = a tenemos que:

fa(x) =
f(x)− f(a)

x− a
=

f(a)− f(x)

a− x
≤ f(a)− f(y)

a− y
=

f(y)− f(a)

y − a
= fa(y),

por tanto fa(x) ≤ fa(y).

Si x < a < y por la Proposición 0.0.1 (3) con x1 = x, x2 = a, x3 = y tenemos que:

fa(x) =
f(a)− f(x)

a− x
≤ f(y)− f(x)

y − x
≤ f(a)− f(y)

a− y
= fa(y).

Observación 0.0.1. Podemos hacer un cambio de notación para las funciones de la

proposición anterior

fa(c) =
f(c)− f(a)

c− a
=

f(a)− f(c)

a− c
= fc(a).

Otras caracterizaciones de las funciones convexas son las siguientes:

Teorema 0.0.1. Sea I un intervalo, f : I → R cuando la derivada f ′ existe. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(i). f es convexa.

(ii). f ′ es creciente.

(iii). Para cualesquiera a, x ∈ I se tiene que f(x) ≥ f(a) + f ′(a)(x− a).

Demostración.

(I) =⇒ (II). Sean a, b ∈ I con a < b, c ∈ [a, b]. Para x, y ∈ [a, b], a < x < c < y < b. Como
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fa y fb son crecientes (por la Proposición 0.0.2) y donde fc(a) ≤ f ′(c) ≤ fc(b) pues son

las derivadas laterales de f . Aśı que tenemos que

fa(x) ≤ fa(c) = fc(a) ≤ f ′(c) ≤ fc(b) = fb(c) ≤ fb(y),

de donde deducimos que

f ′(a) = ĺım
x→a

fa(x) ≤ f ′(c) ≤ ĺım
y→b

fb(y) = f ′(b).

Por lo tanto f ′ es creciente.

(II) =⇒ (III). Sean a, x ∈ I con a < x. Por el Teorema del Valor Medio existe c ∈ [a, x]

tal que

f(x) = f(a) + f ′(c)(x− a).

Por hipótesis f ′ es creciente, por esto tenemos que f ′(c) ≥ f ′(a), entonces

f(x) = f(a) + f ′(c)(x− a) ≥ f(a) + f ′(a)(x− a),

y aśı obtenemos (III).

(III) =⇒ (I). Dados x, y ∈ I fijos con x < y y λ ∈ [0, 1], escribimos a = (1− λ)x+ λy.

Es claro que f(a) ≤ f(x)(1− λ) + λf(y) cuando λ = 0 y λ = 1.

Ahora consideremos

λ =
a− x

y − x
, 1− λ =

y − a

y − x

por (III) f(x) ≥ f(a) + f ′(a)(x − a) y f(y) ≥ f(a) + f ′(a)(y − a) como y − a > 0 y

x− a < 0 entonces

f(x)− f(a)

x− a
≤ f ′(a) ,

f(y)− f(a)

y − a
≥ f ′(a)

uniendo ambas desigualdades

f(x)− f(a)

x− a
≤ f ′(a) ≤ f(y)− f(a)

y − a
=⇒ f(x)− f(a)

x− a
≤ f(y)− f(a)

y − a
=⇒

y − a

x− a
(f(x)− f(a)) ≤ f(y)− f(a),

y − a

x− a
f(x)− y − a

x− a
f(a) ≤ f(y)− f(a),
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y − a

x− a
f(x)− y − a

x− a
f(a) ≤ f(y)− f(a),

f(a)− y − a

x− a
f(a) ≤ f(y)− y − a

x− a
f(x),

(
1− y − a

x− a

)
f(a) ≤ f(y)− y − a

x− a
f(x),

x− a− y + a

x− a
f(a) ≤ f(y)− y − a

x− a
f(x),

x− y

x− a
f(a) ≤ f(y)− y − a

x− a
f(x),

f(a) ≤ x− a

x− y
f(y)− y − a

x− y
f(x) = λf(y) + (1− λ)f(x).

Por lo tanto f es convexa.

Como consecuencia del Teorema anterior obtenemos el siguiente Corolario

Corolario 0.0.1. Sea I un intervalo, f : I → R con segunda derivada f ′′. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(i). f es convexa.

(ii). f ′′(x) ≥ 0 para todo x ∈ I.

Demostración.

(I) =⇒ (II). Por el Teorema anterior tenemos que si f es convexa entonces f ′ es creciente

y como f ′ es creciente entonces f ′′(x) ≥ 0, ∀x ∈ I.

(II) =⇒ (I). Si f ′′(x) ≥ 0 entonces f ′ es creciente y por el Teorema anterior, si f ′ es

creciente entonces f es convexa.

Corolario 0.0.2. f es convexa si y solo si αf también es convexa, para todo α > 0.

Demostración. Sea f : I → R y x, y ∈ I, λ ∈ [0, 1].

(=⇒) Llamamos g(x) = αf(x), α ∈ R+. Si f es convexa entonces

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y),
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aśı multiplicando por α

αf(λx+ (1− λ)y) ≤ α(λf(x) + (1− λ)f(y)) = αλf(x) + α(1− λ)f(y)

g(λx+ (1− λ)y) ≤ λg(x) + (1− λ)g(y)

por tanto g es convexa.

(⇐=) Si αf es convexa entonces αf(λx+(1−λ)y) ≤ λαf(x)+(1−λ)αf(y) multiplicando

por 1
α
tenemos que f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) por tanto f es convexa.

Definición 0.0.8. El centroide de los puntos x1, x2, ..., xn se define como

x̃ =
x1 + x2 + ...+ xn

n
.

El centroide con pesos asociados, tales que pi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n es:

x =
p1x1 + ...+ pnxn

Pn

.

El centroide de la función con pesos asociados es:

f =
1

Pn

n∑
i=1

pif(xi).

Definición 0.0.9. Una función es de rápido crecimiento si

ĺım
x→∞

f(λx)

f(x)
=


0 si 0 < λ < 1

1 si λ = 1

∞ si λ > 1

.



Caṕıtulo 1

La desigualdad de Jensen y su

relación con otras desigualdades

1.1. Desigualdad de Jensen

1.1.1. Historia

Johan Ludwig William Valdemar Jensen fue un matemático nacido el 8 de mayo de

1859 en Nakskov, Dinamarca. Durante su etapa como estudiante Jensen descubriŕıa una

afición a las matemáticas que mantendŕıa el resto de su vida. Sin embargo a pesar de su

gusto por estas no se dedicó profesionalmente a ellas, sino que ingresó a trabajar en la

División de Copenhague de la International Bell Telephone Company donde destacaŕıa y

ocupaŕıa un puesto importante que mantendŕıa por el resto de su vida.

Aunque las matemáticas no eran más que una afición para Jensen, lograŕıa dos resultados

importantes dentro de ellas. El primero fue en el Análisis Complejo con “La fórmula de

Jensen” y el segundo, y motivación para esta tesis, fue un art́ıculo publicado en 1906 en

la revista Acta Mathematica del matemático Mittag-Leffler, “Sur les fonctions convexes

et les inègalitès entre les valeurs moyennes” (Sobre las funciones convexas y las desigual-

dades entre valores promedio)[8], art́ıculo en el cual presenta la Desigualdad de Jensen (J).

Jensen falleceŕıa el 5 de marzo de 1925 en Copenhague.

11
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Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859 - 1925)

1.1.2. Desigualdad y demostración

Jensen presenta su desigualdad en la página 6 de “Sur les fonctions convexes et les

inègalitès entre les valeurs moyennes”[8], que enunciamos de la siguiente manera:

Teorema 1.1.1 (Desigualdad de Jensen). Sea f una función convexa definida en un

dominio Df ⊆ R, x := {xi}ni=1 una sucesión finita en Df y p:= {pi} una sucesión positiva

de pesos asociada a x, entonces

f

(
1

Pn

n∑
i=1

pixi

)
≤ 1

Pn

n∑
i=1

pif(xi), (J)

donde Pn :=
n∑

i=1

pi.
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Demostración. Para esta demostración procedemos por inducción.

Primero comprobamos que la desigualdad se cumple para n = 2, es decir,

f

(
1

P2

2∑
i=1

pixi

)
= f

(
1

P2

p1x1 +
1

P2

p2x2

)
.

Sean q1 =
p1
P2

y q2 =
p2
P2

. De esta forma q1 + q2 = 1, y por convexidad de f tenemos

f

(
1

P2

p1x1 +
1

P2

p2x2

)
= f(q1x1 + q2x2) ≤ q1f(x1) + q2f(x2) =

p1
P2

f(x1) +
p2
P2

f(x2)

=
1

P2

2∑
i=1

pif(xi).

Ahora suponemos que la desigualdad se cumple para 2 ≤ i ≤ n− 1 y demostraremos que

también se cumple para n.

Observemos que se cumple

f

(
1

Pn

n∑
i=1

pixi

)
= f

(
1

Pn

pnxn +
1

Pn

n−1∑
i=1

pixi

)
= f

(
pn
Pn

xn +
Pn−1

Pn−1

1

Pn

n−1∑
i=1

pixi

)
.

Sea q1 =
pn
Pn

y q2 =
Pn−1

Pn

. De esta manera q1 + q2 = 1, y por el caso cuando n = 2,

tenemos que

f

(
pn
Pn

xn +
Pn−1

PnPn−1

n−1∑
i=1

pixi

)
= f

(
q1xn + q2

1

Pn−1

n−1∑
i=1

pixi

)

≤ q1f(xn) + q2f

(
1

Pn−1

n−1∑
i=1

pixi

)
.

Además, por hipótesis de inducción sabemos que

f

(
1

Pn−1

n−1∑
i=1

pixi

)
≤ 1

Pn−1

n−1∑
i=1

pif (xi) ,
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por lo tanto

q1f(xn) + q2f

(
1

Pn−1

n−1∑
i=1

pixi

)
≤ q1f(xn) + q2

1

Pn−1

n−1∑
i=1

pif (xi)

=
pn
Pn

f(xn) +
Pn−1

PnPn−1

n−1∑
i=1

pif (xi) =
1

Pn

(
pnf(xn) +

n−1∑
i=1

pif (xi)

)
=

1

Pn

n∑
i=1

pif(xi).

Corolario 1.1.1. Si Pn = 1, entonces tenemos

f

(
n∑

i=1

pixi

)
≤

n∑
i=1

pif(xi). (J1)

La desigualdad (J1) es la forma clásica o más de común de la desigualdad de Jensen.

De aqúı en adelante, la desigualdad de Jensen será referenciada como (J). En este sentido,

la desigualdad inversa será (¬J). Este último caso, en principio se cumple para funcio-

nes cóncavas. Sin embargo, es importante estudiar casos cuando se cumple (¬J) para

funciones convexas, lo cual será analizado más adelante.

1.1.3. Ejemplos

Algunos de los ejemplos de funciones convexas para las cuales se cumple la desigualdad:

f(x) = x2

n∑
i=1

(pixi)
2 ≤

n∑
i=1

pi(xi)
2

f(x) = ex

e
∑n

i=1 pixi ≤
n∑

i=1

pie
xi

f(x) = − lnx

− ln

(
n∑

i=1

pixi

)
≤

n∑
i=1

pi(− ln(xi))



La desigualdad de Jensen y su relación con otras desigualdades 15

La igualdad se da para las ecuaciones lineales f(x) = mx+ b

n∑
i=1

pif(xi) =
n∑

i=1

pi(mxi + b) =
n∑

i=1

pimxi + pib =
n∑

i=1

mpixi +
n∑

i=1

bpi

= m

(
n∑

i=1

pixi

)
+ b

n∑
i=1

pi = m

(
n∑

i=1

pixi

)
+ b = f

(
n∑

i=1

pixi

)

1.1.4. Variantes

A continuación introducimos algunas variantes de la Desigualdad de Jensen que se

presentan en diferentes contextos las cuales retomaremos con más detalle en el Caṕıtulo

3.

Probabilidad

Sea X una variable aleatoria y f una función convexa entonces

f(E(X)) ≤ E(f(X)),

donde E(·) representa el operador esperanza.

Teoŕıa de la medida

Sea (X,F , µ) un espacio de medida, sea g una función real µ−integrable y f una

función convexa en el eje real entonces

f

(∫
X

g dµ

)
≤
∫
X

f ◦ g dµ.

Teoŕıa de la información

Haciendo uso de (J) obtenemos la Desigualdad de Gibbs, un resultado muy conocido

en la Teoŕıa de la Información.

−
n∑

i=1

pi log pi ≤ −
n∑

i=1

pi log qi,
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donde P = {p1, p2, ..., pn} y Q = {q1, q2, ..., qn} son distribuciones de probabilidad discre-

tas.

1.2. Otras desigualdades

La desigualdad de Jensen nos otorga la posibilidad de encontrar otras desigualdades

mediante distintas hipótesis a las planteadas originalmente por Jensen en [8]. Algunas de

estas las podemos considerar como extensión de (J).

En 1919 el matemático danés Johan Frederik Steffensen publica “On Certain Inequa-

lities and Methods of Approximation” [20] en el Journal of the Institute of Actuaries. En

este art́ıculo aparece por primera vez la Desigualdad de Jensen-Steffensen, que es una

generalización de (J) y consecuencia de un trabajo previo de Steffensen.

Teorema 1.2.1 (Desigualdad Jensen - Steffensen). Si I es un intervalo de R donde f es

convexa y x ∈ I, monótona con n > 2, y si p una sucesión real que satisface

Pn ̸= 0, 0 ≤ Pi

Pn

≤ 1, 1 ≤ i ≤ n, (∗)

entonces (J) se cumple.

Observación 1.2.1. La condición (∗) es equivalente a

Pn ̸= 0, 0 ≤ Pn − Pi

Pn

≤ 1, 1 ≤ i ≤ n,

y si suponemos que Pn > 0, entonces

0 ≤ Pn − Pi ≤ Pn, 1 ≤ i ≤ n.

Demostración. Como en este caso los pesos pueden ser negativos o ceros, entonces

veremos que x =
1

Pn

n∑
i=1

pixi se encuentra en el intervalo I = [a, b]. Como x es monótona,

sin pérdida de generalidad suponemos que x es creciente.

Observemos que

1

Pn

n∑
i=1

pixi = xn +
n−1∑
i=1

Pi

Pn

(xi − xi+1)
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pues

xn +
n−1∑
i=1

Pi

Pn

(xi − xi+1)

= xn +
P1

Pn

x1 −
P1

Pn

x2 +
P2

Pn

x2 −
P2

Pn

x3 + · · ·++
Pn−1

Pn

xn−1 −
Pn−1

Pn

xn

=

(
Pn

Pn

− Pn−1

Pn

)
xn +

(
Pn−1

Pn

− Pn−2

Pn

)
xn−1 + · · ·+

(
P2

Pn

− P1

Pn

)
x2 +

P1

Pn

x1

=
pn
Pn

xn +
pn−1

Pn

xn−1 + · · ·+ p1
Pn

x1 =
1

Pn

n∑
i=1

pixi.

Como supusimos que x es creciente, entonces para toda i = 1, ..., n − 1 sabemos que

xi − xi+1 < 0, por tanto xn +
n−1∑
i=1

Pi

Pn

(xi − xi+1) < xn con
Pi

Pn

≥ 0.

De igual forma, usando que

n∑
i=1

pixi = p1x1 + p2x2 + · · ·+ pnxn

y x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn, tenemos

p1x1 + p2x1 + · · ·+ pnx1 ≤ p1x1 + p2x2 + · · ·+ pnxn,

x1(p1 + p2 + · · ·+ pn) ≤
n∑

i=1

pixi,

Pnx1 ≤
n∑

i=1

pixi,

x1 ≤
1

Pn

n∑
i=1

pixi = x.

Con lo cual x ∈ I.

Ahora por la Teorema 0.0.1 podemos caracterizar una función convexa de la siguiente

forma

f(x)− f(y) ≥ M(x− y), (1)
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para toda x, y ∈ [a, b]. Donde M = f ′(y) cuando f ′(y) existe. Entonces, por (1) tenemos

que

f(x)− f(z) ≥ M(x− z) si y ≤ z ≤ x, (2)

f(x)− f(z) ≤ M(x− z) si z ≤ x ≤ y. (3)

Llamamos x =
1

Pn

n∑
i=1

pixi ∈ I y sea m tal que x ∈ [xm+1, xm]. Escribimos

f

(
n∑

i=1

pixi

)
−

n∑
i=1

pif(xi) =
m−1∑
i=1

Pi

Pn

(M(xi − xi+1)− f(xi) + f(xi+1))

Pm

Pn

(M(xm − x)− f(xm) + f(x)) +
Pm+1

Pn

(f(x)− f(xm+1)−M(x− xm+1))

+
n−1∑

i=m+1

Pi+1

Pn

(f(xi)− f(xi+1)−M(xi − xi+1))).

Por (2) tenemos que

M(xi − xi+1)− f(xi) + f(xi+1) ≤ 0, ∀i = 1, 2, ..,m− 1,

y usando (3)

f(xi)− f(xi+1)−M(xi − xi+1) ≤ 0, ∀i = m+ 1, ..., n− 1.

Además, por hipótesis
Pi

Pn

≥ 0 y
Pi+1

Pn

≥ 0, ∀i = 1, ..., n, por lo que

f

(
n∑

i=1

pixi

)
−

n∑
i=1

pif(xi) ≤ 0,

f

(
n∑

i=1

pixi

)
≤

n∑
i=1

pif(xi).

Vale la pena observar que la presentación y la demostración del Teorema 1.2.1 no son de

la forma en que lo presenta Steffenson en su art́ıculo. Esta demostración es más simple y

fue tomada de [13].

El siguiente resultado establece condiciones bajo las cuales (¬J) se cumple.

Teorema 1.2.2. Sea I ⊆ R donde f es convexa. Si n ≥ 2,p una sucesión real con

Pn > 0, p1 > 0, pi < 0 para 2 ≤ i ≤ n y x una sucesión en I con x =
1

Pn

n∑
i=1

pixi ∈ I,



La desigualdad de Jensen y su relación con otras desigualdades 19

entonces (¬J) se cumple.

Demostración. Sean las sucesiones x:= (x, x2, ..., xn),p := (p1, p2, ..., pn) y

p0 := (Pn,−p2,−p3, ...,−pn) donde Pn =
n∑

i=1

pi. Notemos que
∑

p0 = p1, entonces por

(J) tenemos que

Pn

p1
f(x)− 1

p1
p2f(x2)− · · · − 1

p1
pnf(xn) ≥ f

(
1

p1
Pnx− · · · − 1

p1
pnxn

)
,

Ahora

Pn

p1
f

(
1

Pn

n∑
i=1

pixi

)
− p2

p1
f(x2)− · · · − pn

p1
f(xn) ≥ f

(
Pn

p1

1

Pn

n∑
i=1

pixi −
p2
p1
x2 − · · · − pn

p1
xn

)
= f(x1).

De aqúı,

Pn

p1
f

(
1

Pn

n∑
i=1

pixi

)
≥ f(x1) +

p2
p1
f(x2) + · · ·+ pn

p1
f(xn),

f

(
1

Pn

n∑
i=1

pixi

)
≥ 1

Pn

(p1f(x1) + p2f(x2) + · · ·+ pnf(xn)) =
1

Pn

n∑
i=1

pif(xi).

Otro punto que será analizado en el Caṕıtulo 2, es el obtener cotas para la Desigualdad

de Jensen por medio del operador de Jensen Jf (x ,p ). Una cota que se pueda obte-

ner fácilmente con la teoŕıa que hemos desarrollado hasta ahora es dada en el siguiente

resultado.

Teorema 1.2.3. Sea f convexa en un intervalo I = [a, b] y x una sucesión con elementos

en I y p una sucesión positiva. Si x =
1

Pn

n∑
i=1

pixi entonces

1

Pn

n∑
i=1

pif(xi) ≤
b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b). (∗∗)
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Demostración. La desigualdad (∗∗) se obtiene aplicando la Proposición 0.0.1. En efecto,

observe que

f(xi) ≤
b− xi

b− a
f(a) +

xi − a

b− a
f(b),

lo cual implica

pi
Pn

f(xi) ≤
pi
Pn

(
b− xi

b− a
f(a) +

xi − a

b− a
f(b)

)
=

1

Pn

(
b− xi

b− a
pif(a) +

xi − a

b− a
pif(b)

)
.

De aqúı

1

Pn

[p1f(x1) + p2f(x2) + · · ·+ pnf(xn)] =
1

Pn

n∑
i=1

pif(xi)

≤ 1

Pn

(
b− x1

b− a
p1f(a) +

x1 − a

b− a
p1f(b) + · · ·+ b− xn

b− a
pnf(a) +

xn − a

b− a
pnf(b)

)

=
bp1f(a)− p1x1f(a) + p1x1f(b)− p1af(b) + · · ·+ pnbf(a)− pnxnf(a) + pnxnf(b)− pnaf(b)

Pn(b− a)

=
bf(a)[p1 + · · ·+ pn]− f(a)[p1x1 + · · ·+ pnxn] + f(b)[p1x1 + · · ·+ pnxn]− af(b)[p1 + · · ·+ pn]

Pn(b− a)

=
Pn(bf(a))− Pnxf(a)

Pn(b− a)
+

Pnxf(b)− Pn(af(b))

Pn(b− a)
=

b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b),

donde la última igualdad se sigue de la relación p1x1 + · · ·+ pnxn = Pnx.

El hecho de tratar con funciones convexas nos permite dar interpretaciones geométricas y

obtener resultados de la geometŕıa. Concluimos este caṕıtulo presentando dos resultados

geométricos relacionados con el centroide los cuales son consecuencia de la desigualdad

de Jensen. Para una fácil referencia (ver Definición 0.0.8) recordemos las siguientes defi-

niciones

El centroide de los puntos x1, x2, ..., xn se define como

x̃ =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
.
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El centroide con pesos asociados, tales que pi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n es:

x =
p1x1 + · · ·+ pnxn

Pn

.

El centroide de la función con pesos asociados es:

f =
1

Pn

n∑
i=1

pif(xi).

Teorema 1.2.4. Si f es convexa en el intervalo I = [a, b],x una sucesión en I y p una

sucesión positiva, entonces el centroide G = (x, f) de los puntos (xi, f(xi)) con pesos

pi, 1 ≤ i ≤ n, se encuentra sobre la gráfica de f y debajo de la cuerda AB donde

A = (a, f(a)), B = (b, f(b)).

Demostración. G se encuentra por encima de la gráfica ya que por (J), f ≥ f(x),

entonces el punto (x, f) está por encima del punto (x, f(x)).

Ahora, llamemos R(x) a la recta que pasa por A y B. Por la ecuación punto-pendiente

R(x) =
f(b)− f(a)

b− a
(x− a) + f(a) =

f(b)(x− a)

b− a
− f(a)(x− a)

b− a
+

f(a)(b− a)

b− a

=
f(b)(x− a)

b− a
+

−xf(a) + af(a) + bf(a)− af(a)

b− a
=

x− a

b− a
f(b) +

b− x

b− a
f(a)

Evaluando en x y por el Teorema 1.2.3 tenemos que

f =
1

Pn

n∑
i=1

pif(xi) ≤
b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b) = R(x)

de esta forma G = (x, f) está por debajo del segmento AB.

Teorema 1.2.5. Sea I = [a, b] y f una función positiva, estrictamente convexa y dos

veces diferenciable en I,x una sucesión con elementos en I, n ≥ 2 y p una sucesión

positiva. Entonces

1

Pn

n∑
i=1

pif(xi) ≤ λf

(
1

Pn

n∑
i=1

pixi

)
donde, si

ϕ = (f ′)−1, µ =
f(b)− f(a)

b− a
, ν =

bf(a)− af(b)

b− a
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entonces λ es la única solución de la ecuación

f ◦ ϕ
(µ
λ

)
=

µ

λ
ϕ
(µ
λ

)
+

ν

λ
. (3)

Además
1

Pn

n∑
i=1

pif(xi) ≤ γ + f

(
1

Pn

n∑
i=1

pixi

)
donde γ = µϕ(µ) + ν − f ◦ ϕ(µ).

Demostración. Por el Corolario 0.0.2, sabemos que λf es convexa, con λ > 0. Elegimos

un λ tal que λf(x) sea tangente a la cuerda AB definida como el Corolario 1.2.4, de esta

forma λf(x) = µx + ν para algún x y µ =
f(b)− f(a)

b− a
y ν =

bf(a)− af(b)

b− a
. Derivando

obtenemos λf ′(x) = µ y sustituyendo λ =
µx+ ν

f(x)
, tenemos que

µx+ ν

f(x)
f ′(x) = µ

(µx+ ν)f ′(x) = µf(x)

Definimos F (x) = µf(x)− (µx+ ν)f ′(x). Para concluir tenemos que ver que λ es efecti-

vamente la única solución posible a la ecuación (3).

Primero veremos que F tiene una única solución en I, esto es claro pues

F (a) = f(a)

(
f(b)− f(a)

b− a
− f ′(a)

)
y F (b) = f(b)

(
f(b)− f(a)

b− a
− f ′(b)

)
,

pero por convexidad de f , tenemos que
f(b)− f(a)

b− a
−f ′(a) ≥ 0 y

f(b)− f(a)

b− a
−f ′(b) ≤ 0.

y f(a), f(b) ≥ 0, por lo tanto F (a)F (b) ≤ 0, aśı sabemos que hay al menos una so-

lución en [a, b].

Ahora demostramos que F (x) es estrictamente decreciente para que esta solución sea

única. Sea

F ′(x) = −f ′′(x)

[
f(b)− f(a)

b− a
x+

bf(a)− af(b)

b− a

]
.

entonces F ′(a) = −f ′′(a)f(a) < 0 y F ′(b) = −f ′′(b)f(b) < 0, pues f ′′(x) > 0.



La desigualdad de Jensen y su relación con otras desigualdades 23

Por lo anterior solo hace resta probar que
f(b)− f(a)

b− a
x+

bf(a)− af(b)

b− a
> 0.

f(b)− f(a)

b− a
x+

bf(a)− af(b)

b− a
=

xf(b)− xf(a) + bf(a)− af(b)

b− a

=
f(a)(b− x) + f(b)(x− a)

b− a
=

b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b) > f(x).

Esto último por la Proposición 0.0.1 y el hecho que f es positiva y estrictamente convexa.

De esta forma, F (x) = 0, ∀x ∈ I y por lo tanto F es decreciente y tiene una única

solución en [a, b].

De la misma forma si consideramos g(x) = γ + f(x) con γ de tal forma que g(x) sea

tangente a AB, tendremos que γ+f(x) = µx+ν, derivando f ′(x) = µ, que es equivalente

a x = (f ′)−1(µ), por tanto

γ + f(x) = µx+ ν

γ = µx+ ν − f(x) = µ(f ′)−1(µ) + ν − f
(
(f ′)−1(µ)

)
= µϕ(µ) + ν − f ◦ ϕ(µ)



Caṕıtulo 2

Cotas para la desigualdad de Jensen

2.1. Introducción

El problema de calcular cotas en varias áreas de las matemáticas es importante. Por

ejemplo, en métodos de aproximación por medio de desigualdades, el conocer tanto la

cota superior como la inferior, nos permite tener una idea del error máximo y mı́nimo

que se puede cometer.

En el caso de la Desigualdad de Jensen, el problema de las cotas se puede plantear

de la siguiente manera.

Sea f una función convexa sobre un dominio I = [a, b] ⊂ R,x = {xi} una sucesión

finita en I y p = {pi} una sucesión de pesos asociada a {xi} donde
n∑

i=1

pi = 1. Definimos

el funcional de Jensen Jf como

Jf (x ,p ) :=
n∑

i=1

pif(xi)− f

(
n∑

i=1

pixi

)
.

Observemos que la clásica Desigualdad de Jensen (J1) se puede expresar como

0 ≤ Jf (p,x).

Este hecho motiva el planteamiento del problema. En efecto, observemos que el cero es

una cota inferior global del operador de Jensen Jf .

24
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Entonces, nuestro problema a estudiar en este caṕıtulo es encontrar cotas superiores

y otras cotas inferiores de Jf que sean globales, es decir, que solo dependa de la función

f y el intervalo [a, b].

Además, analizaremos las condiciones bajo las cuales podemos obtener las mejores cotas

globales.

2.2. Cotas globales para la desigualdad de Jensen

Antes de presentar nuestros resultados, establecemos el siguiente lema.

Lema 2.2.1. Para una función convexa f en I, x, y ∈ I, y 0 < p, q tales que p + q = 1,

tenemos que

mı́n(p, q)Bf (x, y) ≤ pf(x) + qf(y)− f(px+ qy) ≤ máx(p, q)Bf (x, y),

donde Bf (x, y) := f(x) + f(y)− 2f

(
x+ y

2

)
.

Demostración. Si p = 1 y q = 0 entonces tenemos que

0 = 0 · Bf (x, y) ≤ f(x)− f(x) = 0 ≤ f(x) + f(y)− 2f

(
x+ y

2

)
,

lo cual es cierto, ya que por la convexidad de f tenemos

2f

(
x+ y

2

)
= 2f

(
1

2
x+

1

2
y

)
≤ 2

(
1

2
f(x) +

1

2
f(y)

)
= f(x) + f(y).

Análogamente para p = 0 y q = 1.

Si p = q = 1
2
, entonces

mı́n(p, q)Bf (x, y) = máx(p, q)Bf (x, y).

Por lo tanto, para este caso también se cumple la igualdad.

Ahora, sin pérdida de generalidad suponemos que 0 < p < q < 1.

Para la primera parte, sean p̃ = q− p y q̃ = 2p. Observemos que p̃+ q̃ = 1, 0 < p̃, q̃ < 1.
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Por la convexidad de f tenemos que

−f(p̃x+ q̃y) ≥ −p̃f(x)− q̃f(y).

Particularmente tenemos que

−f

(
p̃y + q̃

(
x+ y

2

))
≥ −p̃f(y)− q̃f

(
x+ y

2

)
,

−f

(
(q − p)y + 2p

(
x+ y

2

))
≥ −(q − p)f(y)− 2pf

(
x+ y

2

)
,

−f(qy − py + px+ py) ≥ −qf(y) + pf(y)− 2pf

(
x+ y

2

)
,

−f(px+ qy) ≥ pf(y)− qf(y)− 2pf

(
x+ y

2

)
,

pf(x) + qf(y)− f(px+ qy) ≥ pf(x) + pf(y)− 2pf

(
x+ y

2

)

= p

(
f(x) + f(y)− 2f

(
x+ y

2

))
,

pf(x) + qf(y)− f(px+ qy) ≥ mı́n{p, q}B(x, y).

Para la segunda parte de la desigualdad tomamos p̃ =
q − p

2q
y q̃ =

1

2q
. De igual manera

p̃+ q̃ = 1, 0 < p̃, q̃ < 1. Puesto que, como f es convexa entonces para x, y ∈ I, tenemos

que

p̃f(x) + q̃f(px+ qy) ≥ f(p̃x+ q̃(px+ qy)) = f

(
q − p

2q
x+

1

2q
(px+ qy)

)

= f

(
qx− px+ px+ qy

2q

)
= f

(
x+ y

2

)
.
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Ahora observe que se cumplen las siguientes relaciones:

q − p

2q
f(x) +

1

2q
f(px+ qy) ≥ f

(
x+ y

2

)
,

(q − p)f(x) + f(px+ qy) ≥ 2qf

(
x+ y

2

)
,

qf(x)− pf(x) + f(px+ qy) ≥ 2qf

(
x+ y

2

)
,

qf(x)− 2qf

(
x+ y

2

)
≥ pf(x)− f(px+ qy),

qf(y) + qf(x)− 2qf

(
x+ y

2

)
≥ pf(x) + qf(y)− f(px+ qy).

Por lo tanto concluimos

q

(
f(x) + f(y)− 2f

(
x+ y

2

))
= máx(p, q)Bf (x, y) ≥ pf(x) + qf(y)− f(px+ qy).

Teorema 2.2.1. Sea f una función convexa definida en un intervalo cerrado I := [a, b],

x := {xi} una sucesión de n números en I, y p:= {pi},
n∑

i=1

pi = 1 una sucesión positiva

de pesos asociada a x. Entonces tenemos que

Jf (p,x) ≤ f(a) + f(b)− 2f

(
a+ b

2

)
= Bf (a, b) (I)

Demostración. Como xi ∈ I, tenemos que xi = λia + (1 − λi)b para algún λi ∈ [0, 1].

De esta forma

n∑
i=1

pif(xi)− f

(
n∑

i=1

pixi

)
=

n∑
i=1

pif(λia+ (1− λi)b)− f

(
n∑

i=1

pi(λia+ (1− λi)b)

)

≤
n∑

i=1

pi(λif(a) + (1− λi)f(b))− f

(
a

n∑
i=1

piλi + b

n∑
i=1

pi(1− λi)

)
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= f(a)
n∑

i=1

piλi + f(b)

(
1−

n∑
i=1

piλi

)
− f

(
a

n∑
i=1

piλi + b

(
1−

n∑
i=1

piλi

))
,

donde la desigualdad se obtiene de la convexidad de f .

Llamamos p :=
n∑

i=1

piλi y q := 1 −
n∑

i=1

piλi, donde 0 ≤ p, q ≤ 1 y p + q = 1. Por

tanto

n∑
i=1

pif(xi)− f

(
n∑

i=1

pixi

)
≤ pf(a) + qf(b)− f(pa+ qb), (2.1)

y por el Lema 2.2.1, finalmente llegamos a que se cumple

Jf (p,x) =
n∑

i=1

pif(xi)− f

(
n∑

i=1

pixi

)
≤ máx(p, q)Bf (a, b) ≤ Bf (a, b).

Observación 2.2.1. Asumiendo la diferenciabilidad de la función convexa f , en el tra-

bajo [4] se muestra la desigualdad

Jf (p,x) ≤
1

4
(b− a)(f ′(b)− f ′(a)) := Af (a, b).

Por lo tanto, el no asumir que f es diferenciable en el Teorema 2.2.1 hace que la

desigualdad (I) sea mejor. A continuación, mostraremos un refinamiento de la desigualdad

(I). Para esto introducimos la siguiente definición.

Definición 2.2.1. Sea Df ⊂ R el dominio de una función convexa f y I = [a, b] ⊂ Df .

Definimos

C(f) := sup
x ∈[a,b],a,b∈Df

[
Jf (p,x)

Bf (a, b)

]
.

Teorema 2.2.2. Para, p, q > 0, p+ q = 1, si f es una función convexa, entonces

C(f) = sup
p,a,b

pf(a) + qf(b)− f(pa+ qb)

f(a) + f(b)− 2f

(
a+ b

2

)
 ,

donde a < b, a, b ∈ Df .
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Demostración. Por la relación (2.1) tenemos que

n∑
i=1

pif(xi)− f

(
n∑

i=1

pixi

)
Bf (a, b)

≤ pf(a) + qf(b)− f(pa+ qb)

Bf (a, b)

≤ sup
p,a,b

[
pf(a) + qf(b)− f(pa+ qb)

Bf (a, b)

]
Por tanto

C(f) = sup

[
Jf (p,x)

Bf (a, b)

]
= sup

p,a,b

[
pf(a) + qf(b)− f(pa+ qb)

Bf (a, b)

]
.

Teorema 2.2.3. Para cualquier función convexa tenemos que

1

2
≤ C(f) ≤ 1.

Demostración. Por el Teorema 2.2.1 tenemos que

C(f) ≤ sup[máx(p, q)] = 1.

Por otro lado, por el Lema 2.2.1 y para p1, p2 > 0, p1 + p2 = 1.

C(f) = sup
x ,p

[
Jf (p,x)

Bf (a, b)

]
≥ sup

[
p1f(a) + p2f(b)− f(p1a+ p2b)

Bf (a, b)

]
≥ sup[mı́n(p1, p2)] =

1

2
.

Observación 2.2.2. Es claro que

Jf (p,x) ≤ C(f)Bf (a, b) := Cf (a, b). (II)

Entonces, como
1

2
≤ C(f) ≤ 1, tenemos que (II) mejora la desigualdad (I).

A continuación presentamos casos particulares de funciones convexas con la correspon-

diente constante C(f).

Teorema 2.2.4. Sea f una función convexa. Si el dominio de f es Df = (a,∞), a ∈ R y

si se cumple alguna de las siguientes condiciones

i) ĺım
x→∞

f(x) = x0 con |x0| < ∞.

ii) f es una función de rápido crecimiento,
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entonces C(f) = 1.

Demostración.

Si se cumple (I), vemos que

ĺım
b→∞

[
pf(a) + qf(b)− f(pa+ qb)

Bf (a, b)

]
=

pf(a) + qd− d

f(a) + d− 2d
=

pf(a) + (1− p)d− d

f(a)− d
= p

por tanto C(f) = sup(p) = 1.

Ahora, si se cumple (II), utilizando la definición de rápido crecimiento, tenemos

ĺım
x→∞

f(x) = ∞ ĺım
x→∞

f(tx)

f(x)
= 0

para 0 < t < 1. Aún más por lo presentado por Heiberg en [7] la relación anterior se

cumple uniformemente en t. Por tanto, para a fijo

ĺım
b→∞

pf(a) + qf(b)− f(pa+ qb)

f(a) + f(b)− 2f

(
a+ b

2

)
 = ĺım

b→∞

pf(a)
f(b)

+ q − f(pa+qb)
f(b)

f(a)
f(b)

+ 1− 2
f(a+b

2 )
f(b)

 = q.

Entonces, C(f) = sup(q) = 1.

Otros valores de C(f) para casos espećıficos son los siguientes:

C(x2) =
1

2
; C(

√
x) =

√
2 + 1

4
; C(x lnx) = (e ln 2)−1; C(ex) = 1

2.3. La mejor cota global posible

En esta sección estableceremos una desigualdad que mejora las anteriores. De hecho, la

cota que obtenemos es la mejor cota global posible en el sentido que es menor a las cotas

correspondientes a las desigualdades anteriores. Primero presentaremos la desigualdad, y

después mostraremos, que en efecto, es la menor posible.
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Teorema 2.3.1. Sea f una función convexa, x ∈ Df y p una sucesión positiva de pesos

asociada a x, Pn = 1, además p, q > 0, p+ q = 1, entonces

Jf (p,x) ≤ máx
p

[pf(a) + qf(b)− f(pa+ qb)] := Df (a, b)

Demostración. Como xi ∈ [a, b], ∀i = 1, 2, ..., n, sea {λi}, λi ∈ [0, 1] una sucesión tal

que xi = λia+ (1− λi)b, i = 1, 2, ...

De esta forma, como f es convexa, las siguientes relaciones se cumplen

n∑
i=1

pif(xi)− f

(
n∑

i=1

pixi

)
=

n∑
i=1

pif (λia+ (1− λi)b)− f

(
n∑

i=1

pi(λia+ (1− λi)b)

)

≤
n∑

i=1

pi(λif(a) + (1− λi)f(b))− f

(
a

n∑
i=1

piλi + b
n∑

i=1

pi(1− λi)

)

= f(a)

(
n∑

i=1

piλi

)
+ f(b)

(
1−

n∑
i=1

piλi

)
− f

(
a

(
n∑

i=1

piλi

)
+ b

(
1−

n∑
i=1

piλi

))
.

Denotamos
n∑

i=1

piλi := p; 1−
n∑

i=1

piλi := q, tenemos que 0 ≤ p, q ≤ 1; p+ q = 1.

Por consecuencia

Jf (p,x) =
n∑

i=1

pif(xi)− f

(
n∑

i=1

pixi

)
≤ pf(a) + qf(b)− f(pa+ qb)

≤ máx
p

[pf(a) + qf(b)− f(pa+ qb)] = Df (a, b).

Teorema 2.3.2. Sea f una función convexa y diferenciable con dominioDf y I := [a, b] ⊂
Df . Entonces se cumplen las siguientes desigualdades para cada I ⊂ Df

(i) Df (a, b) ≤ Af (a, b),

(ii) Df (a, b) ≤ Cf (a, b).
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Demostración.

(I) Como f es convexa y diferenciable, tenemos que

f(x) ≥ f(t) + (x− t)f ′(t),∀x, t ∈ I

En particular,

f(pa+ qb) ≤ f(a) + q(b− a)f ′(a) ; f(pa+ qb) ≥ f(b) + p(a− b)f ′(b)

con p+ q = 1.

Por lo tanto

pf(a) + qf(b)− f(pa+ qb) = pf(a) + qf(b)− f(pa+ qb) + pf(pa+ qb)− pf(pa+ qb)

= pf(a) + qf(b)− f(pa+ qb) + (1− q)f(pa+ qb)− pf(pa+ qb)

= pf(a)− pf(pa+ qb) + qf(b)− f(pa+ qb)− qf(pa+ qb) + f(pa+ qb)

= p(f(a)− f(pa+ qb)) + q(f(b)− f(pa+ qb)) ≤ p(q(a− b)f ′(a)) + q(p(b− a)f ′(b))

= pq(b− a)(f ′(b)− f ′(a))

Con lo que

Df (a, b) = máx
p

[pf(a) + qf(b)− f(pa+ qb)] ≤ máx
p

[pq(b− a)(f ′(b)− f ′(a))]

=
1

4
(b− a)(f ′(b)− f ′(a)) = Af (a, b)

(II) Por el Teorema 2.2.2 y la Definición 2.2.1 sabemos que

pf(a) + qf(b)− f(pa+ qb)

Bf (a, b)
≤ sup

p;a,b∈Df

[
pf(a) + qf(b)− f(pa+ qb)

f(a) + f(b)− 2f
(
a+b
2

) ]
= C(f).

Por lo tanto, concluimos

Df (a, b) = máx
p

[pf(a) + qf(b)− f(pa+ qb)] ≤ C(f)Bf (a, b) = Cf (a, b).
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Observación 2.3.1. Observemos que

(a) Para a, b ∈ Df , a ̸= b la función g(p) := pf(a) + (1 − p)f(b) − f(pa + (1 − p)b) es

cóncava para 0 ≤ p ≤ 1 con g(0) = g(1) = 0. Por tanto, existe un único p0 ≥ 0 tal

que máxp g(p) = g(p0) = Df (a, b)

(b) De los resultados anteriores obtenemos la Desigualdad pre-Grüss

n∑
i=1

pix
2
i −

(
n∑

i=1

pixi

)2

≤ 1

4
(b− a)2

En el mismo sentido de la Observación 2.3.1 (a), podemos ver que la cota Df (a, b) es

alcanzable, y más aun fuerte, como lo establece el siguiente resultado.

Teorema 2.3.3. Para cualquier función convexa f arbitraria con I = [a, b] ⊆ Df , existe

una sucesión y ∈ I y una sucesión de pesos asociada q tal que

Jf (y,q) = Df (a, b)

Demostración. Construimos la sucesión y como x1 = a;x2 = x3 = · · · = b y la sucesión

q como p1 = p0. Entonces por la Observación 2.3.1 (a)

Jf (y,q) = p1f(x1) + p2f(x2)− f(p1x1 + p2x2) = p0f(a) + (1− p0)f(b)− f(p0a+ (1− p0)b)

= g(p0) = Df (a, b).

Además, podemos dar la forma explicita de Df (a, b) en el caso de funciones diferenciables.

Teorema 2.3.4. Para cualquier función f convexa y diferenciable, tenemos que

Df (a, b) =
f(b)− f(a)

b− a
Θf (a, b) +

bf(a)− af(b)

b− a
− f(Θf (a, b)),

donde Θf (a, b) es el valor medio de Lagrange de a, b definido como

Θf (a, b) := (f ′)
−1

(
f(b)− f(a)

b− a

)

Demostración. Sea Df (a, b) := máx
p

[pf(a)+ qf(b)−f(pa+ qb)]. Aplicaremos el criterio

de la primer derivada para encontrar el máximo de una función.



Cotas para la desigualdad de Jensen 34

Sea g(p) = pf(a) + (1− p)f(b)− f(pa+ (1− p)b) entonces g′(p) = f(a)− f(b)− f ′(pa+

(1− p)b)(a− b). Igualando a 0, tenemos

g′(p) = f(a)− f(b)− f ′(pa+ (1− p)b)(a− b) = 0,

de donde se obtiene

p =

(f ′)−1

(
f(b)− f(a)

b− a

)
− b

a− b
=

Θf (a, b)

a− b
− b

a− b
= p0.

Ahora, evaluando en g obtenemos

Df (a, b) = g(p0) =
(Θf (a, b)− b)f(a)

a− b
+ f(b)− (Θf (a, b)− b)f(b)

a− b

−f

(
Θf (a, b)− b

a− b
a+

(
1− Θf (a, b)− b

a− b

)
b

)
=

f(b)− f(a)

b− a
Θf (a, b)+

−bf(a) + bf(b) + af(b)− bf(b)

a− b
− f

(
Θf (a, b)a− ba

a− b
+ b− Θf (a, b)b− b2

a− b

)

=
f(b)− f(a)

b− a
Θf (a, b) +

bf(a)− af(b)

b− a
− f

(
Θf (a, b)(a− b) + ba− ba− b2 + b2

a− b

)

=
f(b)− f(a)

b− a
Θf (a, b) +

bf(a)− af(b)

b− a
− f (Θf (a, b)) .

Teorema 2.3.5. Si f es convexa en I := [a, b], entonces

0 ≤ máx
1≤i<j≤n

[
pif(xi) + pjf(xj)− (pi + pj)f

(
pixi + pjxj

pi + pj

)]
≤ Jf (p,x) (∗)

Demostración. Suponemos sin pérdida de generalidad xr < xs, con xr, xs ∈ [a, b].

Escribimos xs = b− ε1, xr = b− ε1 − ε2, con εi ≥ 0, i = 1, 2, entonces

ps(b− ε1) + pr(b− ε1 − ε2)

ps + pr
= b− ε1 − ε2

pr
ps + pr

< b− ε1 − ε2 = xr ≤ b
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pues
pr

ps + pr
< 1. Ahora xs = a+ ε1 + ε2, xr = a+ ε1

pr(a+ ε1) + ps(a+ ε1 + ε2)

pr + ps
= a+ ε1 + ε2

ps
ps + pr

≥ a

como ε1 ≥ 0 y ε2
ps

ps + pr
≤ 0.

Por (J),

f

(
n∑
1

pixi

)
= f

(∑
i ̸=r,s

pixi + (pr + ps)

(
prxr + psxs

pr + ps

))

≤
∑
i ̸=r,s

pif(xi) + (pr + ps)f

(
prxr + psxs

pr + ps

)
por eso

n∑
1

pif(xi)− f

(
n∑
1

pixi

)
≥ prf(xr) + psf(xs)− (pr + ps)f

(
prxr + psxs

pr + ps

)

como xr, xs fueron arbitrarios, entonces completamos la demostración.

Corolario 2.3.1. Si f es convexa en I = [a, b] y κ := mı́n
1≤i≤n

xi, τ := máx
1≤i≤n

xi, [κ, τ ] ⊆ I,

entonces
1

n
Bf (κ, τ) ≤

1

n

n∑
i=1

f(xi)− f

(
1

n

n∑
i=1

xi

)
≤ Bf (κ, τ).

Demostración. Como consecuencia del Teorema 2.3.5 sabemos que

n∑
i=1

pif(xi)− f

(
n∑

i=1

pixi

)
≥ prf(xr) + psf(xs)− (pr + ps)f

(
prxr + psxs

pr + ps

)

donde xr y xs son arbitrarios. Entonces sean xr = κ = a, xs = τ = b, pi =
1
n
, i = 1, ..., n,

aśı

n∑
i=1

1

n
f(xi)− f

(
n∑

i=1

1

n
xi

)
≥ 1

n
f(κ) +

1

n
f(τ)−

(
1

n
+

1

n

)
f

( 1
n
κ+ 1

n
τ

1
n
+ 1

n

)
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1

n

n∑
i=1

f(xi)− f

(
1

n
xi

)
≥ 1

n
[f(κ) + f(τ)]− 2

n
f

( 1
n
(κ+ τ)

2
n

)

1

n

n∑
i=1

f(xi)− f

(
1

n
xi

)
≥ 1

n

[
f(κ) + f(τ)− 2f

(
κ+ τ

2

)]

y por el Teorema 2.2.1, entonces

n∑
i=1

pif(xi)− f

(
n∑

i=1

pixi

)
≤ f(κ) + f(τ)− 2f

(
κ+ τ

2

)
.



Caṕıtulo 3

Aplicaciones de la Desigualdad de

Jensen

3.1. Introducción

En este caṕıtulo presentaremos algunas aplicaciones de la teoŕıa desarrollada los caṕıtu-

los anteriores. Nos centraremos en dos tipos de aplicaciones, aquellas donde la Desigualdad

de Jensen juega un papel importante de forma directa, y otras por medio de las cotas

obtenidas en el Caṕıtulo 2 podemos obtener otros resultados interesantes. Dentro de es-

to último están las aplicaciones a la Teoŕıa de la Información al poder establecer cotas

para la entroṕıa, y también están las aplicaciones para obtener nuevas relaciones entre

diferentes promedios.

3.2. Desigualdades Clásicas

En esta sección estudiamos aplicaciones a desigualdades que involucran promedios bien

conocidos, enlistados a continuación. Dados a, b ∈ R, definimos las siguientes medias:

Media Aritmética Media Geométrica Media Logaŕıtmica

A(a, b) :=
a+ b

2
G(a, b) :=

√
ab L(a, b) :=

b− a

ln b− ln a

37
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Media Idéntica Media Armónica Media de Gini

I(a, b) :=

(
bb

aa

) 1
b−a

e

H(a, b) :=
2ab

a+ b
Gi(a, b) := (aabb)

1
a+b

Para comenzar introducimos un resultado bien conocido que establece las relaciones

entre estas medias.

Teorema 3.2.1. Para 0 < a < b tenemos que

a < H(a, b) < G(a, b) < L(a, b) < A(a, b) < b.

Demostración. Primero veremos que a < H(a, b) < G(a, b). Como a < b entonces

a(a− b) < 0, de aqúı

a(a− b) < 0 =⇒ a2 − ab < 0 =⇒ a2 − ab+ 2ab < 2ab =⇒ a2 + ab < 2ab

a(a+ b) < 2ab =⇒ a <
2ab

a+ b
= H(a, b).

Para H(a, b) < G(a, b) utilizamos que 0 < (a− b)2, aśı

0 < (a− b)2 =⇒ 0 < a2 − 2ab+ b2 =⇒ 4ab < a2 − 2ab+ b2 + 4ab

=⇒ 4ab < a2 + 2ab+ b2 =⇒ 4a2b2 < ab(a+ b)2 =⇒ 4a2b2

(a+ b)2
< ab

=⇒ H(a, b) =
2ab

a+ b
<

√
ab = G(a, b).

Ahora demostraremos que G(a, b) < A(a, b). A partir de aqúı, obtendremos las otras re-

laciones.

Supongamos que G(a, b) > A(a, b). Entonces

√
ab >

a+ b

2
=⇒ ab >

(a+ b)2

4
=⇒ 4ab > a2 + 2ab+ b2 =⇒ 0 > a2 − 2ab+ b2

=⇒ 0 > (a− b)2,

lo que claramente es una contradicción. Por tanto A(a, b) > G(a, b).

Ahora, por lo demostrado anteriormente podemos afirmar lo siguiente:
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x2 + (a+ b)x+

(
a+ b

2

)2

> x2 + (a+ b)x+ ab > x2 + 2
√
abx+ ab(

x+
a+ b

2

)2

> (x+ a)(x+ b) >
(
x+

√
ab
)2

.

Integramos sobre el rećıproco de cada término∫ ∞

0

dx(
x+ a+b

2

)2 <

∫ ∞

0

dx

(x+ a)(x+ b)
<

∫ ∞

0

dx(
x+

√
ab
)2 .

Resolviendo cada integral∫ ∞

0

dx(
x+ a+b

2

)2 =
2

a+ b

∫ ∞

0

dx(
x+

√
ab
)2 =

1√
ab

.

Por fracciones parciales resolvemos∫ ∞

0

dx

(x+ a)(x+ b)
=

∫ ∞

0

1
b−a

x+ a
+

∫ ∞

0

1
a−b

x+ b
=

1

b− a

∫ ∞

0

dx

x+ a
− 1

b− a

∫ ∞

0

dx

x+ b

=
1

b− a
[ln(x+ a)− ln(x+ b)]∞0 =

1

b− a
ĺım
R→∞

[ln(x+ a)− ln(x+ b)]R0 =
ln b− ln a

b− a
.

De esta forma tenemos que

2

a+ b
<

ln b− ln a

b− a
<

1√
ab

=⇒ a+ b

2
>

b− a

ln b− ln a
>

√
ab

=⇒ A(a, b) > L(a, b) > G(a, b).

La desigualdad que relaciona la media aritmética con la media geométrica se le conoce

como Desigualdad A-G. Esta desigualdad, en su forma general la establece el siguiente

resultado.

Teorema 3.2.2 (Desigualdad A-G). Para x := {xi},x ∈ R+ y p := {pi} tales que
n∑

i=1

pi = 1, definimos las media aritmética y geométrica generalizada como

A(x,p) :=
n∑

i=1

pixi y G(x,p) :=
n∏

i=1

xpi
i ,
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Entonces G(x,p) ≤ A(x,p).

Demostración. Por (J) sabemos que si f(x) = − lnx entonces

− ln

(
n∑

i=1

pixi

)
≤ −

n∑
i=1

pi lnxi =⇒ ln

(
n∑

i=1

pixi

)
≥

n∑
i=1

pi lnxi.

Por las propiedades del logaritmo sabemos que pi lnxi = lnxpi
i y

n∑
i=1

lnxpi
i = ln

(
n∏

i=1

xpi
i

)
.

De esta manera

ln

(
n∑

i=1

pixi

)
≥

n∑
i=1

pi lnxi =
n∑

i=1

lnxpi
i = ln

(
n∏

i=1

xpi
i

)
.

Entonces

ln

(
n∑

i=1

pixi

)
≥ ln

(
n∏

i=1

xpi
i

)
.

Como la función f(x) = ln x es estrictamente creciente concluimos

n∑
i=1

pixi ≥
n∏

i=1

xpi
i =⇒ A(x,p ) ≥ G(x,p ).

El punto importante ahora, es establecer condiciones bajo las cuales podemos obtener la

inversa de la desigualdad A-G. Es decir, encontrar una constante Υ1 tal que se cumpla

A(x ,p ) ≤ Υ1G(x ,p ).

La respuesta a este punto la proporciona el siguiente teorema.

Teorema 3.2.3. Para x := {xi},x ∈ [a, b] con 0 < a < b y p := {pi},
n∑

i=1

pi = 1 entonces

1 ≤ A(x,p)

G(x,p)
≤ L(a, b)I(a, b)

G2(a, b)
:= Υ1(a, b).

Demostración. Aplicando el Teorema 2.3.1, a la función f(x) = − lnx, obtenemos que

0 ≤
n∑

i=1

pi(− lnxi) + ln

(
n∑

i=1

pixi

)
= − ln

(
n∏

i=1

xpi
i

)
+ ln

(
n∑

i=1

pixi

)
= ln


n∑

i=1

pixi

n∏
i=1

xpi
i


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= ln
A(x,p)

G(x,p)
≤ máx

p
[−p ln a− q ln b+ ln(pa+ qb)].

Con el criterio de la primer derivada y sabiendo que q = 1 − p encontramos el máximo

de la expresión, de la siguiente manera:

− ln a+ ln b+
a− b

pa+ (1− p)b
= 0

(pa+ (1− p)b)(ln a− ln b) = a− b

pa+ b− pb =
a− b

ln a− ln b

p(a− b) =
a− b

ln a− ln b
− b

p =
1

ln a− ln b
− b

a− b
=

b

b− a
− 1

ln b− ln a
=

b− L(a, b)

b− a
.

Entonces el valor máximo, es:

máx
p

[−p ln a− q ln b+ ln(pa+ qb)] = máx
p

[
p ln

(
b

a

)
+ ln(p(a− b) + b)− ln b

]

= ln

(
b− L(a, b)

b− a
(a− b) + b

)
+

b− L(a, b)

b− a
ln

(
b

a

)
− ln b

= ln(L(a, b)) +
b− b− a

ln b− ln a
b− a

ln

(
b

a

)
− ln b

= ln(L(a, b)) +
b ln b− b ln a− b+ a− b ln b+ a ln b

b− a

= ln(L(a, b)) +
a ln b− b ln a

b− a
− b− a

b− a
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= ln(L(a, b)) +
a ln b− b ln a+ a ln a− a ln a+ b ln b− b ln b

b− a
− 1

= ln(L(a, b)) +
b ln b− a ln a

b− a
+

a ln b− b ln a+ a ln a− b ln b

b− a
− 1

= ln(L(a, b)) +
b ln b− a ln a

b− a
+

a(ln b+ ln a)− b(ln a+ ln b)

b− a
− 1

= ln(L(a, b)) +
b ln b− a ln a

b− a
− ln(ab)− 1.

Por tanto tenemos

0 ≤ ln
A(x,p)

G(x,p)
≤ ln(L(a, b)) +

b ln b− a ln a

b− a
− ln(ab)− 1,

lo cual a su vez implica que se cumplen las siguientes relaciones:

e0 ≤ e
A(x,p)
G(x,p) ≤ eln(L(a,b))+

b ln b−a ln a
b−a

−ln(ab)−1

1 ≤ A(x,p)

G(x,p)
≤ eln(L(a,b)) · e

b ln b−a ln a
b−a · eln

1
ab · e−1 = L(a, b) · 1

ab
·
[
eb ln b−a ln a

] 1
b−a · 1

e

=
L(a, b)I(a, b)

G2(a, b)
= Υ1(a, b).

Esto demuestra el resultado.

Similarmente podemos obtener la inversa de la desigualdad entre las medias Geométrica

y Armónica generalizada.

Proposición 3.2.1. Sea H(x,p) :=

(
n∑

i=1

pi
xi

)−1

, la media armónica generalizada. En-

tonces

1 ≤ G(x,p)

H(x,p)
≤ Υ1(a, b).

Demostración. Realizando un cambio de variable xi → 1
xi
, i = 1, 2, ..., n. Entonces

A

(
p,

1

x

)
=

n∑
i=1

pi
1

xi

=
n∑

i=1

pi
xi

=
1

H(p,x)
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y

G

(
p,

1

x

)
=

n∏
i=1

(
1

xi

)pi

=
1

n∏
i=1

xpi
i

=
1

G(p,x)
.

Para concluir, veremos que

Υ1

(
1

b
,
1

a

)
= Υ1(a, b).

Esto se deduce de las siguientes relaciones:

Υ1

(
1

b
,
1

a

)
=

1

a
− 1

b
ln
(
1
a

)
− ln

(
1
b

) ·
( 1a) 1

a(
1
b

) 1
b


1

1
a
− 1

b

e(√
1
ab

)2

=

b− a

ab
ln 1− ln a− ln 1 + ln b

1

ab

·

( 1a) 1
a(

1
b

) 1
b


ab

b− a

e
=

b− a

ab(ln b− ln a)
1

ab

·

(
ba

ab

) 1
b−a

e

=

b− a

ln b− ln a
ab

· ab

(
ba

ab

) 1
b−a

e
=

b− a

ln b− ln a
ab

· a
b−a
b−a b

b−a
b−a

(
b

a
b−a

a
b

b−a

)
e

b− a

ln b− ln a
ab

·

(
bb

aa

) 1
b−a

e
= Υ1(a, b).

Concluimos esta sección presentada otras relaciones entre las medias.

Teorema 3.2.4. Para x := {xi},x ∈ [a, b] con 0 < a < b y p := {pi},
n∑

i=1

pi = 1 tenemos

que

0 ≤
n∑

i=1

pixi lnxi −

(
n∑

i=1

pixi

)
ln

(
n∑

i=1

pixi

)
≤ I(a, b)− G2(a, b)

L(a, b)
:= Υ3(a, b) (3.1)
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Demostración.

Por el Teorema 2.3.4, para f(t) = t ln t, tenemos

Θf (a, b) = e
b ln b−a ln a

b−a
−1 = e

ln

(
bb

aa

)
b−a e−1 =

(
e
ln
(

bb

aa

)) 1
b−a

e
=

(
bb

aa

) 1
b−a

e
= I(a, b)

pues f ′(t) = ln t+ 1, por lo tanto (f ′)−1 = et−1. Aśı

Df (a, b) =
b ln b− a ln a

b− a
I(a, b) +

ba ln a− ab ln b

b− a
− I(a, b) ln I(a, b)

Ahora, por el Teorema 2.3.1

n∑
i=1

pixi lnxi −

(
n∑

i=1

pixi

)
ln

(
n∑

i=1

pixi

)
≤ Df (a, b)

=
b ln b− a ln a

b− a
I(a, b) +

ba ln a− ab ln b

b− a
− I(a, b) ln I(a, b)

= I(a, b)

 ln
(

bb

ab

)
b− a

− ln


(

bb

aa

) 1
b−a

e


− ab

ln b− ln a

b− a

= I(a, b)

 ln
(

bb

aa

)
b− a

− ln

((
bb

aa

) 1
b−a

)
+ ln e

− G2(a, b)

L(a, b)

= I(a, b)

[
ln bb

aa

b− a
−

ln bb

aa

b− a
+ 1

]
− G2(a, b)

L(a, b)
= I(a, b)− G2(a, b)

L(a, b)
.

3.3. Teoŕıa de la Información

El concepto principal que es clave en el desarrollo de la Teoŕıa de la Información es la

llamada entroṕıa o entroṕıa de Shannon. En términos generales, la entroṕıa representa la

cantidad de información promedio que contiene los śımbolos que se transmiten, es decir, es

una medida de la incertidumbre de los mensajes enviados [15]. En términos matemáticos

la entroṕıa la definimos de la siguiente manera:
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Definición 3.3.1. Sea X una variable aleatoria con distribución

P (X = i) = pi, pi > 0, i = 1, 2, ..., r,
r∑

i=1

pi = 1.

La entroṕıa se define como

H(X) :=
r∑

i=1

pi log
1

pi
.

Observe que si pi es la probabilidad de transmitir el śımbolo i, entonces, los śımbo-

los con menor probabilidad son las que aportan mayor información H(X). Entonces es

importante tener una estimación de H(X) mediante desigualdades.

Proposición 3.3.1. Si µ := mı́n
1≤i≤r

pi, ν := máx
1≤1≤r

pi, entonces

E(µ, ν) := µ log

(
2µ

µ+ ν

)
+ ν log

(
2ν

µ+ ν

)
≤ log r−H(X) ≤ log

(
(µ+ ν)2

4µν

)
:= F(µ, ν).

Además

E(µ, ν) ≤ log r −H (X) ≤ mı́n{F(µ, ν), rE(µ, ν)}

Demostración. Para la parte izquierda hacemos uso del Teorema 2.3.5 con la función

f(x) = − log x, la sucesión xi =
1
pi
, i = 1, ..., r, pr = µ = a, ps = ν = b. Entonces

máx
1≤i<j≤n

[
−pi log(xi)− pj log(xj) + (pi + pj) log

(
pixi + pjxj

pi + pj

)]
≤ −

r∑
i=1

pi log xi + log
r∑

i=1

pixi,

−pr log
1

pr
− ps log

1

ps
+ (pr + ps) log

(
pr

1
pr

+ ps
1
ps

pr + ps

)
≤ log

r∑
i=1

pi
1

pi
−

r∑
i=1

pi log
1

pi
,

pr log pr + ps log ps + (pr + ps) log

(
2

pr + ps

)
≤ log r −H(X),

pr

[
log pr + log

(
2

pr + ps

)]
+ ps

[
log ps + log

(
2

pr + ps

)]
≤ log r −H(X).

De aqúı,

pr log

(
2pr

pr + ps

)
+ ps log

(
2ps

pr + ps

)
≤ log r −H(X)

y

µ log

(
2µ

µ+ ν

)
+ ν log

(
2ν

µ+ ν

)
≤ log r −H(X).
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Para la parte derecha, por el Teorema 2.2.1 tenemos

Jf (p,x) = log r −H(X) ≤ − log µ− log ν + 2 log

(
µ+ ν

2

)
=

log
1

µ
+ log

1

ν
+ log

(
(µ+ ν)2

4

)
= log

(
(µ+ ν)2

4µν

)
.

Teorema 3.3.1. Dados xi ∈ (0,∞), pi ≥ 0 con Pn = 1 y a > 1. Entonces

0 ≤ loga

(
n∑

i=1

pixi

)
−

n∑
i=1

pi loga xi ≤
1

2 ln a

n∑
i,j=1

pipj
xixj

(xi − xj)
2.

Demostración. Sea f(x) = loga x, es claro que f es diferenciable y cóncava en (0,∞)

entonces tenemos que f(x)− f(y) ≤ f ′(y)(x− y), ∀x, y > 0, es decir

loga x− loga y ≤ 1

ln b

x− y

y
, ∀x, y > 0.

Sea x =
n∑

j=1

pjxj y y = xi, i = 1, 2, ..., n. Entonces,

loga

(
n∑

j=1

pjxj

)
− loga xi ≤

1

ln

1

xi

(
n∑

j=1

pjxj − xi

)
, ∀i = 1, 2, ..., n.

Multiplicando por pi y sumando sobre i de 1 a n, obtenemos

0 ≤ loga

(
n∑

j=1

pjxj

)
−

n∑
i=1

pi log xi ≤
1

ln b

n∑
i=1

pi
xi

(
n∑

j=1

pjxj − xi

)

=
1

2 ln b

n∑
j=1

n∑
i=1

pipj

(
xi

xj

+
xj

xi

− 2

)
=

2

ln b

n∑
j=1

n∑
i=1

pipj
xixj

(xi − xj)
2.
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Definición 3.3.2 (Divergencia Kullback-Leibler). Sean P y Q distribuciones de una

variable aleatoria discreta X tales que

P (X = i) = pi > 0, Q(X = i) = qi > 0, i = 1, 2, ..., r,
n∑

i=1

pi =
n∑

i=1

qi = 1.

Definimos Divergencia Kullback-Leibler como

DKL(P,Q) :=
n∑

i=1

pi log

(
pi
qi

)

Teorema 3.3.2. Sea m := mı́n

(
qi
pi

)
; M := máx

(
qi
pi

)
, i = 1, 2, ..., n. Tenemos

0 ≤ DKL(P,Q) ≤ log Υ1(m,M)

Demostración. Por el Teorema (3.2.3), aplicando log en ambos lados de la desigualdad

log

(
A(x ,p )

G(x ,p )

)
≤ log (Υ1(a, b)) =⇒ log(A(x ,p ))− log(G(x ,p )) ≤ log (Υ1(a, b))

=⇒ log

(
n∑

i=1

pixi

)
− log

(∏
xpi
i

)
≤ log (Υ1(a, b)) ,

entonces

log

(
n∑

i=1

pixi

)
−

n∑
i=1

pi log (xi) ≤ log (Υ1(a, b)) .

Ahora, sea xi =
qi
pi
, ∀i = 1, 2, .., n y a = m := mı́n

(
qi
pi

)
, b = M := máx

(
qi
pi

)
, por lo

tanto

log

(
n∑

i=1

pi
qi
pi

)
−

n∑
i=1

pi log

(
qi
pi

)
≤ log (Υ1(m,M))

log
n∑

i=1

qi −
n∑

i=1

pi log

(
qi
pi

)
≤ log (Υ1(m,M))

DKL(P,Q) =
n∑

i=1

pi log

(
pi
qi

)
≤ log (Υ1(m,M))
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3.4. Geometŕıa

En esta sección presentamos una aplicación de la Desigualdad de Jensen relaciona-

da con los poĺıgonos inscritos en una circunferencia. Espećıficamente mostramos que el

poĺıgono de mayor área que se puede inscribir en una circunferencia es el regular.

Teorema 3.4.1. De todos los poĺıgonos convexos de n lados inscritos en un ćırculo de

radio r, el poĺıgono de área máxima es el poĺıgono regular.

Demostración. Sea Vα el conjunto de vértices del poĺıgono α de n lados, es decir,

Vα = {Aα
1 , A

α
2 , ..., A

α
n},

donde Aα
i son los vértices del poĺıgono α.

Si Aα
k , A

α
k+1 son vértices del poĺıgono α y C es el centro de la circunferencia de radio r,

es claro que el triángulo △AkCAk+1 = A∆k
es isósceles, pues AkC = CAk+1 = r.

Figura 3.1

Sea θk el ángulo central del triángulo formado por AkCAk+1, y consideremos la altura del

vértice Ak al segmento Ak+1C, formando el segmento AkBk.
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Figura 3.2

Como la circunferencia es de radio r, tenemos que el triángulo △AkBkC es rectángulo y

las longitudes de sus lados son:

AkC = r, AkBk = AkC sin θk = r sin θk.

De esta forma el área del triángulo A∆k
=

Ak+1C · sin(θk)
2

= r
2
sin(θk).

Aśı, al dividir al poĺıgono α en n triángulos donde cada triángulo tiene área r
2
sin(θk) para

k = 1, ..., n, el área del poĺıgono α es

A =
r

2

n∑
k=1

sin(θk), 0 < θk < π,
n∑

k=1

θk = 2π.

Por otra parte, si consideramos el poĺıgono regular α′ tenemos que al dividirlo en n

triángulos △AkCAk+1, todos serán iguales y en particular todos tienen ángulo central

θ =
2π

n
. Por lo tanto el área del poĺıgono α′ es

A′ =
r

2
n sin

(
2π

n

)
.
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Como la función sin(x) es cóncava, por (J) tenemos que

sin

(
n∑

k=1

1

n
θk

)
≥

n∑
k=1

1

n
sin θk.

Finalmente multiplicando por nr y simplificando obtenemos

r

2
n sin

(
1

n

n∑
k=1

θk

)
≥ r

2
n
1

n

n∑
k=1

sin θk,

lo cual implica

A′ =
r

2
n sin

(
2π

n

)
≥ r

2

n∑
k=1

sin θk = A.

Por tanto, concluimos que el poĺıgono regular inscrito en la circunferencia de radio r es

el de área máxima.

3.5. Probabilidad

En esta sección analizamos la versión probabilista de la Desigualdad de Jensen. Esta

desigualdad relaciona el valor esperado de funciones de variables aleatorias con funciones

del valor esperado, cuando las funciones son convexas.

Sea X una variable aleatoria arbitraria con valor esperado E(X) = µX < ∞, y sea

f : R → R una función. Entonces, Y = f(X) define una variable aleatoria, y supondre-

mos que su valor esperado es µY = E(f(X)) = E(Y ) < ∞.

Por otro lado, recordemos que si f es una función convexa en I = (a, b) entonces existe

m ∈ (a, b) tal que para cada t ∈ (a, b),

f(t) +m(t− x) ≤ f(x) ∀x ∈ (a, b). (3.5)

Teorema 3.5.1. Sea X una variable aleatoria que toma valores en I = (a, b) y f : I → R
una función convexa. Entonces

f (E(X)) ≤ E (f(X)) .
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Demostración. Por (3.5), tomando t = µ = E(X) ∈ (a, b) tenemos

f(µ) +m(µ−X) ≤ f(X).

Calculado esperanza en ambos lados,

E(f(µ) +m(µ−X)) ≤ E(f(X)).

Por las propiedades de la esperanza obtenemos

E(f(µ)) +mE(µ−X) ≤ E(f(X)).

y

E(f(µ)) +m(E(µ)− E(X)) ≤ E(f(X)).

Ahora, como E(X) = µ, E(f(µ)) = f(µ) y E(µ) = µ, concluimos que

f (E(X)) ≤ E(f(X)).

3.6. Teoŕıa de números

El siguiente resultado establece una desigualdad importante en Teoŕıa de Números la

cual fue publicada por Nesbitt en 1903 en el art́ıculo [11]. La demostración que presenta-

mos está basada en la Desigualdad de Jensen la cual es más sencilla que la original.

Teorema 3.6.1. (Desigualdad de Nesbitt). Si a, b, c son números positivos, entonces

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
≥ 3

2
.

Demostración. Veamos que esta desigualdad es homogénea, es decir que dada cualquier

terna (a, b, c) que cumplen la desigualdad, entonces para cualquier t > 0 la terna (ta, tb, tc)

también la cumple.

ta

tb+ tc
+

tb

tc+ ta
+

tc

ta+ tb
=

ta

t(b+ c)
+

tb

t(c+ a)
+

tc

t(a+ b)
=

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
≥ 3

2
.

por tanto es homogénea.
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Aśı, sin pérdida de generalidad suponemos que a+ b+ c = 1, entonces

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
=

a

1− a
+

b

1− b
+

c

1− c
= D

Consideremos la función f(x) =
3x

1− x
, 0 < x < 1, esta función es convexa, pues

f ′′(x) =
6

(1− x)3
> 0,∀x ∈ (0, 1).

Utilizando (J)

D =
f(a) + f(b) + f(c)

3
=

1

3
f(a) +

1

3
f(b) +

1

3
f(c) ≥ f

(
1

3
a+

1

3
b+

1

3
c

)
= f

(
1

3
(a+ b+ c)

)
= f

(
1

3

)
=

3

2
.
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