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Introduccion

El comportamiento dindmico de muchos procesos fisicos o de la
ingenierfa de sistemas viene modelado por un sistema de ecuaciones
diferenciales. En general estas ecuaciones son no lineales y, ademads,
dependen de ciertos parametros. La eleccién de los valores concretos de
los pardmetros del sistema determina los posibles estados de equilibrio del
mismo y su modo de respuesta dinamica ante las pequenas perturbaciones
de cada estado de equilibrio. Al evolucionar con continuidad los valores
de los parametros, los posibles estados de equilibrio van cambiando, de
manera que pueden surgir algunos nuevos equilibrios, desaparecer otros o
simplemente cambiar sus propiedades.

El término bifurcacién de Hopf (también llamado a veces bifurcacién
Poincaré-Andronov-Hopf) se refiere al nacimiento local o muerte de una
solucién periddica de un equilibrio cuando un parametro cruza un valor
critico. En una ecuacién diferencial de una bifurcacién de Hopf se produce
normalmente cuando un par complejo conjugado de valores propios del
flujo en un punto fijo se convierte puramente imaginario. Esto implica que
una bifurcacién de Hopf sélo puede ocurrir en los sistemas de dimensién
dos o superior.

La bifurcacién de Hopf subyace en muchas oscilaciones “esponténeas”,
como oscilaciones inducidas por el viento (por ejemplo, los que causaron el
colapso del puente Tacoma-Narrows), en los sistemas de ingenieria estructu-
ral, desprendimiento de vortices en el flujo de fluido alrededor de un cuerpo
sélido a velocidad de la corriente suficientemente alta, las oscilaciones de
LCR en los circuitos eléctricos, el disparo periédico de las neuronas en
los sistemas nerviosos (por ejemplo, en la ecuacién de Fitzhugh-Nagumo
se modelan estos fendmenos), las oscilaciones en las reacciones quimicas
autocataliticas (por ejemplo, la reaccién de Belousov-Zhabotinsky), las
oscilaciones en las poblaciones de peces (como se describe en los modelos
depredador-presa), fluctuaciones periddicas en el nimero de individuos que
sufren de una enfermedad infecciosa (tal como se describe por los modelos
epidémicos), etc.

En este trabajo hacemos un analisis sobre la bifurcacién de Hopf en
sistemas no lineales de dimensién tres.
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El objetivo principal que nos trazamos es, dado un sistema no lineal

T = f(x7/'L)7

donde z € R®, e R™ con m > 1y f e C"(R), r > 3, encontrar dadas las
condiciones para que el sistema experimente la bifurcacion de Hopf, una
reformulacién a los coeficientes de estabilidad conocidos como la velocidad
de cruce y el primer coeficiente de Lyapunov.

Con dicho objetivo, empezamos nuestro andlisis en el capitulo uno, en
el cual, retomamos conceptos que nos ayudaran en el desarrollo tales como:
“Teoria de la Variedad Central” y “Teoria de Formas Normales”.

En el capitulo dos utilizamos la teoria de la Bifurcacién de Hopf, donde
se abordan los conceptos que nos ayudaran en nuestro andlisis tales como
la velocidad de cruce y el primer coeficiente de Lyapunov, los cuales nos
daran pie a determinar las caracteristicas de la bifurcacion dado un sistema
no lineal.

En el capitulo tres nos planteamos el problema

Consideremos el sistema no lineal

i = f(z,p),

donde z € R3, e R™ con m>1y feC"(R), r > 3. Supongamos que existe
(20, 10) € R? x R™ tal que cumple con las condiciones de no hiperbolicidad

H1) f(zo,p0)=0.

Jo O 0 -w

H2) Df(a:o,po)~J=( 0 )\),donde J0=(w 0 )yRe()\):tO, es

decir, o[ D f(zo,po)] = {A e C| A1 2 = +iw, Re(A3) #0}.

La metodologia para la resolucion del problema es, teniendo cumplicas
las condiciones de no hiperbolicidad H1), H2), encontrar la dindmica sobre
la variedad central de tal forma que éste sea topolégicamente equivalente
a la forma normal (o deformacién versal) de la bifurcacién de Hopf en una
e-vecindad de xg para p =~ ug.

En el capitulo cuatro teniendo ya la dindmica sobre la variedad central,
y més aun, la variedad central, nos basamos de [8] para encontrar los
coeficientes de estabilidad (velocidad de cruce y primer coeficiente de Lya-
punov) que nos determinaran si existe bifurcacién y cual es la estabilidad
del ciclo limite de esta bifurcacién.

En el capitulo cinco se abordé un problema de aplicacién sobre una
reaccion quimica donde se usan las nuevas reformulaciones para los coefi-
cientes de estabilidad, usando el software cientifico maple 18 para obtener
las simulaciones de los retratos fase de dicha reacciéon quimica.

X



Capitulo 1

Preliminares Matematicos

En este capitulo, se veran algunos conceptos necesarios para el desarrollo
del trabajo. Basado en [3, 2, 6].

1.1. Técnicas de simplificacién

La teoria de la variedad central y teoria de formas normales nos
permiten determinar el comportamiento dindmico de las soluciones en una
vecindad de un punto de equilibrio no hiperbdlico.

El teorema de la variedad central proporciona un medio para reducir
la dimensién del espacio de estados proyectando la dindmica sobre una
variedad adecuada llamada “variedad central” y que se corresponde con los
valores propios con parte real nula.

El célculo de formas normales permite simplificar los términos no lineales
presentes en el sistema, de forma. que el nuevo sistema mantiene sélo aquellos
términos que son fundamentales para determinar la dindmica del sistema.

1.2. Teoria de la Variedad Central

La teoria de la variedad central se lleva a cabo en campos vectoriales y
campos vectoriales parametrizados.

1.2.1. Campos Vectoriales

Considere el sistema no lineal
w =X (w), (1.1)

donde w € R" y X es un campo vectorial suave.
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A 0
0 B
matriz k x k con valores propios con parte real cero y B una matriz
(n—k) x (n—-k) con valores propios con parte real negativa.

Supéngase que X (0) = 0y que DX(0) = ( ), donde A es una

Luego, de manera natural podemos hacer

()

con z € R¥ y y e R" ¥ obteniendo la siguiente representacién para el sistemal
(1.1)

T Az + f(z,y)

. 1.2

y = By+g(z,y), (12)
donde f(0,0) =¢(0,0)=0y Df(0,0)=Dg(0,0)=0, f,geC", con r >2.

Definicion 1.2.1. Una variedad invariante serd llamada variedad central
para el sistema (1.2) si puede ser representado, de manera local, como sigue

Wine(0) = {(z,y) e R* xR"Fly = h(z), [«| <8, h(0) =0, Dh(0) = 0}
para § lo suficientemente pequena.

Observacién 1.2.1. El hecho de que h(0) =0 y Dh(0) = 0 nos garantiza
que la variedad central W[ _(0) es tangente al eigenespacio central E€ en el
origen.

Los siguientes tres teoremas, estdn demostrados en [7]. El primero de
ellos nos garantiza la existencia de la variedad central.

Teorema 1.2.1. Eziste una C" variedad central para el sistema (1.2). La
dindmica del sistema (1.2), restringida a la variedad central, estd dada, para
u suficientemente pequena, por el siguiente k-dimensional sistema

i=Au+ f(u,h(u)), (1.3)
con u € R¥.

El siguiente resultado establece que la dindmica de (1.3) cerca de u =0,
determina la dinamica de (1.2) cerca de (z,y) = (0,0).

Teorema 1.2.2. (i) Suponga que uw = 0 es un equilibrio estable (asintdti-
camente estable)(inestable)del sistema (1.3), entonces (z,y) = (0,0) es un
equilibrio estable (asintdticamente estable) (inestable) del sistema (1.2).

(ii) Suponga que el equilibrio (x,y) = (0,0) del sistema (1.2) es esta-
ble. Entonces, si (z(t),y(t)) es una solucion de (1.1) con (2(0),y(0)) lo
suficientemente pequeno, entonces existe una solucion u(t) de (1.3) tal que

u(t) + O(e™ )
h(u(t)) + O(e™),

th x(t)

th y(t)
donde v > 0 es una constante.

2



Preliminares Matematicos

Observacién 1.2.2. Lo que nos dice el teorema anterior es que la solucion
u(t) del sistema (1.3), representa, de manera aprorimada, la proyeccion de
la solucion (x(t),y(t)) del sistema (1.2), sobre el eigenespacio B¢ = R¥. Ver

figura (1.1)

El dltimo teorema proporciona un método para aproximar la funcién
h(x), cuya gréfica es la variedad central. Antes de enunciarlo, encontra-
remos una ecuacion diferencial en derivadas parciales, cuya incégnita es
justamente nuestra funcién h(x).

Sea (x(t),y(t)) € WS.(0), luego, se cumple que, y(t) = h(z(t)), vy
derivando con respecto al tiempo, obtenemos

i = Dh(z)i. (1.4)

Pero todo punto sobre la variedad central satisface la ecuacién (1.2), por lo
tanto, la ecuacién (1.4) es equivalente a

Bh(z) + g(x,h(x)) = Dh(x)(Azx + f(z,h(x))).
Hagamos
N(h(z)) = Dh(z)(Ax + f(x,h(x))) — Bh(z) - g(x,h(x)) = 0. (1.5)

Luego, nuestro problema es encontrar h(z) tal que satisfaga (1.5). La
solucién en derivadas parciales es un problema més complejo que resolver
el sistema (1.2), sin embargo, el siguiente teorema nos permitird aproximar
la solucién de (1.5) con el grado de presicién que se desee.

Teorema 1.2.3. Sea ¢ : R = R"* de clase Ct, con $(0) = Dp(0) =0 tal
que N(p(x)) = O(Jz|?) cuando x — 0, para algin q > 1. Entonces

|h(x) = ¢(z)| = O(Jx|?) cuando x — 0.

1.2.2. Campos Vectoriales parametrizados

Considere el sistema parametrizado no lineal, escrito en su forma de
Jordan

T

Ax + f(x,y, 1) (1.6)
; .

By +g(z,y,p),

con (z,y, 1) € R¥ x R" ¥ x RP, donde A posee valores propios con parte real
cero y B posee valores propios con parte real negativa, con f(0) = Df(0) =0

y 9(0) = Dg(0) = 0.
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We(0)

(z(t),y(t))

noy(x(t), y(y))

u(t)

Figura 1.1: 1: Esquematizacion grafica del Teorema 1.1.2

Supongamos por un momento que p € R” es un vector de estados, entonces
podemos reescribir (1.6) como

T o= Ax+ f(z,y, 1)
joo= 0 (1.7)
y = By+g(z,y,pn),

llamado el sistema suspendido, que a su vez lo reescribimos como

& A 0Nz | fzyn)

i 0 0 7 0

] By +g(z,y, 1)-
Tenemos entonces un eigenespacio central de dimensién k + p, por lo que
existe una funcién y = h(x, 1) cuya grafica es la variedad central, localmente

alrededor del origen (z,y, 1) = (0,0,0), del sistema (1.7). Luego, la dindmica
sobre esta variedad central esta dada por

& Az + f(z, h(x, pn), 1)
PR (1.8)

y la ecuacién para determinar h(x, ) es

N(h(z,p)) = %(fmu)(flﬁf(% h(z, ), 1)) -Bh(z, p)-g(x, h(z, pn), 1)) = 0.
(1.9)
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1.3. Teoria de Formas Normales

La teoria de formas normales consiste en, dado un sistema no lineal
&= X(z),

con X(0) = 0, buscar un cambio de coordenadas = = y + h(y) tal que el
sistema en las nuevas coordenadas tenga la expresion “mas simple posible”.

Supongamos que el campo X ha sido desarrollado en serie de Taylor
alrededor del equilibrio x = 0, y que, ademds, su parte lineal se encuentra
en forma de Jordan

= Juo+ Fy(z)+ Fy(z) + ..., (1.10)

donde F, : R, - R, es un campo vectorial cuyas componentes son polino-
mios homogéneos de grado . Supongamos que el campo cuenta con términos
de grado r en adelante, esto es

t=Jr+F.(x)+ Fr(x)+... (1.11)
Consideramos el cambio de coordenadas cercano a la identidad

x=y+he(y), (1.12)

donde h, : R, — R, es un campo vectorial cuyas componentes son
a n n

polinomios homogéneos de grado r. La idea aqui es encontrar h, tal que el

sistema (1.11) en las nuevas coordenadas no posea términos de grado 7.

Derivando (1.12) obtenemos

& =9+ Dhy(y)y
= (I + Dh(y))3,

pero I + Dh,.(y) es una matriz cercana a la identidad, invertible, tal que

(1.13)

(1 + Dhe(y))™ = I = Dh(y) + (Dhe(y))*+ -,
luego, de (1.13) se sigue que

(I + Dh,(y)) i
(I - Dh,(y) + (Dh,(y))*+...)(Jz + Fp(x) + Fppr(z) +...),

Y

pero F.(y + hy(y)) = Fr-(y) + DF.(y)h,(y) + ..., luego entonces

(I = Dhy(y) + (Dhe(9))* +..)(J(y + ha (1)) + Fr(y) + O(|y[*))
Jy + (Fr(y) + Jhe(y) = Dhe(y) Jy + O(ly*))
Jy + F.(y) + O(y[™*h),

donde Fy(y) = Fr(y) = (Dhe(y)Jy = Jhe(y)).

Y
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Observacién 1.3.1. Observe que si el campo vectorial X posee términos no
lineales a partir de orden r, entonces el cambio de coordenadas x = y+h,(y)
produce un nuevo campo vectorial también con términos no lineales a partir
de orden r.

Veamos bajo que condiciones es posible asegurar la existencia de h, tal
que F,. =0.

Considerese el espacio vectorial H” de los campos vectoriales cuyas com-
ponentes son polinomios homogéneos de grado r, y sea Ly : H" — H" el
operador lineal dado por

Lj(hr(y)) = Dh(y)Jy - Jhe(y),

tal operacién se conoce como el paréntesis de Lie entre los campos vecto-
riales Jy v h,(y).

Basta probar que Lj es invertible, ya que F, = 0 < h,(y) = L7} (F.(y)).
Ahora bien, Lj serd invertible si y sélo si todos sus valores propios son
diferentes de cero. Calculemos entonces sus valores propios.

Supongamos que J posee n valores propios reales diferentes )\;, para
1 =1,2,...,n, y como esta en forma de Jordan, entonces es diagonal, y
ademds sus vectores propios son los elementos de la base canénica en R”,
ei, parat=1,...,n.

Regresemos ahora al espacio vectorial H" y tratemos de ubicar su base
canénica. Por ejemplo, para r = 2 y n = 2, la base candnica posee seis
elementos

BH2={( %% )( v )( yog )( ;% )( y10y2 )( yOS )}

Si definimos y™ =y y5'%, con my +mg =2y m; > 0, entonces

Bz =y elmy + mg =2,i=1,2.

En general, si y™ = y|" ...y, con Z?zl m; =1y m;j >0, entonces la base
canodnica en H" esta dada por

n
Bur = {ymei|2mj =ri= 1,...,n}.
j=1

Ahora bien,
Ly(y™e;) =D(y"ei)Jy - J(y"ei),
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pero
Q 0 0 0
; 0 0 0
D(y™e;)=D| y{"--ynm =] = Y2 Yn 7
0 0 0
0
0 0 0 0 nxn
A1y
y Jy = : , por lo tanto
AnYn
0
0
D(y™e))Jy =] midiy™ + ...+ mpAy™ | = (m- M)y ey,
0
0
donde m = (my,...,mp) y A= (A1,...,An).
Tenemos entonces que
Ly(y"ei) = D(y™e))Jy—J(y"e;)
= (m-A)y"ei—liy"e;
= (m-A=X\)y"e;,
es decir, y™e; es un vector propio de L con valor propio
Luego, L serd invertible si y s6lo si A, ; # 0 paratodam y todai=1,...,n.

Esto nos lleva al siguiente concepto.

Definicion 1.3.1. Diremos que la n-tupla de wvalores propios A =
(A1y...,A\n) es resonante de orden r si es posible encontrar una relacion
entera de la forma

n
Ai =3 myAg,
ji
para algun m con Z;Ll m; =7, yalgunat=1,...,n.

Observaciéon 1.3.2. Puede probarse que la expresion (1.14) también es
vdlida para el caso en que J no es diagonal.

Tenemos entonces probado el teorema de linealizacién de Poincaré.
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Teorema 1.3.1. (Poincaré) Si los valores propios de la matriz J son no
resonantes, entonces el sistema no lineal

z=Jr+..., (1.15)
puede ser reducido al sistema lineal
y="Jy,
por un cambio formal de coordenadas =y +...

Veamos como determinar h, tal que F, = 0, es decir, determinar h, tal
que Lj(hy(y)) = F(y). Expresemos h, y F, en términos de los vectores
canodnicos de H",

he(y)

Fr(y)

> hniy™e;

m,i

> Fnay™ei,

m,i

con Y%y my =, luego,

LJ(hr(y))

Ly hmiy™e;

m,i

= Z Ly(y™e:)

= Y (m- A=)y e;.

Ahora bien, Lj(h,(y)) = F,(y) siy sélo si

F
hm : m,e

= 1.16
S (1.16)

Como los valores propios de J son no resonantes, la expresién anterior
siempre tiene sentido.

Teorema 1.3.2. (Teorema de Poincaré -Dulac) Considere el sistema
no lineal

=X(x), (1.17)

con x € R", X(0) =0 y X un campo vectorial suave. Existe una transfor-
macion polinomial x =y + h(y), tal que transforma el sistema (1.17) en

N
g=Jy+ 3 aw(y) + O(y"*), (1.18)
r=2
donde todos los monomios en w,(y) son resonantes.

El lado derecho en (1.18) es llamado la forma normal del campo X.
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La Bifurcacién de Hopf

En las dinamicas de los campos vectoriales sobre la recta real todas las
soluciones tienden a un punto fijo o se van a +oo. Este comportamiento es
algo trivial y nos hace preguntarnos, ;qué pasaria si el sistema dependiera
de pardmetros? Uno podria pensar que habria algiin cambio en el compor-
tamiento del flujo y efectivamente, la estructura cualitativa de éste puede
cambiar al variar los parametros ocasionando que puntos fijos puedan
ser creados, destruidos o con un cambio en su estabilidad. Estos cambios
cualitativos en las dindmicas son llamadas bifurcaciones y los valores de los
parametros en los cuales ocurren son llamados valores de bifurcacion.

Definicién 2.0.2. Un punto fijo (x,n) = (0,0) de una familia uni-
paramétrica de campos vectoriales uni-dimensionales se dice que experi-
menta una bifurcacion en p = 0 si el flujo para p y x cerca de cero no
es cualitativamente el mismo que el flujo cerca de x =0 en u=0.

Observacién 2.0.3. La condicion de que el punto fijo sea no hiperbdlico,
es decir, que D f(xg, po) tenga algin valor propio sobre el eje imaginario, es
necesaria pero no es suficiente para que la bifurcacion ocurra en una familia
uni-paramétrica de campos vectoriales.

La codimensién de una bifurcacién es la dimension m&as pequena del
espacio de parametros, los cuales contienen a la bifurcacion. Las siguientes
son las bifurcaciones mas simples y son representadas por las siguientes
cuatro ecuaciones diferenciales que dependen todas sobre un parametro real

75

i =p—a? (silla-nodo),
&= px — 2 (transcritica),
&= px -3 (tenedor),

i=—y+a(p- (2% +y>
{ yralu- (o)

g=z+y(p- (" +y°))
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2.1. Bifurcacién de Hopf

Supongamos que un sistema bidimensional tiene un punto fijo estable y
queremos saber cuales son las posibles formas en las que éste puede perder
su estabilidad al variar un cierto parametro u. Aqui los valores propios de
la Jacobiana serdn la clave. Si el punto fijo es estable, los valores propios
A1, A2 deben estar en el semiplano Re\ < 0 ya que ambos valores propios
satisfacen una ecuacion cuadratica con coeficientes reales, tenemos dos
posibles escenarios: que los valores propios sean reales y negativos (figura
2.1a) o que sean complejos conjugados (figura 2.1b). Para desestabilizar
al punto fijo, necesitamos que uno o ambos valores propios crucen al
semiplano Re) > 0 al variar pu.

ImA ImA

Reh ReA

¢
[}

(a) (b)
Figura 2.1: Posibles escenarios para A1 y As.
A continuacién presentaremos el teorema de la bifurcaciéon de Hopf
considerando el escenario en el que dos eigenvalores complejos conjugados

cruzan al semiplano Re) > 0 al variar el pardmetro pu.

El teorema de la Variedad Central, introducido anteriormente, nos ayu-
dard a entender de mejor forma el siguiente teorema.

2.2. Teorema de la Bifurcacion de Hopf
Consideremos aqui un sistema de la forma

:t:f(a:,,u), (2'1)

con g = po y un punto fijo x = xg, en el cual Df(zg, o) tiene un par de
valores propios puramente imaginarios, +iw, con w > 0 y ninguin otro valor
propio con parte real cero.

10



La Bifurcacion de Hopf

El teorema de la funcién implicita garantiza (ya que D f(zo, o) es inver-
tible) que para cada p cerca de pg existird un punto de equilibrio p(u)
cerca de xq el cual varia suavemente con u. No obstante las dimensiones
de las variedades estable e inestable en p(u) cambia si los valores propios
de Df(p(p)) cruzan el eje imaginario en pug. Este cambio cualitativo en el
flujo local cerca de p(u) se debe marcar por algunos otros cambios locales
en los retratos fase que no implican puntos fijos.

Una pista de qué sucede en el problema genérico de la bifurcacién que
implica un equilibrio con valores propios imaginarios puros se puede obtener
de examinar los sistemas lineales en los cuales hay un cambio de este tipo.
Por ejemplo, considerar el sistema

T = UT-wy

= Wz +py,

cuyas soluciones son

x(t) ut [ coswt  —senwt xo
=e .
y(t) senwt  coswt Y0
Cuando p < 0, las soluciones espirales convergen al origen, y cuando
1 > 0 las soluciones espirales se alejan del origen. Cuando p = 0, todas
las soluciones son periddicas. Incluso en una familia uni-paramétrica de
ecuaciones, es frecuente encontrar un valor del parametro en el cual haya

una familia completa de érbitas periddicas, méas ain, hay una superficie de
6rbitas periddicas que aparece en el problema genérico (2.1).

Tomando el problema genérico dado por el sistema (2.1), donde la matriz
de la parte lineal del campo vectorial f(x,u) tiene como valores propios a

X =a(p) £ B(p)i, con a(p) = du+O(p?) y B(p) = cut+w+0O(p?), siendo ¢, d
y w constantes. Mediante cambios de coordenadas suaves, la serie de Taylor
de grado 3 (tomando k = 1) para el problema general puede ser trasladado
a la forma (ver apéndice):
i=(dp+l(2*+y*)z - (w+cep+b(z® + %))y 22)
§=(w+ep+b(a® +y?))z+ (dp+h(2® + %))y, '
la cual puede ser expresada en coordenadas polares haciendo

r2=z?+y% tanf =Y.
x

Derivando la primera expresién
rro= T +yYy
= :(:[(dy,+l1(:c2+y2)):c—(w+cu+b(m2+y2))y]
+y [(w +ep+ b(an2 + yz))x + (dp + ll(:c2 + y2))y]
= dpr® + 1 [z(lyz - by) + y(bx) + l1y]
= r2(du+4Lr?).

11



Capitulo 2

Entonces
i = (dp + 1r2)r.

Ahora, derivando la segunda expresion

sec’00 it _ny

T
20\ _ LY - YT
(L+tan®)) = Z0
2 . .
Y. xy-yd
(1+ﬁ9) = [,U2

r20 = Ty — YT
= x[(w+c,u+b(x2+y2))x+(du+ll(:1:2+y2))y]
~y[(dp+ L (2® +y*)z — (w+ep+b(z® +4%))y]
= (w+ep)rt +r? [z(bz + ly) —y(liz - by)]
= (w+ep)r® +r3(br?)
= 2 (w+cp+br?).
Entonces
0=w+ cp + br2.

Asi, nuestro sistema en coordenadas polares queda como

(dp + Lyr*)r (2.3)

= w+cp+br

Deseamos bosquejar el retrato fase en una vecindad del origen. Si =0
y l1 # 0 entonces
7= (l1r2)r =1re.

En esta situacién, si l; > 0 entonces 7 > 0 y tenemos espirales que se
alejan del origen, es decir, tenemos un foco inestable. Si I} < 0, entonces
7 <0 y lo que obtenemos son espirales que convergen al origen, es decir, un
foco estable.

Ahora, para p suficientemente pequena en 7 de (2.3) tenemos que 7 = 0
siysélosir=0o0du+1;7? =0 (lo cual representa una 6rbita periédica).

Determinemos cuando nace esta érbita periddica.

Tenemos que

entonces

Supongamos que % > (0, entonces si u < 0 se cumple que ‘f—l“ <0, es de-

cir, existe una érbita periddica, y si p > 0 entonces no existe érbita periddica.

12



La Bifurcacion de Hopf

De manera similar, supongamos ahora que % < 0 entonces si pu > 0 se

d . . L1 C s :
cumple que ﬁ < 0, es decir existe una 6rbita periddica, y si pu < 0 entonces
no existe orbita periddica.

De esta forma vemos que tenemos los siguientes casos

1. l1<0 Yy d>0
2. 11<0 y d<0
3. h>0 y d>0
4. 11>0 y d<O.

Analicemos el primer caso:

Para p =0, el origen es un foco estable.

Si p < 0, entonces 7 = (du + 1;7%)r < 0 y por lo tanto el origen es un foco
estable.

Si p > 0, sabemos que existe la o6rbita periddica r =g = y /—Cll—“.

Consideremos la solucién que inicia con la condicién inicial (61,71) en
el interior de la orbita periddica, es decir, con 0 < ry < rg. Entonces

d
rio< r%z—l—f
d
g o s
L

dp+hLr? > 0.

Por lo tanto
. 2
Pl(oym) = (dp+1r") >0,
entonces el origen es un foco inestable. Consideremos ahora una condicién
inicial (f2,72), exterior a la drbita periddica, es decir, con ry > ro > 0.
Entonces

d
3> rg=-gF
d
2 H
E _I

dp + llT% < 0.

Por lo tanto
7‘“‘(92,,“2) = (d,u + l17'2) < 0,

entonces las soluciones se acercan a la dérbita periddica.
Concluimos entonces que r = ry es una 6rbita periédica atractora (figura
2.2).

Para los otros casos se realiza un procedimiento similar.
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El teorema de la bifurcacién de Hopf establece que las propiedades cua-
litativas de (2.2) cerca del origen permanecen sin cambio si se agregan los
términos de orden superior al sistema.

Teorema 2.2.1. (Teorema de la Bifurcaciéon de Hopf)
Supongamos que el sistema = = f(x,u), x € R", p € R, tiene un punto de
equilibrio (xo, po) tal que

(H1) D, f(xzo,po) tiene un par de valores propios imaginarios puros y
ningun otro valor propio con parte real cero.

(H2) Sean (1), M(p) los valores propios de Dy f(xo, it) los cuales son ima-
ginarios en | = o, tales que

4= 2 (Re (3 (10)) o #0.

Entonces existe una unica variedad central tridimensional que pasa por
(o, p0) € R xR y un sistema de coordenadas suave para el cual la ex-
pansion de Taylor de grado tres sobre la variedad central, en coordenadas
polares, es dada por:

(dp +1r%)r

w+c,u+b7“2.

ST
Il

Si 1y # 0, entonces existe una superficie de soluciones periddicas en la
variedad central, la cual tiene tangencia cuadrdtica con el eigenespacio de
M o), Mpo) que coincide en dimension dos con el paraboloide pi = —%r2.
Si 1y <0, entonces esas soluciones periodicas son estables, mientras que si
11 > 0 son ciclos limite inestables.

Observacion 2.2.1. Si ly < 0, se dice que la bifurcacion de Hopf es su-
percritica, mientras que si l1 > 0, se dice que la bifurcacion de Hopf es
subcritica. Los coeficientes de estabilidad d y 11 son llamados velocidad de
cruce y primer coeficiente de Lyapunov, respectivamente.

Observacion 2.2.2. La direccion hacia donde abre la superficie de solucio-
nes periodicas en la variedad central nos la proporciona el signo del producto
d-l1. Sid-l1 >0 abre hacia la izquierda del valor de la bifurcacion, sid-l14 <0
abre hacia la derecha del valor de la bifurcacion.

Observacién 2.2.3. Ezisten cuatro diferentes direcciones para la ocurren-
cia de la bifurcacion de Hopf que dependen de los signos de d y ;. Ver figura
2.8.

Una de estas direcciones esta representada en figura 2.4.

De figura 2.3, observamos
Sid>0,1[; <0. El origen es estable para p < 0, inestable para y > 0y
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e r—

N7
e

p<0 p=0 p>0

Figura 2.2: Caso l; <0y d> 0.

rodeado por una orbita periédica para u > 0.

Si d < 0,11 < 0. El origen es inestable para u < 0, y estable para
1> 0. El origen es rodeado por una orbita peridédica para u < 0.

Sid > 0,1; > 0. El origen es estable para pu < 0 e inestable para
1> 0. Ademsds. el origen es rodeado por una orbita peridédica para p < 0.

Sid< 0, >0. El origen es inestable para u < 0, estable para u > 0, y
rodeado por una orbita periédica para u > 0.

15



Capitulo 2

d>0, I1<0 r d<0, l1<0

d>0, [1>0 d<0, 11>0

Figura 2.3: Direcciones y estabilidades de la bifurcacién de Hopf.

oA

Figura 2.4: Familia uni-paramétrica de orbitas periédicas S resultantes de
la bifurcacion de Hopf, en un punto de equilibrio no hiperbdlico g y un
valor de bifurcacién u = ug.

)_"{

-—
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Capitulo 3

La Bifurcacién de Hopf en R3

3.1. Planteamiento del problema

Consideremos el sistema no lineal

i‘:f(l',u), (31)
donde z eR3, peR™ conm>1y feC(R), r>3.

Supongamos que existe (zq, 1o) € R? x R™ tal que cumple con las con-
diciones de no hiperbolicidad

Hl) f(.’E(),/J,()) =0.

H2) Df(xg,po) ~J = {)0 g)\ , donde Jy = 0 _(;d)yRe(/\)qEO, es

decir, o[ D f(zo,po)] = {\ € C| A1 2 = +iw, Re(A3) # 0}.

Nuestro objetivo es dar las condiciones suficientes para que el sistema
(3.1) experimente la bifurcacién de Hopf en m pardmetros, y en base a
esto, ofrecer una reformulacién para los coeficientes de estabilidad d y I;.

La idea es obtener el sistema donde se dé la dindamica sobre la variedad
central y a partir de dicha dindmica compararla topdlogicamente con la
forma normal de la bifurcacién de Hopf, tomando como referencia [8], para
obtener nuevas férmulas para la velocidad de cruce y el primer coeficiente
de Lyapunov.

3.2. Dinamica sobre la variedad central

Usaremos la teoria de la variedad central para encontrar la dindmica
sobre la variedad central.

Sea (z0, po) €l punto de equilibrio del sistema (3.1). Para determinar la
estabilidad del punto de equilibrio, analicemos la parte lineal del campo,

17



Capitulo 3

para eso hacemos el sistema (3.1) en su forma de Jordan, trasladando al
mismo tiempo el punto de equilibrio al origen para facilitar los célculos.

3.2.1. Forma de Jordan

Consideremos la serie de Taylor alrededor del punto de equilibrio (xg, )
para el campo vectorial f(z,u) en (3.1)

f(z, ) = f(zo,p0) + Df (w0, 10)(x = 20) + Dy f (0, 110) (1 = o)
+%D2f($o, o) (x = o, — x0) + Dye f (20, po) (1t = o, = — o)
5 D2 (o0, 110) (1~ o, = pi0) + <D f o, 10) & = 0, 2 = 0,2 = )

1
+6Df§f(:ro,uo)(u — Hos L= s fL = [10) + - .-

De H2), tenemos que D f(xg, po) es similar a la matriz J = ( {)0 ?\ )

Llamémosle A a D f(xo, 1o), es decir, A = D f(xo, po)-

Dado que A es similar a J, esto quiere decir que cuentan con los mismos
valores propios.

Sean p1, ps vectores propios de A asociados al valor propio A = 0 y sea p3
el vector propio asociado al valor propio A3, es decir, tenemos que: v = pa+ip1

tal que [Df(xo,p0) —iwl]v =0y p3 tal que [Df(xo, o) — AzI]ps = 0.

Hagamos
P=(p1 p2 p3), (3.2)

a la matriz que contiene los vectores propios derechos asociados a los
valores propios de la matriz A.

Teniendo en cuenta

0 -w 0
PlAP=J = (w 0) 0o |,

0 0 A3
podemos enunciar el siguiente
a
Lema 3.2.1. Sea P dado por (3.2), si P~ =| ¢ |, donde q; e R3, con i =
T
43

1,2,3, entonces v = q1 +igqa € R es un vector propio izquierdo de D f(xo, po)
asociado al valor propio \i = iw, esto es que v1 D f(xo, o) = iwv?, ademds

q;{ es un vector propio izquierdo de D f(xo, o) asociado al valor propio As,

esto es g1 Df(xo, po) = A3q2 .
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La Bifurcacién de Hopf en R3

Demostracion. Obsérvemos que

P D f(wo, po) P

a1 D f(xo, pto)p1
g D f (o, o)p1
a3 D f (o, pto)p1

ai D f(z0, po)p2
a3 D f (20, po)p2
a3 D f (0, po)p2

aF D f (o, p10)ps
@ D f (o, j10)p3
a3 D f (o, pto)p3

0 -w 0
= w 0 0 ,

(3.3)
0 0 A3
y
PP =pig] +pags +ps3a3 = Is. (3.4)
Multiplicamos (3.4) por la matriz D f(zg, o) y obtenemos
Df (o, o) = Df (x0, po)prai + Df (x0, p10)p2gz + Df (20, 1o)psas - (3.5)

De (3.3) y (3.5) se sigue que

g1 Df(z0, 110) = qi Df (x0, o)p14i +qi Df (0, t1o)p2gs +qi Df(zo, p10)ps3qs = ~was
g3 Df(z0, 110) = g3 D f (0, tto)p14i + g2 Df (o, 10)p2qs + a3 Df (20, 110)p3qs = wai
@3 Df(z0, p10) = g3 D f (0, tto)p1di +q3 Df (o, f10)p2qs + a3 Df (0, 110)P3G3 = N3qs

Multiplicamos g2 D f (z0, ft0) por i, y tenemos iqa D f(zq, o) = iwg? .

Entonces
(@1 +ig2) " Df(zo,0) = -waqs +iwg]

= iw(qi +ig3)

= /\11/T.
y

a3 D f (w0, o) = A3q3
O
3.2.2. Cambio de coordenadas

Usaremos un primer cambio de coordenadas para poner el campo en su
forma de Jordan.
Definamos el cambio de coordenadas y de parametros
y=Px-x0), vy a=p-po,
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entonces (3.1) se transforma en
y = P i

P~ [ D o, 10) (P9) + Df (o 1) (@) + D7 F (o, 1) Py Py)

#Dy 20, po) a1, Py) + 5 D2 f (0, 10) (0,)
+%D3f(a:0,,u0)(Py,Py,Py) +.. ]
Por lo que nos queda
§ = Jy+ P o o) (@) + 5P (o, i) (P, Py)

_ 1__
+P 1D,mf(aco,uo)(oz,Py)+EP D2 f(wo, o) (o, )

1
+= P D*f(20,10) (Py, Py, Py) + ...

Definamos
T
q1 Y1
V: 9 W: 9 - 9
(pl pz) (q%“) y(m)
con y; € R?, yp e R.
Entonces
_ w
P=(V p3) vy Pl—( T )
QSa
asi

Entonces la forma bilineal para el término D2 f(xo, uo)(Py, Py) es

(Py,Py) = (Vyr+p3y2, Vyi +p3y2)
= (Vyi,Vyr) +2(Vy1, p3y2) + (p3y2, p3y2),

es decir,

D? f(2o, o) (Vyr + psya, Vi + psy2)
= D*f(x0, o) (Vy1, V)

+2D? f (w0, o) (Vy1, p3y2)

+D? f (20, 110) (P3y2. P3y2)-

D?f (o, po)(Py, Py)

De manera similar para los términos restantes.
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Por lo tanto, tenemos
. 1
vy1 = Joyi+W [Duf(ﬂfmuo)(a) + §D2f(3307/~00)(VZ/1, V)

1
+D? f (20, 110) (Vy1, p3ya) + §D2f(330, o) (P3y2, p3y2)
+Dy f (0, o) (o, Vyr) + Dye f (0, po) (v, p3y2)
1
+6D3f($07,u())(vy17 Vyh Vyl) +.. ]

. 1
Yo = Aay2+aqi [Duf(xo,ﬂo)(@)Jr§D2f(xoauo)(Vy1,Vy1)

1
+D? f (20, 110) (Vy1, p3y2) + §D2f($0,uo)(p3y2,p3y2)
+Dya f (0, o) (o, Vyr) + Dya f (0, po) (o, p3y2)
1
+ED3f($0,uo)(Vyl»Vthyl) +.. ]

Para simplificar los cdlculos de la parte no lineal del ultimo sistema, daremos
la siguiente

Definicién 3.2.1. Dados v € R, v = (v1,...,v,)" y £ e R™*(*s),
L=(Ly,...,L,)T, donde L; e R"™**, definamos

n
vel = Z’UZLZ
i=1

Entonces, los calculos los podemos representar como

T )( (Vy1)" D? fi(zo, o) Vin )

WD f (o, 110) Vi, Vin) = [ % )| (V)" D fa(o, o)V
2 (Vy)T D2 f3(wo, o) Vn

| 2 au(Vy) D2 fi(2o, o)V
>3 a2:(Vy) D2 f; (20, o) Vit

| (Vy)T T quiD? fi(wo, o) Vin
(Vy))T 22 ¢2iD*fi(z0, 110)Vin

(Vy) (q1 @ D* f(wo, o)) Vi )
(Vy)" (g2 @ D* f(wo, o)) Vi

[(W e D?f(x0,10))(V, V)] (y1,91).

De manera similar, para los términos restantes aplicamos la definicién,
y también de manera similar podemos reemplazar W por qu .

Por lo tanto, el sistema lo podemos escribir en su forma extendida (o
suspendida)

U1 Jo WeD,f(xo,p0) 0 Y1 Fi(y1,y2,a)
& |=| o 0 0 a |+ 0 )
Yo 0 qzeDuf(xo,p0) A3 Yo Fy(y1, 2, a)

21



Capitulo 3

donde

[((W e D*f (o, 10)) (V. V)] (y1, 1)
[(W e D?f (w0, 110))(V,p3)] (41, 92)
+5 [ 0 D2 (o, 10)) (s, p9)] (2, 2)

+[(W e Dys f (20, 110)) (V)] (, 1)
+[(W @ Dy f(z0,10)) (P3)] (0, 2) + ...

1
Fi(y1,92,a) = 3
+

[(a3 @ D*f (20, 110))(V, V)] (y1, 1)
[(g3 @ D* f (o, 110)) (V. p3) ] (y1,2)
+% [(a3 ¢ D*f (20, 110)) (P3: P3) | (Y2, ¥2)

+[(g3 ® Dy f (0, 110)) (V)] (1)
+[(g3 ® Dya f (w0, 110)) (p3)] (v, y2) + . ..

1
F2(y17y2,04) = 5
+

3.2.3. Calculo de la variedad central

Para calcular la variedad central local m-parametrizada en el punto de
equilibrio, consideramos un segundo cambio de coordenadas

21 Y1
a |=P 1 «a ,
22 Y2

Demostremos que existe una matriz P invertible, tal que

con zj € ]R2, z9 € R.

Plip=J
donde

0 0 0
0 g3eD.f(xo,p0) A3

B (Jo W e D, f(xo, o) 0)
J = .

Tenemos que
JP=PJ

Pi1 P2 Pi3
P=| Po1 P P |,

Si

P31 P3p Psg
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por un lado tenemos

donde

pi1 = JoPi1 + W e D, f(xo, o) Po1,
p13 = Jo P13 + W e D, f(xo, po) Pas,
p32 =q3 ® D, f(xo, po) Paz + A3 P32,

y por el otro

Py Jy
Py Jy
Psy.Jo

PJ =

P12 P13
0 0 ,
P32 P33

p12 = JoP12 + W e D, f(x0, po) Paa,
p31 = q3® D, f(xo, pto) Po1 + A3 P31,
p33 = q3® D, f(xo, j1o) Pas + A3 P33,

0 Pas)s

Resolviendo lo anterior, para encontrar la matriz P igualamos entrada

a entrada, por lo que tenemos

JoPi1+W eD,f(xo,po)Po1 =
q3® Dy f(wo, o) Poz + A3P33 =
JoPi3+W e D, f(xo, o) Pog =
g3 D, f(xo, o) Por + X3P =

Pr1Jy
P33A3
P33
P31Jy

JoPio+ W e D, f(xo,puo)Pa2 = 0
JoPio+ W e D, f(xo, o) P2 = 0

0 =
0 =

Py1Jy
P33

JoPi2+ W e D, f(xo,pu0) P2 = 0

q3® Dy f(wo, po) Poz + A3P32 =

de aqui obtenemos

Py =1,
Py = Iy,

Pi3=0,
P23 :07

sin embargo, para Pjo resolvemos

JoPi2+ W e Dy, f(xo, jto) P2
JytJoPro
Pys

y para Psg

q3 ® Dy f (o, po) Pa2 + A3 P32
253 ® Dy f (20, f10) Po2
Pso

0,

Py =0
P31 =0, P33=1,

= 0
= —Jy'W e D, f(z0, o)
= —Jy'W e D, f(zo, o),

= 0
= -A3'A3Ps
= —)\3'gz ¢ D, f(x0, o).
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Por lo que llegamos a

I, -J;'WeD,f(xo,p0) O
P=1 0 I, 0
0 -X'gzeDyf(zo,p0) 1

Para encontrar P~! utilizamos el método de eliminacién gaussiana

I, -J;'WeD,f(zo,p0) 0 i I 0 0
0 I, o: 0 I, 01,
0 —)\ng3.D”f(ZL'0,/.L0) 1 : 0 0 1

del cual llegamos a

)

0 I, 0

I 0 : I J(;lWODuf(xo,luo) 0
0o I, 0 : )
1 0 As'gzeD.f(wo,po) 1

0 0

de donde podemos ver que

I, J;'WeD,f(zo,p) 0
Pl=| o I, 0

0 As'gz e Dyuf(wo,po) 1
Con el fin de simplificar célculos posteriores, hacemos

bl = J()_lw. D/Jf(x()a,u())a b2 = )\9_,1613 .D“f(a?(),,u()).

Del cambio de coordenadas
21 Y1
a |=P o |,
z2 Y2

Y1 z1 Ib -b; O 21
a |=P| «a 0 I, O a |,

vemos que

Y2 29 0 -by 1 29

de aqui que y; = z; —b;a con 7 =1, 2.
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Entonces
Z1 1
& P @
Z9 U2

I, by 0 Jo WeD,f(xo,p0) 0 Iy -b1 0O 21
0o I, O 0 0 0 0O I, O «
0 b 1 0 gzeD,f(xo,p0) A3 0 -by 1 Z9

( Fi(z1 = bio, 29 = baoy, @) )
+

0
FQ(Zl — bla, z9 — bQOé, Oé)

0
= 0o I, O 0 0 0 o
1 0 g3eD,f(xo,p0)—baAs Az 29

Jo 0 0 Z1 ) ( Fl(Zl—bloé,ZQ—bQO[,O() )
+

Jo Jobi =W eD, f(xo,p0) 0 )( zl)

= 0 0 O o 0
0 0 )\3 zZ9 FQ(Zl-blO[,ZQ—bQOz,a)

Para la parte no lineal correspondiente a F} y Fb, desarrollamos cada
término de manera similar a

W e D*f (w0, 110) (Viy1,psy2) = W e D?f(xo,p10)(Vz1,p3z2)
~W e D f (o, t10) (V 21, p3bacx)
~W e D f (o, o) (Vb1cv, p3z2)
+W o D f (20, o) (Vb1v, p3bacy).

Por lo tanto, el sistema nos queda

21 J{) 0 0 Z1 Fl(zl —bla,zg—bga,a)
a =1 0 0 0 a |+ 0 ,
ZQ 0 0 )\3 zZ92 FQ(Zl —bloé,ZQ—bQOé,Oé)

donde

- 1
Fi(z1, 22, ) §W o D?f(20, 10)(V21,V21) = W e D (0, o) (p322, p3bacy)

1

+§W o D f (w0, po) (p322, p322) — W @ D f (o, po) (V 21, Vbrat)
1

+§W o D* f (20, o) (Vbrar, Vbiar) + W e D? f (o, o) (V 21, p322)

1
+§W o D f(wo, po) (p3bac, p3bact) + W e D,y f (wo, pio) (@, Vz1)

-We mef($07 /J'O)(O‘a VblOé) -We sz(.’l,'o, /.L())(VblOé,ngQ)
~W © Dui f (0, f10) (ct, psbact) + W e D f (g, p10) (Vb1x, psbac)
~W o D?f(x0, f10)(V 21, p3bact) + W ® D,y f (20, f10) (v, p322)

1 1
+§W o Dif(xo,,uo)(a,a) + EW e D3 (20, 110)(Vz1,Vz1, V) + ...
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Capitulo 3

~ 1
Fy(z1,20,) = 56]3°D2f($0,,u0)(V217V21)—QS°D2f(950,uo)(p3227p3b204)
1
t5ae D?f (20, f10) (p322, p322) — g3 ® D* f (w0, 110) (V 21, Vbr )
1
+50s e D?f (20, 10) (Vbia,, Vbia) + g3 @ D? f (w0, 110) (V 21, p322)

1
T3 D? f (o, o) (psbacy, psbacr) + g3 ® Do f (20, p10) (v, V21)

~q3 ® Dy f (20, p10) (o, Vb)) = g3 @ D* f (20, p10) (Vbrev, p322)
~q3 ® Dy f (20, 110) (@, p3bac) + g3 @ D? f (o, 110) (Vb v, psbacy)
~q3  D* f (0, o) (V 21, p3bact) + g3 ® Dy f (w0, o) (@, p322)

1 1
T30 D2 f (o, o) (v, ) + i D?f(z0,p0)(Vz1, Vi, Vi) + ...

De la teoria de la variedad central, el sistema anterior tiene una variedad
central zo = h(z1,a), h : RZxR™ - R, con h(0,0) = Dh(0,0) = 0 y la
dindmica sobre esta variedad central estd dada por

21 = ngl + Fl(Zl,ZQ,Oé) (3.6)
donde

_ 1
Fi(z1,20,) = §W°D2f(l‘oyuo)(V21,Vz1)
+W o [(=b{ VT = b3 p3 ) D? f (20, 1t0) + Dyua f (w0, 0) | (, V1)
+W o D? f (0, 110) (V 21, p322)
1 ,
+EWoD‘sf(xo,uo)(Vzl,Vzl,Vzl)+...

Con lo anterior hemos demostrado el siguiente

Lema 3.2.2. Dado el sistema no lineal & = f(x, 1), donde x € R®, e R™
conm>1y feC'(R), r>3. Supongamos que existe un punto de equilibrio
(zo, o) tal que H1) y H2) (Condiciones de no hiperbolicidad). Entonces, la
dindmica sobre la variedad central bidimensional en x = xg, cuando p = g,
estd dada por

21 = Joz + Fi(21, 29, ),

donde

_ 1
Fi(z1,20,a) = §W o D? f(z0, 110)(Vz1,V21)

+W o [(=b] VT = b3p8)D? f (0, pt0) + Dyua f (0. 110) ] (ct, Viz1)
+W o D? f (20, 110) (V 21, p3h(21, @)

1
+6W e D3 f (20, 110)(Vz1, Va1, V) + ...
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La Bifurcacién de Hopf en R3

Notemos que es necesario calcular la variedad central h(z1, ) porque afecta
a los términos cuadraticos en F, en particular a W D2 f (g, o) (V 21, p322).

La variedad central en nuestro caso vendrd dada de la forma z9 = H(z21,21)
la cual también la podemos escribir como

29 =20 Hzi, (3.7)

de aqui obtenemos
Dh(z1,0) =2Hz =221 H

Para calcular la variedad central, partimos de la ecuacién homédlogica
29 = Dh(z1, )21,
sustituyendo, y truncando hasta orden 2.
Aszg + Fo(z1,20,0) = 22TH (J021 + (21, 22, a))

1
AngHzl + E(Vzl)qu . D2f(:60, wo)Vz = 221THJ021

1
AngHzl + §szTQ3 . sz(:co, wo)Vzr = 22’1THJ02’1
N3zl Hoy + 21 Vgg @ D2 f (2o, o) V1 = 428 Hlgz
zfQ)\gHzl + szqu o D2f(x0, po)Vzy — 4z1THJozl 0
21 (203H + V7' (g3 @ D* f (o, p10))V - 4H Jo) 21 0Vz

Observacién 3.2.1. Sea (A-B)z =0 Yz, la condicion suficiente y nece-
saria para cumplir esta ecuacion es: (A—B) + (A-B)T =0, donde si A y
B son simétricas, tenemos AT = A y BT = B entonces A= B

En nuestro caso, hacemos
M =2X3H + VT (g3 @ D> f (20, 110))V — 4H Jo,
la cual es antisimétrica. Y debe cumplir
M+ MT =0. (3.8)

Al resolver (3.8) estaremos encontrando H.

Sean
_ 0 -w _ H11 H12
JO_(OJ 0 )’ H_(ng HQQ),
b)) P
2=V (gs 0 D fwo,po))V = & &)
Y13 Yua
donde

11 =p] (g3 9 D?f(z0,10)) p1, E12=p1 (g3 D*f (20, 110)) P2
Y13 =p3 (g3 0 D*f (20, p0)) p1. S1a =03 (g3 ® D? f (20, 110) ) p2-
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Capitulo 3

Por lo tanto

M= 2H11)\3+211 —4H12w 2H12)\3+212 +4H11w
- 2H12)\3 + 213 - 4H22w 2H22>\3 + 214 + 4H12w

tenemos también

MT _ 2H11)\3 + 211 - 4H12w 2H12)\3 + 213 - 4H22w
- 2H12)\3 + 212 + 4H11w 2H22)\3 + 214 + 4H12w

hacemos M = M + M7

M _ 4H11)\3 + 2211 - 8H12w 4H12)\3 + 212 + 213 + 4H11w - 4H22w
B 4H12)\3 +212+213 +4H11w—4H22w 4H22)\3+2214+8H12w ’

de (3.8) tenemos

4H11 )3 +2¥11 - 8Hpw =
4HooA3 +2¥14 + 8Hpw =
4H19A3+ 319+ Y13 +4Hjw —4Hopow =
4H19A3+ 319+ Y13 +4Hjw —4Hopow =

o O o O

resolviendo
H _ 1 2(.4}2211 + 2&)2214 + wEu)\g + w213/\3 + 211)%
T As(4w? + A2)
1 20.}211 - 2&)214 - 212)\3 - 213)\3
Hay = 7 2. \2
4 dw? + A3
H _ 1 2(,‘.)2211 + 2w2214 - leg)\g — w213 + 214)\3
S A3 (4w? + A2) ’

por lo tanto

Hy1 Hio
H = .
( Hiy Hz )

Por lo que la variedad central dada por (3.7) es

B Hyy Hiz 211
2 = (le le) His Hao 212

2 2
= Hllzn + 2H12211Z12 + H22Z12.

Teniendo la dindmica sobre la variedad central, en el siguiente capitulo, to-
maremos como base [8] para llegar a las reformulaciones para los coeficientes
de estabilidad d y ;.

28



Capitulo 4

Coeficientes de Estabilidad

4.1. Equivalencia Topoldgica entre la dinamica
sobre la variedad central y la deformacién
versal de la Bifurcacion de Hopf

Considerando el desdoblamiento universal de la bifurcacion de Hopf dada
por [8]. _
§=JoE + AKE + N(&,€,6), (4.1)

donde € e R?, A e R,

d -c lh -b
k=(4 7). meeo-(§ 1 )ere

donde d es el coeficiente de estabilidad llamada la velocidad de cruce y [y
es el primer coeficiente de Lyapunov.

Considerando ahora la dinadmica sobre la variedad central dada por
(3.6), la cual, reescribiendola

1
2:'1 = J()Zl + aTR1z1 + EZ{Rgzl + Rg(zl, Z1, Zl) + ... (4.2)
donde
Ry = WeD,f(zo,p0)V - W eD?f(xo,10)[(V,Vb1) + (V, p3bs)]
Ry = WeD?f(xo,p0)(V,V)
1
Ry = W eD?f(xo,10)(V,p3) + EW o D f (20, po) (V. V, V)

Probaremos que existe un difeomorfismo entre (4.2) y (5) tal que hace que
sean topoldgicamente equivalentes.

Sea
21 = G(&) =&+ a L& + ho(€) + ha(€), (4.3)
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Capitulo 4

el difeomorfismo, el cual transforma (4.2) en (5). De (4.3) tenemos

2= DGE)E = = (DGO A g6
De (4.3) tenemos

DG(&) = &+l Lig+ (Dha(€))€+ (Dhs(€))€
= (I+a" Ly +(Dha(€)) + (Dhs(€)))E,

asi

(DG(&))™" = I-a”Li—Dhy(€) - Dhs(€) + (o' Ly)?
+(Dha(€))? + (Dhs(€))? +2a" L1 Dhs(€)
+2a Ly Dhs(€) + 2hy(€) Dhs(€),

y

Zlacaey = JG(E) +a  RIG(E) + %(G(ﬁ))TRzG(E) + R3(G(€),G(€),G(€))
= Jof + Joal L&+ Joha(€) + Johs(€) + T Ri€ + T RiaT L€
+aT Riha(€) + aT Rihs(€) + % (6" Ro& + €T Roa " Li& + €T Roho(€)

+€T Roh3 (&) + ET LY Ry + T LT a Ry Li€ + €T LY Ry by (€)
+6T LT aRahs(€) + hy (§) Rof + b (§) Raa” Ly & + h (§) Raha(€)
+h (§) Rahs (&) + hg () Ra + hy (§) Roa L& + hj (€) Raha(§)
+h3 (§)Rahs(€)) + R3(£,6,6) + ...

por lo que finalmente llegamos a

€ = Jo& + Joal Li& + Joha(&) + Johs(&) + oT Ry € + %fTsz
+ R3(€,€,€) — o’ L1Jo€ — Dho(€) Jo& — Dha(€) Joha (&)
- Dhy(€)o6 ~ Dha(€) Ry + 5hT (€)Rat + 267 Raha(©)

- %th(g)gTRzg + (Dho(€))? Jo + ...

Observacién 4.1.1. Los términos %hQT(ﬁ)Rx’ Y %fTRghz(f) los podemos
reescribir como %Rg(ﬁ, ho(€)). Por lo que la suma de ambos es Ro(&, ha(£)).

Reescribiendo (4.4)
§=Jo§ +al Rag + € Rob + 6761 Rk, (4.5)
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Coeficientes de Estabilidad

donde
Ry = Ry+JoLi—-LiJy (4.6)
TRt = Joha(€) - Dha(€)o6 + 3 Ral6,€) @.7)
ETETR3E = Johs(€) + Ra(&,h2(€)) — Dhs(€) o€ + Ra(€,6,€)  (4.8)
~Dha(€)Joha(€) + (Dha(€)* ot ~ 5 Dha(€)€” Rat,

Observacién 4.1.2. De (4.8) tenemos que los iltimos tres términos los
podemos reescribir como

~Dha(©) (Joha(€) - Dha(€)oé + %ﬁTRzi)

de donde podemos ver que es igual a —Dhg(f)fTRgf, del cual, veremos que
TRy =0, por lo que (4.8) vendrd dada por

Rs3 = Johs(§) + Ra(&,ha(€)) — Dha(€)Joé + Rs(&,€, ), (4.9)

Ya que el difeomorfismo dado por (4.3) transforma (4.2) en (5), entonces,
por la teorfa de formas normales, existe un cambio de variables ha(&) y
hs(§) tal que se cumple lo siguiente

o’Ry = MK (4.10)
TRy = 0 (4.11)
'R = N(§,6,6). (4.12)

4.1.1. Velocidad de cruce

Tenemos que el coeficiente de la velocidad de cruce d, se encuentra en
la matriz K del término AK &, notamos que en nuestro caso nos afecta en el
término o’ R1€, donde Ry es dado por (4.6), por lo que tenemos que probar
que existe Li, tal que (4.10),

donde . IR
— R R R

R(—) By By ) (4.13)
R Ry Ry

—1 -2
aTﬁl K o ( OZTRll a;E%I ) _ ( Ad e )’

es decir,

Ac Ad

de aqui que
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Capitulo 4

es decir,
—=1 —=2
Rll = R12 (4 ].4)
—2 —1
Ry = Ry,

Entonces si podemos encontrar Lq, la velocidad de cruce sera dada por

d —1 =1

ya que (5) lo podemos reecribir como (Jy + Ak)E + N(§,€,€) donde la parte
lineal es

0 -wg N Ad =)

wo O e Ad

Ad —(wo+ Ac)
wp + Ac Ad ’

Jo+ Ak

cuyos valores propios A1 2 = Ad + (wp + Ac)i.
En nuestro caso (4.5), la parte lineal es
=l =2
( 0 —W)+aT Ry Ry
=1 =2
w 0 Riz Ry
_ OCTEil —waTﬁil
OJCETEiZ QTE?Q ’

J() + OzTﬁl

por lo que los valores propios son A2 = ozTRh £ (w+ waTﬁfl)i.
Procedemos a encontrar L1, el cual debe ser de la forma
( Ly Lt )
Liy L%, )’
entonces, observamos que
Rl = R1 + J0L1 - L1J0
) Ril Ril )+( 0 -w )( Lil Lil )_( L%l Lzl )( 0 —w)
Ry RYy w 0 Ly, Ly Ly Liy w 0
_ R# R;l )+( _Wlib _Wlﬁ2 )_( "‘)Lzl _WL% )
R, Ry, wly;  wLf wliy -wliy

1 1 2 2 2 1
Riy+wLlj; —wliy Riy+wLi] +wliy

De (4.13), tenemos

-1 =2
R, - ( Ry Ry ) _ ( Rjy ~wLiy ~wL3; Rf —wliy+wly

_ Riz Ri R%2+th—wL%2 R%2+ML%1+wL%2 ), (4.16)
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y de (4.14), entonces
Rl —wLl,-wL? = R% +wL? +wLl, (4.17)
Rig+wli, ~wliy = -R} +wliy-wli;. (4.18)
Resolviendo para (4.17)
—WL}2 - WL% - "‘)L%I - WL%2 = R%2 - Rh
~2wLi, -2wLl? = R, -Rj;
_2W(L%1 + L%z) = R%2 - Rh

1
L%l + L%Z - o (R%z - R}l) )

y para (4.18)

WLh - WL%Q - WL?Q + WLh —R% - R}Q
owLi, -2wL?, = -R3 -Rl,
2W(L%1 - L%z) _(Rfl + R}Q)

1
L%l - L%z 5w (R% + R%z) .

Por lo que seleccionamos Ly, tal que

L%l + L%Q (R%z - Rh) (4.19)

_ b
2w
1

1 2
Lll - L12

Con esta seleccién tenemos que de (4.16) y (4.19), la velocidad de cruce
dada por (4.15) es

-1 1 1 2
Ry; = Ry -wljy-wli;

= R%l —w (Lb + L%l)
-1
Rh -w (ﬂ (R%Q - Rh))
1
Rh + (5 (R%2 - R%l))

1 1
Ril + §R%2 - §R%1

1 1
§R%1+§R%2
1
Lema 4.1.1. Si definimos My = vJ()_lW Yy mp = pg)\glqu, entonces
(D f (o, 10)) ™" = Mo + Ismy

Demostracion. Sean

P=(V p3) vy P‘1=(m;),
a3
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Capitulo 4

sabemos que

P_lDf(xo,uo)P=J=( oo 0 )

0 A3
tenemos
_ w WV Whps
plp= 1% = = 1. 4.21
(qg)( ps) (qSTV qug) (121)

Ahora, observemos que

P~ Y (M + I3my) P

(5] Cvawemad ) (v om)

i ( WV Js'W + Wpshsgl )( Vo)

a3 VJIg'W + g3 psAsqd
por (4.21)
_ JwW
P Y My + Ism))P = A‘ll T )( V o ps)
3 43
A
NV At
_ (%o )
0 Al
= g1
entonces

I=JJ7" = P"'Df(x0, o) PP~ (Mo + Ismy) P,

esto es
D f(zo, po)(Mo + Izmq) = 1.

El siguiente lema ofrece una expresion para la velocidad de cruce

Lema 4.1.2. Si definimos
R = Dy f (20, o) = [(Mo + I3ma) Dy, f (0, p10) )" D* f (2o, o),

entonces la velocidad de cruce viene dada por

d=Z[(q1eR)p1+ (g2 R)p2]

N | =
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Coeficientes de Estabilidad

Demostracion. Observemos que

Ry =W [D,mf(ﬂ?m 10) = [(Mo + Ism1) Dy f (o, 10)]" DQf(CCO,MO)] v,

entonces

Rlz(WoR)Vz( Z;g )(m P2 ),

por lo que

Ry, Ry _ (@1eR)p1 (q12R)p2
Riy Ri, (2eR)p1 (@2eR)p2 )’

de aqui que
Riy+ Riy = (g1 e R)p1 + (g2 o R)pa,

de (4.20), llegamos a

d=-[(g1*R)p1+ (22 R)p2]. (4.22)

DO | =

4.1.2. Primer Coeficiente de Lyapunov

Existe una expresion en los sistemas bidimensionales para encontrar el
primer coeficiente de Lyapunov (7.

Consideremos el sistema

z=Jx+ F(x),

[0 ~w [ Fi(=)
J_(w 0 )’ F(x)_(FQ(:U))’

con F(0) =0y DF(0) =0.

donde

Entonces )
ll = —(Tl +wT2), (423)
16w

donde

Tl = [Flflflm (F1361961 + FlfL‘QSCQ) - F2I1I2(F2501$1 + FQ?CQIQ) (4'24)
_lelxlFQJ:lacl + F].IQZ‘QFQZ‘QIQ] |Z‘=07

T2 = [Flzlxlxl + Fl:pl:rgzg + F2x2x1:p1 + F21212x2:||x:0- (425)
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En nuestro caso, debido a que por la teoria de formas normales, los
términos cuadréticos son eliminados, entonces (4.23) serd dado por

= 1Tb. (4.26)

Por lo que una vez resolviendo (4.11), obtendremos hy(&), el cual de-
berd ser de la forma siguiente

| P1i&E + hi26i&e + hisés
ha(€) = ( ha1& + hao€1&2 + hasés ) ’ (420

de donde podemos obtener Dhs(€),

Dhs(€) = 2h11&1 + h12§2  hi2&2 +2hi13&2
2h21&1 + ho2&o  hooka +2ha3és |’

Para resolver (4.11), cada término de (4.7) lo desarrollaremos como un
“tensor”.

El primer término de (4.7)

0 -w h11€3 + ha&i & + h1s&s
Joha(€) ( w 0 )( h21§% +h228182 + h23§§ )

~wh21€2 — whao€1&s — whaz€l
wh11€3 + whia&1& + whi3&s

ISCIINS

donde

%(.UhQQ —wh23
O = ;
1
whip  Swhiz
%whlg wh13

( ~wha1 —%Whm )

El segundo término de (4.7)

2h11&1 + h12€a  h12&a + 2h13&e 0 ~w &1
Dh J, =
2(6)Jo¢ 2h21&1 + hao&a  hooa + 2ha3és w 0 &2

_ whi2é1 +2wh13§2  —2wh11&1 — whi282 &1
whao&1 + 2wha3ls  —2who1&1 — whaaéo 3

_ whi12&% + 2whi3&1 €2 — 2wh11€1& — Whia3
wh2a&? + 2whasé&1 €2 — 2wha1€1€n — Whaok?

= 70¢

donde

wh12 whlg - wh11
wh13 - whn —whu
Oy = )
wha whaz — whoy
( whag —whay ~whaa )
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El tercer y dltimo término de (4.7)

R2(§> f)

ol

= TOqs¢
donde
( p1 (q1 ® D f (o, j10))p1
P2 (q1 ® D2 f (o, j10))p1
Oa3 =

( p1 (g2 # D? f (o, 110) )p1
p3 (g2 ® D? f (o, 110) )p1

¢T[W o D? f(wo, o) (V, V)] €
el )y

q1 ¢ D? f(z0, po)
g2 ¢ D? f (20, po)

)Vl

P (q1 @ D f(wo, o)) p2 )
P53 (g1 @ D f (o, o)) p2
p1 (g2 @ D? f(wo, 110) ) p2 ) 7
p3 (g2 @ D? f (o, 110) ) p2

Por lo que (4.7), viene dado por

Ry = O+ 022+ O3
donde
CHN I
O3 O3
O9 = ,
0l O3,
03, O3
donde
1
O1 = -whiy-why + §P1T(Q1 o D f (o, po) )p1
1 1
Ol = —Ew’lm +whip —whiz + 517{(611 o D? f (o, 110) ) P2
1 1
Oy = —§wh22 +whin —whyz + 51?5((11 o D? f (o, 110))p1
1
O3y = whiz—whys+ Epg((h o D? (0, o) )p2
1
O}, = whii—wha + 51{{(% o D? f (20, f10))p1
1 1
01, = §Wh12 +whoy —whasz + 510{(% o D* f (20, 110))p2
1 1
03 = 560/112 +whar — whaz + 510;((12 o D? f (0, 110))p1
1
O3, = whiz+why+ §P2T(qz o D> f(z0, 10))p2.
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Para resolver para ha(§) utilizamos la condicién antisimétrica , es decir,
Ry + R2T =0, por lo que llegamos a

1
= o [p1 (q1 ¢ D* f (w0, 110))p2 + % (a1 ® D2 f (0, 110) )p1

+p1 (g2 @ D* f (o, 110))p1 + 25 (g2 ® D* f (o, 110) )p2]

1
hia= — [2p] (g1 ® D* (w0, tt0))p1 - 203 (g1 ® D* f (w0, o) )p2

" +p1 (g2 @ D? f (o, 110) )p2 + p3 (g2 ® D* f (o, 110) )1 ]

hs= o [ e D2 oo, o) + 15 (a2 » D2 (oo, i0)
~2p1 (g2 ® D* f (o, 110))p1 — P3 (g2 ® D* f (o, 110) )p2 ] (4.28)

ho1 = 6% [p1 (@1 ® D? f (o, 110))p1 + 25 (q1 ® D* f (o, 110) )p2

—p1 (g2 ¢ D* f (20, 110))p2 — 3 (g2 ® D* f (20, po) )p1 |

s = = [ (a1 o DG, 10) 2 + 05 (a1 # DS oo, o)

~2p1 (g2 ® D* f (w0, 110))p1 + 2p3 (g2 ® D* f (o, 110) )p2 ]

ha3 = % [2p1 (a1 D*f (20, 110))p1 + p3 (q1 ® D* f (o, 110) ) p2

+p1 (g2 ® D* f (0, 110) )p2 + 3 (g2 ® D* f (20, p10) )p1] -

Por lo tanto, tenemos ha (), es decir, (4.27).

Con esto, hemos demostrado el siguiente

Lema 4.1.3. Si h;j parai=1,2 y j=1,2,3, estan dados por (4.28), enton-
ces existe ho(€) definido por (4.27) tal que £¥ Ro = 0.

Ahora, resolviendo (4.12), obtendremos h3(&), el cual debera tener la
forma siguiente

&+ magll + ms&al + mal )
ha(€) = ( N &} + M€t + nas&a&s + maal )’ (4.29)

de donde podemos obtener Dhs(€),

Dhs(€) = 3N1E2 + 2m12&1&0 + 13&5 3M12ER + 2m13&1&n + N14&s
37721‘5% + 27722§1€2 + 772345% 377225% + 277235162 + ,'7245% )

De (5) tenemos

li -b li1 -b 3 2
NEEE) - (g ll)|£|25=(g zl)(%;ifé)
_ ( L&D + 1 €&5 - bEF - &3 )
bE2Ey + bES + 1162 + 11 €3
refope.
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donde

On =

r
e
o=
= o
v
L

Por lo que para resolver (4.12), desarrollaremos uno a uno cada término
de (4.9), de tal manera que nos quede como un “tensor de tensores”, esto
para facilitar los calculos.

Comenzamos con el primer término de (4.9)

Johs(€) ( 0 -—w )( M€} +makiéa + mabrés +maés )

w 0 N21E3 + N92E2€0 + M23&1€5 + 124l

~wno1E3 — wipa€lts — wno3b1€3 - W]24§3
wn1E +wmakils + wms&r &3 + wnas

= ¢eTog¢

donde

6)31 = 3
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El segundo término de (4.9)

(0 &)

Bi2
Biz B

€T Roha(€)

Bai
Bas

Baa
Baa

_ [ B
-5

€TeT050¢

donde
B

)
)

h11€3 + h12€1&o + hisés
ho1€3 + hoo&1&a + hosll

(Bi1hi1 + Biaho1 )& + (Biihag + Bishiy + Bighag + Biahay )E1€s

+(Bi1h13 + Bizhia + Biahog + Biahao ) €165 + (Bighiz + Biahas )&

B2

(Bayhiy + Baoho1 )& + (Barhia + Bashi + Baohao + Bagha1 ) Eiés

+(Ba1hiz + Baghia + Boghas + Boghoo )€1€5 + (Baghyz + Baghi3)Es

Biithi1 + Bi2ha
0

0

O3z =

Baihi1 + Baghot
0

0

=p (Q1°D2f($0a,u0)) 1
=ps (oD f(anNO))pl
=1 ( )
=3 ( )

g2  D? f (0, po

T
1
T
2
T
1
T (g2 D? f(x0, po

El tercer término de (4.9)

Dhs(£)Jo€

eTeTO35¢

40

3N11E2 + 2m12&1&0 + 133
3N21E3 + 2m22&1€0 + Ma3és

3N1EL + 2m12&1&0 + i3S
3121E2 + 2n90&1&0 + M23és

wni2€} + (=3wnin + 2wmi3)éfes + (~2wma + 3wnia) 163
w2} + (—3wnar + 2wn23)EREs + (—2wnag + 3wna ) 163

Bi1his + Bizhi2 + Big2has + Biahao

Biithi2 + Bighi1 + Bi2hao + Biahay 0

Ba1hi3 + Bighia + Baghag + Boghao

Baihi2 + Baghi1 + Baghao + Boghay 0

=p
=p
=p
=p

0

Biahi3 + Biahas

0

Bashi3 + Bashos

(Q1°D2f($o7uo)) P2
(q1 @ D?f(wo, 10) ) p2
ECD'D f(xowo)g

T
1
T
2
T
1
T (g2 ¢ D? f (0, po)

3N12E2 + 2m13&1&0 + N14&5
31223 + 2ma3&1€0 + M2uls

)

31267 + 2m3&1&2 + Ml
392E? + 2ma3&1€2 + N2aEl

—w&2 )
wé1
- W713§§
- wnasés
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[
(
(

N

O33 =

w2
0

—3wn11 + 2wns 0 )

w122
0

—3wna1 + 2w 0 )

0 -
—2wmz + 3wna )
0 RUIE

0
—2w2g + 3wn4 )

0 —Wr23

El cuarto y ultimo término de (4.9)

Ry = éVT[W°D3f(xo,Mo)]V+VT[W°D2f($07ﬂ0)]p3

G G;
(& )5

¢refol e+ h¢hoge,
donde
[ Gh 0 ]
0 Gy
Gis 0
0 Giy
O3, =
Gy 0
0 G
Gy 0
! 0 G |
[ Gh 0 ]
0 Gh
Gis 0
0 G
@%4: b
G5 0
0 G35
Gy 0
i 0 G35 ]
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donde

G

%

%

donde

42

Gt
Gis
G2
G33
G
Gis
021

2
g24

(1 (o1 (q19 D? f(w0,110)) 1) & + (P3 (P3 (1 ® D*f (o, 110)) p2) &5
+ (o1 (0] (q1 @ D?f (0, 110)) p2 + Pt (03 (g1 ® D* f (w0, o)) p1
+p5 (1 (g1 © D? (o, 10)) 1) €162 + (p1 (p3 (g1 ® D f (0, 110)) P2
+p3 (p1 (g1 D* (w0, o)) 2+ p3 (95 (1 D f (o, o)) p1) €13
(p1 (01 (a2 0 D*f(x0,10)) p1) & + (03 (P3 (a2 @ D? f (2o, o)) p2) &3
+(pT (T (g2 0 D? f(0, 110) ) p2 + pT (03 (g2 @ D* f (w0, 110) ) p1
+p5 (p1 (g2 0 D*f (20, 10)) p1) &1&2 + (p1 (03 (g2 © D? f (20, 110)) 2
+p5 (1 (g2 ® D* f(wo, 110)) p2 + Py (P35 (a2 ® D*f (w0, 10)) p1) &1

(Hi1p{ (g1 @ D* f(wo, po))p3) & + (Ha2p3 (q1 © D f (20, 110))p3) &5
+(2H12p1 (q1 @ D* f (20, 110))ps + H11ps (q1 @ D f (2o, 10))p3) &1 &2
+(Ha2pi (g1 # D* f (20, 110))ps + 2H12p3 (q1 ® D* f (20, 110))p3) €163
(Hi1p] (g2 @ D* f (o, po))p3) & + (H22p3 (g2 © D f (20, 110))p3) €3
+(2H12p1 (g2 @ D* f (20, 110) )ps + H11ps (g2 @ D f (2o, 10))p3) &1 &2
+(Ha2p{ (g2 ® D* f (20, 110))p3 + 2H12p3 (g2 ® D? f (20, 110))p3) €165

= Haapi (q1® D* (20, 110) )p3 + 2H12ps (q1 ® D? f (2o, 110) )3
= 2H19p] (q1 ® D*f(z0,10))p3 + Hi1ps (q1 ® D* f (o, 110) )3
= Hoopi (g2 ® D*f(x0, 110))p3 + 2H12p3 (g2 ® D f (0, 110) )p3
= 2H19p] (g2 ¢ D’ f (20, 10))p3 + Hi1ps (g2 ® D* f (o, 110) )3
= Hupi (¢1 ¢ D*f(z0,10))p3
= Hapl (q1 ¢ D*f(z0,10))p3
= Hupi (¢1 ¢ D*f(z0,10))p3
= Hoops (q1 ¢ D* f (20, 110))ps-
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Por lo que (4.9) estd dado por

= @3

donde

donde

@}32 = —wi3 + 2wz — 3w + Y1,
@:%3 = —Wn2 + 3w7711 - 2w7713 + T%g,
@%2 = wnN13 + 2wne — 3wnay + T%2,
933 =wni2 + 3(«}1721 - 2wn23 + T%S?

p1 (03 (g1 @ D f (w0, 110)) p2 + 03 (01 (g1 ® D f (20, 110)) p2
oL (p] (g1 @ D3 f (0, 110) ) p2 + 01 (93 (g1 # D*f (0, 10)) 1
p1 (3 (g2 ® D* (0, 110) ) p2 + 03 (1 (g2 ® D* f (w0, 110) ) p2

p1 (p1 (g2 @ D?f(zo, 110)) p2 + P (9% (g2 ® D* f (w0, o)) p1

y

9112 =

+p5 (03 (g1 D f (w0, 110)) P1
9113 =

+p3 (0] (q1 © D* f (w0, o)) p1
9212 =

+p3 (p3 (g2 ® D f (20, o)) p1
9213 =

+p5 (p1 (g2 ® D f (20, 110)) p1
Giu = 1503 (10 D f(wo, o)) pa
9111 = P{(MT (Q1 ° D3f(l’0,/~00))p1
Gy = p3(ps (a2 D*f(xo.10)) P
Go1 = pi(pi (g2 D?f(x0,p0))p1.

1 2
O31 + O3z + O33 + O34 + O3

1
@32

1
O34

2
@32

2
@34

O3 = wn —wi + T3
O34 = wng +wnaz + T,
O3, = —wna1 —wmz + T},
@é4 = —Wn24 +WN13 + Th.
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Ahora si podemos resolver (4.12)

O3 = Oy
[ e, o l [ Ih 0 ]
0 Ol 0 I
0% 0 -b 0
0 O, 0 -b
03, (; (b o)
0 o 0 b
0%, 0 lh 0
! 0 3 | ! 0 b ]

de donde podemos ver

—wna1 —wn1a + Th —wnag + 2wnio — 3wnig + T%Q
w1 —wiae + T3

1
—wnaq +wms + Ty

w3 + 2wna — 3wnaa + T%Q

—wnao2 + 3"‘)7711 - 2&)7713 + Th

Wit +wies + T3, w12 + 3wn21 — 2wiag + i3,

resolviendo, llegamos a que existe h3(&) tal que

(m23 —1m21) = = (—3(T%4 - T%:J,) - (T%z - T%l))

8w
(7712 - 7714) = $ (S(Til - Tiz) - (T?L - Ti?,)) (4_30)
(24 —m22) = @ (3(T12 -Y1) + (T3 - T14))
(ms—m1) = 8w (3(T%3 - Th) - (T%Q - T%1)) J

donde

T = hupi (¢ e D*f(xo,10))p1 + hiipi (q1 @ D* f (o, 10))p2 (4.31)
+Hy1pT (g1 D f (20, 110))p3 + 01 pi (q1 ® D®f (0, 10))p1,

YTi, = hiops (g1 e D*f(x0,10))p1 + hispi (g1 @ D f (2o, p0))p1 (4.32)
+h13pi (1 D f (20, ko) )p2 + ha2ps (g1 © D* f (20, 110) )2
+Hoopl (g1 ® D* f (20, 10))p3 + 2H12p3 (q1 @ D f (0, 110) )3
+p1 p3 (q1 ® D° f(wo, 110))p2 + Py p1 (a1 ® D f (20, 110) )p2
+p3p3 (q1 ® D* £ (20, 110) )1,

Yiz = hups (g0 D*f(x0,10))p1 + haopt (1 ® D*f (0, 10))p1
+h12p1 (q1 @ D* £ (20, 10) )p2 + h11p3 (@1 D* f (o, 110) )p2
+2H12p1 (q1 @ D* f (20, 110))p3 + Hi1ps (q1 ® D* f (o, 110) )1
+p1 p1 (1 ® D? f (2o, 110) )p2 + i p3 (41 ® D* f (o, 110))p1
+p3 pi (a1 D° f (w0, 110) )1,
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Ti, h13ps (g1 ® D f (20, 110))p1 + haspa (g1 ® D? f (20, 110) )p2
+Hoopd (q1  D? f (20, 110))p3 + 03 pa (q1 ® D f (0, 110) )p2,

~
— N
-

|

+h11pt (g2 ® D f (20, 110))p1 + h11pi (g2 @ D? f (20, p10) )p2
+Hy1p? (g3 ¢ D* f (20, 110))p3 + 01 pi (g2 ® D®f (0, f10))p1,

Yi, = +hiop; (g2 e D f(wo,p0))p1 + huspi (g2 © D* f (2o, o) )p1
+h1sp (g2 ® D* f (20, 10))p2 + h12ps (g2 ® D* f (%o, po) )p2
+Hoop] (g2 ® D* f (20, 10))p3 + 2Hi12p3 (g2 @ D* (0, 110) )3
+p1p1 (g2 ¢ D* f (2o, 110))p2 + P2 P1 (g2 ® D f (w0, 110) )2
+p3 Py (g2 ® D f (o, 10) )1,

Y13 = hups (g2 D*f(zo,10))p1 + hiopt (g2 @ D* (2o, po))p1 (4.33)
+h12pt (g2 @ D* f (20, o) )p2 + hu1ps (g2 @ D? f (2o, 110) ) p2
+2H12p1 (g2 @ D* f (20, 110) )3 + H11p5 (g2 ® D* f (o, 110))p3
+p1 pi (42 @ D f (20, 110))p2 + p1 Py (42 ® D f (20, p10) )p1
+p3 pi (42 » D° f (o, 110) )1,

T2, = hizps (g2 @ D2 f(xo, 110))p1 + hisps (qo ® D* f (o, o) )pa (4.34)
+Haops (qo ® D? f (20, 110))p3 + pa 3 (g2 @ D f (o, o) )2,

Con esto, hemos demostrado el siguiente

Lema 4.1.4. Sea (4.30), entonces existe h3(&) definido por (4.29) tal que
R3(§7§7£) = N(fa&aﬁ)

Ahora, para el primer coeficiente de Lyapunov
Lema 4.1.5. Si definimos
Ry =W o D*f(z0, 110) (V.ps) + W ® D° f (a0, 110) (V. V. V),
entonces el primer coeficiente de Lyapunov viene dado por
lh = 3i2 (3Y3,+ XT3+ Y1 +3Y]),
donde Y1, Y1, T%3, Y3, vienen dados por (4.31-4.34) respectivamente
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Capitulo 4

Demostracion. De (4.26),

T, = %Eg v Rs- ( %31 ) _ ( 71152 + 712§§§2 + 713515% + 7145% )
32 Y21€7 + 7228182 + 7236185 + 72485
donde
Y1 o= —winer —wniz + Ty
Yi2 = —wheg + 3wy — 2wimg + Tig
Vi3 = —whes + 2wz — 3wng + Ty
Y14 = ~Wh24 + W3 + Th
Vo1 = wni-wie+ T
Va2 = whi2+ 3wipr — 2w + T
Y3 = wig + 2w — 3wnag + YT
You = whia+wipg + Y1y

46

Por (4.25) tenemos

Ty = (R31)e, 6160 + (R31)e) 000 + (R32)e1,61,60 + (R32) 0,606
donde

(R31)er 6060 = —whor —wma+Th
(R31)ey 626, = —wh2s + 2w = 3wiis + Ty
(R32)er 616, = Wiz +3wnar — 2wipag + T3,
(R32)§27€2,§2 = wnig +wnes + Ti.
Entonces
Ty = -—wna —wng —wnes + 2wniz — 3wnig + w2 + 3wy

~2wno3 +wia +wnoz + T+ Thp + Tly + Y3,
= w1 +wia —wia —wnoz + T+ Tip + Tl + T3y
= —2w(m23 —n21) + 2w(Mm2 —N1a) + T%4 + T%l + Tb + T%3
Sustituyendo (123 —721) vy (n12 —n14) de (4-30)

-3 1
T = 2w [8_ (Til - ng) T sw (Tb - T%l):l
3
+2w[ (Y, -T1s) + %(Yh —T}Q)]+T%4+Th+ﬂ2+ﬁ3
3 1 1 3
= 1 (T14 T13) + 1 (T%Q - T%l) + 1 (Ti - T%z&) + 1 (Th - Ti?)

+T%4 + Til + T}Q + T%:a
1 1
-3 (3T%4 + T%3) *3 (Tiz + 3T%1)7

por lo tanto
1
h=35 (373, + T3+ i +3T1). (4.35)
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4.2. Teorema Principal

Teorema 4.2.1. Dado el sistema no lineal & = f(x,u). Supongamos que
existe (x0, 1o) € R® x R™ tal que satisface las condiciones

H1) f(xo,p0) =0.
H2) o[Df(wo,p0)] = {A € C| A2 = +iw, Re(A3)#0}.

H3) La velocidad de cruce es

d==[(q1*R)p1+ (g2 #R)p2] # 0,

N |

donde
R = Dyof (20, 110) = [(Mo + Ism1) D, f (0, t10)]" D f (20, 110),
My =VJ3'W ymy =p3A§1qg.
HJ}) El primer coeficiente de Lyapunov es
1
b= (373, + Y3+ Yy +3T1) #0,

donde YT1,, Ti,, Y%, T3, vienen dados por (4.31-4.34) respectiva-
mente.

Entonces la variedad central bidimensional del sistema & = f(x,u) es
topolégicamente equivalente de manera local a la deformacion versal de la
bifurcacion de Hopf

€= Jo€ + AK€+ N(€,€,9),
donde £ e R?, A eR,

d -c L -b
K( p ) N(&f,f):( bl )\5\2&

c
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Capitulo 5

Aplicacion: Una reaccién
quimica

En este capitulo abordaremos un problema de aplicaciéon sobre una
reaccién quimica donde utilizaremos las nuevas reformulaciones para la ve-
locidad de cruce y el primer coeficiente de Lyapunov que nos determinaran
la estabilidad de esta bifurcacién, usando el software cientifico maple 18
para obtener las simulaciones de los retratos fase.

En [9] Wilhelm y Heinrich descubren el “sistema de reaccién quimica
més pequena”’, que puede exhibir una bifurcacién de Hopf. Al igual que el
famoso sistema de Lorenz, es un sistema de tres dimensiones con sélo una
Unica no linealidad cuadrética.

Este sistema viene dado por las siguientes ecuaciones

= kix - kgxy
y = ksz—koy (5.1)
z = k:4x - kgz,

donde k; >0, 1 <i <6y k =kA-Fky donde A es la concentracion de
“la reactante exterior de la reacciéon autocatalitica”. k; son constantes de
velocidad y k no tiene que ser positivo. Las variables x, y y 2z denotan
concentraciones y por tanto son no negativas.

El reescalonamiento Z = £, j = %, z =2y la eleccién kgb = 1, k3c = kab,
ksa = ksc conduce al sistema

T = kx-zy
g = ka(z-y) (5.2)
z = kg(.’E - Z)7

donde hemos omitido la barra sobre las variables por simplicidad.

Comenzando nuestro analisis.
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El sistema cuenta con dos puntos de equilibrio

(z0,%0,20) = (0,0,0) v (Z0,%0,20) = (k1,k1,k1).
La Jacobiana del sistema es
ki-y -z 0
Df(ﬂ?,y,Z): 0 _kQ k2 )
ks 0 -k3

la cual, valuada en el equilibrio (zg, yo,20) = (0,0,0)

ki—-y -z 0
Df($07y0720) = 0 _kQ k2 ;
ks 0 —ks

con valores propios A1 = k1, Ao = —ko y A3 = —k3 por lo que podemos ver que
no cuenta con dos valores propios imaginarios y uno real. Contrario a lo que
pasa en el equilibrio (zo,y0,20) = (k1,k1,k1), donde la Jacobiana valuada
es

0 -k O
Df(x()ay0720) = 0 _k2 k2 )
ks 0 —ks

donde para obtener los valores propios deseados, hacemos ki = ko + kg,
teniendo asf los valores propios siguientes: Aj 2 = +iv/koks, A3 = —ko — k3.
Cumpliendo asi las hipétesis Hy y Ho. Por lo que analizaremos este punto
de equilibrio.

La matriz de vectores propios derechos es
AV k?gkg(kg + k3) 0 —kg
P= 0 k2k3 _k2 )
ks\/koks koks ks

y la de vectores izquierdos

ko+ks ko ko
vV kgkg(k%+3k2k3+k‘§) 4 kgkg(k%+3k:2k3+k‘§) Y4 k2k3(k3+3k2k‘3+k§)
P—l _ _ 1 2ko+ks ko+ks
- k§+3k2k3+k§ kg(k§+3k2k3+k§) k3(k§+3k2k3+k§)
o ks —_ kotks _ kotks
k‘g +3ko k3 +k’§ k§+3k’2k3+k§ k; +3ko k‘g +k§

Teniendo cumplidas las hipétesis H1) y H2), procedemos a calcular la
velocidad de cruce.

Para el cdlculo de la velocidad cruce, aplicamos (4.22), por lo que la
velocidad de cruce es

1 3k2+5koks+3k32
di 4" k2+3koks+k?
d = | dy |=]| -1 teks
2 k§+3k2k3+k§
ds 1 koks3

" 2 k2+3koks+k2
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Notamos que d # 0, entonces tenemos que hay bifurcacion de Hopf. Mas
aun, en k1, la velocidad de cruce es positiva, es decir, dy > 0.

Ahora, procedemos a calcular el primer coeficiente de Lyapunov, para
eso aplicamos la férmula (4.35), por lo que el primer coeficiente de Lyapunov
es

T ! (o (16v/kakskik3

576 (k2 + koks + k2)2\/Eaks (k2 + 6koks + k2) (kg + k3)

+160\/ kakshkSkS + 496+ koksk3ks + 704\ kokskiks + 4967/ koksk3 kS
+160\/kaksk k] + 16\ kakskoks + 315\ kakskSks — 18/ kaksk3ks
+27\/kakshk§ = 9/ kaksks — 9\/kaksks + 16/ kokskSk3
+158/kokskaks + 494/ kokskSks + 804\ kaksk3 k3 + 804\ kokskakS
+494\/kaksk3 k] + 158\ koksk2 k3 + 16kok3 + 1260\ koksk3 k2
+2358+/kokskiks + 2358\ kakski ki + 1260\ kokskaks + 315/ kokskS
—18\/E§E§k2k§)4—9\/E;E§k§k§)).

Analizaremos lo que ocurre, antes durante y después del parametro de
bifurcacién ki, (ki = ko + k3).

Donde d; >0y [1 <O0.
Con los siguiente valores:
k‘l < kg + ]{,‘3:
ko =

ks =
ko= 95

punto de equilibrio estable. (figura 5.1).
kl = kQ + kg:
ko =

ks =
ki = 10

punto de equilibrio estable. (figura 5.2).
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kl > kz + kg:
ke =5
ks = 5
ki = 10.5

punto de equilibrio inestable, y surgimiento de la 6rbita periddica. (figura
5.3).

Con
11
20
d=| - |,
_1
10
y
4289
l{=—=—
76800

En (figura 5.4) se pueden ver estos escenarios juntos en el espacio tridi-
mensional.

52



Aplicacion: Una reaccion quimica

10.4

9.8

9.6+

9.4

8.8

8.6

92 9:3 94 9.5 9.6 97 9.8 9.9

Figura 5.1: k1 < ko + k3: equilibrio estable (plano xy).
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T T T T T T
9 02 94 9.6 0.8 10

Figura 5.2: k1 = ko + k3: equilibrio estable (plano xz).
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Aplicacion: Una reaccion quimica

Figura 5.3: k1 > ko + k3: surgimiento de la orbita periddica, equilibrio ines-
table (plano yz).
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Figura 5.4: Bifurcacién de Hopf en R3.

o6



Conclusiones

Se dieron las condiciones suficientes para que el sistema no lineal

T = f(xhu)?

donde z e R®, p e R™ con m > 1y f e C"(R), r > 3, tenga una variedad
central bidimensional topolégicamente equivalente a la deformacion versal
de la bifurcacién de Hopf

= Jof + AKE+ N(&,6,€),
donde € e R?, A e R,

d -c l1 -b
K:( c d )7 N(f)ﬁ?&):( b ll )|§|2§’

donde d es la velocidad de cruce y [y es el primer coeficiente de Lyapunov;
en xr = xo para pu ~ po. Ademds, se obtuvo una reformulacién para los
coeficientes de estabilidad d y I;.

La ventaja de dichas reformulaciones, es que dado un sistema no
lineal, ya no serd necesario calcular la variedad central, pues teniendo
los coeficientes de estabilidad se podrd determinar si el sistema sufre la
bifurcacién de Hopf, mas atn, se tendrd la direcciéon y establidad del ciclo
limite. El coeficiente de la velocidad de cruce es fundamental para que
en un sistema no lineal ocurra la bifurcacion de Hopf, pues es el que nos
indica hacia donde se mueven los parametros, sin ello no seria posible la
bifurcacién, es por eso que debe ser cero.

Se hizo el andlisis de esta bifurcacion en un sistema tridimensional
porque aun en esta dimensioén es posible visualizar la dindmica del sistema.

Finalmente, los resultados obtenidos del andlisis de este trabajo se resu-
men en el teorema principal (4.2.1)
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Apéndice

Desarrollo para encontrar la forma normal de la
bifurcacion de Hopf

Consideremos el sistema

dpz — (cp+w)y + fi1(z,y) (5.3)
(cp+w)x+duy + f2(z,y),

T

Y

donde f; y fo son la parte no lineal de & y 9 respectivamente. Este sistema
lo podemos representar de forma matricial como

() ) (o) (A ) e

Hagamos z = z + iy, entonces tenemos

(z)(1 —Zz)(i) (5.5)

y multiplicando (5.5) por la izquierda por la inversa de la matriz 2 x 2

obtenemos
DR E—

Ahora, usando (5.4), (5.5) y (5.6) calculamos

)

) (5.7)

1
5

B I 1 —Ccl—w )( 1 1 ( z ( Fi(z,2) )

S\ - |2 c,u+w du -0 i )7 Fy(2,2)

_ 1 4 [1(d,u+(cu+w)z du—(c,u+w)i)(z)+(F1(z,z) )]
1 =i J|2\ ep+w—-dui  cp+w+dui Z Fs(z,2)

B dp+ (cp+w)i 0 z Fi(z,2) +iF5(z,2)

- 0 du - (cp+w)i )( z )+( Fi(z,2) - iFy(2, %) )5'8)

donde
F(%%) = f (%(z +7), —%z’(z _ 2)) ,

Fo(2, %) fQ(%(z+Z),—%i(z—2)).
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Capitulo 5

Ahora, usando tenemos que
ml()\) + mg(;\) = /\j,

donde A\{ =\, Ao = A y my1 +mo =1 > 2. Entonces para j = 1 tenemos

dp+ (cp+w)i
dp+ (cp+w)i  (5.9)

ma(dp+ (cp+w)i) + ma(du — (e + w)i)
dp(my +ma) + (e +w)(my —ma)i

y vemos que para que se cumpla la igualdad en (5.9) se tiene que cumplir
que mi1 +mg =1y mp —meo =1, pero tenemos que my +mg =7 > 2, por lo
tanto, s6lo consideramos la parte imaginaria en la ecuacién (5.9), asi

(cp+w)(mi—mo)i=(cu+w)i,

de donde podemos obtener que mj — mo = 1, entonces m; = mo — 1, lo
que implica que zF*1z%e; son los términos correspondientes a Fy(z, Z). Rea-
lizando un procedimiento similar obtenemos que para j = 2 los términos

correspondientes a Fy(z,z) son zFzF* ey, Asi,
oo
Fi(z,z) = ) Chztizk
k=1
el — —
f2(z72) = Z Ckzk2k+1 = ~¢'l(za'g):

k

Il
—_

donde C}, = [ +bpi. Como en la bifurcacion de Hopf solamente nos interesan
términos hasta de orden 3, tomamos k = 1 y usando (5.6), (5.8) y (5.5),
tenemos que

() =300
(I e ) (0 ()
(23] o

+

cp+w du 2\ (-Fi(z,2) + Fa(2,2))i

2
dpu  —cpu—w x 1 C22z+Cz7?
e+ w dp ) ( ) T3 ( (-C22z+C22%)i |’ (5-11)

dp —Cl—w )( x ) 1( Fi(z,2) + Fa(z,2) )

e

en donde

Cz%z+Czz? (Iy + b)) (z + yi)*(z —yi) + (11 = b)) (z + yi) (z - yi)*
(I + b)) (2% + %) (2 +yi) + (L = b)) (2% + y?) (- yi)
[(Lix = by) + (bx + Liy)i + (Lix = by) — (Liy + bx)i] (2% + %)

2(1yz - by) (2® + %),
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Apéndice

De manera similar podemos probar que
Cz2z+ Czz%) = =2(lyy + ba) (2% + 3?)1,
de esta forma el sistema (5.11) es equivalente a
(ZL‘):( du —c,u—w)(x)Jrl( 2(lhx - by) (% +y?) )
Y cp+w du Y 2\ 2(Liy +bx)(z® +4%)i |’

y por lo tanto

(dp+ 1 (z? +y*))x - (w+cp+ bz + %))y (5.12)
(w+ep+b(a+y*))z - (du+ 1 (22 +y*))y.

x

Y

El sistema (5.12) es la forma normal de orden 3 del sistema original
(5.3).
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