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Introduccion

Un concepto fundamental en topologia, analisis matematico y sus aplicaciones es el de
compacidad el cual juega, en particular, un papel central en los problemas de optimizacion.
En diversos problemas de este tipo, resulta relevante considerar la compacidad en un
espacio de medidas de probabilidad bajo cierta topologia. Ejemplos de estos problemas

se presentan en areas como la teoria de juegos, teoria de control minimax, entre otras.

El objetivo principal de este trabajo es presentar los resultados béasicos relacionados
con la compacidad de conjuntos en un espacio de medidas de probabilidad bajo la llamada
topologia débil, asi como los principales resultados sobre la convergencia correspondiente
a esta topologia. En particular se dan demostraciones del teorema de portmanteau y del

teorema de Prokhorov.

En el primer capitulo se dard una exposicion general de los preliminares necesarios
para el desarrollo del trabajo y de otros temas relacionados. Se inicia describiendo algunas
propiedades importantes de la o-algebra de Borel en un espacio métrico, después se dan
algunas caracterizaciones importantes de la compacidad en espacios métricos, asi como
otros resultados relacionados a este concepto. Posteriormente, se describen y se definen
clases de medidas en espacios métricos, poniendo énfasis en las medidas de probabilidad
y desarrollando algunas de las propiedades que estas adquieren al ser definidas en la

o-algebra de Borel de un espacio métrico.

En el segundo capitulo se introduce el concepto de la convergencia débil de medidas de
probabilidad, asi como una topologia en donde la convergencia de sucesiones es equivalente
a la débil. Se daran algunas condiciones en las que dicha topologia es metrizable, asi como
una métrica que la induce y se prueba el teorema de portmanteau en el cual se presentan
varias caracterizaciones de la convergencia débil. En el tercer capitulo se demuestra el
teorema de Prokhorov el cual es uno de los resultados méas importantes de este trabajo,

probando ademas algunas de sus consecuencias.
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Finalmente, en el capitulo 4 se analiza la compacidad y la o-compacidad de ciertos
subconjuntos de medidas de probabilidad, abordando ademas el caso especial cuando el

espacio métrico es R con la métrica euclidiana usual.

En cuanto a las referencias, para el desarrollo de los temas relacionados a medidas de
probabilidad y su convergencia se utilizaron principalmente las referencias [2, 3, 9, 12, 14].
Por otro lado, para aspectos de topologia se consultaron en las referencias [4, 10, 11]. Para
los resultados del capitulo 4 se consulté [8] y [13] y finalmente las referencias [1, 5-7] fueron

utilizadas para complementar y realizar la investigacién del tema.



Capitulo 1

Preliminares

Iniciamos este trabajo describiendo la o-algebra de Borel de un espacio métrico (X, d)
asi como algunas de sus propiedades, pues serd esta la familia de subconjuntos de X en
donde se definen distintas clases de medidas a lo largo de este trabajo. Se dan también
caracterizaciones de la compacidad en espacios métricos, se introducen las familias conti-
nuas y semi-continuas y la relacién que tienen con los conjuntos compactos y finalmente

nos enfocaremos en el estudio de medidas de probabilidad definidas en espacios métricos.

1.1. La o-algebra de Borel

Sea (X, d) un espacio métrico y F una familia arbitraria de subconjuntos de X. Defini-
mos la o-dlgebra generada por F (denotada por o(F)) como la o-dlgebra mas pequena que
contiene a todos los conjuntos en F. En particular, definimos la o-algebra de Borel B(X)
como la o-algebra generada por los subconjuntos abiertos de X y a cada elemento de
B(X) se le llama boreliano. Puesto que B(X) es una familia cerrada bajo complementos
y contiene a todos los abiertos, entonces B(X) contiene ademas a todos los subconjuntos

cerrados de X.

Se define la familia de conjuntos G5 como la familia de subconjuntos de X que pueden
expresarse como la interseccion numerable de conjuntos abiertos y se dice que un elemento
de esta familia es un conjunto G. Por otro lado, definimos la familia de conjuntos F,
como la familia de subconjuntos de X que pueden expresarse como la unién numerable

de conjuntos cerrados y se dice que un elemento de esta familia es un conjunto F,.
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Observacién 1.1.1. Todos los conjuntos G5 y F,, son borelianos. Ademas, si A es un G

entonces A° es un F, y viceversa.

Ahora, consideremos un subconjunto A de X. A la funcién d(-, A) : X — R definida

por
d(z, A) = fnf d(z,y)

se le llama la funcién distancia de x al conjunto A. De forma similar, para dos subcon-
juntos A, B de X definimos el nimero real d(A, B) = inf{d(x,y) : 2 € Ay y € B}.

Teorema 1.1.2. La funcién d(-, A) satisface la desigualdad

Ademas, d(-, A) es uniformemente continua en X.

Demostracion. Por la desigualdad del triangulo se tiene que paratodaz € Ay z,y € X,
d(z, A) < d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2).
Tomando el infimo sobre z € A se obtiene que
d(z, A) < d(z,y) + d(y, A)

y de forma similar se obtiene d(y, A) < d(z,y) + d(z, A). Utilizando estas dos desigual-

dades se concluye que

d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y).

De esta desigualdad se sigue que la funcién d(z, A) es uniformemente continua en X, pues

si d(z,y) < ¢, entonces |d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y) <e. n
Teorema 1.1.3. Todo subconjunto cerrado es G5 y todo abierto es Fy.

Demostracion. Sea A C X un subconjunto cerrado. Se probara primero que d(z, A) = 0
siy sélosi z € A. Sid(z, A) = 0, por la propiedad del infimo, se sigue que existe una
sucesion (z,)nen en A tal que d(z,x,) < 1/n, es decir, z,, — x lo cual implica que z es
un punto de acumulaciéon de A y por lo tanto x € A puesto que A es cerrado. Por otro

lado, es claro que si z € A entonces d(x, A) = 0.
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De lo anterior, se tiene que

A=z e X dx A) <1/n}.
n=1
Por el Teorema 1.1.2 la funcién h(z) = d(x, A) es continua, por ende {z € X : d(z, A) <

1/n} es un subconjunto abierto para cada n € N, lo cual implica que A es Gs.

Como el complemento de un subconjunto cerrado es un abierto, de la Observacién

1.1.1 se sigue que todo abierto es F. [

Teorema 1.1.4. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, B(X) es la familia més pequena
de subconjuntos de X que contiene a todos los abiertos (cerrados) y que es cerrada bajo

uniones e intersecciones numerables.

Demostracion. Sea D la familia mas pequena de subconjuntos de X que contiene a
todos lo subconjuntos abiertos y es cerrada bajo uniones e intersecciones numerables.
Probaremos que D es cerrada bajo complementos. Sea D’ la clase de todos los subcon-
juntos A de X tales que A¢ € D. Como todo subconjunto cerrado es un (G5 entonces
todo cerrado pertenece a D, lo cual implica que todo abierto pertenece a D’. Como D’ es
cerrada bajo uniones e intersecciones numerables, entonces D C D’ lo cual implica que D

es cerrada bajo complementos. Asi, se concluye que B(X) C D. [

Teorema 1.1.5. Sean X y Y espacios métricos y f : X — Y una funcién continua.

Entonces, f es medible.

Demostracién. Para cada abierto U C Y, f~1(U) es abierto en X y por lo tanto
pertenece a B(X). Consideremos ahora la familia F = {A C Y : f7}(A) € B(X)}.
Entonces, F es una o-algebra en Y y por lo anterior, se tiene que todo abierto esta
contenido en F lo cual implica que B(Y) C F. De esto, se sigue que para todo boreliano
BCY, f74(B) € B(X). |

Teorema 1.1.6. Sea 4 una familia de subconjuntos de X y F' C X. Entonces, o(AN
F) = o(A)NF, donde (AN F) es la o-dlgebra de subconjuntos de F' generada por
{ANF:Aec A}

Demostracion. c(A)NF ={HNF : H € o(A)} es una o-dlgebra de subconjuntos de
F que contiene a AN F y por lo tanto (AN F) C o(A) N F. Reciprocamente, se tiene
que {H € 0(A): HNF € 0(AN F)} es una o-dlgebra contenida en o(A) que a su vez
contiene a A, coincidiendo asi con o(.A), por lo tanto o(A)NF C o(ANF). u
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Corolario 1.1.7. Sea (X,d) un espacio métrico y Y C X. Entonces, B(Y) ={ENY :
E € B(X)}. En particular, si Y es un boreliano en X, entonces B(Y) es la familia de

todos los subconjuntos de Y que son borelianos en X.

Demostracion. B(Y') es la o-dlgebra de Borel en el subespacio Y, esto es, la o-dlgebra
generada por la familia de abiertos en Y, los cuales son de la forma ANY, donde A es
un abierto en X. Denotando 7; como el conjunto de todos los abiertos en X, se tiene que
BY)=o0(ryNY) = o(rq) NY. Por otro lado, notemos que si Y € B(X) y E € B(X),
entonces ENY € B(X). u

Lema 1.1.8. Si X es un espacio métrico separable, entonces B(X) es la o-dlgebra

generada por las bolas abiertas (cerradas) de X.

Demostracion. Si A es la o-algebra generada por las bolas abiertas (cerradas) de X
es claro que A C B(X). Sea D un subconjunto denso numerable en X, y sea U C X un
abierto. Para = € U, tomamos r > 0, con r € Q4 tal que B(z,r) C U. Como D es un
subconjunto denso, existe y, € D N B(xz,7/3). Asi, © € B(y.,r/2) C B(x,r). Tomando
r. = r/2 se obtiene que

U= U B(yxarx)'

zelU
Puesto que {y, : © € U} C D es un conjunto numerable, esto implica que U € A y como

U es un subconjunto abierto arbitrario se concluye que B(X) C A. ]

Teorema 1.1.9 (Lema de Urysohn). Si X es un espacio métrico y A y B son dos
conjuntos cerrados disjuntos de X, entonces existe una funciéon f : X — R con las

siguientes propiedades:
(a) 0 < f(x) <1 para todo = € X;
(b) f(z) =0parax € A, f(z) =1 paraz € B.

Ademés, si infyeq yep d(z,y) = 0 > 0, entonces se puede escoger una funcién f unifor-

memente continua.

Demostracion. Sea f : X — R definida por

d(z, A)
d(z,A) +d(z,B)’

fx) =

Es sencillo verificar las primeras dos condiciones.
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Para verificar la continuidad uniforme, utilizando la desigualdad (1.1) se tiene que

f(x) = f(y)l = ‘d(% A)+d(z,B)  d(y,A) +d(y, B) ‘

‘d( A)(d(y, A) +d(y, B)) — d(y, A)(d(z, A)+d(fc,3))‘
(d(z, A) +d(z, B))(d(y, A) + d(y, B))

| e D) A
(d(z, A) + d(z, B))(d(y, A) + d(y, B))
(d(z, A) +d(z, B))(d(y, A) + d(y, B))

_ ’d(y, B)(d(z, A) — d(y, A)) + d(y, A)(d(y, B) — d(z, B)) ’
(d(z, A) + d(z, B))(d(y, A) + d(y, B))

| B A )| | Ay D)l 5)

= | )+ dtw ). )+ dty. )| ¥ [ 2) + dte, By, A) + dly. B)

. B A) — diy.A) . A)ld(y. B) - d(z.B)

= [, ) + d(r. B)(d(y. A) + d(z. B))  (d(w. A) + de. B)d(y. A) + d(y. B)

< dly. Bd(z.v) . dly. ).

= [, A) 7 d(r. B)(d(y. A) + 4. B)) (. A) + dle. B){d(y. ) + . B)
- e = W@ - 0 < e e

Si infyeayepd(z,y) = > 0, entonces para a € A, b € By v € X cualesquiera se tiene
que

0<0<d(ab) <d(a,x)+d(z,b),

de donde se sigue que
0<0<d(z,A)+d(z,B)

y por lo tanto
d(z,y) < A,y

@) = £ < ey T <

Para € > 0 arbitrario se tiene que si d(z,y) < &4, entonces |f(z) — f(y)| < € concluyendo

asi que f es uniformemente continua. ]

Teorema 1.1.10. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, B(X) es la o-dlgebra més

pequena de X tal que todas las funciones reales continuas y acotadas son medibles.

Demostracion. Sea H la o-algebra méas pequena donde todas las funciones continuas
y acotadas son medibles. Por el Teorema 1.1.5, H C B(X). Probaremos ahora que todo

subconjunto cerrado C' pertenece a H. Como todo cerrado es un Gy, entonces existe
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una sucesion decreciente de subconjuntos abiertos (U, ),en tal que C' = N2, U,,. Como
C y Uf son conjuntos disjuntos, entonces existe una funcién f, continua y acotada tal
que 0 < fu(z) <1, fo(x) = 1 para todo x € C'y f,(xr) = 0 para todo x € US. Sea
f=>",2"f, Debido a que la serie converge uniformemente, f también es continua
y acotada. Es claro que f(z) = 1 si y sélo si f,(x) = 1 para todo n € N, y por ende
C={x:f(x)=1} = f1({1}), es decir, C € H.

Asi, todo cerrado esta contenido en #H, lo cual implica que H C B(X). [

1.2. Compacidad y o-compacidad en espacios métri-

COSs

Definicién 1.2.1. Sea X un espacio métrico y A C X. Una familia de subconjuntos
{U; :i € I} es llamada una cubierta abierta de A si U; es un abierto para cada i € I y
A C Ui U;. Adicionalmente, si J C I es tal que A C U Uy, se dice que {U; : i1 € J} es

una subcubierta de A.

Definicién 1.2.2. Un espacio métrico es compacto si toda cubierta abierta G de X

posee una subcubierta finita, esto es, existe una coleccién finita {Gy, ..., G, } C G tal que

X = U?:l Gi.

Decimos ademas que X es un espacio métrico o-compacto si puede expresarse como la
unién numerable de subconjuntos compactos de X, esto es, X = J -, K,,, donde cada
K, es compacto. Ante esto, es claro que todo espacio métrico compacto es o-compacto,
sin embargo, el reciproco no es cierto. Un ejemplo sencillo para justificar esta afirmacion
es R con la métrica euclidiana usual. Por el teorema de Heine-Borel se tiene que para

cada n € N el subconjunto [—n, n| es compacto y se cumple que R = ) [-n, n].

Definicién 1.2.3. Sea A un subconjunto de un espacio métrico (X, d). Decimos que A es
totalmente acotado si para toda € > 0, existe una cantidad finita de elementos x4, ..., z,
en X, tal que A C |, B(w;, ).

Proposicién 1.2.4. Si (X, d) es un espacio métrico compacto, entonces X es totalmente

acotado.

Demostracion. Para € > 0, la familia {B(z,¢) : € X} es una cubierta abierta de X.
Como X es compacto, entonces existe una subcubierta finita {B(z;,¢) : 1 <1i < n}, lo

que implica que X es totalmente acotado puesto que € > 0 es arbitrario. [
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Corolario 1.2.5. Todo espacio métrico compacto es separable.

Demostracion. Si X es compacto, por la proposicién anterior X es totalmente aco-
tado, lo cual implica que para todo n € N existe un conjunto finito A, tal que X =
Usea, B2, +). Definimos ahora el conjunto numerable A = |J;2; A;. Se probard que A

es denso en X.

Sean x € X, ¢ > 0 arbitrarios y consideremos la bola B(z,¢). Tomemos ng € N tal

que % < €. Entonces, x € X = B(y, nlo), lo cual implica que existe a € A, tal

YEAR,
que d(r,a) < + < ¢, es decir, a € AN B(z,¢). Se concluye asf que A es denso en X. =
no

Proposiciéon 1.2.6. Todo espacio métrico o-compacto es separable.

Demostracion. Sea X un espacio métrico o-compacto. Entonces, X = J -, K,,, donde
K, es un subconjunto compacto para cada n € N. Consideremos primero el conjunto
K. Entonces, la familia { B(x,1)},ck, es una cubierta abierta de K7, por lo tanto, existe
un subconjunto finito A tal que {B(z,1)},c41 es una subcubierta de K;. De la misma
forma, para cada m € N, se tiene que la cubierta {B(z, %)}16[(1 posee una subcubierta
{B(z, %)}meA}nv donde Al es un subconjunto finito de K;. Consideremos asf el conjunto

Ay =UX_, Ay, el cual es numerable.

Utilizando argumentos similares para cada n € N, formamos el conjunto A, = | J°_, A%,
donde para cada par n,m € N el conjunto A7, es finito y la familia { B(x, =)},can es una

subcubierta de {B(z, L)},ek,, la cual a su vez es cubierta de K,,.

Con los conjuntos previamente descritos, definimos A = (J)~ | A,,. Se tiene que A es
numerable pues para cada n € N A, es numerable. Probaremos ahora que A es denso
en X. Sea z € X y e > 0y consideremos la bola B(z,e). Tomemos ademés ny € N
tal que n—lo < e. Como X = |J,—, K,, entonces existe un m € N tal que z € K,,.
Como K, C UmeA%0

¥ € AN B(x,e) y puesto que z € X y € > 0 son arbitrarios, se concluye que A es denso

B(z, L), existe 2’ € AT C A tal que = € B(z’,nio). Entonces

’ g
en X. ]

Teorema 1.2.7. (Caracterizaciones de espacios métricos compactos). Sea (X, d)

un espacio métrico. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) X es compacto.
(b) X es completo y totalmente acotado.

(¢) Todo subconjunto infinito de X tiene un punto de acumulacién.
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(d) Toda sucesién en X posee una subsucesién convergente.

Demostracion. (a) = (b) Supongamos que X es compacto. Por la Proposicién 1.2.4,
X es totalmente acotado. Ahora, sea (x,),en una sucesién de Cauchy en X. Entonces,
para cada k € N existe ny tal que d(x,,z,, ) < 1/k para todo n > ny. Definimos el
conjunto

1
Ug:={r e X dxz,z,,) > E}’ k e N.

Entonces, Uy es abierto, pues es el complemento de la bola cerrada con radio 1/k y
centro x,,. Se tiene que la familia {Uy}ren no posee subcubierta finita de X. En efecto,
si suponemos que {Uy, }icq1,.,m} €s una subcubierta finita de X, esto es, X = ", Us,,
tomando n > max{ny,,...,n, }, se tiene que z,, ¢ Uy, para todo i € {1,...,m}. Asi,
{Uy, }icqa,..m) no puede ser cubierta de X. Como {Uy, }icq1,.,m) €s una subfamilia arbitraria
de {Uk}ren, entonces X \ Up—, Ux # 0, es decir, existe z € X \ Jp—; Ux. Entonces,
d(z,xy,,) < % para todo £ € N, lo cual implica que z,, — x. Se sigue entonces que
T, — x, puesto que (z,)nen es una sucesion de Cauchy. Como (z,)nen €s una sucesion de

Cauchy arbitraria, se concluye que X es completo.

(b) = (c) Sea A un subconjunto infinito de X y para cada n € N sea F,, un conjunto
finito de X tal que X = {J,.p B(x, ). Para n = 1 existe z; € F tal que AN B(xy,1)
es infinito. Andlogamente, para n = 2 existe x5 € Fy tal que AN B(x1,1) N B(xo, %)
es un conjunto infinito. Realizando un proceso inductivo, escogemos x, € F,, tal que
AN (Np_; B(zn,, 1)) es infinito y formamos la sucesion (z,,)nen. Esta sucesion es de
Cauchy, pues si n > m, escogiendo a € AN B(x,,, %) N B(x,, %) se obtiene que

1 2

1
A(xm, ) < d(Tpy, d(a, x, —+ - < —.
(T, ) < d(z a)+(ax)<m+n<m

Como por hipétesis X es completo, entonces la sucesion (x,,)nen converge aun z € X. Co-
mo la funcién x — d(z, x,,) es continua y x,, — x, entonces d(x, z,,) = lim,, 00 (T, Ty),
y como d(2y,, ©,) < 2 param > n, entonces d(z, z,) < 2/n para todo n € N. Probaremos

que B(z,, ) C B(z, 2). En efecto, si y € B(z,, +), entonces

1
d <d n d " _ R
(y,z) < d(y,z,) +d(z x)<n+n

2 3 4
J— < J—
n o n
Como B(x, %) contiene una infinidad de elementos de A, y B(a:n,%) C B(x,%), se

concluye que x es un punto de acumulacién de A.

(¢) = (d) Sea (xy)nen una sucesiéon en X,y A = {x, : n € N} su imagen. Si A es

finito, es claro que existe una subsucesion convergente constante. Por otro lado, si A es
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infinito, por la afirmacién (c) A posee un punto de acumulacién x € X, lo cual implica

que existen elementos x,, tal que d(x,x,,) < 1/k para todo k € N. Asi, z,,, — x.

(d) = (a) Sea {U,}aer una cubierta abierta de X. Para x € X, sea
r, =sup{r € R: B(z,r) C U, para algin a}

Definimos ¢ = inf{r, : + € X} > 0. Se tienen dos casos: cuando ¢ es finito y cuando
¢ = o0o. Consideremos primero el caso cuando ¢ es finito. Si € = 0, se tiene que existe
una sucesion (z,)nen tal que 7, — 0. Por hipdtesis, (x,),en posee una subsucesion
convergente x,, — x. Como {U,}.es s una cubierta de X, entonces = € U, para algin
a € I y por lo tanto existe r > 0 tal que B(x,r) C U,. Debido a que z,, — x, entonces
existe kg € N tal que d(z,z,,) < § para k > ko. Esto implica que ., = 5 Para todo

k > ko lo cual contradice el hecho de que r,, — 0. Asi, se cumple que € > 0.

Sea r; € X y escogemos de forma inductiva z,, € X \ U}, B(zy,¢/2). Si suponemos
que podemos realizar lo anterior para todo n € N, obtenemos la sucesiéon (x,),en, la
cual cumple que d(z,,z,,) > 5 para n # m, lo cual implica que (z,)nen nO posee una
subsucesion convergente, obteniendo asi una contradiccién. Ante esto, existe N € N tal
que X = Uszl B(xg,e/2). Como para cada k € N se tiene que existe oy € [ tal que
B(zg,e/2) C U,,, entonces X = Uszl U,,, es decir, {U, }oer posee una subcubierta finita

y por lo tanto X es compacto.

Por otro lado, si ¢ = oo, entonces r, = oo para todo x € X. Realizando un procedi-
miento analogo al anterior, podemos obtener una coleccion finita de bolas tal que X =
Uszl B(z,1). Nuevamente, como para cada k € N existe oy, € I tal que B(xy, 1) C U,,,

N .
entonces X = J,_, Ua,, es decir X es compacto. [

Otro concepto relacionado a la compacidad es la compacidad relativa. Decimos que
un subconjunto A C X de un espacio métrico es relativamente compacto si su cerradura
es un conjunto compacto. Un ejemplo sencillo de conjunto relativamente compacto es
el intervalo (0,1) en R, pues su cerradura es [0, 1]. Utilizando la caracterizacién (d) del

Teorema 1.2.7, se obtiene el siguiente resultado.

Lema 1.2.8. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Un subconjunto A es relativamente

compacto si y sélo si es totalmente acotado.

Demostracion. (=) Sea A C X un subconjunto relativamente compacto. Para r > 0

arbitrario consideremos la familia de bolas abiertas { B(x,r)}.c4, la cual es una cubierta
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abierta de A. En efecto, si 2 € A, entonces z € A o z € A, donde A’ es el conjunto
de puntos de acumulaciéon de A. Si z € A, entonces z € B(z,7) C J,c4 B(x,7). Por
otro lado, si z € A’ entonces existe y € A tal que d(z,y) < r, lo cual implica que
B(z,r).

2 € B(y,r) C Uyen B(z,7). Como z € A es arbitrario, se tiene que A C [J, 4

Como {B(x,7)}se es una cubierta abierta de A y este dltimo conjunto es compacto,
entonces existe una subcubierta finita, esto es, existe un subconjunto finito A4, C A tal
que A C U,ea, B(z,7). Como A C A, entonces A C U.ea, B(z,7), por lo tanto, como

r > 0 es arbitrario se sigue que A es totalmente acotado.

(<) Sea (Z,)nen una sucesién en A. Como A es totalmente acotado, existe una
coleccion finita de bolas de radio 1 que cubren lo cubren, lo cual implica que existe una
bola B; que contiene una infinidad de elementos de la sucesién z,,. Definimos Ny, = {n €
N: z, € By}, y tomamos n; € Nj. Aplicando el mismo argumento, existe una coleccién
finita de bolas de radio 1/2 que cubren a A, y por ende, existe una bola By tal que el
conjunto No = {n > n; : x, € By N By} es infinito. Tomamos asi ny € Ny y realizando
el procedimiento anterior de forma inductiva, tomamos la subsucesion (z,, )ren. Esta
subsucesién posee la propiedad de que para todo k > m, x,, € ()", B, donde B; es una
bola de radio 1/i. Esto implica que (z,, )ren €s una sucesién de Cauchy, y como X es un
espacio métrico completo, entonces esta subsucesion converge a un elemento de X. Asi,

como (1, )nen €s una sucesion arbitraria, se concluye que A es relativamente compacto. =

1.3. Medidas en espacios métricos
Definicién 1.3.1. Sea (X, d) un espacio métrico y p una medida o-finita en (X, S), donde
S es una o-algebra. Decimos que p es:
(i) regular interior si u(A) = sup{u(K) : K es compacto, K C A} para todo A € S.
(ii) regular exterior si u(A) = inf{u(U) : U es abierto, A C U} para todo A € S.
(iii) regular si p es regular interior y regular exterior.

Definimos ademaés los siguientes conjuntos:
M(X) :={u: p es una medida en (X, B(X))}

M (X) :={p: pu es una medida finita en (X, B(X))}
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P(X) = {u € My(X) : u(X) = 1}

Si € M(X) decimos que p es una medida de Borel y si pu € P(X), p es una medida de
probabilidad.

Lema 1.3.2. Si p es una medida finita en X y A es una coleccién de borelianos ajenos
de X, entonces a lo més una cantidad numerable de elementos de A no son de medida

cero.

Demostracion. Para n € N definimos A,, = {A € A: u(A) > 1/n}. Para una coleccién
finita de conjuntos distintos Aq, ..., Ax € A, se tiene que
k
p(X) = u(lJ 4) > k/n

i=1

lo cual implica que la cardinalidad de A, estd acotada por nu(X). Asi, la familia {A €
A:pu(A) >0} =, A, es numerable. n

Proposicién 1.3.3. Toda medida finita en un espacio métrico (X, d) es regular exterior,
y cumple que para todo B € B(X), u(B) = sup{u(C) : C C B, C cerrado}.

Demostracion. Definimos R como la coleccion de subconjuntos A de X tales que

p(A) = sup{u(K): K C A cerrado }

pu(A) = inf{u(U) : A C U es abierto}.

Se probard que B(X) C R. Primero, se cumple que ) € R. Sea A € R, ¢ > 0y sea
C' un conjunto cerrado y U un abierto con C C A C U tales que u(A) < u(C)+¢ey
w(U) —e < p(A). Entonces, U¢ C A°C C°y

p(A) = p(X) — p(A) > p(X) = p(C) —e = p(C°) —¢

u(A%) = p(X) = p(A) < p(X) = p(U) + e = p(U°) + ¢

Puesto que U¢ es un cerrado, C° es un abierto y € > 0 es arbitrario, se concluye que
A e R.

Sea ahora Aq, A, ... € R y sea ¢ > 0 arbitrario. Para cada n € N, sea U,, un abierto y
C, un cerrado tales que Cy C Ay C Uy ¥ pt(Us) — (An) < 27, (A) — u(C) < 2/2.
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Se tiene que |J, -, C,, € U~ A, C U, U,, donde |J,~, U, es un abierto tal que

o0

mUamwQPMSMUmWJmmmUUNA Z (Un\ An)

= Y (T — () < 32 e =

Por otro lado, como u(|J.~, Cr) = limy, oo (U, Cy) entonces existe K € N tal que
(U2, C) — (U, Cn) < /2. Como |2, C,, € U2, Ay, se tiene que U2, C,, es un

conjunto cerrado contenido en | J)~ | A,, tal que

00 K [e%S) [e'S) ) 00

N(U Ap) _N(U Cn) < N(U An) _N(U Cn) +e/2< N(U An \ U Cn) +€/2
(U(A \Cy))+¢e/2 < Z“ L) Fe/2 = Z(M(An)—u(c N4e/2<e/2+¢/2
UA ,u(U Cn) <e

Asi, |22, A, € R. De lo anterior, se concluye que R es una o-dlgebra. Probaremos ahora

que R contiene a todos los subconjuntos cerrados de X.

Sea B un subconjunto cerrado de X. Es claro que u(B) = sup{u(C) : C C B, C cerrado }.
Definiendo U,, = {x € X : d(z, B) < 1/n} para cada n € N, se tiene que U, es un abierto
para cadan € Ny B = (", U,, donde U, C Uy, sin < m. Asi, (B) = lim,_,o u(Uy,) =

inf,en 14(Uy). Con esto, se obtiene que

w(B) < if{u(U): ACU,U abierto } < inf u(U,) = u(B)

neN
= u(B) =inf{uU): ACU,U abierto }.
Asi, B € R. Como B es un subconjunto cerrado arbitrario, se concluye que B(X) C R. =

Corolario 1.3.4. Si 1y v son dos medidas finitas en un espacio métrico X y u(A) = v(A)

para todo abierto A entonces yu = v.

Definicién 1.3.5. Sea X un espacio métrico. Una medida p es tensa si para cada € > 0

existe un subconjunto compacto K de X tal que pu(K°¢) < e.

Corolario 1.3.6. Si i es una medida finita tensa, entonces p es regular interior.
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Se presentara ahora un resultado sobre una cierta clase particular de espacios métricos.
Decimos que un espacio métrico (X, d) es polaco si es completo y separable. Un ejemplo
sencillo de espacio métrico polaco es R", pues Q" es un subconjunto denso numerable y
con la métrica euclidiana es completo. También, Cla, b] (el conjunto de funciones continuas
f :[a,b] = R) es un espacio métrico polaco con la métrica inducida por la norma del
supremo, ya que por el teorema de aproximacién de Weierstrass el conjunto de polinomios

definidos en [a, b] con coeficientes racionales es denso en C|a, b].

Teorema 1.3.7. Si (X, d) es un espacio métrico polaco y u una medida finita, entonces
para cada £ > 0 existe un subconjunto compacto K tal que pu(K°¢) < ¢, es decir, toda

medida finita en un espacio polaco es tensa.

Demostracion. Sea e > 0 arbitrario. Entonces, como X es un espacio métrico separable,
para cada n € N existe una sucesién z7, 2%, ... € X tal que X = |J;2, B(z},1/n). Sea
N, €N tal que p((UN, B(z?,1/n))°) < 57~ Definimos

oo Np

A= B! 1/n)

n=11i=1

Como para todo n € N se cumple que A € (UM B(a?,1/n), entonces A es totalmente
acotado, y como X es un espacio métrico completo, entonces A es relativamente compacto,

esto es, A es compacto. Se sigue que

o0 Nn o0 n oo
A1\¢ c n c €
p((A)°) < p(A%) = (BT, 1/m)9)) <Y ul UB i, 1/n))° <22—n=
n=1 i=1 n=1 n=1
= u((A)) <e
Asi, con K = A la proposicién queda demostrada. [

1.4. Continuidad y semi-continuidad

1.4.1. Funciones continuas y conjuntos compactos

A lo largo de este trabajo, consideraremos las familias de funciones Cp(X) = {f : X —
R : f es continua y acotada}l y Uyg(X) = {f : X — R : f es uniformemente continua},

donde X es un espacio métrico.
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Teorema 1.4.1.1. Sean (X,d,) y (Y,d,) espacios métricos y f : X — Y una funcién
continua. Si X es un espacio métrico compacto, entonces f(X) es un conjunto compacto
enY.

Demostracion. Sea {G; : i € I} una cubierta abierta de f(X). Como f es continua,
entonces f~!'(G;) es un subconjunto abierto de X para cada i € I. Esto implica que
{f~YG;) : © € I} es una cubierta abierta de X. Como X es un espacio compacto,

entonces existen i1, ...,1, € I tales que

Esto implica que
Fe0 = rJ @) = U F1G)) < U Ga
k=1 k=1 k=1

esto es, {G;, : k =1,...,n} es una subcubierta finita de f(X). Como {G; : i € I'} es una

cubierta abierta arbitraria, se concluye que f(X) es compacto. [ ]

Teorema 1.4.1.2. Sea f una funcién continua real en un espacio métrico compacto.
Entonces, f es acotada y alcanza su supremo e infimo, esto es, si M = sup f(X) y

m = inf f(X), entonces existen z,y € X tales que f(x) =My f(y) = m.

Demostracion. Por el teorema anterior, f(X) es un conjunto compacto, lo cual implica
que es cerrado y acotado. Como f(X) es acotado, el supremo y el infimo de este conjunto
existen, y debido a que es cerrado, entonces estos pertenecen al conjunto. Por definicién
de f(X), se tiene que existen z,y € X tales que f(x) =sup f(X)y f(y) =inf f(X). =

1.4.2. Semi-continuidad

Definicion 1.4.2.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Una funcién f : X — R es semi-
continua inferiormente en X si {x € X : f(x) > a} es un subconjunto abierto de X para
cada a € R. De forma andloga, f es semi-continua superiormente si {v € X : f(z) < a}

es un abierto en X para cada a € R.

Observacién 1.4.2.2. Sea X un espacio métrico. La funcién indicadora I 4 de un conjunto
A es semi-continua inferiormente si y solo si A es abierto. De forma analoga, I4 es semi-

continua superiormente si y solo si A es cerrado.
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Teorema 1.4.2.3. Una funcién f : X — R es semi-continua inferiormente si y sélo si para
cada sucesion (x,)n,en convergente a x € X, se tiene que liminf, ., f(z,) > f(z). De
forma andloga, f es semi-continua superiormente si y sélo si para cada sucesion (x,,)nen

convergente z € X, se cumple que limsup,,_, f(z,) < f(z).

Demostracion. Sea f una funcién semi-continua inferiormente, y (x,)nen una sucesion
en X que converge ax € X. Sib < f(z), entonces z € f~1(b,00), y como este conjunto es
abierto, entonces existe un ny € N tal que x,, € f~(b, 00) para n > ng, esto es, f(z,) > b

para n > ng. Como b es arbitrario, se tiene que liminf,, ., f(z,) > f(z).

Por otro lado, supongamos ahora que si x, — z, entonces liminf, ., f(z,) > f(z).
Probaremos que para a € R, A = {z € X : f(z) < a} es un conjunto cerrado. Sea
z € X un punto de acumulacién de A. Entonces, existe una sucesion (x,),eny en A tal
que x,, — z. Por hipétesis, se tiene que liminf, . f(z,) > f(2), y como z, € A para

cada n € N, entonces f(x,) < a para todo n € N, lo cual implica que

f(z) <liminf f(z,) <a = f(z) <a = z€ A

n—00

Asi, todo punto de acumulacion en A pertenece a A, lo cual implica que A es un subcon-

junto cerrado de X, esto es, A°={x € X : f(z) > a} es un subconjunto abierto.

Para probar la propiedad analoga para funciones semi-continuas superiormente, sim-
plemente se debe notar que si f es una funcién semi-continua superiormente, entonces — f
es semi-continua inferiormente. Utilizando esto y un procedimiento similar al anterior, se

obtiene la propiedad mencionada. [

Teorema 1.4.2.4. Sea X un espacio métrico compacto y f : X — R una funcién
semi-continua inferiormente. Entonces, f alcanza su infimo. (Andlogamente, si f es semi-

continua superiormente, entonces f alcanza su supremo).

Demostracion. Sea a = inf f(x). Entonces, existe una sucesion (z,).eny en X tal que
f(z,) — a. Debido a que el espacio es compacto, existe una subsucesion z,, que converge
aun x € X. Por el teorema anterior, liminfy_,. f(z,,) > f(z). Sin embargo, como
f(xn) — a, entonces f(z,,) — a. Asi, a = liminfy_,o f(z,,) > f(z), es decir, f(z) < a,

lo cual implica que f(z) = a. n

Teorema 1.4.2.5. Si f; es una funcion semi-continua inferiormente en X para cada i € I,

entonces la funcién sup,.; f; es semi-continua inferiormente. Ademas, si I es un conjunto
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finito, entonces min;e; f; es semi-continua inferiormente. (Analogamente, si f; es semi-
continua superiormente para cada ¢ € I, entonces inf;c; f; es semi-continua superiormente,

y méx;er fi es semi-continua superiormente si [ es finito).

Demostracion. Sea f = sup,c; fi. Entonces, para a € R

{reX: f(z)>a}=|J{z: filz) > a}.

iel

Como cada f; es semi-continua inferiormente para cada i € I, entonces {x : fi(x) > a}
es un subconjunto abierto para cada i € I, lo cual implica que {x € X : f(z) > a} es un

subconjunto abierto. Asi, f = sup,c; f; es semi-continua inferiormente.

Ahora, si I es finito, definiendo g = min;e; f; = min{f1, ..., fin} se tiene que
{mEX:g(x)>a}:ﬂ{x€X:fi(x)>a}
i=1

es un conjunto abierto. [

Teorema 1.4.2.6. Sea f : X — R una funcién arbitraria, donde X es un espacio métrico.

Definimos
f(z) =liminf f(y) :=sup inf f(y).

y—x neN yeB(x,%)
Entonces, f es una funcién semi-continua inferiormente en X y f < f. Ademas, si g es

semi-continua inferiormente y g < f, entonces g < f. De forma analoga, si definimos

f(z) =lmsup f(y) = fnf sup  f(y)

neN 1
Yy yE€B(z,7)

se tiene que esta funcién es semi-continua superiormente y que f > f. Si g > f es una

funcién semi-continua superiormente, entonces f < g.

Demostracion. Sea (&, )nen una sucesién en X con x, — x, y supongamos que liminf, ., f(z,) <

b < f(z). Si V es una vecindad abierta de x, como z,, — =, entonces existe n € N tal que

v, €V'y f(x,) <b Como V también es vecindad de z,, entonces

b> f(xn) > inf f(y)

yev

= f(x) =sup inf ) fly) <b< f(x).
neN yeB(z,7)
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Sin embargo, esto es una contradiccién. Asi, si z,, — x, entonces f(z) < liminf, o f(2n),

es decir, f es semi-continua inferiormente y por definicién de f, f <

Si g es semi-continua inferiormente, y g < f, entonces f(z) = liminf,, f(y) >

liminf, ., g(y) > g(x). n

Teorema 1.4.2.7. Sea X un espacio métrico y f una funcién semi-continua inferiormente
en X . Entonces existe una sucesion de funciones continuas f,, : X — R tal que f,, T f. (Asi,
si f es semi-continua superiormente, entonces existe una sucesion de funciones continuas
fn tal que f,, | f). Ademas, si |f| < M < oo, podemos escoger la sucesion (f,,)nen tal
que |f,| < M para toda n € N.

Demostracion. Supongamos primero que f > 0. Definimos g(x) = inf{f(2) + td(z, 2) :
z € X}, donde t > 0 es fijo. Se tiene que

g(x) =mf{f(2) +td(x,z): z € X} < f(z) + td(z,x) = f(x)

esto es, 0 < g < f. Ahora, si z,y € X, entonces f(2)+td(x,z) < f(2)+td(x,y)+t(y, 2).
Tomando el infimo sobre z € X, se tiene que g(z) < g(y) + td(z,y). Aplicando el mismo
argumento, se puede obtener que ¢(y) < g(z) + td(x,y), por lo tanto

l9(z) — g(y)| < td(z,y)

lo cual implica que g es continua en X.

Definimos ahora para cada n € N la funcién f,(z) = inf{f(2) + nd(z,z) : z € X}, y
consideremos la sucesion (f,,)nen de funciones continuas (ndtese ademéas que f,, € Uy(X)
para cada n € N pues |g(z) — g(y)| < nd(x,y)) . Se tiene que 0 < f,, T f. Asi, paraec > 0

y para cada n € N, por la propiedad del infimo podemos escoger z, € X tal que
fo(x) + € > f(z) + nd(z, z,) > nd(z, z,).

Como f,(z) +¢ < f(z) + ¢, entonces

flz)+e

nd(x,z,) < fo(x)+e < f(z)+e = d(z,2,) < "

por lo tanto d(x, z,) — 0. Como f es semi-continua inferiormente, entonces lim inf,,_,, f(z,) >

f(z), lo cual implica que existe ng € N tal que f(z,) > f(x) —e. Asi, para n > ng se
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tiene que

fa(@) > f(20) — e+ nd(z,2,) > fzn) —€ > f(z) — 2e.
Con esto, 0 < f,, T f.

Por otro lado, si |f| < M < oo, entonces f + M también es una funcién semi-continua
inferiormente y no negativa, por lo tanto, por lo probado anteriormente se tiene que
existe una sucesién de funciones continuas (g, ),en n0 negativas tal que 0 < g, T f + M.
Definiendo para cada n € N la funcién f,, = g, — M, se tiene que (f,)nen €s una sucesion

de funciones continuas tales que f, T fy |fu| < M. |

1.5. Familias separadoras

Definicién 1.5.1. Sean (X, dx) y (Y, dy) espacios métricos. Una funcién f: X — Y es
Lipschitz si existe una constante K < oo, llamada una constante de Lipschitz, tal que
dy (f(x), f(y)) < Kdx(z,y) para toda z,y € X. Denotamos con Lip,(X;Y') al conjunto
de funciones Lipschitz con constante K, y Lip(X;Y) = (Jg., Lipg(X;Y) al conjunto de

funciones Lipschitz en X.

Denotamos ademas por L£;(p) la familia de funciones integrables con respecto a la

medida .

Definicién 1.5.2. Sea F C M(X) una familia de medidas de Borel. Una familia C de
funciones medibles f : X — R es una familia separadora de F si para cualesquiera dos

medidas p, v € F se cumple que:

/ fdp = / fdv para toda f € CN Ly(p) N L1(v) implica p = v.
X X

Lema 1.5.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, para todo conjunto cerrado C' C X
y € > 0 existe una funcién Lipschitz pc. : X — [0,1] con constante de Lipschitz 1/e y
pe(x)=1six e Cypo(r)=0sid(z,C)>ec.

Demostracion. Sea ¢ : R — [0, 1] definida por ¢(z) = (xVO0)Al. Para x € X, definimos
poe(x) =1—¢(etd(z,0)). |

Teorema 1.5.4. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces Lip, (X, [0, 1]) es una familia

separadora de M ;(X).
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Demostracion. Sean i1, pig € My tales que [ fduy = [ fdps paratoda f € Lip (X, [0, 1]).
Sea C' un subconjunto cerrado de X y dada e > 0 consideremos la funcién pe. : X — [0, 1]
construida utilizando el procedimiento del lema anterior. Se tiene que 0 < pc. < 1, por

lo tanto, pc. € L1(p1) N L1(p2) para toda € > 0.

Considerando ¢, = % para cada n € N, se tiene que pc., — Ic cuando n — oo. Por el

teorema de la convergencia dominada, se tiene que para ¢ = 1,2

€)= [ dedi = lim [ po,du

Notemos que, para cualquier € € (0, 1], epc, € Lip;(X;[0,1]). Se sigue entonces que
/ pee,din =™ / (epce,)duy =™ / (epCen)dpiz = / pCendin
X X X X
concluyendo asi que

m(C) = lim [ po.,dps = lim / P, Atz = p12(C)
X n—oo X

n—oo

Como C' C X es un subconjunto cerrado arbitrario de X, entonces u1(C) = uz(C')

para todo cerrado C' C X lo cual implica que p; = ps. [



Capitulo 2
Convergencia débil de medidas

En esta parte del trabajo definiremos una nociéon de convergencia en el conjunto de
medidas de probabilidad de un espacio métrico (X,d) y la topologia débil en P(X) asi
como algunas de sus propiedades, incluyendo su relacion con la convergencia previamen-
te mencionada. Se probara ademés el teorema de portmanteau en el que se dan varias
caracterizaciones de la convergencia débil y posteriormente se introducird la distancia
de Prokhorov en P(X) la cual, bajo ciertas condiciones, induce la topologia previamente

descrita.

2.1. La topologia débil

Definicién 2.1.1. (Convergencia débil). Sea X un espacio métrico. Decimos que una

sucesiéon de medidas de probabilidad (p, ),en converge débilmente a una medida p € P(X)

fdpn —— [ fdu
X

para toda f € Cy(X). Denotamos esta convergencia como i, = (0 i, L

si

Otra nocién de convergencia de medidas es la llamada convergencia fuerte o conver-
gencia conjuntista. Sea (X, d) un espacio métrico y consideremos (X, B(X)). Decimos
que una sucesién de medidas de probabilidad en X (u,)neny converge fuertemente a una

medida p si para todo A € B(X) se cumple que p,(A) — p(A).

22
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Ejemplo 2.1.2. Para x € X, la medida de Dirac concentrada en = es la funcién 9, :
B(X) — R definida por
0 siz¢gA
5:(:(14) =
1 sizeA
Consideremos en R la métrica usual y una sucesién (z,),en que converge a un elemento
x € Ry consideremos la sucesién de medidas de Dirac (d,, )nen. Entonces, para una

funcion continua acotada f se tiene que
[ 35, = F@) o f0) = [ sas.
R e R

Como f € Cy(X) es una funcién arbitraria, se sigue que &, — 6.

Utilizando el teorema de portmanteau (véase Teorema 2.2.1) se puede probar que el
hecho de que una sucesion de medidas converja fuertemente implica que también converge

débilmente, sin embargo, la afirmacién reciproca no es verdadera.

Ejemplo 2.1.3. Consideremos el espacio métrico R y para cada n € N la medida u,
concentrada en los racionales del intervalo [0, 1] de la forma %, conj=1,...,ny ,un({%}) =
L. Entonces, la sucesién de medidas (i, )nen converge débilmente a la medida p(A) =
A(AN0,1]), donde A es la medida de Lebesgue. En efecto, debido a que una funcién
continua en un intervalo cerrado es Riemann integrable, para toda funcién f € C,(R) se

cumple que

[ram =251y — [ [ gar= [ gan
R nen R

Lema 2.1.4. Sea (X, d) un espacio métrico, y p, v medidas de probabilidad en X. Si
[ fdu = [ fdv para toda f € Cy(X) entonces pu = v.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de X y consideremos la funcion distancia
d(z,U°). Paran € N sea f,(x) = min(1, nd(x,U¢)). Entonces, f, € Co(X) y fn T Iy. Asi,

por la hipétesis y el teorema de la convergencia monoétona se tiene que

lim [ fodp=lim [ f,dv= p(U)=vU).
X X

n—oo n—o0
Como U es un subconjunto abierto arbitrario y u(U) = v(U), se concluye que p=v. =m

Observacién 2.1.5. La familia C,(X) es una familia separadora en P(X).
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Corolario 2.1.6. El limite definido en la convergencia débil es tinico.

Introduciremos ahora una topologia en P(X) donde la convergencia de sucesiones es
justamente la convergencia débil. Dada ¢ > 0, p € P(X) y f € Cy(X) definimos el

conjunto

Vs f) = v PO | [ fdu— [ fan) <.

Para D C Cy(X) consideremos la familia de subconjuntos de P(X)
V(D) :={Ve(p; f) : e > 0,p € P(X), f € D}.

Definimos 7(D) como la topologia més débil en P(X) que contiene a la coleccién V(D),

esto es, aquella topologia donde V(D) es una subbase (véase Definicién B.0.5).

Lema 2.1.7. Sea (X, d) un espacio métrico y D C Cy(X). Sean (p,,)nen una sucesién en

P(X)y p € P(X). Entonces, u,, — u (convergencia relativa a la topologia 7(D)) si y sélo
si [ fdun — [ fdp para toda f € D.

Demostracion. Supongamos que u, — 4y f € D. Entonces, dada € > 0 existe ng € N
tal que n > ng implica que p, € Vo(; f), esto es, | [ fdu — [y fdp,| < e. Como e >0
y f € D son arbitrarios, se tiene entonces que fX fdu, — fX fdu para toda f € D.

Reciprocamente, si [, fdu, — [, fdu para toda f € D,y G € 7(D) es tal que
p € G, entonces existe un elemento bésico de la forma ()._, Vi, (w; fi) tal que p €
My Ve (15 fr) € G, donde e, > 0y fi € D para k= 1,...,n. Como [y fdu, — [ fdu

para toda f € D, entonces existe nyg € N tal que si n > ng, entonces

|/ fkdun—/ fedp| < e
X X

para k = 1,...,n. Asi, para n > ng se tiene que p,, € (r_; Ve, (143 fr) C G, es decir,

tn € G. Como G es un abierto arbitrario tal que u € G se sigue entonces p,, — L. ]
Con las consideraciones anteriores definimos la topologia débil en P(X) como 7(Cy(X)).

El siguiente lema es una consecuencia directa del Teorema 1.4.2.7, yaquesi f : X — R
es una funcion continua, entonces es semi-continua inferiormente y semi-continua supe-

riormente.

Lema 2.1.8. Sea (X, d) un espacio métrico. Si f € C,(X), entonces existen sucesiones
(gn>n€N y (hn)neN 20 Ud<X) tales que gn T f y hn i f
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Lema 2.1.9. Si (X, d) un espacio métrico, entonces 7(Cy(X)) = 7(Ug(X)).

Demostracion. Es claro que 7(Ug(X)) C 7(Cy(X)). Probaremos ahora que todo sub-
conjunto en V[Cy(X)] es un abierto en la topologia 7[Uy(X)]. Sea V.(1; f) € V[Cy(X)] y
to € Vz(u; f). Entonces existe un g9 > 0 tal que V., (uo; f) C V(u; f). Por el Lema 2.1.8
existen funciones g,h € Uy(X) tales que g < f < hy

g g
[ tino< [ oana+ S [ nano< [ g+
X X X X

Si v € Ve (103 9) N Veo (o3 1) entonces

2

/fd,u0</gduo+8—0</gdl/+€0§/fdz/+eo
X X 2 X X

/deS/hdl/</hduo+€—0</fd,uo+€0
X X X 2 X
\/fdl/—/fdu0|<50
X X

esto es, v € Vo (ko; f) v Ve (105 9) N Ve (p0; h) C Ve(ps f), lo cual implica que Vo (u; f) es

2

y ademas

lo cual implica que

un abierto en 7(Uy(X)).

Como V.(u; f) € V[Cy(X)] es un subbdsico arbitrario entonces todo subbdsico es un
abierto en 7(Uy(X)), lo cual implica que todo abierto de 7(C,(X)) es un abierto en
T(Ua(X)), es decir, 7(Cyp(X)) C 7(Ug(X)). m

Lema 2.1.10. Sea (X, d) un espacio métrico. Si D es denso en Uy(X) (con la norma del

supremo) entonces 7(Uy(X)) = 7(D).

Demostracion. Claramente 7(D) C 7(Uy(X)). Sea e > 0, Vo(u;g) € V[Ug(X)], po €
V(i 9) v eo = e — | [ 9dpo — [ gdu| > 0. Sea h € D tal que ||g — h|| < €0/3, entonces
para toda v € V%o (o3 h) se tiene que

|/gdu—/gd,u|§|/gdy—/hdl/|+|/hdl/—/hdu0|
X X X X X X

+|/hduo—/gduo|+|/gduo—/gdu|

X X

<—+ +|/gduo /gdu|=€=>|/9dy—/9dﬂ|<5-
X X
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Esto implica que V%o(,uo;h) C Vo(u;g). Como py € Vo(u;g) es arbitrario y se obtuvo
un abierto V%o(u();h) € 7(D) tal que py € V%o(,uo;h) C Vo(u;g), entonces V.(u;9) €
7(D). Como V.(; g) es un subbésico arbitrario de 7(Uy(X)) se concluye que 7(Uy(X)) C
7(D). n

2.2. Teorema de portmanteau

A continuacién, probaremos un resultado conocido como el teorema de portmanteau
(esta ultima palabra significa maletin en francés), en el que se presentan varias condiciones
equivalentes al hecho de que una sucesion de medidas de probabilidad converge débilmente

a un elemento de P(X).

Teorema 2.2.1. (Teorema de portmanteau) Sea X un espacio métrico, y i, 1, fi2, ...
medidas de probabilidad en la o-algebra de Borel de X. Entonces, los siguientes enuncia-

dos son equivalentes.
(a) pin = p
(b) [y fdun — [ fdup para toda f € Uy(X)

(¢) Miminf, o [ fdpn > [y fdp para toda funcién semi-continua inferiormente y
acotada f: X — R.

(¢") imsup,,_, [y fdpn < [y fdp para toda funcién semi-continua superiormente y
acotada f: X — R.

(d) [y fdpn —_ [ fdu para todas las funciones acotadas f : X — R continuas

w—c.d.
(e) limsup,,_,. pn(C) < p(C) para todo subconjunto cerrado C' de X.
(f) liminf,, o 1, (U) > p(U) para todo subconjunto abierto U de X ..
(g) limy, 00 pin(A) = p(A) para todo A € B(X) con pu(0A) = 0.

Demostracion. La equivalencia entre (a) y (b) es consecuencia del Lema 2.1.9. Para
(a) = (c), sea f una funcién semi-continua inferiormente y acotada. Si g < fy g es

una funcion continua entonces

h’minf/ fdu, > h’minf/ gdfiy, :/ gdu
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Por el Teorema 1.4.2.7 podemos escoger una sucesién (f,,)neny de funciones continuas
tales que cada f, es acotada y f, T f. Asi, por el teorema de la convergencia mondtona

se obtiene
/ fdy = lim / fudpt < limint / Fdin

probando asi (c). Para la equivalencia entre (c) y (c’), nétese que f es semi-continua

inferiormente si y sélo si —f es semi-continua superiormente.

Probaremos ahora que (¢) = (d). Sea f una funcién acotada continua pu — c.d.
y consideremos f(z) = liminf,,, f(y) y f(z) = limsup,_,, f(y). Si f es continua en

r € X, entonces f(r) = f(z) = f(x). Por otro lado, como f es acotada y continua p-c.d.,

entonces

/fd,u:/ fdp <liminf | fdu, Sh’minf/ fdp,
X X X n—eo Jx

n—oo
Sh’msup/ fdu, < h'msup/ fdu, S/ fdu.
n—00 X n—00 X X

Por lo tanto
lim fdu, = / fdpu.
Para probar que (d) = (f) ndtese que (d) = (a) = (c¢). Si A es un subconjunto

abierto, entonces [4 es una funcién semi-continua inferiormente, y por (c) se tiene que

lim inf 4, (A) = lim inf/ Tadpy, > / Tadp = u(A).

Por otro lado, como Ix = 1 claramente es una funcién acotada y continua, por (c) se

tiene que pi,(X) — p(X).

La equivalencia entre (e) y (f) se prueba utilizando las propiedades basicas del com-
plemento de un conjunto. Para probar que (f) = (g) sea A un subconjunto tal
que pu(0A) = 0. Como 0A = A\ A°, entonces pu(0A) = u(A) — u(A°) = 0, esto es,

u(A) = p(A°). Como p(A°) < p(A) < p(A), entonces u(A) = pu(A°) = p(A). Por ()
tenemos que
i sup g, (A) < lmsup p, (A) < p(A) = p(A). (2.1)

n—oo n—o0

Por otro lado, usando (f) se tiene que

lim inf i, (A) > lminf 4, (A%) > p(A°) = u(A). (2.2)

n—o0 n—oo
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De (2.1) y (2.2) se sigue que
lim sup p,(A) < p(A) < liminf p, (A)

n—o00 n—oo

y por lo tanto

Finalmente, probemos que (g) = (a). Sea f una funcién continua y acotada en X y
sea A={ceR:u(f~{c}) # 0}. Entonces, por el Lema 1.3.2 A es a lo més numerable.
Ante esto, si |f(z)| < M para toda z € R podemos escoger una particién {to, ...,t;} en
[—M, M] tal que t; ¢ A, coni=0,1,...,j. Definimos

Bi = f_l[[ti,ti+1)] = {ZL’ e X: tz S f(.T) < ti+1} para 1= O, ,j — 1.
Se tiene que B; C {x : t; < f(x) <tia}y B D {x :t; < f(x) < tiy1} por lo tanto
p(0B;) = p(B; \ BY) < p({w 1t < fa) <tipa} \ {1t < f(x) < tipa})
= @(0B;) < p(f~H{t:}) + p(fH{tina}) =0
Asi, por hipdtesis se tiene que
j—1 j—1
i=0 i=0
Por otro lado -
.
[ [ il <1 [ fdn = 3t (B)
X X X P
+|Zt1ﬂn i) thM |+|thﬂn i) / fdul

-1 [ (@) = (o |+|anz thu |+|Z/t— ))djin ()]

..........

hacerse arbltrarlamente pequenos con la eleccién de la particién debido a que p,(X) —
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1(X) < oo. Por otro lado, como Y2770 tiu,(B;) — S27—, tipu(B;), se tiene que

j—1
| Zotz‘(ﬂn(Bz‘) = 1(By))| —0.
Con esto, se obtiene que
[ s = [ fanl o,
Como [ € Cy(X) es arbitraria, se concluye (a). u

Probaremos ahora algunos resultados que son consecuencia del teorema de portman-

teau.

Corolario 2.2.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, el mapeo 6 : X — P(X)
definido por d(x) = 6, es una funcién continua entre X y §(X). Ademds, si 6,, — 6,

entonces x,, — .

Demostracion. Es claro que la funcién 0 es inyectiva. Sea ahora (z,),eny una sucesion
en X tal que x,, — x. Si G un subconjunto abierto y x € G, entonces existe ny € N
tal que para todo n > ng, x, € G. Por el teorema de portmanteau, esto implica que
liminf, o ., (G) = 1 = 0,(G). Por otro lado, si ¢ G, entonces liminf, . 0., (G) >
0 = 6,(G). Asi, como G es un subconjunto abierto arbitrario, se tiene que &,, — J,.
Debido a que los espacios métricos son primero numerables (véase Proposicién B.0.8), se

tiene que 9 es una funcién continua.

Por otro lado, si 8, — &, y G es una vecindad abierta de x, nuevamente por el teorema
de portmanteau se tiene que liminf, ., d,, (G) > 6,(G) = 1, lo cual implica que existe
no € N tal que x,, € G para toda n > ng. Como G es una vecindad arbitraria, se tiene

que x, — x. |
La propiedad anterior se puede generalizar con el siguiente lema.

Lema 2.2.3. Sea X un espacio métrico. Entonces, la funcién § : X — P(X) es un

homeomorfismo entre X y 0(X).

Para probar este resultado se requiere utilizar el concepto de red. La demostracion es

muy similar a la utilizada para el corolario anterior y puede ser consultada en [1] o en
[12].

Definicién 2.2.4. Para 1 € P(R) definimos su funcién de distribucién F' : R — [0, 1]
como F(x) = u((—o0, x]).
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Definicién 2.2.5. Sean F, F, Fy, ... funciones de distribucion de medidas de probabilidad
en R. Decimos que (F,)ner converge débilmente a F' si F'(x) = lim,_,o, F,,(x) para todos

los puntos de continuidad de F'. Denotamos esto como F' = w — lim,, o F},.

Teorema 2.2.6. (Teorema de Helly-Bray) Sean pu, i1, po,... € P(R) y F, Fy, Fs, ...
las correspondientes funciones de distribucion. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(i) ftn = 1
(i) FF=w — im0 F),

Demostracion. (i) = (ii). Supongamos que F' es continua en z € R. Se tiene que
w(0(—o0,z]) = p({z}) = 0. Por el teorema de portmanteau, como g, — u entonces

Fo.(x) = pn((—00,x])) — pu((—o0, z]) = F(x), es decir, F(z) = lim,,_,o F,,(x).

(14) = (i). Sea f € Cy(X). Probaremos que [, fdu, — [ fdp. Como una
funcion de distribucion es monoétona, su conjunto de puntos de discontinuidad es a lo mas
numerable. Ante esto, para € > 0 existen puntos de continuidad a y b de F tales que
F(a) < ey F(b) > 1 — ¢. Escogemos ademds puntos de continuidad z; de F tales que
a=x0<z <..<xp,=0by |f(x)— f(z;)| < € para © € [z;_1,2;]. Si |f(x)] < K para

toda = € R entonces

/fdun—/ fdun+/ fdun+/ Jdp,
R (—o0,a) [a,b] (b,00)

k
< KF(@)+ Y (f(a) + &) (Fue) = Fulein) + K(1 = F(0)

Entonces

lfm sup / Fdin < KF(a) + 3 (F(@) + 2)(Fla) — Flai) + K(1 = F(B)

n—oo

k
< Ke+ Z(f(l“i) +e)(F(zi) — F(xi1)) + Ke

=2Ke+ > (f(xi) +e)(F(x;) — F(z;11)) < 4Ke + 2 + /Rfdu.

i=1
y por lo tanto
limsup/ fdu, < (4K 4+ 2)e + / fdpu.
R R

n—oo
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Como ¢ > 0 es arbitrario, se concluye que

limsup/Rfd,ung/Rfd,u. (2.3)

n—o0

Realizando este mismo procedimiento con la funcién 1 — f, se tiene que

h’msup/(l—f)dun < /(1—f)d,u = 1—11'minf/fdun < 1—/fdu
R R n—eo JR R

n—oo

= /fd,ugliminf/fdp,n (2.4)
R n—oo R

De (2.1) y (2.2) se sigue que

n—o0

i [ fdp, = / fdy
R R

Como f € Cy(X) es arbitraria se concluye que i, — jt. [ ]

2.3. La métrica de Prokhorov

Parae >0y B € B(X) definimos
Bf:={re X :d(z,B) <¢}.
Adicionalmente, definimos las funciones d : P(X) - Ry dp : P(X) — R como

dp(p,v) = inf{e > 0: u(B) < v(B°) + ¢ para todo B € B(X)}

dP(:“’? V) = méx{d}’(:“? V)? d}’(% /vb)}

Proposicién 2.3.1. Sean u,v € P(X) y € > 0. Entonces u(B) < v(B*) + € para todo
B € B(X) siy solosi v(B) < u(B®) + ¢ para todo B € B(X).

Demostracion. Supongamos que pu(B) < v(B°) + € para todo B € B(X). Primero que
nada, ndtese que para todo conjunto A C X, (X\ A%)° C X\ A. En efecto, si z € (X\ A°)®
entonces d(x, X \ A%) < ¢ lo que implica que existe y € X \ A tal que d(z,y) < €. Ante

esto, z € A implica que y € A%, lo cual es una contradiccon, es decir, se debe cumplir que
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x € X\ A. Asi, para B € B(X), se tiene que:
(X\B)CX\B = BCX\(X\B)

X\ BY) < w((X\ BY)) 4e = 1—p(B) < 1—v(X\ (X\ B))+e
— U(B) S v(X\ (X\ BY) < pu(B) +¢ — v(B) < pu(B°) +<.

De manera andloga se prueba que si v(B) < u(B¢) + € para todo B € B(X), entonces
u(B) < v(B°) + ¢ para todo B € B(X). u

Corolario 2.3.2. Para todo par p,v € P(X), se cumple que dp(p,v) = dp(v,u) =
dP(ﬂ'? V)‘

Teorema 2.3.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, dp es una métrica en P(X).

Demostracion. Es claro que dp(u,v) > 0 para todo u, v € P(X) y que, por el corolario
anterior, dp(u,v) = dp(v, ).

Supongamos que pu, v € P(X) son tales que dp(u, ) = 0y sea F un conjunto cerrado.
Entonces, F =, F /7 1o cual implica que
w(F) = lim p(FY™) y v(F) = lim v(FY").
n—oo n—oo
Asi, como para cada n € N se cumple que p(F) < v(FY/") + 1 entonces u(F) < v(F).
De manera andloga, se obtiene que v(F') < u(F'), lo cual implica que u(F) = v(F). Como
F es un cerrado arbitrario, se tiene que p = v. Asi, si dp(p,v) = 0, entonces u = v. Por

otro lado, es claro que si p = v, entonces dp(u, ) = 0.

Finalmente, sean p,v,n € P(X) y sean z,y € R tales que dp(u,v) < z 'y dp(v,n) < y.
Entonces, para B € B(X),

w(B) <v(B*) +x <n((B*)Y) +y+x <n(B"Y) +a+y

por lo tanto, dp(p,n) < x +y. Como x € {z € R: u(B) < v(B?) para todo B € B(X)}
vy € {z € R: v(B) < n(B?*) paratodo B € B(X)} son arbitrarios, utilizando las
propiedades del infimo se obtiene que dp(p,n) < dp(u,v)+dp(v,n) con lo que se concluye

la demostracion. ]

A la funcion dp se le llama la métrica de Prokhorov. En el siguiente resultado se prueba

que la convergencia bajo esta métrica implica la convergencia débil.
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Proposicién 2.3.4. Sean ju, i1, fig, ... € P(X). Si dp(jtn, 1) — 0 entonces fi,, — ju.

Demostracion. Como dp(p,, 1) — 0, entonces existe una sucesioén de reales a,, — 0 tal
que pn(B) < w(B*™) 4+ a, y u(B) < pin(B*™) + a, para todo B € B(X). Asi, para un

subconjunto cerrado F',

lim sup p, (F) < limsup(u(F) 4+ a,) = lUm p(F) = p(F).
n—00 n—00 n—00
Como F' es un subconjunto cerrado arbitrario, por el teorema de portmanteau se concluye

que fin, — fi. ]

Lema 2.3.5. Sea (X, d) un espacio métrico separable y u € P(X). Entonces, para cada
d > 0 existe un conjunto numerable de bolas abiertas (o cerradas) { By, B, ...} tal que el
radio de cada B,, es menor a 0, u(0B,) =0y U~ B, =X .

Demostracion. Sea D = {x1, x, ...} un subconjunto denso numerable de X. Parax € D
definimos S(z,r) = {y € X : d(y,x) = r}. Tenemos que la frontera de una bola abierta o
cerrada con centro en x y radio r estd contenida en S(x,r). Notese que si § > 0, entonces
la coleccion § = {S(x,r) : §/2 < r < &} es disjunta y por lo tanto a lo mas una cantidad
numerable de sus elementos tiene medida positiva. Como claramente S es no numerable,
entonces existe r € (§/2,9) tal que pu(S(x,r)) = 0. Repitiendo este procedimiento para
cada z; € D, podemos encontrar una bola B; con centro en x; y con radio r € (§/2,0)
tal que u(0B;) = 0. Asi, se tiene una coleccién de bolas numerable y como D es denso ,

dicha coleccién cubre a X. ]

Veremos ahora que en espacios métricos separables, la convergencia en la métrica de

Prokhorov y la convergencia débil son equivalentes.

Teorema 2.3.6. Sea (X, d) un espacio métrico separable y p, i1, 2, ... € P(X). Entonces
fin — o siy s6lo si dp(pn, i) — 0.

Demostracion. (<) Esta implicacién ya fue probada en la Proposicién 2.3.4.

(=) Seae >0y d >0 tal que § < ¢/3. Por el lema anterior, existen bolas abiertas
By, Bs, ... de radio menor a §/2 que cubren a X y u(0B,,) = 0 para toda n. Fijemos k tal

que u(UJE_, B,) > 1 — 4 y consideremos ahora la coleccién

A={{JB;:Jc{1,.. k}}.

jedJ
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Para cada A € A, A C 9B, U ... U DBy, lo cual implica que u(90A) <S¢ u(0B,) =0,
esto es, u(0A) = 0. Como por hipétesis j, — p, entonces pi,(A) — pu(A) para todo
A € A. Fijemos ahora N € N tal que |pu,(A) — u(A)| < d paratodan > Ny A € A (esto
es posible pues A es finito). Entonces, p, (U5, B;) > u(Ul_, Bi) — 6 > 1 — 20 para toda
n > N. Sea ahora B € B(X). Tomemos el conjunto

A:U{Bj:je{l,...,k‘} tal que BN B #0} € A

Primero, se tiene que A C B pues el radio de cada bola B; es menor a §/2. Por otro
lado

B=Bn|JB)uBn(JB))cAulB)

J=1

vaque BNU;_, B; = Uy_,(BNB;) C A. Ademés, u((U}—, B;)*) < 6, un(Uj, By)°) < 20
para todo n > N.

Con todo lo anterior, se tiene que para cada n > N

p(B) < u(A) + M((U B))) < (A) + 6 < pn(A) + 20 < i (B°) + 20 < pin(B°) + ¢

= u(B) < pn(B) + e = dp(p,pin) <€

Como € > 0 es arbitrario, se concluye que dp(p, i) — 0. |

El hecho de que un espacio métrico sea separable proporciona propiedades interesantes
sobre la convergencia débil y su relacion con la convergencia de sucesiones con respecto a
la métrica dp. A continuacién, probaremos un resultado que nos muestra que la condicién
de separabilidad en un espacio métrico X implica ademas la existencia de un subconjunto

denso numerable en P(X).

Proposiciéon 2.3.7. Sea (X,d) un espacio métrico separable. Entonces P(X) con la

métrica dp también es un espacio métrico separable.

Demostracion. Sea D = {x1, zs, ...} un subconjunto denso numerable en X y sea

k
M = {10y, + .+ a6y a1, a, € QN[0 1], a;=1k=1,2,..}
j=1
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Probaremos que M es denso en P(X). Sea u € P(X). Como D es denso en X, para
cada n € N se tiene que | J;2, B(x;,1/n) = X. Tomamos k, tal que

kn

pllJ By, 1fn) = 1-1/n

j=1

Definimos ahora la sucesion de conjuntos disjuntos
1 1 m—1
Al =B —)y Al = B(xy,, — A?
= Bl v A= Blem )\ (U A0
para m = 2, ..., k,. Entonces ngl Al = Ll B(z;, L) para toda j € {1,....k,} v

W Bl ) = pUJ A0 = a7 2 1~ 1/n

— Zn:p(A?) el-1/n,1].

Para cada n € N definimos una sucesién finita de racionales af, ..., a; € [0,1]NQ tales

kn
que » g g =1y
kn

> (AT —aj| < 2/n
=1
Con cada sucesién finita formamos p, = ayd,, + ... + aj dxy,, aproximandonos de esta

forma a la medida j(A7)d,, + ... + (A7 )o

T, *

Como > ", a" =1 para cada n € N, se tiene que (i, )ney €S una sucesion en M. Sea
J=1""7 ) €

f € Uy(X). Paran € N se sigue que

| /X Fdpin /X fdu|=|§;a?f(xj)— /X fal

kn k

=13 ) = AN + 3o pAD )~ [ S

j=1 j=1

kn

) VAR FETEND STVAVEN RS SEAIEh]

j=1
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kn

<13 A1) = [ Sl + 3ol — e

j=1

JE{L,-..kn}

<1 uAS )~ [ fdul+@/n) swp|f(e)
kn
<[5 faptgda [ faul+ @il

kn

kn kn

<> sup [f(ay) = F@)(AT) + L lloor((\J AD) + /) 1l

j=1 IGA? Jj=1
Tenemos que cada A} estd contenida en una bola de radio 1/n centrada en x;. Sea & > 0.
Como f € Uy(X), entonces existe 0 > 0 tal que si |z —y| < d, entonces |f(z) — f(y)| < e.

Asi, para n > 1/ se tiene que

| /X Fitn — /X Fdul < 2+ 11 lloo(1/n) + @/n)[[f]]ac

Asi, se tiene que fx fdu, —— [ fduy como f € Uy(X) es arbitraria, se concluye que
n—oo

o —> 1. m

El Teorema 2.3.6 nos muestra que en un espacio métrico separable la convergencia
débil de medidas de probabilidad y la convergencia con respecto a la métrica dp son
equivalentes. Ante esto, nos podriamos preguntar si dicha métrica induce la topologia
débil. Para probar esto nos apoyaremos del siguiente resultado, el cual da condiciones

para que la topologia débil sea metrizable. Su demostracién puede ser consultada en [1].

Teorema 2.3.8. Sea X un espacio métrico. Entonces, X es separable si y sélo si P(X)

es un espacio separable y metrizable.

Teorema 2.3.9. Sea X un espacio métrico separable. Entonces, la topologia débil en

P(X) es la topologia inducida por la métrica dp.

Demostracion. Por el Teorema 2.3.8, se tiene que P(X) con la topologia débil es metri-
zable, esto es, existe una métrica d en P(X) tal que la topologia inducida por la métrica
74 es la topologia débil. Asi, por lo ya probado, se tiene que dp(p,, 1) — 0 si y sélo si
d(pin, 1) — 0. Probaremos (por contradiccién) que para todo p € P(X) y r > 0, existen
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01,09 > 0 tales que

Ba(p;01) € Bap (p,7) ¥ Bap (1, 02) C Balpe, ) (2.5)

Supongamos que (2.5) es falso. Entonces existe py € X y ro > 0 tales que para cualquier
par d1, 93 > 0 se tiene que By(po,01) ¢ Bap (10, 70) 0 Bap (o, 92) & Ba(po, o). Considere-
mos asi la sucesién 6, = 7% para n € N. Entonces, existe una subsucesién (d,, )ren tal que
Ba(pto, 6n,) ¢ Bap(10,70) para toda k € N o By, (110, 0n,,) € Ba(po, o) para toda k € N.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que By(po, 6n,) ¢ Ba, (1o, 70) para toda k € N.
Entonces existe p € P(X) tal que d(uo, pr) < 6, v dp(po, pi:) > 7o. Asi, se obtiene una
sucesion (puy)ren tal que d(uo, pg) — 0 cuando k — ooy dp(po, px) > ro para toda k € N,

lo cual es una contradiccidn.

Habiendo demostrado que para cualesquier p € P(X) y r > 0, existen dy, 5 > 0 tales
que Bg(u, 1) C Bap (6, 7) ¥ Bap (10, 02) C Ba(p,r), es claro que toda bola abierta con
respecto a la métrica d es union de bolas abiertas de dp y viceversa, lo cual implica que

las topologias inducidas por ambas métricas son iguales. ]

Se probard ahora un resultado sobre el conjunto de medidas de Dirac 6(X). Para esto,
es necesario antes una aclaracién cuando se consideran espacios topolégicos. De la misma
forma que no es suficiente utilizar la convergencia de sucesiones para probar la continuidad
de una funcién entre espacios topolégicos en general, la cerradura de un subconjunto
A C X en un espacio topolégico no necesariamente estd totalmente determinada por

aquellos elementos de X que son limite de alguna sucesién en A (véase [4]).

La caracterizacion de la cerradura de un conjunto mediante sucesiones se cumple, por
ejemplo, si el espacio es primero numerable, esto es, si (X, 7) es un espacio topologico
primero numerable. En este caso, para A C X se tiene que z € A si y sélo si existe
una sucesion (x,),eny en A tal que z, — z. Asi, como todo espacio métrico es primero
numerable, entonces la cerradura de un conjunto se puede determinar utilizando solamente

la convergencia de sucesiones. Introducimos ahora el siguiente concepto.

Definicién 2.3.10. Sea X un espacio topolégico y A C X. La cerradura secuencial de A
es el conjunto de todos los elementos de x € X que son limite de alguna sucesién (x,,),en
en A. Adicionalmente, decimos que un conjunto es secuencialmente cerrado si es igual a

su cerradura secuencial.

Es claro que todo subconjunto cerrado en un espacio topolégico es secuencialmente

cerrado, pero por lo que se observé anteriormente, el que un conjunto sea secuencialmente
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cerrado no implica que sea cerrado. Para una discusion méas amplia se pueden revisar los
conceptos de espacio de Fréchet-Urysohn y el de espacio secuencial (esto puede consultarse
en [4]).

Proposicién 2.3.11. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces
(a) dp(64,9y) = min{d(x,y), 1} para todo z,y € X

(b) una sucesién (z,)nen es de Cauchy en (X, d) siy sélo si (0, )nen s de Cauchy en
(P(X),dp)

(c) el conjunto 6(X) = {d, : x € X} es secuencialmente cerrado en P(X).

Demostracion. Sean x,y € X y consideremos 6,,d, € P(X). De la definicién de dp
se tiene que dp(u,v) < 1 para cualquier par pu,v € P(X). Ahora, sea o € R tal que
d(z,y) < a. Para cada A € B(X), el hecho de que x € A implica que y € A® y viceversa,
por lo tanto

0z(A) < 6,(A%) +a,  6,(A) < 6,(A%) + o

por lo tanto dp(d,, d,) < a. Como a € R es arbitrario, se concluye que dp(d,, ) < d(z,y).

Supongamos que dp(d;,d,) < 1,y dp(d;,d,) < a < 1. Por lo probado anteriormente,

con A = {z} se cumple que
0:(A) <60,(AY) +a = 1<§(B(z,a))+a = 1—a <§,(B(z,a))

Como « < 1 entonces d,(B(x,«)) > 0, lo cual implica que §,(B(x,«)) = 1, esto es,

y € B(z,a) lo cual implica que d(z,y) < a. Con esto, d(x,y) < dp(0,,0y).

La afirmacién (b) es una consecuencia directa de (a). Probaremos ahora que 6(X) es
secuencialmente cerrado. Sea (1,,),en una sucesion de elementos de X tales que d,, — f,
donde p € P(X). Supongamos que (x,),ey no posee alguna subsucesion convergente.
Entonces, se tiene que el conjunto A = {z,, : n € N} es infinito y cerrado, y por lo
tanto, cualquier subconjunto C' C A también es cerrado. Debido a que §,, — pu, por el
teorema de portmanteau se tiene que u(C') > limsup,,_, . 0., (C) para todo cerrado C'. Si
Cy C A es un conjunto infinito, se tiene que p(Cy) > limsup,,_, . 9., (C1) = 1, es decir,
1(Cy) = 1. Ante esto, tomando dos subconjuntos infinitos ajenos A, Ay C A, se tiene que
(A1) = u(As) = 1, lo cual implica que u(X) > u(A;) + p(As) = 2, lo cual contradice el
hecho de que p € P(X).
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Ante esta contradiccion, se sigue que (,)neny posee una subsucesion (x,, Jkeny que
converge a un elemento z € X. Como la funcién é(x) = J, es un homeomorfismo, se tiene

que p = d,, concluyendo asi que §(X) es secuencialmente cerrado. [

Notese que si X es separable, la topologia débil en P(X) es metrizable y por ende, de

la afirmacién (c¢) de la proposicion se tiene que §(X) es un conjunto cerrado.

Finalizamos esta seccién con un resultado que brinda algunas propiedades a P(X) si

el espacio métrico X es polaco.
Teorema 2.3.12. Un espacio métrico X es polaco si y sélo si P(X) es polaco.
Demostracion. (=) Se prueba en el Teorema 3.2.2.

(<) Supongamos que P(X) es un espacio polaco. Entonces, como P(X) es un espacio
metrizable y separable, entonces X también es separable, lo cual implica que la topologia
débil es igual a la inducida por dp. Adicionalmente debido a que §(X) es secuencialmente
cerrado y P(X) es metrizable, entonces §(X) es un conjunto cerrado. Sea (z,)neny una
sucesiéon de Cauchy. Entonces, la sucesion (d,,, )nen también es de Cauchy en P(X). Como
P(X) es un espacio completo, entonces 8, — J, para algin J, € 6(X), lo cual implica

que z, — . [ ]



Capitulo 3

Compacidad en espacios de medidas
de probabilidad

Retomemos el caso del conjunto de medidas de probabilidad con la topologia débil.
Consideremos un espacio métrico X, la o-algebra de Borel B(X) y una sucesién de me-
didas de probabilidad (g, )nen. Nos podemos preguntar: ;Qué condiciones son suficientes
para que la sucesién converja débilmente, o tenga al menos un punto limite? Un ejemplo
sencillo de sucesién de medidas que no posee un punto limite es la sucesion de medidas
de Dirac (6,)nen en R.

En este capitulo presentaremos una concepto que nos ayudara a responder la pregunta
anterior. Ademas, se presentard uno de los teoremas mas importantes de este trabajo, el
cual establece una condicién suficiente (e incluso necesaria en espacios métricos polacos)
para que en una familia de medidas de probabilidad, toda sucesion posea una subsucesién

que converja a un elemento de P(X).

3.1. Teorema de Prokhorov

Definicién 3.1.1. Una familia F C P(X) es llamada tensa o uniformemente tensa si

para toda e > 0 existe un conjunto compacto K C X tal que sup{u(X\ K):p € F} <e

Ejemplo 3.1.2. Si X es un espacio polaco, entonces toda familia finita de medidas finitas

es tensa.

40
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Ejemplo 3.1.3. La familia F = {0, : n € N} de medidas de probabilidad en R no
es tensa. En efecto, tomemos ¢ = 1 y sea K un conjunto compacto. Entonces, por el
teorema de Heine-Borel K es cerrado y acotado, lo cual implica que existe un ng € N tal
que ng ¢ K. Asi, para toda n > ng, 0,(X \ K) =1, es decir sup{u(X \ K) : p € F} = 1.

Ejemplo 3.1.4. Sea F C {uy : A > 0}, donde p es la medida en (R, B(R)) determinada
por la funcién de densidad exponencial de pardmetro A. Entonces F es tensa si y sélo si
if{A>0:pu\, € F}>0.

Distribuciones exponenciales con parametro &

1.0

00 02 04 06 08

En efecto, supongamos que F es tensa. Entonces existe un compacto de la forma [0, 7]
donde r > 0 tal que p\(R\ [0,7]) = pa((r,00)) < 5 para toda py € F, es decir,

> -z -z o —Ar 1

pa((r,00)) = e Mdr = —e = <3,

de donde se sigue que

—In(3)

r

A > >0

para toda uy € F. Por lo tanto, inf{A > 0: uy € F} > 0.

Supongamos ahora que Inf{\ > 0: puy € F} =L > 0yseac € (0,1)N(0, L) arbitrario.
Entonces, —In(g) > 0 y por lo tanto existe ny € N tal que ngL > —In(e) lo cual implica
que et < . Considerando el conjunto compacto [0, ng], se tiene para uy € F

pa(RN\ [0, 1)) = / Ny = e < g=Ino o

no

Como lo anterior se cumple para toda uy € F, se concluye que F es tensa.
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En espacios métricos la compacidad de X y el hecho de que toda sucesion posee una
subsucesion convergente son afirmaciones equivalentes (ver Teorema 1.2.7). Esta tltima
caracterizacion es llamada compacidad secuencial. De forma similar a lo que sucede con
la cerradura secuencial, en el caso de los espacios topologicos la compacidad no necesa-
riamente es equivalente a la compacidad secuencial. Ante esto, presentamos la siguiente

definicién.

Definicién. 3.1.5. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Decimos que X es secuencialmente

compacto si toda sucesion en X posee una subsucesion convergente.

Adicionalmente, decimos que A C X es un conjunto secuencialmente compacto si toda
sucesion (z,),en en A posee una subsucesion que converge a un elemento z € A. Ademés,
decimos que A es relativamente secuencialmente compacto si toda sucesion (x,, ),en posee
una subsucesion convergente a un elemento x € X, y en este caso x pertenece a la

cerradura secuencial de A.

Teorema 3.1.6. (Prokhorov, 1956). Sea (X,d) un espacio métrico y F C P(X).

Entonces:
(i) Si F es tensa, entonces F es relativamente secuencialmente compacta.
(ii) Si X es polaco y F es relativamente secuencialmente compacta entonces F es tensa.

Demostracion de (ii). Sea D = {x1,x,...} un subconjunto denso numerable de X.

Para n, N € N, definimos
N

Ay = B(zi,1/n). (3.1)

i=1
Para cada n € N se cumple que A, v T X cuando N — oo . Como F es una familia de
medidas de probabilidad, el conjunto de nimeros reales A = {u(Ay5, ) : p € F,n, N € N}

esta acotado. Definimos asi

0 :=sup Inf sup pu(A; ) > 0.
neN VEN e F ( ’N)

Supéngase que § > 0, entonces existe ng € N tal que 2 < inf ey sup,er H(As, ). Esto
implica que para todo N € N, g < SUp,er M(AZO,N) y por lo tanto existe una medida
pn € F tal que puy(AS, ) > 2. Como F es una familia relativamente secuencialmente

compacta, la sucesion (uy)yen tiene una subsucesion convergente (i, )keny con limite .
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Por el teorema de portmanteau, para toda N € N se tiene que

p(Ay, n) = lim sup p, (A5, x) > lm sup p, (A5, N,) = 0/3 >0 (3.2)

k—o0 k—o0

Como Aj y | 0 cuando N — oo, entonces pu(A;, ) — 0, lo cual contradice (3.2) y por
lo tanto 6 = 0. Se sigue entonces que para toda n € N infyensup,cx pu(A5, y) = 0, lo
cual implica que para € > 0 podemos escoger N] € N tal que supuefu(AiN;L) <e/2"y
por lo tanto, u(Aj, v, ) < €/2" para toda pu € F. Sea A := (2, An ny. De (3.1) se tiene
que A es totalmente acotado y como X es un espacio métrico completo, entonces A es

relativamente compacto. Asi, para toda u € F
M(<A> < :u AC S Z nN/ —

concluyendo asi que que la familia F es tensa.

Demostracion de (i). Primero supongamos que X es un espacio o-compacto, esto es,
X =2, K,, donde cada K, es un conjunto compacto de X . Entonces, por la Proposicién
1.2.6 X es separable y por lo tanto existe una base numerable B para la topologia 7x

(véase Proposicién B.0.9). Definimos las familias de conjuntos

C:={UNK,:UcB,necN}

N
C::{UCn:NENyC’l,...,CNEC/}

n=1
Nétese que C’ es una familia numerable de conjuntos compactos y C es una familia nume-
rable de conjuntos compactos cerrada bajo uniones finitas. Ademas, cada K, tiene una

cubierta finita de elementos de B, lo cual implica que K, € C para todo n € N.

Paso 1. Definicién de a : C — R. Sea (pn)nen una sucesion de medidas en F y
sea C = {C1, (s, ...}. Puesto que la sucesién de ntumeros reales (1,(C1))nen es acotada,
por el teorema de Bolzano-Weierstrass existe una subsucesién convergente wﬂi (C1))ken-
Utilizando el mismo argumento, de la sucesion (4,1 (C2))ken podemos encontrar una sub-
sucesién convergente (un% (C3))ken- De forma inductiva, podemos encontrar subsucesiones
(nh)ken, (nd)ken,... tales que (nf)ren es subsucesion de (nf)ken 816 > § ¥ (png (Cin) ke
converge para todo m € N. Definiendo ny = n¥, se tiene que la subsucesion (i, Jxen

cumple que para toda C' € C limy_, fin, (C) existe.
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Definimos asf la funciéon a : C — R como «(C') = limy_,00 pin, (C). Utilizando propieda-
des basicas de medidas, se tiene que la funcién a es mondtona, aditiva y subaditiva, esto
es a(Ch) < a(Cy) si Cy C Cy, a(CrUCy) = a(Cy) + a(Cy) si C1 N Cy =0y, en general,
para C1,Cy € C, a(Cy U Cy) < a(Ch) + a(Cy).

Paso 2. Definiciéon de 3, subaditividad y o-subaditividad de §. Para A C X
abierto definimos
B(A) :==sup{a(C): C eC,C C A}.

Sean A; y A, subconjuntos abiertos de X y sea C' € C, con C' C A; U A,. Sea ng € N

con C C K,,. Definimos los conjuntos
By :={zx € C:d(z, AT) > d(z, A%)}

By :={z € C:d(z,A) < d(z, A%)}.

Sea z € By y supongamos que x ¢ A;. Como C' C Ay U Ay y z € C, entonces x € As.
Entonces d(z, A5) > 0y d(z, A) = 0, es decir, d(z, A) < d(z, AS) lo cual no es posible
pues © € Bjp. Asi, se tiene que x € A; y por lo tanto By C A;. Con un razonamiento

similar se obtiene que By C A,.

Puesto que la funcién = — d(x, AS) es continua con i = 1,2, entonces las funciones

f2($> = d(vag) - d(va({)

también son continuas. Puesto que B; = f;([0,00)) y By = f;([0,00)) y [0,00) es
un conjunto cerrado, By y Bs son subconjuntos cerrados. Ademds, como By y Bs son

subconjuntos de C' entonces B; y B, son compactos.

De lo anterior, se tiene que d(Bj, AS) > 0 lo cual implica que existe un subconjunto
abierto D; tal que By C D; C D; C A;. En efecto, como B; es compacto, con a =
d(By, Af)/2 > 0 podemos escoger una cubierta finita de bolas B(x1, a), ..., B(z,, a), donde
x; € By paracada ¢ =1,...,n. Se cumple que para cada i =1, ..., n, m € Ay, ya que
si existe y € m tal que y € AS, entonces podemos escoger un elemento z € B(z;, a)

tal que d(z,y) < a/2, lo cual implica que

Awivy) < Al 2) +d(z,9) <o+ 5 = Sa = Sd(By, A
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llegando asi a una contradiccién. Tomando Dy = |J._, B(z;,a), se tiene que, en efecto,
B, C Dy C D; C A.

Sea Bp, = {B € B: B C D;}. Entonces By C D; = UBegD1 B . Ahora, escogemos una
subcubierta finita {Uy,...,Ux} C Bp, de By y definimos Cy = UZ]\LI U; N K,,. Entonces
By € C; € Ay y C; € C. Similarmente se escoge Cy € C con By C Cy C A,. Como
C C By U By C (4 UC(,, utilizando las propiedades de monotonia y subaditividad de a y

la definicién de f3, se tiene que
a(C) < a(CLUly) < a(Ch) +a(Cy) < B(Ar) + B(A).
Esto implica que
B(A; U Ag) =sup{a(C) : C € C tal que C C A; U Ax} < B(A1) + B(A2).

Procedemos ahora a mostrar la o-subaditividad de (. Sea Aj, As,... una sucesion de
subconjuntos abiertos y sea C' € C tal que C' C ;2 4;. Debido a que C' es compacto,
entonces existe un ng € N tal que C' C [J!?; A;. Ya se probé que 3 posee la propiedad de

subaditividad finita, entonces

Tomando el supremo sobre C' € C, se obtiene que

5([] A;) = sup{a(C) : C € C tal que C C U2 A} < iﬁ(Ai)
i=1

i=1

Paso 3. Definicién de la medida exterior p*. Para G € 2% definimos
p(G) == inf{S(A) : G C A, A esun abierto }.

Primeramente observamos que 3(A) = u*(A) para cualquier subconjunto abierto A. Se
probara ahora que p* es una medida exterior. Es claro que p*(0)) = 0y que p* es monétona.
Para probar la o-subaditividad de u*, sea (G, Ga,...) una sucesién de subconjuntos de
X y sea ¢ > 0. Entonces, por la definicién de p* y la propiedad del infimo se tiene

que para cada n € N podemos escoger un subconjunto abierto A, tal que G,, C A, y
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B(A,) < " (Gn) + %. Por la o subaditividad de f3, se tiene que

8

UG <5UA sz n>§e+§ju*<G

Como ¢ > 0 es arbitrario, entonces p*(|J7—, Gn) < D> o0, p*(Gy). Asi, p* es en efecto una

medida exterior.

Paso 4. Todo boreliano es p*-medible. Se probara que los subconjuntos cerrados
son p*-medibles. Sea G € 2%, ¢ > 0, F un subconjunto cerrado y A C X un abierto.
Escogemos C; € C con C; C AN F° y a(Cy) > B(AN F°) — e. Ademds, sea Cy € C tal
que Co CANCSy a(Cy) > B(ANCL) —e. Como C1NCy =0y C;UCy C A, entonces

B(A) > a(CLU Ce) = a(Ch) + a(Cr) > B(ANF) + B(ANCY) — 2¢

PWANF)+p (ANF) — 2

Como ¢ > 0 es arbitrario, entonces se obtiene la desigualdad p*(F N A) + p*(F°nA) <
B(A). Tomando el infimo sobre los subconjuntos abiertos A tales que G C A, se obtiene
que

p(FNG)+p (FNG) <p(FNA) +p (FNA) < p(G).

Asi, todo subconjunto cerrado es p* medible lo cual implica que todo boreliano es p*
medible.

Definiendo yt = u*[(5x)), se tiene que para todo abierto A, u(A) = p*(A) = B(A), por
lo tanto
p(A) =sup{a(C) : C € C, C C A} para todo A C X abierto

Sea A un abierto y C' € C con C' C A. Se tiene que
a(C) = lim pu,, (C) < liminf u,, (A)
k—o00 k—o00

Tomando el supremo sobre las C' C A, se tiene que u(A) < liminfy_, fin, (A). Por el
teorema de portmanteau, se tiene que fi,, % . Como (pn)nen €s una sucesion arbi-
traria en la familia de medidas de probabilidad F se concluye que F es relativamente

secuencialmente compacta.

Ahora, sea (X, d) un espacio métrico arbitrario y F C P(X) una familia tensa. Entonces

existe una sucesién creciente de conjuntos compactos K; C Ky C ... tal que u(K¢) < i
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para toda p € F. Si definimos X’ = |J,~, K,,, entonces (X', d|x/) es un espacio métrico
o-compacto (separable) y u(X \ X’) = 0 para toda u € F. Sea (i, )neny una sucesion en
F. Definimos p], = pn|p(x7) para cada n € N, obteniendo asi la sucesiéon de medidas de
probabilidad (u,)nen en (X', B(X")).

Si A es un abierto, entonces A N X' es un abierto en X'. Asi, por el procedimiento
previo, existe una medida x4’ en X' y una subsucesion (i, )ren tal que para todo abierto
A, (AN X') < Hminfy oo p17, (AN X'). Definiendo la medida pu(B) = p/(BN X') en X

se tiene que para cada abierto A
w(A) = /(AN X') <liminf iy, (AN X') = liminf p,,, (A)
k—o0 k—o0

Como p(A) < liminfy, o ptn, (4), por el teorema de portmanteau se tiene que ji,, — .
Asi, como (fiy)nen €8 una sucesion arbitraria, se concluye que F es una familia relativa-

mente secuencialmente compacta. ]

3.2. Algunas consecuencias del teorema de Prokho-

rov

Lema 3.2.1. Sea (X, d) un espacio métrico completo y I' C P(X). Si para toda e > 0y
0 > 0 existen ay,...,a, € X tales que

para toda pu € I', entonces I' es tensa.

Demostracion. Sea € > 0. Entonces, para cada m € N existen puntos af’,...,a” € X

U,

tales que

,u(U B(a*,1/m)) > 1—2""¢ para toda p € T’
i=1

Definimos asi el conjunto

O M

K = ﬂ UB(alm,l/m)

m=1i=1
Por construccion, es claro que K es totalmente acotado y como X es un espacio métrico

completo entonces K es relativamente compacto. Ademas, como K es cerrado, lo anterior
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implica que K es compacto. Asi, para u € I’

ﬁ[jB mo1/m)) GnﬁB m1/m)")
m=1i=1 m=1i=1

>1—ZﬂﬂB m1/m >1—22m€—1—6
— u(K%) <e
Se obtiene asi que la familia I' es tensa. [

Proporcionaremos ahora una prueba interesante para una de las consecuencias del
Teorema 2.3.12, que utiliza menos herramientas de topologia que las pruebas mostradas

en [1] o [3] y también aprovecha las virtudes del teorema de Prokhorov.

Teorema 3.2.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Si (X, d) es un espacio polaco, entonces
(P(X),dp) (esto es, P(X) con la topologia débil) es polaco.

Demostracion. Como X es separable, entonces P(X) también es separable. Sea ahora
(tn)nen una sucesién de Cauchy en P(X). Sea D = {ay,as,...} un subconjunto denso

numerable en X. Para e > 0y § > 0 definimos

v :=min{e, §}/2

y tomamos N € N tal que
dp(fim, pur) <y

para toda m,k > N. Esto a su vez, implica que para toda m,k € N
pm(A) < (A7) + 7y p(A) < (A7) + 7 para toda A € B(X).

Tomamos ahora n € N tal que para k = 1,2, ..., N se cumple
(| Blai,6/2)) > 1 - .
i=1
Obsérvese que para k > N

(U B(a;,6/2))" € | JB(ai,6/2+7) | B(a:,0)

i=1 i=1
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n n n

= el Bai,6/2)) < i\ Blai, 6/2))) + 7 < (| Blai. 6)) +

=1 =1 i=1

Esto implica que para k > N
uk(U Bs(ai,0)) >1—-2y>1—¢
i=1

y ademas de que para k=1,..., N

n n

(| Blai, 8) > pu(|J Blai 6/2) 2 1=y 21—,
i=1 i=1
Por el lema previamente demostrado, se tiene que la familia de medidas {u, : n € N} es
tensa y por ende relativamente compacta por el teorema de Prokhorov. Asi, existe una
subsucesion (i, )ken que converge a un p € P(X). Por hipétesis, (pn)nen es de Cauchy,

por lo tanto, ju;, — . Se concluye asi que P(X) es completo. [



Capitulo 4

Ejemplos de conjuntos compactos y

o-compactos en P(X)

4.1. Las métricas de Lévy y Kolmogorov

Definicién 4.1.1. Dadas dos funciones de distribucién de probabilidad F' y G en R se

define la distancia de Lévy por

dp(F,G)=imf{e e R: G(x —¢) —e < F(z) < G(x + ¢) + € para todo = € R}

Lema 4.1.2. La funcién d; es una métrica en el conjunto de funciones de distribucién
de probabilidad.

Demostracion. Consideremos los conjuntos A = {e e R: G(x —¢) —e < F(x) < G(z+
g)+eparatodor e R}y B={c€R: F(x—e)—e < G(z) < F(x+¢e)+e para todo x €
R} y tomemos € € Ay x € R arbitrarios. Consideremos z; = 2 —¢. Como ¢ € A, entonces

F(r) <Gx1+e)+e = Flx—e)<Gr—e+e)+e = F(r—¢)—e <G(x)

De forma similar, considerando x, = x + ¢, se tiene que

Glrzg—e)—e<F(xs) = Glr+e—e)—e<F(x+¢e) = Gx)<F(r+e)+e¢

50
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Asi, se obtiene que F(x —¢) —e < G(z) < F(xz+¢) + ¢ lo cual implica que € € B. Como
€ € A es arbitrario se tiene que A C B. De forma anéloga se prueba que B C A y por lo
tanto A = B. Se tiene entonces que dp(F,G) = inf A = inf B = d. (G, F).

Sean F'y G funciones de distribucién tales que dp(F,G) = 0 y sea z € R. Entonces,
para todon € N, L e {e e R: Gz —¢) —e < F(z) < G(x +¢) + ¢ para todo = € R}.
Como G es una funcién de distribucion entonces G es continua por la derecha y por lo

tanto G(z + =) — G(x) cuando n — co. Se tiene entonces que

F(x)gG(x—l—%)—i-% — F(x) < h'm(G(xﬁL%)—i—l):G(x)

— F(z) < G(x).

Como dp(F,G) = di(G, F) = 0, utilizando una argumentacién andloga obtenemos que
G(z) < F(x) y por lo tanto F(x) = G(x). Como x € R es un elemento arbitrario, se tiene
que F' = G. Por otro lado, si F' = G, sesigneque 0 € {c e R: Gz —¢) —e < F(x) <
G(z + €) + € para todo = € R} por lo tanto, d(F,G) = 0.

Finalmente, sean F,G y H funciones de distribucién de probabilidad. Sean a € {¢ €
R:H(zr—¢)—e<F(r)<H(r+e)+ecparatodoz e R}, be{ceR: Gz —¢) —e <
H(z) < G(x +¢) + ¢ para todo x € R} y « € R arbitrarios. Considerando z; = = — a, se
tiene que

G(x;—b)—b< H(z;) = Glx—a—-b)—b< H(zx—a)

— Gr—a—-b)—a—b<H@x—a)—a<F(r) = Glx—a—-b)—a—b< F(x)

Con argumentos similares, se obtiene que F(z) < G(zx+a+b)+a+b. Asi, G(x—a—10b) —
a—b< F(zx) <Gx+a+b)+a+b,ycomozx € R es arbitrario se sigue que a,b € {¢ €
R:G(x—¢)—e < F(z) < G(x +¢) + ¢ para todo = € R}. Ante esto, d,(F,G) < a+b,
por lo tanto, de la propiedad del infimo, se tiene que dp(F,G) < dp(F,H)+d.(H,G). =

Teorema 4.1.3. Sea (F),),eny una sucesion funciones de distribucién de probabilidad.

Entonces, F,(z) — F(x) para todo punto de continuidad de F' siy sélo si d(F, F,,) — 0.

Demostracion. (<) Supongamos que di(F, F,,) — 0. Si z € R es un punto de conti-
nuidad en F' 'y ¢ — 0, entonces F(zx +¢)+e¢ — F(z) y F(v —¢) —e — F(z), y como
di(FF,) =infle e R: F(x—¢e)—e < F,(x) < F(z+e)+e} — 0, se tiene F,,(z) — F(x).

(=) Supongamos ahora que F,(x) — F(z) para todo punto de continuidad. Sea ¢ > 0
y xg < 1 < ... < xy puntos de continuidad de F tales que F(zg) < /2, F(axy) > 1—¢/2,
y que z;11 —x; < . Seang € N tal que para todo i € {0,1,...., N} yn € N tal que n > ng
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se cumpla que |F,(z;) — F(x;)| < €/2. Entonces, para x;_; <z < x; coni € {1,..,N} y

n > ng, se tiene que
Fo(z) < Fylw) < Fla) + g <Flz+e)+e
Para z < z, se sigue que
Fu() < Falwo) = Flao) + Flzo) < 5 + 5 < Fla+¢) +¢
Finalmente, para x > xy se tiene que
F.(x) <1< F(x+e¢)+e.

Con esto queda probado que para todo z € Ry n > ng se cumple que F,,(z) < F(x+¢)+-e.
Utilizando argumentos similares, se obtiene que F(x —¢) —e < F,(x) para todo x € Ry

n > ng. Debido a que € > 0 es arbitrario se concluye que d(F,, F) — 0. [ |

Definicién 4.1.4. Dadas dos funciones de distribuciéon de probabilidad F'y G en R se

define la distancia de Kolmogorov por

d (F,G) = sup |[F(x) — G(x)]

zeR

Puesto que las funciones de distribucién de probabilidad son acotadas, la distancia
de Kolmogorov esta bien definida. Ademas, utilizando propiedades basicas del supremo,

obtenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 4.1.5 La distancia de Kolmogorov dx es una métrica en el conjunto de

funciones de distribucién de probabilidad.

Proposiciéon 4.1.6 Para cualesquiera funciones de distribucion de probabilidad F'y G,
se cumple que di(F,G) < dg(F,G).

Demostracion. Sean F'y G funciones de distribucién de probabilidad y a = dk (F, G).
Entonces, para todo x € R se cumple que |F(z) — G(z)| < a. Esto implica que

—a< F(z)—Gx)<a = G(z)—a< F(z) < G(z) +a.
Se sigue que

Glx—a)—a<G)—a<F(z) <Gz)+a<Gz+a)+a
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= G(r—a)—a< F(z) <G(x+a)+a.

Esto implica que a € {e e R: G(x —¢) —e¢ < F(z) < G(x+¢€) + ¢ para todo = € R}, por
lo tanto, de la definicién de la métrica de Lévy se sigue que di(F,G) < a =dg(F,G). m

4.2. Ejemplos de conjuntos compactos y c-compactos

en P(X)

Sea (X,d) un espacio métrico y o € X fijo. Definimos los siguientes conjuntos en
P(X)
Po(X) i= {u € P(X): [ d(o, zo)ulde) < oo},
X

PU(X) = (€ BY) : [ da,zo)ui) < b}

Pop(X)={peP(X):a< /Xd(x,xg)p,(dx) < b}

con constantes 0 < a < b. Finalmente, con ¢ > 0 y r > 0 definimos:

Py, = {p e Puy(X): /Xdl“LT(x,xo),LL(dx) < o0}

P = {n € Pop(X) :a < / A" (2, x)u(dz) < ¢}
X

En el siguiente resultado consideraremos una clase particular de espacios métricos.

Definicién 4.2.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Decimos que X es de Heine-Borel o
propio si todo subconjunto cerrado y acotado es compacto. En este caso decimos que d

es una métrica de Heine-Borel.
Un ejemplo de un espacio métrico de Heine-Borel es R™ con la métrica euclidiana usual.

Observacion 4.2.2. Todo espacio métrico (X, d) de Heine-Borel es o-compacto. En efec-
to, si tomamos = € X arbitrario, para todo n € N la bola cerrada B[z, n| es compacta, y
como X = J 7, B[z, n], se tiene que X es o-compacto. Adicionalmente, todo subconjunto

acotado es totalmente acotado.

Teorema 4.2.3 Si (X,d) es un espacio métrico de Heine-Borel, entonces P,(X) es un

subconjunto compacto de P(X) para cada b > 0 y Py(X) es un subconjunto o-compacto.
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Demostracion. Sean b > 0, ¢ > 0 arbitrarios y consideremos el conjunto K = B[z, 2b/¢].
Como K es cerrado y acotado entonces K es compacto. Consideremos ademas la funcién
Z(x) = d(x,x0), la cual es continua y por lo tanto es medible en (X, B(X)). De la des-
igualdad de Markov tenemos que para toda pu € Py(X),

p(KS) = iz € X 2(0) > 2Y) < = /X Z()u(dr) = /X d(z, zo)u(dr) < c.

— 2b
Asi, como € > 0y p € Pyp(X) son arbitrarios, P,(X) es una familia tensa. Entonces,
por el teorema de Prokhorov se tiene que P,(X) es un conjunto relativamente secuencial-
mente compacto. Probaremos ahora que P,(X) es un conjunto secuencialmente cerrado.
Supongamos que (i, )nen €s una sucesion en P,(X) que converge a u € P(X) y considere-
mos la sucesién de funciones Zj, = ZIp(y,2r/c), con k € N, las cuales son semi-continuas

inferiormente en X (ver Observacion 1.4.2.2). Se tiene entonces que

/XZk(x),u(dx) < lim inf/X Z () pp (dz) < lim inf/XZ(x),un(da:) <b

n—o0 n—oo
Debido a que Z; T Z de forma puntual, por el teorema de la convergencia mondétona se
cumple que

/Xd(x,xo),u(dx) :/ Z(x)p(dx) = lim [ Zyp(dr) <b

X k—o0 X

esto es, 1 € Pp(X). Como (pn)nen €8 una sucesién convergente arbitraria en Py(X),
entonces Pp(X) es un conjunto secuencialmente cerrado. Asi, se concluye que P(X) es

secuencialmente compacto.

En cuanto a la o-compacidad de Py(X), basta notar que Po(X) = |J,—, P, (X), pues

P,.(X) es compacto para cada n € N por lo probado anteriormente. [ |

Corolario 4.2.4. Un espacio métrico (X, d) es compacto si y s6lo si P(X) es un espacio

compacto y metrizable.

Demostracion. Supongamos primero que (X,d) es un espacio compacto. Entonces,
X es un espacio métrico separable. Ademds, como todo subconjunto cerrado de X es
compacto, entonces es claro que (X, d) es un espacio de Heine-Borel. Ahora, como X es
un espacio compacto y la funcién f(z) = d(z, xy) es continua para x, arbitrario, entonces
b* = sup,cy d(z, ) es una constante finita. Asi, se tiene que P(X) = Py (X), por lo

tanto, por el Teorema 4.2.3 se tiene que P(X) es un espacio compacto.
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Supongamos ahora que P(X) es compacto y metrizable. Con la funcién z — §(z) iden-
tificamos a cada elemento de x € X con una medida de probabilidad. Consideremos asi
el subconjunto §(X) = {d(x) : x € X}. Se tiene que §(X) es un conjunto secuencialmente
cerrado, y como por hipétesis P(X) es compacto y metrizable, entonces §(X) es compac-
to. Por el Lema 2.2.3, la funcién x — §(x) es un homeomorfismo entre X y 6(X) por lo

tanto X es un espacio compacto. ]
Proposicién 4.2.5. El espacio de medidas de probabilidad P(R) no es o-compacto.

Demostracion. Sea p € P(R) una medida de probabilidad fija y denotemos por F' su
funcién de distribucién de probabilidad. Demostraremos que la bolas cerradas By, [u, 7]
no son conjuntos compactos para cualquier » > 0. Sin perdida de generalidad, tomaremos
r € (0,1/2). Definimos

a, =sup{zx e R: F(z) <r}

by =mf{r e R: F(z) >1—-r}.

Consideremos la siguiente sucesién de funciones de distribucion de probabilidad: para

n < méx{|a,|, |b:|}, sea F,(z) = F(z), y con n > max{|a,|,|b.|}

;

0 six < —n
T si —n<z<a,
F(z) = F(z) sia, <z <b, (4.1)

1—r sib.<zx<n

1 sixz>n

Denotemos con pu, la medida de probabilidad que corresponde a la funcién de distri-
bucién F,,. Considerando la métrica de Kolmogorov en P(R), se tiene que dg (g, 1) <,
lo cual implica que la sucesién (i, ),en pertenece a la bola cerrada By, i, r]. Notemos
que la sucesién (g, )nen no es tensa y como P(R) es un espacio polaco, por el teorema de

Prokhorov se tiene que By, [, ] no es un conjunto compacto en P(R).

Ante este hecho, se obtiene que los conjuntos compactos son nunca densos. En efecto,
supongamos que existe un compacto K C P(R) tal que K° # (). Entonces, existe pu €

K°=K°yr>0tal que By, (u,r) C K. Como K es compactoy By, [p, 7] C K, se tiene

que By, [, 7] es compacto, lo cual es una contradiccion.
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Para finalizar la prueba, obsérvese que P(R) no se puede expresar como la unién
numerable de conjuntos nunca densos (véase Teorema A.0.2). Asi, como los conjuntos

compactos en P(R) son nunca densos, se concluye que P(R) no es o-compacto. n

Proposicién 4.2.6. El subconjunto P, ;(R), con a > 0, no es un subconjunto cerrado de
P(R).

Demostracion. Tomemos xy = 0. Se tiene que
Pusl®) = {1 € B(®) s < | [oln(da) <0}
R

Sea (ftn)nen una sucesion en P(R) definida por

na 1 1
-1 — — =

Pm({

Se tiene que
n

[ lalinlde) = ()1 = 50) + (a)(5) = o

por lo tanto yu,, € P,,(R) para todo n € N.

Tomemos ahora la sucesiéon de distribuciones de probabilidad {F,,} correspondientes a

la sucesion de medidas (p, )nen. Claramente, F,,(x) — F(z) para x # a/2, donde

0 siz<a/2
F(x) = (4.2)
1 sixz>a/2

Asi, p1, = p donde pu es la medida de probabilidad que corresponde a la funcién de

distribucién F. Notemos que p ¢ P, ,(R). Asi, P, ,(R) no es un subconjunto cerrado. m

Teorema 4.2.7. Si (X, d) es un espacio métrico de Heine-Borel, entonces P’} (X) es un
subconjunto compacto para 0 < a < b, r > 0y ¢ > 0. Ademas, P}, ,(X) es un conjunto

o-compacto.

Demostracion. Como P (X) C Py y P,(X) es una familia tensa de medidas de proba-
bilidad, se tiene que IEDZ’E(X ) también es tensa. Por lo tanto, por el teorema de Prokhorov
se sigue que P 5 (X) es una familia relativamente secuencialmente compacta. Sea (4t )nen
una sucesién de medidas en P} (X) que converge débilmente a una medida de probabi-
lidad p € P(X). Como p, € Py(X) para cada n € N, por los argumentos presentados en
el Teorema 4.2.3 se tiene que pu € Py(X).
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Definiendo Wy(z) = d1+7"(x,x0)IB(xO ary para cada k € N, obtenemos una sucesién
de funciones semi-continuas inferiormente. Utilizando la condicién (c) del teorema de

portmanteau, se obtiene que

/Wk(:c),u <hm1nf/ Wi () pn (dx) < hmlnf/ d"(x, wo) i (d) < c
b X

n—oo n—o0

Como Wy 1 d'™"(z, xg), entonces

/ d"(z, 2o)p(dz) = lim [ Wi(x)u(dz) < e.
X k—oo [ x

Probaremos ahora que

/Xd(:c,a:o),u(da:) > a

Notemos que para A € P (X)

/ d(x,x0)A(dx) = / d(x, xo)A(dx)
{ze€X:d(z,z0)>k} {rex:(Lzza)yr>1y

</ (A, 20)
- Jeexy(dzzodyrsgy kr

Asi, para cada ¢ > 0 existe k. > 0 tal que

C
Adrx) < —
(da) < o

/ d(x, 20)\(dx) < ¢ para toda A € P (X).
{zeX:d(w,m0)>ke} '

Por otro lado, notemos que la funcién = +— d(z, 29)Ip[k. () es semicontinua supe-

riormente. Utilizando la condicién (¢’) del teorema de portmanteau se sigue que

[ dteaoutdn) = [ deao)ng,p @i

> timsup | de, o) (0)pn(d)
X

n—oo

— lim sup( / d(, 20)un(dz) — / A, 70) [ineximmny b i ()
X X

n—oo

> lim Sup/ d(z,xo)pn(dx) —e > a—¢
X

n—oo
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Puesto que ¢ es arbitrario, se tiene

/X d(z, zo)p(dz) > a

lo cual implica que p € P73 (X). Como (p,)nen €s una sucesién arbitraria, se concluye
que 5 (X) es un subconjunto cerrado. Ademés, como P} (X) también es relativamente

compacto, entonces P’7 (X') es un subconjunto compacto.

La o-compacidad de P} ,(X) se prueba observando que P, ,(X) = ;2 P, (X). =



Conclusiones

Se inicié este trabajo analizando la o-algebra de Borel en un espacio métrico y des-
cribiendo algunas clases de medidas que se pueden definir en este espacio medible. Se
dieron varios resultados interesantes, como la regularidad exterior de una medida finita

y el hecho de que en un espacio métrico polaco toda medida finita es tensa.

Posteriormente, en el segundo capitulo se introdujo la nocién de convergencia débil
de sucesiones de medidas de probabilidad, asi como la topologia débil en P(X) mediante
la descripcion y estudio de sus elementos béasicos y subbésicos. En este mismo capitulo
se introdujo el teorema de portmanteau, un resultado que es de gran utilidad debido a
que proporciona una buena cantidad de condiciones equivalentes a la convergencia débil
y también se presentd la métrica de Prokhorov, la cual podemos asegurar que induce la
topologia débil cuando el espacio métrico en cuestion es separable. Adicionalmente, se
obtuvo una correspondencia interesante entre un espacio métrico X y el subconjunto de
medidas de probabilidad §(X) con la Proposicién 2.3.11.

El teorema de Prokhorov es un resultado fundamental en este trabajo, ya que nos
brinda una condicién relativamente sencilla (la tensién) que nos garantiza que una familia
de medidas de probabilidad es relativamente secuencialmente compacta. Ademas, con este
enunciado se puede probar que un espacio métrico es polaco si y sélo si P(X) es polaco

sin la necesidad de utilizar muchos resultados de topologia general.

En el ultimo capitulo se introdujeron las métricas de Lévy y Kolmogorov para el con-
junto de funciones de distribucién en R. La primera métrica resulta ser una buena herra-
mienta para analizar la convergencia débil de medidas de probabilidad debido al teorema
de Helly-Bray, dando ademéas una forma mas intuitiva de entender dicha convergencia en
este espacio. Por ultimo, se probaron propiedades relacionadas a la compacidad de varios

conjuntos de medidas de probabilidad definidas en espacios métricos de Heine-Borel.
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En general, se concluye que los aspectos topoldgicos que aparecen en el desarrollo
de este trabajo son de suma importancia en las demostraciones, sobre todo aquellos
relacionados a la metrizabilidad de P(X). Esto se debe a que las nociones de cerradura y
compacidad no se pueden caracterizar exclusivamente con la convergencia de sucesiones,

sino que se debe recurrir al analisis de convergencia de redes.



Apéndice A
Teorema de categoria de Baire

Definicién A.0.1. Un suconjunto A de un espacio métrico X se dice ser

(a) nunca denso en X si la cerradura no contiene puntos interiores, esto es, A° = ().
(b) de primera categoria en X si A es la unién numerable de conjuntos nunca densos.
(c) de segunda categoria en X cuando no es de primera categoria.

Teorema A.0.2. (Teorema de categoria de Baire) Si X es un espacio métrico

completo entonces es de segunda categoria en si mismo. Esto es, si X # () y

< Ua
=1

entonces existe un A; tal que contiene un subconjunto abierto no vacio.

Demostracion. Supongamos que (X, d) es un espacio métrico completo de primera

categoria. Entonces,
o0
i=1

donde A; es nunca denso para todo ¢ € N. Primero, como A; es nunca denso, entonces A;
) Y

no contiene ningin subconjunto abierto, pero X si contiene. Esto implica que A; # X,
1 C s’ . ’ 1 C

por lo tanto, A; no es vacio y es abierto. Podemos escoger asi x1 € A1 y un gy > 0

1 C . , .
tal que 1 < % y By = B(x1,e1) C A; . Ahora, por hipdtesis As es nunca denso, por
1 C . . . , .
lo tanto A, no contiene subconjuntos abiertos no vacios, por lo tanto, no contiene a la
) 7

bola B(z1,%). Esto implica que A" C B(z1, %) no es vacio y es abierto, por lo tanto,
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podemos escoger x5 € Ay° C B(xy, S)yer>0talqueey, < 5y

BQ = B(ZL‘Q,E‘:Q) C MQ N B(xla %)

Realizando un proceso inductivo, obtenemos una sucesiéon de bolas B,, = B(x,,¢&,) con
€, < 27" tales que B,N M, =0y
En

—) C B,

Bn+1 C B(xna 9

para n € N. Consideremos la sucesion (x,,),en, donde z, es el centro de la bola B,,. Como
en < 27", se tiene que (z,)nen €s una sucesion de Cauchy y como X es un espacio métrico
completo entonces x,, — = para algun z € X. Ademas para m € N y n > m se tiene que

B,, C B(Tm, %), entonces

AT, x) < d(Tm, zn) + d(xp, ) < %ﬂ +d(x,, x) — -

cuando n — oo, lo cual implica que x € B,,. Como m es arbitrario, entonces = € B,,
para todo m € N, y como B,, C A,,°, entonces = ¢ A,, para todo m € N. Sin embargo,

como X = J;2, 4;, entonces = ¢ X, lo cual contradice el hecho de que z € X. ]



Apéndice B

Resultados auxiliares de topologia

Definicién B.0.1. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una subcoleccién B de 7 es una
base para T si para cada A € T existe una coleccién de elementos (B;);e; de B tal que
A = UJ,c; Bi. Adicionalmente, para un elemento x € X, una coleccién C C 7 es una base
local o una base de vecindades de = en (X, 7) si para cada U € 7 tal que x € U existe un

BeCtalquexe BCU.

Se tiene de forma trivial que para cualquier espacio topolédgico (X, 7), 7 es una base
para (X, 7). Para un espacio métrico (X, d), la topologia generada por la métrica d es
la coleccion 7, = {0} U{A C X : A es la unién de bolas abiertas }. Asi, la coleccién de
bolas abiertas By = {B,(z) : € X,r € R} es una base de (X, 7).

Proposiciéon B.0.2. Una subcoleccion B de una topologia 7 en X es una base de 7 si

y s6lo si para cada A € 7\ () y cada x € A existe B € B tal que z € B C A.

Demostracion. Supongamos que B es una base de 7, y sea A € 7y x € A arbitrarios.
B;. Como

Entonces, existe una coleccién (B;)ier de elementos de B tal que A = (J,;

x € A, entonces existe i’ € I tal que x € By C A.

Reciprocamente, sea A € 7\ {(}. Entonces, para todo = € A existe B, € B tal que
r € B, C A, lo cual implica que A =, 4 Bs. [ |

Observacién B.0.3. Si B es una base de una topologia 7 entonces X = (Jgzs5 B, ¥
para cualquier coleccion finita By, Bs, ..., B, € B, six € BiN ByN...N B, entonces existe

BeBtalquexe BC BiNByN...NB,.
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Proposicién B.0.4. Sea B una familia de subconjuntos de X que satisface

(a) X = Upes B,

(b) si By y Bs son elementos de B 'y x € By N By, entonces existe B € B tal que

Entonces, la coleccién 73 = {A € X : A = |Jge4 B para alguna A C B} es una

topologia en X que contiene a B como base.

Demostracidn. Por (a) se tiene que X € 7, y es claro que () € 75. Por definicién de 75
es sencillo ver que la unién de una coleccién arbitraria de conjuntos en 75 también esta
en 75. Sean ahora A, Ay € 75 y x € Ay N Ay. Entonces, existen By, By € B tales que
x € By C Ay yx € By C As, lo cual implica que x € By N By. Por la condicién (b), se
tiene que existe B, € B tal que x € B, C BiN By C AN Ay. Como =z € A; N As fue
arbitrario, entonces para todo x € A; N A, existe B, € B tal que x € B, C A1 N Ay, lo

cual implica que Ay N Az = J, 4,04, Ba-

Realizando un argumento por induccion, se tiene que para cualquier coleccién Ay, ..., A, €
8, (g Ai € B. Con todo lo anterior, se tiene que en efecto 75 es una topologia. Ademsds,

por construccién, es claro que la coleccion de conjuntos B es una base para 7z. [ ]

Definicién B.0.5. Una subcoleccién S de una topologia 7 en X es una subbase para
(X, 7) si B={Nges, S S0 C Sy Sy es finita } es una base para 7.

Corolario B.0.6. Sea S una coleccién no vacia de subconjuntos de X que cubre a
X, y definimos Bs = {B C X : B = ()geg, S, donde Sy C S es una coleccién finita. }.

Entonces, Bs genera una topologia tal que Bs es una base y tiene como una subbase a S.
Definicién B.0.7. Sea (X, 7) un espacio topolégico.

(a) (X,7) es primero numerable si cada elemento z € X posee una base local de

vecindades numerable.
(b) (X, 7) es segundo numerable si existe una base numerable para 7.

Proposiciéon B.0.8. Sea f : X — Y una funcién entre los espacios X y Y. Si f
es continua entonces para cada sucesion (z,)n,eny en X que converge a x, se cumple que

f(z,) — f(x). Ademas, si X es primero numerable, la afirmacién reciproca es verdadera.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién continua y (x,)nen tal que z,, — x. Sea V

un abierto en Y tal que f(x) € V. Como f es continua, entonces existe un abierto U en
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X tal que f(U) C V. Como z,, — z, entonces existe ny € N tal que si n > ng, entonces
x, € U, esto es, si n > ng entonces f(x,) € V. Como V C Y fue un abierto arbitrario, se

tiene que f(z,) — f(x).

Ahora, supongamos que X es primero numerable. Probaremos esta implicaciéon por
contrarreciproca. Sea B = {B, : n € N} una base local en = que satisfaga B, C B,
para n > m. Supongamos que f no es continua en x. Esto implica que existe un abierto
V en Y tal que f(x) € V' y para cualquier abierto U en X que contiene a x se cumple
que f[A] ¢ B. Entonces, para cada n € N existe un punto z,, € B,, tal que f(x,) ¢ B.
Construimos asi la sucesién (2, )n,en. Esta cumple que z, — x, sin embargo, (f(x,)nen
no cumple que f(x,) — f(x), pues B es un abierto que contiene a z pero no contiene a

ninguin término de la sucesién (fz, )nen- ]

Proposicién B.0.9. Sea (X, d) un espacio métrico y sea 74 la topologia en X generada

por la métrica d. Si (X, 74) es separable, entonces (X, 74) es segundo numerable.

Demostracion. Sea D = {1, xs, ...} un subconjunto denso numerable en X. Para cada
z; € D, definimos B(z;) = {B(x;,+) : n € N}, y B = U2, B(z;). Como D y N son

numerables, entonces B es numerable.

Probaremos que B es una base de 7;. Supongamos que A € 74, y sea x € A. Entonces,
existe n € N tal que B(z, %) C A. Como D es denso, entonces existe un x,, € D N
B(z,5-). Es claro que € B(&,5-). Por otro lado, para y € B(m,5-) se cumple
que d(z,y) < d(z,xm) + d(@m,y), y como d(z,,) < 5= v d(m,y) < 5=, entonces
d(z,y) < %, lo cual implica que y € B(z, %) Como y € B(xy,, %) fue arbitrario, entonces
B(%m, 5=) C B(z,+). Como B(z, <) C A, entonces © € B(zy, 5-) C A. Asi, como A fue

un abierto arbitrario, se concluye que B es una base de para 7. ]

Definicién B.0.10. Diremos que un espacio topoldgico (X, 7) es regular si para cual-
quier ' C X cerrado y x € X \ F existen conjuntos abiertos ajenos U y V tales que
xeUyFCV.

Proposiciéon B.0.11. Todo espacio métrico es un espacio regular.

Demostracion. Sea F' C X un cerradoy x € X \ F. Como X \ F’ es un conjunto abierto,

entonces existe r > 0 tal que v € B(x,r) C X \ F. Ante esto, v € B(z,3) C B(x,5) C

B(z,r). Con los abiertos U = B(x,5) y V =X \ B(x,§) se tiene que UNV =0, z € U

y F' C V', completando asi la prueba. [
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Proposiciéon B.0.12. Si X es un espacio regular, entonces para cualquier abierto U

y « € U existe un abierto V tal que x € V. C V C U.

Demostracion. Sea X un espacio topoldgico regular, U un conjunto abierto y x € U.
Entonces, X \ U es un conjunto cerrado que no contiene a x. Por hipétesis X es regular,
por lo tanto existen abiertos ajenos Vi y V5 tales que z € V3 vy X \ U C V5. Esto
implica que X \ V5 es un cerrado tal que X \ Vo C U. Definiendo V' = Vj, se tiene que
reVcVcX\VcU. ~



Apéndice C

Resultados auxiliares de teoria de la

medida

Teorema C.0.1. (Teorema de la convergencia monétona) Sea (X, S, i) un espa-
cio de medida y (f)nen una sucesiéon no decreciente de funciones medibles no negativas

que convergen a f en X. Entonces:

/ Jdp = tim | fadp

Definicién C.0.2. Una funcién conjuntista p : 2¥ — R es llamada una medida

exterior si
i) p(0) =0
ii) p(A) > 0 para todo A C X
iii) p(A) <p(B)si AC BC X
iv) p(Unzy An) <2202 p(An).

Definicién C.0.3. Sea p : 2¥ — R una medida exterior. Diremos que £ C X es

p-medible si
p(A) = p(ANE)+ p(A—FE) para todo A C X

Denotamos por A a la familia de todos los conjuntos p-medibles
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Debido a que p* es subaditiva, para que un conjunto £ C X sea medible basta pedir
que
p(A) = p(ANE) + p(A - E)

Teorema C.0.4. (De extensién de Caratheodory) Sea p : 2% — R una medida
exterior. Entonces:
a) AP es una o-algebra.

b) p = p|ar es una medida completa.
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