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Introduccion

Para todo matemaético del siglo XXI, hoy en dia resulta indispensable programar.
El propdsito de este trabajo es presentar y dotar de un enfoque computacional a la
geometria diferencial, utilizando el lenguaje de programacion Python. En esta tesis se
presentan desarrollos tedricos de la teoria fundamental de curvas y superficies, los cuales
se ilustran con el uso de Manim, una libreria endémica a Python. Se ha de precisar
que se desarrollaron algoritmos que permiten calcular, en algunos casos, mediante la
resolucion numérica de euaciones diferenciales, objetos geométricos fundamentales, como
la curvatura y la torsion; las cuales se utilizan en los Teoremas Fundamentales de curvas

(en el plano o en el espacio), por ejemplo.

La libreria Manim no sélo sirve para generar imagenes en formato .png, sino que
también puede producir videos en formato .mp/, ademas de permitir trabajar con otro
tipo de recursos, como las imagénes vectoriales (.svg). El énfasis se debe a que estos pueden
resultar de gran apoyo visual para la docencia, difusién e investigacion de las matemaéticas.
Sélo en algunos casos se mostrard el codigo esencial detras de la imagen presentada, ya que
en ocasiones es extenso. Sin embargo, todos los codigos estan disponibles en un repositorio
de GitHub y quien desee consultarlos y ejecutarlos puede acceder desde la siguiente liga:

https://github.com/Fraijo/Geometria-Diferencial-un-enfoque-computacional-con-Python

La estructura por capitulos del presente trabajo es la siguiente. En el Capitulo 1 se
muestra un detallado tutorial de coémo realizar la instalacién del software que se emplea en
los sistemas operativos de Windows y macOS. En el Capitulo 2 trata de curvas en el plano
y el espacio, su definicion formal; propiedades, teoremas fundamentales. Se introduce a
conceptos como curvatura y torsion. En el Capitulo 3 trata de las superficies y todo lo
que nos sea posible abarcar respecto a ellas. Veremos que hay conceptos andlogos entre
estas y las curvas estudiadas en el Capitulo 2. Por tltimo, en el Capitulo 4 se extiende la

nocién superficies y se estudian sus propiedades intrinsecas.


https://github.com/Fraijo/Geometria-Diferencial-un-enfoque-computacional-con-Python

Capitulo 1

Un tutorial introductorio a Python

Python es un lenguaje de programacién de alto nivel, lo que nos permite escribir cédigo

de manera sencilla con una sintaxis mas amigable con principiantes.

Partiendo de lo anterior, Manim resulta ser una libreria de Python, por lo que nos
limitaremos a este lenguaje para programar. Esta libreria es de codigo abierto y fue
creada por Grant Sanderson, un matemaético egresado de la Universidad de Stanford.
Grant Sanderson publica videos en un canal de YouTube llamado 3B1B y a raiz de la
popularidad y apoyo que recibié de sus suscriptores, estos ultimos lanzaron la version de

la libreria que utilizaremos en esta tesis, llamada Manim Community Edition.
Existen tres versiones de Manim a la fecha de hoy:

s Manim 6 ManimCE, la libreria que mantiene la comunidad y la que usaremos en este
trabajo.

s ManimGL, la cual es la libreria que utiliza Grant Sanderson para sus videos y que suele
traer elementos experimentales.

s ManimCairo, la version previa a ManimGL y que resulta obsoleta, pues ha caido en

desuso y principalmente sirve para correr codigos de los antiguos videos de 3B1B.

En general, no se requiere de un gran computador para correr Manim; aunque esto
afecta el tiempo de generacién de los archivos multimedia, ya sean imégenes o videos.
También es posible utilizarlo en linea, en sitios donde pueda ejecutarse Python, por ejem-
plo en Google Golab. El cédigo esta hecho para la version 18.0 de Manim y es esta version

la que usaremos para el tutorial.
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1.1. Recomendaciones

Para mayor fluidez de trabajo y comodidad, se recomienda el siguiente software:

» VSCode es un entorno de desarrollo integrado, o por su abreviacién en inglés, IDE (In-
tegrated Development Environment), que nos permite personalizarlo a nuestro gusto.
Se recomienda ampliamente, ya que cuenta con extensiones para Python y JupyterNo-
tebook; asi como con atajos de teclado y fragmentos de codigo personalizables.

» JupyterNotebook es un cuadernillo (similar a R Markdown) donde se puede combinar
texto plano y codigo, el cual puede correrse dentro del mismo. Esto ultimo facilita
la interaccién entre el codigo que se escribe y la salida del mismo.; asi como agregar

comentarios.

Son totalmente opcionales estos programas, aunque dentro del tutorial de instalacién se
hara especificamente para estos. Es decir, puede realizarse la instalacién en otro IDE 6

sin usar JupyterNotebook.

1.2. Instalacién para Windows

La version de Windows utilizada es Windows 10 Home, aunque puede utilizarse para

versiones posteriores. Para la instalacién de Manim utilizaremos los siguientes.
Requisitos:

s MiKTeX,

» Strawberry Pearl,

» Python 3.11.1 (incluyendo pip),

s VSCode,

» Extensién para Python en VSCode,

= Extensién para JupyterNotebook en VSCode.

Supondremos que se ha instalado el software solicitado. Se recomienda buscar tutoriales
de instalacién en caso de no contar con los programas.
Instalacion paso a paso:

1. En la terminal de VSCode escribimos (sin las comillas): <pip install manim==0.18.0>.
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2. Esperamos a que se instalen los paquetes y las dependencias incluidas con manim
0.18.0.

A la fecha del 17 de diciembre de 2025, puede instalarse con mayor facilidad siguiendo
las instrucciones en el siguiente enlace: https://docs.manim.community/en/stable/

installation.html.

1.3. Instalacion para macOS

Este tutorial funciona, por lo menos, para la version de macOS Sequoia 15.6.1.
Requisitos:

» Homebrew
n VSCode
= Python 3.11.1

Instalacion paso a paso:

1. Primero instalaremos Homebrew en caso de no tenerlo a través del siguiente enlace:
https://brew.sh/. Para ello copiaremos la instruccién que viene ahi y la ejecutaremos
en una terminal. Después, aparecen unas instrucciones para agregar brew al <PATH>,
por lo que hay que escribirlas y ejecturlas una por una en la terminal.

2. Ahora escribimos en la terminal (sin las comillas): <brew install py3cairo ffmpeg> y
esperamos a que se instale.

3. Hay un paso adicional y es que, dispositivos que cuenten con el chip M1 o similares,
se tienen que instalar unas dependencias adicionales. Esto lo puede revisar viendo el
menu de Apple v seleccionando Acerca de esta Mac. En caso de contar con ese chip,
correr: <brew install pango pkg-config scipy>.

4. Creamos una carpeta en donde guardaremos las animaciones. De ahi abrimos VSCode
y con el teclado presionamos «command + shift + p>. Le damos donde dice crear

environment y seleccionamos venv y luego python 3.11.1


https://docs.manim.community/en/stable/installation.html
https://docs.manim.community/en/stable/installation.html
https://brew.sh/
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1.4. Estructura basica de Manim

A continuacién explicaremos qué funciéon cumple cada parte del codigo en un programa
basico. El siguiente es un breve coédigo para dibujar un cuadrado blanco de lado 2 centrado

sobre un fondo negro, pero que nos servira como punto de partida.

from manim import*

class HolaMundo(Scene):

def construct(self):
Cuadrado = Square()
self.add(Cuadrado)

Lo primero es importar nuestra libreria Manim y esto lo hacemos con la siguiente linea.

‘from manim importx*

Es importante mencionar que utilizar <x> al final de import cargara toda la libreria de
Manim y que, si se trabaja con otras librerias, podria ser que colindasen algunas funciones
y esto trajera problemas consigo; por lo que se recomienda que sélo se trabaje Manim
en el archivo, aunque, como ya veremos, utilizando <numpy import as np> (por ejemplo)

podemos evitarnos problemas.

‘class HolaMundo (Scene) :

Aqui class seria nuestro <lienzo>. HolaMundo es simplemente el nombre que se desee y
(Scene) define qué tipo de funciones podremos utilizar dentro. Hay diferentes tipos de
<lienzos> (0 escenas): la que empleamos es (Scene), que es trabajar en R?. Otros tipos de
escenas serfan: (ThreeDScene), que serfa como trabajar en R y (MovingCameraScene),

que permite mover la cdmara tridmensionalmente.

Ahora, <debajo> de class sigue def construct(self):. El término def se utiliza en Python
para definir funciones; en este caso, construct(self): contendra todo lo que aparecerd en
el lienzo. Propiamente de Manim —maés que de Python— es utilizar construct(self):

siempre. Asi fue disenado.

‘ def construct(self):

Dentro de def construct(self): es donde pondremos los objetos o lo que queramos que se
vea en la escena. En este caso, colocaremos un cuadrado centrado de color blanco sobre
un fondo negro (viene por default). Mas opciones, como color, tamano, posicién, etc. lo

veremos en otro apartado de kwargs. Aqui Square() es una funcién nativa de Manim.
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‘ Cuadrado = Square()

Por tultimo, para que aparezcan los objetos tenemos dos opciones. En la primera es
self.add(), que anade directamente los objetos a la escena; por otro lado, en la segun-
da que es self.play(), podemos decidir cémo es que se anadan los objetos a la escena. La
gran diferencia entre estos es que self.add() nos genera una imagen .png, mientras que,
si ademds utilizamos self.play(), nos produce un video en formato .mp4. En este caso

primeramente utilizaremos self.add().

‘ self.add(Cuadrado)

El resultado que obtendriamos seria la siguiente imagen .png.

FiGurA 1.1: Imagen generada utilizando el cédigo de arriba.

Dado que este es un .pdf, es imposible colocar videos en formato .mp4, por lo que sélo

colocaremos codigo cuando se amerite.

1.5. Contenido adicional

Explicaremos algunos de los principales componentes de una escena en Manim. Estos
componentes son varios y, por tanto, sélo haremos mencién de los mas afines al tema

principal de esta tesis.

Scenes

Las escenas son nuestro <lienzo> y es donde colocaremos nuestros objetos, por lo que

es importante conocer qué tipos existen y sus diferencias.
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= Scene
Esta escena se utiliza para animaciones en dos dimensiones. La mayoria de funciones
pueden utilizarse aqui, con ciertas excepciones como los objetos tridimensionales.

= MovingCameraScene
Muy similar a Scene, s6lo que ésta permite desplazar la cAmara o moverla. No permite
emplear objetos tridimensionales.

= ThreeDScene
Con esta escena podemos utilizar funciones pensadas para tres dimensiones, ya sean

superficies, como veremos mas adelante. Aqui podemos rotar la camara.

Mobjects

Los mobjects son los objetos con los que se trabajan en la escena, puede variar desde
una figura predeterminada o alguna funcién o imagen. Son todo aquello que podemos

manipular.

kwargs

Los kwargs se traducen como keyword arguments son comandos adicionales que uno le
da a la funcién para modificar alguno de los parametros que vienen por default. Normal-
mente se utilizan en los Mobjects, aunque también pueden utilizarse en otras funciones.

A continuacion se presentan algunos de ellos.

= color = aqui podemos utilizar los colores predeterminados de Manim, los cuales estan
en inglés y mayusculas, ademas que cuentan con distintas versiones que se denotan
por un guion bajo y una sola letra mayuscula que puede ir desde la A hasta la E. Por
ejemplo: color = 'RED’

= opacity = nos permite modificar la opacidad de un objeto, es decir, que tan traslicido
es.

= fill_opacity = sirve para rellenar figuras, ya sean las que Manim trae por defecto o
personalizadas.

= stroke_width = es el grosor del trazado de las lineas.
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Animations

Cuando nos referimos a Animations, hablamos de las maneras en las que podemos
agregar objetos a la escena mediante la funcién (que comunmente utilizaremos) self.play().

Existen mas tipos de animaciones, no soélo las que se muestran a continuacion.

= gnimation. Existen tres tipos para animar objetos: Add, Animation y Wait.
e Add: Anade objetos a la escena sin mas, sin animaciones. Podria decirse que de una
manera inmediata y estatica.
e Animation: Anade los objetos a la escena mediante una animacion; ésta puede ser
personalizada o alguna de las predeterminadas.
e Wait: Pone en pausa (estatico) al objeto, lo deja estatico aunque el tiempo siga
avanzando.
= changing. Estas nos permiten animar los rastros que dejan los objetos al desplazarse
dentro de la escena. Hay dos tipos: AnimatedBoundary y TracedPath; éste ultimo
es el que nos permite dibujar la traza del objeto mediante una funcién.
= creation. Estas animaciones son las que nos permiten animar la creacién de objetos
dentro de nuestra escena. Hay distintos tipos; sin embargo, las que se utilizaran prin-
cipalmente son las siguientes:
e Create: Se construye poco a poco el objeto que queremos en la escena. Este proceso
se realiza automaticamente, pues asi ha sido programado.
e Write: Es similar al anterior, sélo que en caso del texto <simula> como si una mano
lo trazara.
= transform. Estas funciones ya implementadas nos permiten transformar un objeto en
otro. Hay diversos métodos predefinidos; sin embargo, el que se utilizara principalmente
es Transform, que directamente transforma un objeto en otro. Esta transformacién
no la <controlamos> con alguna funcion, es decir, lo realiza segiin ha sido programada.
= updaters. Estos nos permiten actualizar una funciéon segin un parametro que demos.
Seria un <equivalente> a un deslizador en GeoGebra. Como tal, una de las funciones
es update, pero ésta se emplea de distinta manera a las anteriores. Se explicara con

mayor detalle en la seccion que se utilice.

Nota: algunas piezas de cédigo que se repiten en varios codigos se dejan definidas a
continuacion; es decir, en los cédigos que se presentan al final de cada seccion se asumira

que se utilizan estos fragmentos y se omitiran como tal para efectos practicos.

Se utilizara el fondo blanco en todas las escenas, por lo que se utiliza
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‘config.background_color = WHITE

LisTING 1: Cédigo para cambiar el color de fondo de la escena.

Para los ejes en R%:

L = 2 #longitud
ax = Axes(
x_range=[-1 * L, L, 1], x_length=config.frame_height-1,
y_range=[-1 * L, L, 1], y_length=config.frame_height-1,
tips=True, #si queremos flechas al final de los ejes
) .set_color(BLACK) #color de los ejes
axlbl = ax.get_axis_labels().set_color(BLACK) #si queremos que el eje muestre su etiqueta
self.add(ax, axlbl)

LisTING 2: Cédigo para agregar los ejes en el plano.

Para los ejes en R3:

ax = ThreeDAxes(

x_range=[-1 * L, L, 1], x_length=config.frame_height-1,

y_range=[-1 * L, L, 1], y_length=config.frame_height-1,

z_range=[-1 * L, L, 1], z_length=config.frame_height-1,

tips=False, #si queremos flechas al final de los ejes

) .set_color(BLACK) #color de los ejes
axlbl = ax.get_axis_labels().set_color(BLACK) #si queremos que el eje muestre su etiqueta
self.add(ax, axlbl)

LisTING 3: Cédigo para agregar los ejes en el espacio.

Para los anteriores ejemplos de los ejes, se abrevié como <ax> (azes, ejes), ademas de
utilizar un parametro L con el fin de facilitar la manipulacién del eje. De igual forma, la
longitud del eje se estableci6 respecto al tamano del frame; esto nos permite visualizarlo

en su totalidad.



Capitulo 2
Geometria de curvas en R? y R?

La cotidianidad de las curvas a veces nos exime del cuestionarnos su naturaleza geométri-
ca. Si observamos detenidamente, ;podemos cuantificar qué tan curvada es una curva? La
respuesta la daremos a continuacion explorando las matematicas detras de las curvas; qué
podemos decir de ellas y sus propiedades geométricas. Cabe mencionar que estudiarlas es

clave para comprender a las superficies, pero esto queda para el siguiente capitulo.

2.1. Curvas parametrizadas diferenciales en R"

Empezaremos por definir lo que es una curva parametrizada. De ahora en adelante,
se considerara el conjunto I como un intervalo abierto de R, a menos que se indique lo

contrario.

Definicién 2.1.1. Una curva parametrizada es una funcion, o : I C R — R",

at) = (z1(t), x2(t), ..., x,(t)),

con x;: I CR — R las funciones componente; t es llamado el parametro de la curva.

Una curva parametrizada, o : I — R", se dice ser suave o diferenciable si sus funciones
componente son C'*°. Ademas, si a : I — R” es una curva parametrizada, su imagen,

a(l) C R, es llamada la traza de a. Si o« : I — R" es suave, su velocidad estd dada por

o (t) = () (t), 25(¢), ..., 2 (t)), con x(t) I

10
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La rapidez de una curva parametrizada, a: [ — R", ent € I, es

1o/ (D)1 = V(@1 (1)) + (25(8))2 + - - + (w,(1))2.
La aceleracion de una curva parametrizada, o : I — R", es

dzl'i
di?

a'(t) = (x](t), z5(t),..., 20 (t)), donde ,z(t) =

n

Una curva parametrizada suave, o : I — R", se dice ser regular si para todo t € I,
a/(t) # 0. En caso que a : I — R™ no sea regular, todos los ¢y € I donde o/(ty) = 0 son

llamados puntos singulares de a.

Ejemplo 2.1.2. Sea o : R — R?, «(t) = (cost,sint) es una curva parametrizada suave.

a(t) = (cost,sint) 4

FI1GUuRrA 2.1: La traza de «a.

En cada t € I tal que o/(t) # 0, existe una recta en R™ que pasa por «(t) y paralelo a
o/(t).

ente a aen 't
recta tangente ¢

A

Ficura 2.2: Ejemplo ilustrativo.
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Definicién 2.1.3. Una curva parametrizada reqular, o : I — R", se dice ser de rapidez
unitaria st
ld'(t)]| =1 VteR

Una curva parametrizada regular admite una recta tangente a o para cada t € R. La

traza de «(t) no tiene esquinas 6 cispides.

2.2. Longitud de arco y parametro natural de curvas

Definiremos la longitud de arco, la cual nos sirve para medir distancias entre dos
puntos de una curva. Mas aun, definiremos cémo reparametrizar una curva. Por tltimo,
se muestran ejemplos de curvas dinamicas, las cuales son generadas a partir de la traza
o camino que recorre un punto fijo sobre una curva a lo largo de mover la curva, en este

caso la curva es una circunferencia.

Definicién 2.2.1. Sea o : (a,b) C R — R™ una curva parametrizada reqular y fijemos

to € (a,b). La funcién longitud de arco, s : (a,b) — R, se define por

s = [ @l dr

Por argumentos de célculo diferencial e integral, se tiene que s(t) nos mide la distancia
orientada desde el punto a(ty) hasta a(t) a lo largo de la curva. Es decir, si t > t,

entonces s(t)

FicuraA 2.3: Dibujo ilustrativo.

» Sit>tg, s(t) > 0.
= Sit=tg s(t)=0.
» Sit <t s(t) <O0.
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Ejemplo 2.2.2. Consideremos a : R — R?* como la elipse dada por a(t) = (acost,bsint),

con a < b; y calculemos su longitud de arco, la cual viene dada por

t
s(t) = / Va2 + (b2 — a?) cos? T dr
0

Ficura 2.4: La traza de «, con a > b.

Para la implementacién llevada a cabo en Python se utilizé este codigo

# cdlculo de la curvatura
bd

= sy.Symbol('x")

c=256
d =3
fx =

c*sy.cos(x)

fy = d*sy.sin(x)

fx1 =
fyl =

fx2 =
fy2 =

num =
den =

k_sym

curvature = sy.lambdify(x, k_sym, "numpy")

sy.diff (fx, x)
sy.diff (fy, x)

sy.diff (fx1, x)
sy.diff(fy1, x)

sy.Abs(fx1*fy2 - fylx£fx2)
(fx1**2 + fyl*x2)**sy.Rational(3,2)
= sy.simplify(num / den)

# calculo de longitud
def long(t):
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c=5

d =3

if t <= 0:
return O

n = 200

u = np.linspace(0, t, n)

speed = np.sqrt(c*c*np.sin(u)**2 + d*d*np.cos(u)**2)

return np.trapz(speed, u)

Ahora definiremos lo que es una reparametrizacion.

Definicién 2.2.3. Sea a : (a,b) — R"™ una curva parametrizada reqular y h : (¢,d) —
(a,b) una funcién diferenciable. Si h es una funcién invertible con inversa diferenciable,
la curva parametrizada reqular 5 : (¢,d) — R™, dada por B(1) = (a0 h) (1), es llamada

una reparametrizacion de o.

La funcién h : (¢,d) — (a,b) es llamada cambio de parametrizacion.

Observacion 2.2.4. Si h: (¢,d) — (a,b) es un cambio de parametrizacion:

» at) y B(t) tienen la misma traza o trayectoria.
» &> 069 <0 para todo T € (c,d).

» Sidh >0, aft) y B(t) tienen la misma orientacion.

» Sidh <0, aft) y B(t) tienen orientaciones opuestas.

Parametro natural de una curva parametrizada

Si v : (a,b) — R™ es una curva parametrizada regular, la funcién longitud de arco,
s(t), es una funcién diferenciable por el Teorema Tundamental del calculo. Calculando su
derivada, obtenemos:

Sl >0 Ve (ob),

puesto que ||&/(t)|| # 0. Esto quiere decir que s(t) es una funcién invertible con inversa
diferenciable. Si s(b) = [ < 00, la inversa de la funcién longitud de arco, h : (0,1) — (a,b),

h(s), h o s(t) =t, es un cambio de parametrizacién de «. Por la regla de la cadena,

dh 1

ds — [lo'(t(s))Il

La parametrizacién por la inversa de la funcién longitud de arco es llamada el pardmetro

natural de la curva por la siguiente razon.



Geometria de curvas en R? y R3 15

Teorema 2.2.5. Sea a : (a,b) — R™ una curva parametrizada regular y h(s) la inversa
de la funcidon longitud de arco. La reparametrizacion a(s) = (ao h)(s) es una curva de

rapidez unitaria.

Demostracién. Por definicién, &(s) = %(s). Por la regla de la cadena, a(s) = d(s)a (h(s)).
Luego,
L;—@32a'5~a'5:;a’2:
i6)-665) = () @00 - 00) = i (I O1) =1

Ejemplo 2.2.6. El circulo de radio r centrado en (0,0), jcomo se puede parametrizar?

Sea o : (0,27) — R?, donde a(t) = (rcost,rsint). Derivando obtenemos o'(t) =

(—rsint,rcost). Su longitud de arco entonces es ||o/(t)|| = r. Consideremos ty = 0;

s(t) = /Ot o/ (7|l dr = /OtrdT:rt

?

luego,

FiGurA 2.5: La traza de « y la longitud de arco entre ¢y y ¢.

2.2.1. Curvas dinamicas

Las curvas dinamicas son trayectorias descritas por objetos en movimiento, las cuales

podemos parametrizar mediante una funcién.
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Ejemplo 2.2.7 (Cicloide). Supongamos que un circulo de radio a se encuentra en el eje
x, haciendo contacto en el origen. Dejemos que el circulo ruede sin deslizamiento por todo
el eje x positivo. La cicloide es la curva que describe la trayectoria que sigue el punto que
originalmente hacia contacto con el eje x, y cuando la circunferencia rueda, estd dada
por

a(t) = (a(t —sint),a(l — cost)),

donde t es el angulo formado por el nuevo punto de contacto con el eje x, el centro y el

punto original de contacto.

F1GurA 2.6: Cicloide

Ejemplo 2.2.8 (Hipocicloide). Un circulo de radio r < 1 rueda dentro de un circulo de
radio 1, centrado en el origen O. El centro C' del circulo pequeno se encuentra inicialmente
en (1 —r,0). Sea 0 el dngulo subtendido por la linea OC' y el eje x positivo. La posicion
del punto P, inicialmente en (1,0), traza una curva a la vez que el circulo pequenio rueda
dentro del circulo unitario. La curva traza por el punto P tiene las siguientes ecuaciones

parameétricas:

2(0) = (1 — ) cos @ + 1 cos (1 _7”9) ,

r

y(0) = (1 — r)sin 6 — rsin (1 _Te) |

r

A esta curva se le conoce como hipocicloide. En este caso, la hipocicloide formard un

deltoide, que es una curva de tres cuspides con forma triangular.
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v

v
v

F1GUrA 2.7: Deltoide

Ejemplo 2.2.9 (Astroide). La definicion del astroide es similar a la de la cicloide. Sin
embargo, un circulo rueda, no sobre una linea, sino dentro de otro circulo. Precisando
atn mas, un circulo de radio a/4 rueda dentro de un circulo mayor de radio a y centro
en el origen. Supongamos que el pequeno circulo empieza en (a,0) y sigue el camino del
punto originalmente en contacto con (a,0) a la par que el circulo va rodando. Si rodamos

el circulo un poco, notaremos que una pieza de la longitud de arco s se ha usado.

Para t, el dngulo desde el centro del circulo mayor al nuevo punto de contacto y 6, el
dngulo al cual el pequeno circulo ha rodado (medido desde el punto de contacto), tenemos

que s =at y s = ab/4. Por lo tanto, 6 = 4t.

Ahora podemos hacer dos cosas para parametrizar el punto que va rodando. Primero,
podemos parametrizar el camino con respecto al centro del circulo pequeno. Esto es sen-
cillo, pues estamos moviendo un angulo 6 al circulo. Notemos que aqui se puede utilizar

la relacion 6 = 4t. Las coordenadas con respecto al centro se vuelven entonces
x=(a/4)cos3t y y=(a/4)sin3t

En segundo lugar, el centro del pequeno circulo permanece de radio 3a/4 centro en el
origen, como el centro se ha movido ((3a/4)cost, (3a/4)sint). Luego, con respecto al
origen, el punto rodante se ha mouvido
3 3
at) = (Za cost + %COS 3t, Za sint — %sin 325) ,

lo cual puede reducirse a

a(t) = (acos’t,asin®t),
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con forma implicita x*/® + y*/* = a?/3.

A

FIGURA 2.8: Astroide

Esta parte del codigo es fundamental para dibujar la traza que deja el punto al moverse

en cada uno de los ejemplos.

A = always_redraw(
lambda: ParametricFunction(
lambda u: axes.c2p(*self.func2(u, s.get_value())),
t_range=[0, 2+PI], color = ORANGE

)

ball = Dot(radius=0.05, color = BLACK)
ball.add_updater(lambda x: x.move_to(A))

path = VMobject()
path.set_points_as_corners([ball.get_center(), ball.get_center()])

def update_path(path):
previous_path = path.copy()
previous_path.add_points_as_corners([ball.get_center()])

path.become (previous_path)

path.add_updater (update_path)

2.3. Teoria local de curvas en R?

La teoria local de curvas en el plano estudia las propiedades geométricas de una curva
parametrizada regular, que son independientes de su posicion en el plano e invariantes
bajo transformaciones rigidas (traslaciones y transformaciones ortogonales). El concepto
clave es la curvatura, una funcién que en cada punto de la curva mide la rapidez con la
que cambia la direccién de la misma. Otra interpretacién del concepto de curvatura es

como el reciproco multiplicativo del radio de la circunferencia tangente en un punto dado.
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Para estudiar el comportamiento local de una curva se utiliza el marco de Frenet-Serret,
el cual a cada punto de una curva parametrizada regular le asigna una base ortonormal
con orientacién positiva: el vector tangente a la curva (T') y el vector normal (N). La
evolucién del marco de Frenet-Serret, con respecto al parametro natural de una curva
regular, esta gobernado precisamente por la curvatura, lo que confirma su relevancia

como objeto que determina la informacion geométrica de una curva plana.

Ademas, la curvatura define una relacién de equivalencia en el espacio de curvas re-
gulares planas: dos curvas planas con la misma funcién de curvatura difieren salvo por
un movimiento rigido, es decir, una traslacion seguida de una transformaciéon ortogonal.
Esto le otorga al concepto de curvatura la categoria de propiedad geométrica. Mas atn, el
Teorema Fundamental de Curvas establece que cualquier funcién continua, no negativa,

determina una curva plana regular cuya curvatura es dicha funcion.

Curvatura y circunferencia osculadora

Consideremos una curva r(t) = (f(t),g(t)) € R? En el punto P sobre la curva, la
circunferencia osculadora en P es una circunferencia que toca la curva en P, donde
el circulo y la curva tienen la misma linea tangente. Puede ser vista como la mejor
circunferencia que aproxima la curva en el punto P. Puede demostrarse que su centro y

su radio estan dados por:

R = :bj(t)’ C= (xc(t)a yC(t)) )
donde ) (F(0)2 + (1))
B g
2elD) =IO = 5 g8 — g (O 1)
- () (F(1)2 + g/ (1)2)
yc(t) - g( ) f’(t)g”(t) ( )f//( )

Y K su curvatura.

A continuacién se presentan algunas circunferencias osculadoras que giran alrededor

de curvas dadas.
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£ > > R Y
Sl !
(c) r(t) = (1lcost —
s ® - cost -
T e I < R
T t € [—2m,27). ‘e [—877r, 87,

FiguraA 2.9: Curvas con sus respectivas circunferencias osculadoras.

Para las circunferencias osculadoras anteriores se utilizé calculo simbdélico con la libreria

de Sympy y luego se paso a calculo numérico con Numpy.

self.x_sym = sy.symbols('x')

fan_sym = (self.x_sym, sy.sin(self.x_sym), 0) #funcién

# Calculo de derivadas simbdlicas

dl_sym = [sy.diff(fan_sym[i], self.x_sym) for i in range(0,3)] #derivada primera

d2_sym = [sy.diff(fan_sym[i], self.x_sym, 2) for i in range(0,3)] #derivada segunda

self.func_x = sy.lambdify(self.x_sym, fan_sym[0], 'numpy')
self .func_y = sy.lambdify(self.x_sym, fan_sym[1], 'numpy')

self.d1_0 = sy.lambdify(self.x_sym, d1_sym[0], 'numpy')
self.d1_1 = sy.lambdify(self.x_sym, dil_sym[1], 'numpy')

self.d2_0 = sy.lambdify(self.x_sym, d2_sym[0], 'numpy')

self.d2_1 = sy.lambdify(self.x_sym, d2_sym[1], 'numpy')

Y con este otro codigo se hicieron los calculos para la curvatura, radio y centro de la

circunferencia osculadora.

d1_0 = self.d1_0(t)
di_1 = self.d1_1(t)
d2_0 = self.d2_0(t)
d2_1 = self.d2_1(t)

# Céalculo de la curvatura (k) y radio (R)
num = (d1_0 * d2_1 - d1_1 * d42_0)

den = (d1_0**2 + d1_1**2)*%(3/2)

# Curvatura

k = num / den if den != 0 else O
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if abs(k) < le-9:
k = np.inf

# Radio de curvatura (R = 1/k)
R = 1/k if k != 0 else np.inf

# Valores de la funcién en el punto t
x_at_t = self.func_x(t)

y_at_t = self.func_y(t)

if k == np.inf or R == np.inf:
Xc, yc = x_at_t, y_at_t
return np.array([x_at_t, y_at_t, 01)

else:

r_val_sq = (d1_0#*2 + d1_1%%2)
Xc = x_at_t - d1_1 * r_val_sq / num

yc = y_at_t + d1_0 * r_val_sq / num

return np.array([
R#np.cos(u) + xc,
R#np.sin(u) + yc,
0
D

Consideremos « : I — R?, una curva parametrizada regular, parametrizada por lon-
gitud de arco. Fijemos sg € I y definamos py = «(sp). Supongamos que é(s) # 0 para
todo s € I, donde & es la segunda derivada de la curva a. Tomemos si, s, € [ tales
que $1 < S9 < So y p1 = a(s1), p2 = a(s2). Los puntos py, p1 y p2 no son colineales y

definen una circunferencia. Sea C(sg, s1, $2) el centro de la circunferencia que pasa por

a(s1), a(sg) v a(s2).

Usando argumentos del célculo diferencial, se puede probar que C(sg, s1, S2) converge
a un punto C(sp) si s1, S2 — So. Si consideramos la circunferencia de centro C(sg) y
radio R(sg)

circunferencia es llamada circunferencia osculadora (circulo osculatriz).

= —Ild(lst’ se tiene una circunferencia tangente a a en el punto «(sg). Tal

Definicién 2.3.1. El punto C(s) es llamado el centro de curvatura. La curvatura de c(s)

se define como el reciproco del radio de la circunferencia osculadora,

_ 1
[a(s) = Cags) |

ke, s):

Nota: La notacién x4 (a, s) para la curvatura es tomada de [6].
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Proposicion 2.3.2. Para una curva plana, parametrizada por longitud de arco,
k(o 5) = [la"(s)]].

Demostracién. Sea a : I — R Vs € I, d/(s)(a(s) — C(s)) = 0. Por otra parte,

a/(s)-a’(s) =0. u

Proposicién 2.3.3. La curvatura de una curva regular, a(t) = (z1(t), z2(t)), estd dada

por
a(at) — | T — (D0
@)+ 02

La prueba de la proposicién anterior se puede consultar en [6].

Ejemplo 2.3.4. Calcular la curvatura k+ de o : R — R?, a(t) = (acost,bsint), con

a > b > 0 constantes.

x1(t) = acost, 2y (t) = —asint, 2] (t) = —acost,

xo(t) = bsint x4 (t) = bceost x5 (t) = —bsint

ab

(a2 sin?t + b2 cos? t

() = |27 (0) = () ()
(@ ()2 + (2h(1)2)2

)3/2 :

La siguiente imagen muestra una elipse, que es la traza de la curva «, junto con su
funcion curvatura y longitud de arco. Como podemos apreciar de la grafica, la curvatura

es una funcion periddica con puntos criticos en los vértices de la elipse.

’ “f(t) = (bcost, 3sint)

Curvatura

FicUura 2.10: Traza de o con a =5 y b = 3, su funcién curvatura y longitud de arco.
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Curvatura orientada

Para definir el concepto de curvatura orientada vamos a presentar un breve recordatorio
del concepto de orientacién en R?. Se dice que una base {u = (u1, us),v = (vy,v9)} para

R? tiene orientacién estandar o positiva si la matriz

uy vV

U V9
tiene determinante positivo. Dado un vector @ € R2, @ # 0, el vector ©' definido por
—1

0

{u, U} con orientacién positiva.

] ( matriz de rotaciéon por un dngulo 7) determina una base

0
v = Ju, con J = L

Sea «(t) una curva parametrizada regular. Se define el vector tangente unitario a
a en «(t) por

o
T = o

Si a(s) estd parametrizada por longitud de arco, T'(s) = &(s), donde & es la primera

derivada de «. Definimos el vector normal unitario
N(t) =JT(t)

Observemos que, para cada t, {T(t), N(t)} son una base ortonormal de R? con orientacién

positiva.

FiguraA 2.11: Dibujo ilustrativo del marco de Frenet-Serret.

Definicién 2.3.5. La curvatura (orientada), k. (t), de a(t) se define por la identidad

T'(t) = (w(2) - (D) N (?)-
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Como | T(t)|| = 1 Vt, podemos expresar
T(t) = (cos(t),sind(t)),

donde 0(t) es llamado el <dngulo de giros. Entonces N(t) = (—sinf(t),cos0(t)). Calcu-
lando la derivada de T(t),

T'(t) = 0'(t) (— sin O(t), cos 0(t)) = O ()N (t).

de donde se sigue que 0'(t) = ko (t) ||/ (t)]]. Si el dngulo de giro es conocido y no cero,

o)
I

En caso de que a esté parametrizada por longitud de arco, a(s).

fia (t) =

T(s) = a(s)
bals) = ()| = |7 sl N )|
= |ra(s)]

La curvatura k. y la curvatura orientada difieren a lo mds en el signo para curvas de

rapidez unitaria.

Teorema 2.3.6. Si o = (z(t),y(t)) es una curva reqular, entonces

_ (x’y” //y/) _ <JO/(Z€),C¥”(15))
’%a@) 3/2 / 3 ’
(@) + (¥)?) [/ (D)l

Demostracién. Sea T'(t) = k, ||/ (t)|| N(t), N = I

M) 4 DIl A Jems,

Luego, T(t) = (t)H, T'(t) =

t)H lle/(#)

T T o d
= U@l = ”a( )”
Asi,
ke /(O] = N(t) - 7(t) = $X D07 (D)

lar ()11
{o(t), Jo'(#))

wl) = P
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Sia(t) = (z(t),y(t)),

Evolvente de una curva

Sea o : I C R — R? una curva parametrizada regular parametrizada por longitud de
arco tal que o’(s) # 0 para s € I. Esto implica que existe la circunferencia osculadora
cuyo centro define una curva para C(s) que se puede expresar en términos de a(s) y de

la curvatura orientada, x(s).

La curva C(s) definida por los centros de curvatura es llamada la curva evolvente de a(s).
Para ilustrar este concepto, se realizd un programa que grafica la evolvente de una curva

en un punto dado.

Ay

v
v

v

M

FicurA 2.12: La evolvente de un astroide resulta ser otro astroide.

Con este codigo se realizaron los calculos para la evolvente
x_sym = sy.symbols('x'

#funcién

fan_sym = sy.Matrix([
(sy.cos(x_sym))**3,
(sy.sin(x_sym))**3,
(D)

dl_sym = sy.diff(fan_sym, x_sym, 1) # Derivada primera simbélica
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d2_sym = sy.diff(fan_sym, x_sym, 2) # Derivada segunda simbélica

fan_func = sy.lambdify(x_sym, fan_sym, "numpy")
di_func = sy.lambdify(x_sym, di_sym, "numpy")
d2_func = sy.lambdify(x_sym, d2_sym, "numpy")

ft = fan_func(t).flatten()

dl = di_func(t).flatten()

d2 = d2_func(t).flatten()

num = np.float64(d1[0] * d2[1] - d1[1] * d2[0])
mod_dl_sq = d1[0]**2 + d1[1]**2

den = np.power(mod_dl_sq, 3/2)

epsilon = le-6

k = np.float64(num / (den if den > epsilon else epsilon))

r = np.float64(1.0 / k)

factor = mod_dl_sq / num

xc = np.float64(£ft[0] - d1[1] * factor)
yc = np.float64(ft[1] + d1[0] * factor)

R_circulo = np.float64(abs(r))
# Ecuacién de la circunferencia osculadora
circle_x = R_circulo * np.cos(u) + xc

circle_y = R_circulo * np.sin(u) + yc

return np.array([circle_x, circle_y, xc, ycl)

Interpretacion del signo de la curvatura orientada

Para dar una interpretacion geométrica, necesitamos considerar el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.7. Si k+(s) y k(s) son respectivamente la curvatura con signo y la
curvatura orientada de una curva o : I — R? reqular, parametrizada por longitud de

arco, entonces

donde 0(s) es el dngulo entre ¢(s) y N(s).
Demostracién. Como T'(s) = k(s)N(s),

r(s) = (Ja(s), a(s)) = (JT(s), é(s)) = (N(s),i(s)) = l|cll (s) cos (6(s)) = r(s) cos (6(s)) .
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De la proposicién anterior, se tiene que la curvatura orientada, k(s), tiene el mismo
signo que cos (A(s)). Como N(s) y é(s) son perpendiculares a T'(s), entonces 6(s) =06 .
Ademis, dado que el vector é(s) siempre apunta en la direccién del centro de curvatura,

tenemos que:

i) x(s) > 0si N(s) estd del mismo lado que la circunferencia osculadora respecto a la
recta tangente a a en «(s),

ii) x(s) < 0si N(s)y la circunferencia osculadora estan en lados contrarios.

Para ejemplificar los puntos (i) e (ii), veamos qué pasa con la funcién seno.

Ejemplo 2.3.8. Consideremos la funcion seno y observemos como se comporta su cir-
cunferencia osculadora en diferentes puntos. Notemos que la circunferencia osculadora

cambia de lado tras pasar por un punto donde su sequnda derivada es equivalentmente 0.

A A A

FiGurA 2.13: Circunferencia osculadora del seno en diversos puntos.

Tomando en cuenta el hecho anterior, podemos construir la evolvente para una curva

a(t) de parametrizacién arbitraria:

Base movil para una curva parametrizada

Sea o : I — R? una curva parametrizada regular. Para t € I, podemos asociarle al
punto «(t) una base ortonormal de R? definida por {T'(t), N(¢)}, donde

T(t) = y N(t)=JT(t), conl]J= [(1] _(1)]
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Los vectores T'(t), N(t) son diferenciales con respecto a t, de hecho, ya se tiene que
T'(t) = (s(®) [la’ ()] N (2) (2.1)
De aqui se sigue que:

N'(t) = IT'(t) = w(t) ' (D) IN
= (5(t) [la/(®))) I*T'(2)
= = (5(0) ") T() (2:2)

Si consideramos la funcién matricial que definen los vectores T'(t), N(t), se tiene que

ésta satisface la ecuacién diferencial matricial

['(8), N'(8)] = [T(¢), N(?)] [ 0 k() Ha’(t)lll

@) '@ 0

Para una curva a(s) parametrizada por longitud de arco, la ecuacién anterior se reduce

[T', N} — [T, N] (*)

0 —m(s)]
K(S) 0

Esta ecuacion demuestra que la funcién curvatura caracteriza y define a una curva

a(s) en el plano parametrizada por longitud de arco, salvo movimientos rigidos.

2.3.1. Teorema Fundamental de Curvas en R2

Teorema 2.3.9 (Teorema Fundamental de Curvas en R?). Dada una funcién suave,
Kk : (a,b) — R, eriste una curva, a : (a,b) — R?, parametrizada por longitud de arco cuya
curvatura es precisamente r. Mds ain, si @ : (a,b) — R? estd parametrizada por longitud
de arco con curvatura también k, entonces o y @ difieren de una rotacion sequida de una

traslacion.

La prueba del teorema se basa en que podemos expresar el vector tangente

T(s) = (cosb(s),sinf(s)),
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donde 6(s) = k(s). Por lo que

Entonces,
T(s) = (cos(6(s) + bp) + sin((s) + b)) .

Como T'(s) = (&(s),y(s)), con a(s) = (x(s),y(s)), se tiene que:

x(s) = /cos (0(s) + o) + a1
y(s) = /sin (0(s) + 6p) + as,

con ay,ay € R arbitrarios, 6y un dngulo arbitrario y 6(s) = [ x(s) ds.

Para ilustrar el Teorema Fundamental de Curvas en el plano, se elaboré un programa
que permite construir una curva a partir de una funciéon dada que represente su curvatura.

En las siguientes imégenes se muestra el resultado del programa.

(A) k= 2tsint +t%cost (B) k =cost —tsint (C) Kk =tcost +sint

FIGURA 2.14: Distintas curvas generadas dada alguna curvatura k.

Con este codigo se calculan los puntos de la curva y combindndose con las funciones

de Manim, se obtienen las curvas anteriores.

import scipy.integrate as sc

from scipy.interpolate import interpld

class tfcp(Scene):
def construct(self):
t_min = -4*np.pi
t_max = 4*np.pi
N = 10000 # mas puntos -> curva suave

T = np.linspace(t_min, t_max, N)
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#funcién curvatura
def k(x):
return x*(1-x)

P = np.array([sc.quad(k, 0, t)[0] for t in T])

dX = np.cos(P)
dY = np.sin(P)

X_raw = sc.cumulative_trapezoid(dX, T, initial=0)

Y_raw = sc.cumulative_trapezoid(dY, T, initial=0)

idx0 = np.argmin(np.abs(T - 0))

X_raw - X_raw[idxO]

Y_raw - Y_raw[idxO]

fx = interpld(T, X, kind="cubic")
fy = interpld(T, Y, kind="cubic")

2.4. Teoria local de curvas en R?

De forma andloga al caso de curvas planas, el estudio local de curvas en el espacio
determina las propiedades locales de una curva parametrizada que son invariantes bajo
transformaciones rigidas. En el caso de curvas en el espacio, los objetos de estudio son la
curvatura y torsion, las cuales miden la forma y el movimiento de una curva en un punto
dado. La curvatura es una medida de la desviacion de una curva en un punto respecto a su
recta tangente, mientras que la torsion determina cuanto una curva se aleja de ser plana,
midiendo la <desviacion> de una curva respecto al plano que determinan su tangente y

normal.

En el estudio del comportamiento local de curvas en espacio se utiliza el triedro movil
de Frenet-Serret; éste, en cada punto de una curva, coloca una base ortonormal en R3
positivamente orientada, determinada por el vector tangente (7°), el vector normal (N) y
el vector binormal (B). Al analizar la evolucién de triedro mévil, respecto al parametro
natural, se obtienen las ecuaciones de Frenet-Serret, que es un sistema lineal no auténomo

cuya matriz del sistema estd determinada tanto por la curvatura y la torsion.

De manera reciproca, el Teorema Fundamental de Curvas en el espacio establece que,
si fijamos dos funciones continuas, siendo una de ellas positiva, siempre existe una curva

parametrizada regular cuya curvatura y torsion son precisamente esas funciones.
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2.4.1. Curvatura y torsién

Definicién 2.4.1. Sea o : I — R3 una curva reqular en R® parametrizada por longitud

de arco. La curvatura de « es la funcion k : I — R definida por

r(s) = llas)]l -

Como «f(s) es de rapidez unitaria, el vector T'(s) := &(s) es el vector tangente unitario

a a. Como T'(s) - T(s) = 0 para toda s € I, se define el vector normal unitario

L ,
N(s) = @T(s) = ——d(s), (2.2)
siempre que «(s) # 0. El plano generado por los vectores {7'(s), N(s)} en el punto a(s)

es llamado el plano osculador, el cual contiene a la circunferencia osculadora.

Circunferencia osculadora para curvas en el espacio

Sea o : I — R3 una curva regular en R? parametrizada por longitud de arco. Por
simplicidad, supongamos que ||c(s)|| # 0 para todo s € I. De manera similar al caso de la
curvas planas, esto garantiza que, en cada punto «(s) con s € S, existe una circunferencia

tangente a la curva a cuyo radio es R = ﬁ

Dicha circunferencia también es llamada circunferencia osculadora y esta contenida
en el plano que contiene al punto a(s); generado por el vector tangente T'(s) y el vec-
tor normal N(s). Este plano es llamado el plano osculador. Una parametrizaciéon de la

circunferencia osculadora esta determinada por
v:[0,27] — R?

1(0) = C + cos(0) T(6) + sin(6) N(6),

donde C(s) es el centro de circunferencia osculadora que se define por:
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F1GurA 2.15: Circunferencia osculadora sobre una hélice.

El vector binormal a la curva a en «(s) se define por
B(s) = T(s) x N(s),

donde B(s) es ortogonal al plano osculador. El conjunto de vectores {T(s), N(s), B(s)}

es una base de R? con orientacién positiva, llamada triedro o base mévil de Frenet-Serret.

El vector binormal es diferenciable respecto a s, pues es producto de dos vectores
diferenciales respecto a s. Como B(s) - B(s) = 0, se sigue que B(s) - B(s) = 0. Por
otro lado, B(s) = T'(s) x N(s) (va que T'(s) = k(s)N(s)), lo que a su vez implica que
B(s) - T(s) = 0. De aqui se concluye que B(s) es paralelo a N(s).

Con esta funcién calculamos la circunferencia osculadora, asi como el vector normal
(U), tangente (v) y binormal (w).

def funci(self, u, t):
x = sy.symbols('x')
fan = (0.2 * x * sy.cos(x), 0.2 * x * sy.sin(x), 0.2 * x) #funcion
dl_num = np.array([sy.diff(fan[i], x).evalf(subs={x:t}) for i in range(3)], dtype=float)
d2_num = np.array([sy.diff(fan[il, x, 2).evalf(subs={x:t}) for i in range(3)], dtype=float)

r = np.array([fan[i].evalf(subs={x: t}) for i in range(3)], dtype=float)

norm_dl = np.linalg.norm(d1_num)
U = dl_num / norm_di
cross_d1_d2 = np.cross(dl_num, d2_num)
norm_cross = np.linalg.norm(cross_di_d2)
if norm_cross ==

v = np.array([0., 0., 0.])

k=0.0
else:

v = cross_dl1_d2 / norm_cross

k = norm_cross / (norm_dl ** 3)
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w = np.cross(v, U)

if k == 0O:

R = np.inf

C = np.array([np.inf, np.inf, np.inf])
else:

R = np.float64(1.0 / k)

C=r+R*w

xc = np.float64(C[0] + R * (mp.cos(u) * U[0] + np.sin(u) *w[0]))
yc = np.float64(C[1] + R * (ap.cos(u) * U[1] + np.sin(u) *w[1]))
zc = np.float64(C[2] + R * (ap.cos(u) * U[2] + np.sin(u) *w([2]))

return [r, U, v, w, xc, yc, zc]

Definicién 2.4.2. La torsién de o en s se define por el nimero 7(s) tal que

B(s) = —7(s)N(s).

Se sigue de la definicién (B(s) - N(s)) =0,
7(s) = =(B'(s), N(s)) = (B(s), N'(s))

La torsion de «a esta relacionada con la variacién del plano osculador. Si 7 = 0, B(s) es

un vector constante y «a estd contenida en un plano.

Una curva « : I — R? se dice ser plana si 7 = 0. Por ultimo, se puede probar que
N(s) = —r(s)T(s) +7(s)B(s).

Teorema 2.4.3 (Férmulas de Frenet). Para una curva de velocidad unitaria, con k > 0,

las derivadas del triedro de Frenet son

T =krN
N =—kT+7B
B=—-7N

A continuacién se muestra al triedro de Frenet sobre distintas curvas.
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FicuraA 2.16: Triedro mdévil sobre distintas curvas, descritas en el repositorio.

2.4.2. Teorema Fundamental de Curvas en R?

Dadas f,g: I — R, funciones C*, con f > 0, existe o : I — R3, una curva parametri-

zada por longitud de arco tal que k,(s) = f(s), 7(s) = g(s).

Demostracion. Consideremos el sistema lineal

' 0 —f(s) 0
A(s)=A(s) | f(s) 0 —g(s)] (23)
0 g(s) 0
con A(s) = |T(s) N(s) B(s)|. u

Lema 2.4.4. Si F : [ — M,«,(R) es una funcién continua con valores en el espacio

de matrices, donde I = (a,b), entonces existe una solucion al sistema de ecuaciones

diferenciales (2.3), A : (a,b) = R*, A= AF, A(sq) = C, 5o € I, C € Mpxn(R).

Lema 2.4.5. Si F(s) es una funcidn continua en (a,b), con valores en el espacio de
matrices asimétricas, C € SO(3) y so € I, entonces la solucion, A(s), al sistema li-
neal A(s) = A(s)F(s), F(so) = C, es una funcion diferenciable con valores en el grupo
ortogonal SO(3).

Demostracién. Sea A(s) la matriz solucién de

dA

o A(s)F(s), F(s)T = —F(s).
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Por demostrar, A(s) - A(s)T = 1.

d  (dA\ 7 dA\" . - -
ds(A A )_(ds>A +A<d8) =(A-F)A" + A(AF)" = AFA" = cte.
Luego, A(s)AT(s) = A(s0)AT(sg) =C - CT = 1. -

Por los lemas anteriores, existe A(s) = [T(s)7 N(s), B(s)| que satisface (2.3). Defi-

namos
1

A(s) -ej,donde e; = | 0
0

2
N
I
i~___§g
=
=3
~—
[oR
=
S
—
NG
I

Supongamos que o : [ — R3 y @ : I — R3 son curvas tales que ko = kg, Ta = Ta, S0 € 1

fijo.

Ejemplo 2.4.6. Con ayuda de Python, ilustraremos el Teorema Fundamental de curvas

en R3.

(A) k = 1/2y 17 = (B) k =s*—4yT = (¢) k = 10sin*(ws) y
3/8sin(s/2). cos(s). T = 3cos(ms).

FiGurA 2.17: Resultado del programa con distintas curvaturas y torsiones.

Con este codigo se resuelve el sistema matricial de ecuaciones diferenciales. Se propor-
ciona tanto la curvatura como la torsiéon. Se guarda en un archivo .csv en el que después

el programa utiliza para colocar los puntos en el espacio y construir la grafica de la curva.

from scipy.integrate import solve_ivp

import pandas as pd

def frenet_serret(s, y):
T = y[0:3]
N = y[3:6]
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B = y[6:9]
r = y[9:12]
k = 10 * (np.sin(np.pi * s))**2 #curvatura

t = 3 * np.cos(np.pi * s) #torsion

#sistema de ecuaciones
dTds = k * N

dNds = -k * T + t * B
dBds = -t * N

drds = T

return np.concatenate([dTds, dNds, dBds, drds])

# Condiciones iniciales
TO = np.array([1, 0, 0])
NO = np.array([0, 1, 0])
BO = np.array([0, 0, 11)
r0 = np.array([0, O, 01)
yO = np.concatenate([TO, NO, BO, r0])

# Intervalo de integraciémn
s_span = (-2 * np.pi, 2 * np.pi)

s_eval = np.linspace(*s_span, 700)

# Resolver el sistema

sol = solve_ivp(frenet_serret, s_span, yO, t_eval=s_eval, method='RK45')

# Extraer la curva

r = sol.y[9:12].T # Transpuesta para tener las filas como puntos
# Guardar en CSV
df = pd.DataFrame(r, columns=["x", "y", "z"])

df .to_csv("curva_frenet_serret.csv", index=False)

print("Archivo 'curva_frenet_serret.csv' guardado.")

Y con estas lineas lo agregamos en Manim.

df = pd.read_csv("curva_frenet_serret.csv")

dots = [Dot3D(ax.c2p(x, y, z), color= BLUE,radius=0.035) for x, y, z in df.values]

for dot in dots:
#self.add(dot)
self.play(Create(dot))

2.4.3. Aparato de Frenet para curvas de parametro arbitrario

Sea o : I — R? una curva parametrizada regular, no necesariamente parametrizada

por longitud de arco. Ante la dificultad técnica y practica para obtener, en la mayoria de



Geometria de curvas en R? y R3 37

los casos, la reparametrizacién de « por longitud de arco, es necesario derivar férmulas

para el cdlculo del triedro mévil de Frenet, la curvatura y torsiéon en términos de a(t).

Para calcular el vector tangente unitario,

L w
T = o

El vector o”(t) no es ortogonal a «/(t), como ocurre cuando ¢ es el pardmetro natural,
pero si esta contenido en el plano osculador. Esto permite definir el vector binormal de
a en aft),

o x o

B(t) = (t),

lo’ > a”|

siempre que o (t) # 0. Por lo que podemos obtener el vector normal por

N(t) = B(t) x T(t).

2.4.4. Foérmulas para curvatura y torsion de parametro arbitra-

rio

Para la curvatura:
(@) x " ()]

lar(®)]1°

k(1) (2.4)

Para la torsion:
o/(t) - (a"(t) x a"'(2))

lo(t) x a” (1)

7(t) =

(2.5)

La derivacion detallada de las férmulas anteriores, (2.4) y (2.5), puede consultarse en las

siguientes referencias: [3], [6], [7].



Capitulo 3
Superficies regulares en R’

Vivimos en un mundo tridimensional, asi que es indiscutible que se tenga la nocion
comun de superficie. Ademas, como podria uno imaginarse, algunas de los conceptos son
analogos o muy similares a los que hemos definido previamente en el capitulo 2, que va

de curvas.

3.1. Definicion de superficies regulares y ejemplos

En esta seccion definiremos a las superficies regulares, que en este caso son las super-
ficies de revolucion y regladas. También presentamos a las curvas coordenadas y valores
regulares de funciones diferenciables; las anteriores surgen como necesidad de estudiar a

las superficies regulares.

Definicién 3.1.1. Un subconjunto, S C R3, es una superficie reqular si, para cadap € S,
existe una vecindad, V C R3, y una funcion, x : U — V NS, de un conjunto abierto,
U C R?, sobre VNS CR? tal que

1. x es diferenciable (suave).
x(u,v) = (x1(u,v), x2(u,v), x3(u,v)), (u,v) €U,

las funciones x1(u,v), xa(u,v), x3(u,v) tienen derivadas parciales continuas de cual-
quier orden.

2. x es un homeomorfismo.

38



Superficies regulares en R3 39

Esto es, x es continua, invertible y x~ 1 : VNS — U es continua. Lo anterior se
debe a que existe una funcién continua, F : W C R® — R2?, definida en un abierto,
VNS cW, tal que Flyns = x 1.

5. (Condicion de regularidad) Para cada (u,v) € U, el diferencial Dx(, . : R* — R? es

uno a uno, donde

G (u,v) GH(u,v)

du dv
DX(up) = | 22 (u,v) %2(u,v)
%(u, v) %(u, v)

Observacién 3.1.2.

(1) La condicion 2 (x es homeomorfismo) tiene el propdsito de evitar autointerseccio-
nes. También permite definir conceptos geométricos usando una parametrizacion
sin que dependan de la parametrizacion.

(ii) La condicion 3 implica la existencia de un <plano tangentes en cada punto de S.

Una funciéon x que satisface las condiciones 1, 2 y & es llamada una parametrizacién
6 un sistema (local) de coordenadas en (una vecindad de) p. La vecindad V' N S de p en

S es llamada una vecindad coordenada.

Curvas coordenadas

Denotemos por {e, ez} a la base canénica en R%. Fijemos q = (ug,v) € U, las curvas:
B1:u— (u,v9) y B1 2w (u,v9) en U. Supongamos que p = x(q) y consideremos las

imagenes bajo x de 87 y fPa:

71t u > x(u,v9) € R? curva coordenada v = vy

Y2 1 v = x(u,vg) € R3, curva coordenada u = g
Notemos que 71, 72 son curvas regulares contenidas en .S,
X(ua U) = (33'1 (ua U)a Z'Q(U, U)? x3<u7 U)) :

Derivando v, en u = ug, 71(u) = x 0 f;(u),

8:153 ox

d 0 0
%(Uo) = (%(UO,UO), %(UO,UOL %(Uo,vo)) = %(onvo)
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Por otra parte,

Y de manera andloga,

DqX . Rz — Rg
D, x(e U, U
I 2 ov 0s 70

Ejemplo 3.1.3. Un ejemplo de superficie reqular es la esfera unitaria,

S? = {(z,y,2) e R®|2* + y* + 2* = 1}.

Consideremos U = {(z,y) € R?|z* + y* < 1}. La funcién x : U C R* — R3, x(z,vy)

<3:, Yy, /1 —a%— y2>, es una parametrizacion de S* que cubre los puntos p = (x,y,z) €
S?, con z > 0.

W ={(z,y,2) € R}z >0}, x: U - W NS?, sobre.
1. x es diferenciable.
X(Qf,y): <$ay7 1_$2_y2>

2. x es inyectiva. x(x1,y1) = x(x2,y2) tmplica

(xhylv \/ 1 —l'% _y%> = ($27?J2a \/ 1 —ZE% _yg)

implica que x1 = To Y Y1 = Yo.

x es sobre, W N'S%. Para p = (1,y,2) € WNS?, 2> 0 ya®+y?+ 2% =1, que

implica z = \/1 — 22 — y2, x(x,y) = p, con (z,y) € U.

3. Condicion de regularidad.

1 0
DX(yy) = 0

— xz — Y
\/1—x2—y2 \/l—xg—yz
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Ahora cubriremos a la esfera con parametrizaciones similares. Definamos X : U C R? —

R? como
X2($,y) = ($>y7 -V 1- ($2 + y2)) ;

cerciordndonos que X3 es una parametrizacion, y observando que x1(U)Uxy(U) cubre S?
menos el ecuador
{(x,y,2) €R% 2 + 9> = 1,2 =0}

De manera andloga, utilizando los planos xz y zy, definimos estas parametrizaciones

que, junto con X; y Xa, cubren S? completamente, por lo que es una superficie reqular.

i i

= (B)  xa2(z,y) = () xs(x,2) =
(mmy:_ 1- (xQ +y2)>

= (B)  x5(y,2) = (F)  x6(y,2) =
(ac,— 1—($2+z2),z) ( 1—(y2+22),y,z) (— 1—(y2+z2),y,z>

FIGURA 3.1: Parametrizaciones de la esfera.

Definicién 3.1.4 (Superficies de Monge). Dada una funcién diferenciable f : U C R* —
R, su grdfica graph(f) = {(z,y, f(x,y))|(z,y) € U} es una superficie reqular parametri-
zada por:

x:U =R x(u,v) = (u,, f(u,v)).
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A dichas superficies requlares parametrizadas de esta forma se les conoce como superficies

de Monge.

Ejemplo 3.1.5. Consideremos x(u,v) = (u,v,u? +v?), con —1 <wu,v < 1. A continua-

cion su grdfica.

A

FiGurA 3.2: Superficie de Monge.

Valores regulares de funciones diferenciables

Dada una funcién, f : V C R® — R, diferenciable, el conjunto solucién de la ecuacién

flz,y,2) =0 (3.1)

determina una superficie en R®. La pregunta natural es: ;bajo qué condiciones podemos

garantizar que la superficie determinada por (3.1) es una superficie regular?

Definicién 3.1.6. Sea f : V C R?® = R una funcion diferenciable. Un nimero, a € R, se
dice ser un valor regular de f si para todo (z,vy,2) € f~'(a) se tiene que V f(z,y,2) # 0.

En caso contrario, a se dice valor critico o singular de f.

Proposicién 3.1.7. Sia € R es un valor reqular de f : V C R®> — R tal que f~'(a) # 2,

entonces S = f~1(a) es una superficie regular.

Ejemplo 3.1.8. El toro es una superficie generada al rotar un circulo S' de radio r
alrededor de una linea recta perteneciente al plano del circulo y a una distancia a > r

alejada del centro del circulo. Vedmoslo.
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Sea S* el circulo en el plano yz con centro el punto (0,a,0). Luego, S estd dado por

(y — a)*> + 22 = r?. Los puntos del toro se obtienen al rotar este circulo alrededor del eje
z, satisfaciendo la ecuacion

2
(\/x2 + 2 —a) + 22 =12,

2
Ahora, consideremos f(x,y,z) = (\/IEQ +y% — a) + 22, Por lo que

o 2 (VEei—a) o w(VET-a) g
YR Vi s R =

= 2z.

Entonces, (fu, fys [2) # (0,0,0) en f~1(r?), por lo que r* es un valor regular. Por lo tanto,
el toro es una superficie reqular.

Ficura 3.3: El toro también es una superficie de revolucion.

Una parametrizacion para el toro anterior estd dada por

x(u,v) = ((rcosu+ a)coswv, (rcosu+ a)sinv, rsinu),

con u,v € (0,2m), a > r > 0. De la parametrizacion anterior, se puede concluir que el

toro también es una superficie de revolucion, como veremos a continuacion.
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Superficies de revolucion

Las superficies de revolucion se generan a partir de rotar una curva plana alrededor de
un eje de revolucién contenido en el mismo plano de la curva. Consideremos (x1, 23, x3)
coordenadas cartesianas arbitrarias en R? y una parametrizacién de una curva regular
a(t) = (f(t),0,g9(t)) parat € (a,b) C R, con f(t) > 0 contenida en el plano z;x3. Al rotar
la curva sobre el eje x3, obtenemos el subconjunto S de R? determinado por la imagen

de la siguiente funcion
S = {(f(v)cosu, f(v)sinu,g(v)) € R®:u € [0,27];v € (a,b)},

con v € (a,b) y u € (0,27). Vamos a mostrar que este subconjunto es una superficie

regular en la siguiente proposicién.

Proposicién 3.1.9. Una superficie de revolucion es una superficie reqular.

Demostracion. Para verificarlo, definamos la funcién
x:(0,27) x (a,b) = R?  x(u,v) = (f(v) cosu, f(v)sinv, g(v))

es una parametrizacién cuya imagen es la superficie de revolucién que se obtiene al rotar

la curva v alrededor del eje z. ]

Ejemplo 3.1.10. Algunos ejemplos de superficies de revolucion son los siguientes

() x(,0) = ((acosu+ (B  xwv) = ©  xwy) =
b) cos v, (acosu + (asinucoswv, a(cosu + (ucosv us,inv ku?)
b) sinv, asinu). In(tan %)), asinusinv). ’ ’ '

FiGuRrA 3.4: Ejemplos de superficies de revolucién.
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Con este codigo podemos graficar superficies en Manim,

surface = Surface(
lambda u, v: axes.c2p(*self.func(u, v)),
u_range=[0, 2*PI], v_range=[0, 2*PI],
resolution=32, checkerboard_colors = [RED],
stroke_width= 0.05, fill_opacity = 0.7

donde *self.func(u, v) es la funcién que buscamos graficar. En este caso es para graficar

un toro.

def func(self, u, v):
R =5
r=2
return np.array([
(R + r * np.sin(u)) * np.cos(v),
(R + r * np.sin(u)) * np.sin(v),
r * np.cos(u)

D

Lema 3.1.11. Sea S una superficie. Si o : I — x(D) C S es una curva en R® contenida

en la imagen de una parametrizacion x en S, entonces, para funciones suaves unicas u(t),
v(t) : I - R,
a(t) = x (u(t),v(t)) .

Superficies regladas

Definicién 3.1.12. Una superficie es reglada si tiene una parametrizacion de la forma
x(u,v) = B(u) + vo(u),

donde 8y son curvas. FEsto es, la superficie entera estd cubierta por esta parametrizacion
que consiste de lineas que emanan de una curva B(u) yendo en la direccion 6(u). La curva
B(u) es llamada directriz de la superficie y una linea teniendo a 6(u) como vector de

direccion se le llama regla.

Una superficie es doblemente reglada si tiene dos parametrizaciones diferentes x(u, v) =

Bu) +vd(u) y y(u,v) = a(u) + vy(u).
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Ejemplo 3.1.13. Algunos ejemplos de superficies regladas son:

\

(©)  x(u,0) =
(vcosu,vsinu, u).

(a)  x(u,0) =

(cosh u cos v, cosh usin v, sinh u). (B) x(u,v) = (v,u, uv).

FicuraA 3.5: Ejemplos de superficies regladas.

3.2. El plano tangente de superficies regulares

Mostraremos que la definicion de superficie regular implica la existencia de un plano
tangente en cada punto de la superficie. También hablaremos de cuando una funcién se

dice ser suave y sus connotaciones.

El plano tangente a una superficie regular

Sea S una superficie regular y p € S. Un vector w € R3 se dice ser tangente a S en p

si existe € > 0 y una curva parametrizada, v : (—¢,e) — S, diferenciable tal que:

El conjunto de vectores tangentes a S en p es denotado por 7,,S. La condicién 3 (regulari-
dad) de la definicién de superficie regular garantiza que el conjunto de vectores tangentes

a Senpe€ S esun espacio vectorial de dimensién 2.

Proposicién 3.2.1. El subespacio vectorial de dimension 2, D,x(R*) C R3, coincide con
1,5, i.e., D;x(R?*) =1T,S.
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Demostracién. Sea h € R? un vector tangente a g en R?, es decir, existe 8 : (—4,0) —
U C R2? diferenciable, tal que 3(0) = ¢ y #(0) = h. Definamos a : (—§,0) — 9,
a(t) = x o f(t); a es diferenciable y a(0) = x(3(0)) = x(q) = p. Entonces, « es una
curva diferenciable en S que pasa por p, o/(0) € T,,S. Por la regla de la cadena, o/(t) =
Dayx(B(1)),  ast,

o/(0) = D,x(h) € T,S Vh € R?,

Por otra parte, sea w € T,S, es decir, existe o : (—d,0) — S, diferenciable, tal que
a(0) = p, /(0) = w. Sin pérdida de generalidad, a(—d,0) C x(U). Ahora, definamos
B:=xtoa:(—4,0) = V es diferenciable. 5(0) = x ' («(0)) = x1(p) = ¢, h := (0).
D,x(h) = w; x : (B(t) = x ' oa(t)). Luego, x o 3(t) = a(t). Por la regla de la cadena,
Dy(#(0)) = a/(0) = w. .

Proposicién 3.2.2. Una parametrizacion x : U C R?> — S de S en p induce una base
en T,S

Demostracién. Supongamos que x(ug,vg) = p para algin (ug,vg) € U. Sea w € R3
un vector tangente a S en p, es decir, existe una curva 7 : (—e,e) — S, diferenciable,
tal que v(0) = p, 7/(0) = w. Entonces, existe  : (—&,&) — U, una curva diferenciable,
B(t) = (u(t),v(t)) tal que B(0) = (ug,vo) y ¥(t) = x o B(t). En virtud de la regla de la

cadena,

d

w=7'(0) = g

oo (x(u(t), v(1))) = u'(0)x,(uo, vo) + v'(0)x, (uo, vo).

De aqui se sigue que todo vector w € TS se puede expresar como una combinacién lineal
de los vectores x,(ug, vg), X, (U, v9). Como estos vectores son linealmente independientes

(condicién de regularidad), entonces {x,(ug, vo), X, (ug, vo)} €s una base de 7,,S. n

Ejemplo 3.2.3. Mostramos un ejemplo de la visualizacion del plano tangente a una

superficie definida por x(u,v) = (u,v,u* +v?*) en el punto P con coordenadas (1,1,2).
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F1aUrA 3.6: Plano tangente a la superficie dada en el punto P.

Con el siguiente cédigo calculamos el plano tangente; primero simbolicamente y después

numéricamente.

def plano_tangente():
u, v = sy.symbols('u v')

f_expr = wk*2 + vik*k2

fu
fv

sy.diff (f_expr, u)

sy.diff (f_expr, v)

ud, vO = 1, 1

f0 = f_expr.subs({u: u0, v: v0})
fu0 = fu.subs({u: u0, v: v0})
fv0 = fv.subs({u: u0, v: v0})

z_tangent_expr = fO + fu0 * (u - u0) + £fvO * (v - v0)

z_tangent_func = sy.lambdify((u, v), z_tangent_expr, 'numpy')

def plano_func(u_vals, v_vals):

return np.array([u_vals, v_vals, z_tangent_func(u_vals, v_vals)])

return plano_func

Funciones suaves

Definicién 3.2.4. Sea f:V C S — R, una funcion definida en un subconjunto abierto
V' de la superficie reqular S. Se dice que f es una funcion suave en p € V si existe una

parametrizacion x : U — R3 de S, con p € x(U) C V, de tal manera que la funcion
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fox:U — R es suave en el punto x (p). La funcién f es suave en todo el conjunto V
st es suave en cada punto de V.
Ahora definiremos el concepto de funciones suaves entre superficies regulares.

Definicién 3.2.5. Una funcion continua F : Vi, C Sy — Sz, de un abierto V| de la
superficie reqular S1 en la superficie reqular Sy se dice ser diferenciable en el punto p € Vi

st dadas las parametrizaciones
x;: Uy — 5y, Xy : Uy — Sy,
conp € x1(Uy) y F(x1(Uy)) C x2(Us), la funcion
xg_loFoxl U — Uy

es diferenciable en q = x;*(p).

La diferencial de una funcién suave

Definicién 3.2.6. Sean S; y So dos superficies requlares en R® y F : S} — Sy una
funcion suave. La diferencial de F' en p, denotada por d,F, es la transformacion lineal
de d,F : T),S1 — Tp(p)S2 definida por

dp F'(/(0)) = (F 0 a)'(0),

donde o : (—€,€) — Sy es una curva suave en Sy tal que a(0) = p.

El diferencial de F' esta bien definido, pues si a, 3 son dos curvas en S; tales que
a(0) = B(0) =py (0) = f'(0), y por la regla de la cadena, (F o «)'(0) = (F o 8)'(0).

Por otro lado, el diferencial d,F’ es una transformacién lineal y, al fijar una base para
el espacio T},5, es posible representarla de forma matricial. Sea a : (—€,€) — S; una
curva parametrizada con «(0) = p. Definimos la curva 5 = F o, la cual es una curva en
la superficie Sy y se tiene 5(0) = F'(p). Sean x(u,v) y y(w, z) parametrizaciones de S; y
Sy respectivamente, tales que p € x(U) y F(p) € F(x(U)). Supongamos que F' se expresa

en coordenadas locales por F'(u,v) = (Fi(u,v), F3(u,v)), vy que la curva « estd dada por
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Entonces
B(t) = (Fi(u(t),v(t)), Fa(u(t), v(?))),

y la expresién de §'(0) en la base {y,,y.} es

B(0) = (%u'(@) + %v'(O), %u’(O) n %v’(())) | (3.2)

La ecuacién (3.2) muestra que §'(0) depende sélo de la funcién F'y de las coordenadas

(u'(0),2'(0)) del vector o/(0) en la base {x,,x,}. En forma matricial se tiene

(0)) , (3.3)

F'(0) = dpF(a’(0)) = lai éi] <q/(o)

ou ov

que es la representacion matricial de la transformacion lineal d,F* (3.3).

3.3. Primera forma fundamental, longitudes, angulos
y areas

Desde Euclides, hablar de geometria es hablar de longitudes, dngulos y areas; es de-

cir, de cuestiones métricas. ;Cémo podemos estudiar estas propiedades geométricas en

distintas superficies? A continuacién veremos que la primera forma fundamental resulta

natural para dilucidar esta cuestion.

El producto interior usual en R? induce en cada plano tangente, 7,5, de una superficie

regular un producto interior, denotado por ( , ),

() :T,S x T, - R

(v,w), == (, ) = viwy + vVawy + vzws,

con v = (vy, V9, v3) y W = (wy, ws, w3).

Definicién 3.3.1. La forma cuadrdtica I, en T,S, definida por

I,: 1, xT,S =R
I

p = < ) > = VW1 + V2W2 + V3Ws3,

es llamado la primera forma fundamental de una superficie reqular S en p.
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Primer forma fundamental en coordenadas locales

Sea S C R? una superficie regular, p € S y x : U C R? — S una parametrizaciéon que

cubre a p. Es decir, existe (ug,vg) tal que x(ug, vo) = p.

Sea w € T,S un vector tangente a S en p. Como analizamos previamente, una base de

T,S es {xu(uo, vo), Xy (o, vo) }. Por lo que existen nimeros reales a, b tales que

w = ax, + bx, (3.4)

Por simplicidad, omitiremos la evluacién de x,,, x, en el punto (ug, vg). Si calculamos
el valor de la forma cuadrética I, en el vector w utilizando la representacién (3.4) se

obtiene

Lp(w) = (w, w),
= (ax, + bx,, ax, + bx,),
= a*(Xy, Xu)p + 2ab(Xy, X, )y + b2 (X, X, ),
= a’FE + 2abF + b*G.

Aqui las funciones E, F', G son definidas por F = (x,,X,), F = (X4, X,), G = (X,,X,) son
llamados los coeficientes de la Primera Forma Fundamental asociados a la parametrizacion
x:UCR—S.

La primera forma fundamental nos permitira hacer «mediciones> sobre la superficie

regular.

(a,b) — R? diferenciable,

long(y / I/ ()] dt

(a,b) = S CR? superficie regular,

long(y / Iy (&) dt = / o (1))

Sea v € R? tangente a una superficie regular. S en p si existe v : (—¢,g) — S, C*, tal

que y(0) =py ' (0) =
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Teorema 3.3.2. El drea de la porcion de una superficie parametrizada por x(u,v) co-

rrespondiente a R C R? estd dada por

/{TGGZZ j(/P
R

De manera equivalente, el drea también puede ser expresada como

% X 8_ du dv.

X
ou  Ov

Area:// VEG — F? dudv,
R

ox 0x ox oOx ox 0x
dondeE:%-%,F:%-%yG:%.%‘

A continuacién se presenta un ejemplo de la aplicacion del teorema anterior.
Ejemplo 3.3.3. Consideremos la esfera unitaria parametrizada por
x(u,v) = (cosusinv, sinusin v, cosv) ,
donde u € [0,27] yv € [0,7/2].
Calculando el drea utilizando el teorema anterior, tenemos que
ox ox

— = (—sinwusinv, cosusinv, 0 —
ou ( ’ 0) ov

con E =sin?v, F =0, G =1, por lo que

/ 2 w/2
Area = / / sinv dv du = 2.
u=0 Jv=0

= (cosusinv, sinwu cos v, —sinv) ,

(3.7)

Podemos realizar los calculos de manera mds rdpida con Python, asi como después

implementarlo y visualizarlo con Manim. Con este codigo se realizan los cdlculos del

drea.

# Variables

u, v = sy.symbols('u v')

# Parametrizacion

z = sy.Matriz([
sy.cos(u) * sy.sin(v),
sy.sin(u) * sy.sin(v),
sy.cos (v)

D
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# Derivadas parciales
zu = z.diff(u)
zv = z.diff(v)

# Producto cruz y su norma
cross = xu.cross (zv)

norm = sy.sqrt(cross.dot(cross))

# Integrando
area = sy.integrate(sy.integrate(norm, (v, 0, sy.pi / 2)), (u, 0, 2 * sy.pi))
print (f"Area de la superficie: {area.evalf():.6f}")

FI1GURA 3.7: Semiesfera unitaria.

3.4. La aplicacién de Gauss y segunda forma funda-

mental

Para comenzar esta seccién, necesitamos introducir el concepto de superficie regular

orientable.

Definicién 3.4.1. Una superficie reqular S C R3 se dice ser orientable si existe una
funcién suave N : S — S* con la propiedad de que para cada p € S, N(p) es ortogonal al

plano T,S. Si tal funcion N eziste, ésta es llamada una orientacion para S.

Nota: Si S es orientable con orientacion N : S — S?, la funcién N = —IN también es

una orientacion.
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Observaciéon 3.4.2. Una definicion equivalente del concepto de orientabilidad para su-

perficies requlares puede consultarse en [3], [7], [6].

Toda superficie S es localmente orientable. Si fijamos una parametrizacion x : U — S,

de S, podemos definir la funcién N(p) C S — S? por

X, X X,

N(p) := (u,v), donde x(u,v) = p, (3.8)

%0 X x|
define un campo de vectores normales unitarios en cada punto de x(U).

Definicién 3.4.3. Sea S C€ R? una superficie orientable. La aplicacién de Gauss es una

orientacién N : S — S? para S.

Observacion 3.4.4. 5i S no es orientable, la aplicacion de Gauss se puede definir local-

mente utilizando una parametrizacion.

Como N es diferenciable, para cada p € S, el diferencial
de : TPS — TN(p)S2

estd bien definido. Ademds, notemos que los planos T),S y Tn(,)S® son paralelos, pues
ambos son ortogonales a N(p). Por lo que, sin pérdida de generalidad, podemos asumir

que d,IN es operador lineal del espacio 7,5 en si mismo,
d,N :T,S = T,S.

Proposicién 3.4.5. El diferencial de la aplicacion de Gauss, dN, : 1,5 — T,S (77), es

un operador lineal autoadjunto, esto es,
(dN,(v), w) = (v, dN,(w)), (3.9)

para todo v,w € T,S. También se le conoce como el operador de forma de la superficie S

en p.

Demostracién. Puesto que el diferencial de N en p, dN,, es lineal; basta probar que
(AN, (v), w) = (v dN,(w))

para una base {vw} de T,(.5).
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Sea z(u,v) una parametrizaciéon de S en p y {x,,X,} las bases asociadas de T,(.S). Si

a(t) = z(u(t),v(t)) es una curva parametrizada en S, con a(0) = p, tenemos que

dN,(a/(0)) = dN,(x,u'(0) + x,0'(0))

d

— Ez\f(u(zf),v(t))\t:o

= N,u'(0) + N,v'(0)
En particular, dN,(x,) = N, y dN,(x,) = N,,, probandose asi que
(Nu,xp) = (Xu, Ny
es decir, el diferencial de aplicacién de Gauss es una aplicacién autoadjunta. ]

A continuacién, vamos a introducir la segunda forma fundamental

Definicién 3.4.6. Sea S C R? una superficie reqular orientable con orientacion N : S —
S?. La funcién 1, : T,S — R, dada por

I, (w) = =(dNy(w),w), w € Tp5,

y es llamada la sequnda forma fundamental de S en p.

En la siguiente seccién vamos a dar una interpretacion geométrica de la segunda forma

fundamental.

Curvatura normal y segunda forma fundamental.

Sea S C R? una superficie regular orientable y fijemos una orientacién N : S — S2.
Dado un punto p € S, un nimero real 6 > 0y a : (—4,0) — S una curva regular en S
parametrizada por longitud de arco tal «(0) = p. Definamos N(¢) := Na(t). La curvatura

normal de « en t se define por
Kn(t) == (a(t), N(t)) = k(t) - cos 0(t), (3.10)

donde £(t) es la curvatura de a(t) y 6(t) el angulo que forma ¢ (t) con N(¢). En otras
palabras, la curvatura normal es la proyeccién del vector aceleracion é(t) sobre el vector

normal.
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Como (&(t),N(t)) =0,

fin(t) = (@), N(t)) = —(a(t), d,N(a(t))) = Tp(&(t)).

De la ecuacién anterior tenemos dos conclusiones

i) El valor de la curvatura normal depende del vector tangente a la curva. Es decir, dos
curvas en una superficie regular que tienen el mismo vector tangente en un punto,
tienen la misma curvatura normal.

ii) En un punto p € S'y w € T),S tal que |lw|, = 1, I,(w) es el valor de la curvatura

normal de toda curva en S que pasa por p cuyo vector tangente en p es w.

Si restringimos la segunda forma fundamental II,,, a vectores en 7,S de norma uno, tene-
mos que I[, alcanza su maximo y su minimo valor. Mas atin, como el operador de forma
d,N es un operador autoadjunto, los valores propios de d,N son los maximos y minimos

de I, y los vectores propios son ortogonales.
Lo anterior motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.4.7. Sea S C R3 una superficie reqular en R3, orientable con orientacion
N : S — S% Para un punto p € S, las curvaturas principales en p son el mdximo y el
minimo de I,. Las direcciones principales en p son los vectores tangentes unitarios donde

se alcanza el mdximo y el minimo de 1I,,.

Segunda forma fundamental en coordenadas locales

Sea x(u,v) una parametrizacion de la superficie S; p € Sy a(t) = x(u(t),v(t)) una

curva parametrizada en S, con «(0) = p. El vector tangente a «(t) en p es
o =u'x, +v'x,.

Consideremos la aplicacion de Gauss

X, XX
N _ Xu XX
(4:0) = e >0

Aplicando el diferencial de la aplicaciéon de Gauss al vector tangente o/, tenemos

_dN

dN,(a') = E(u(t), v(t)) = u'N, + v'N,, (3.11)



Superficies regulares en R3 57

_ N __ 0N
donde N, = 5~ y N, = 5=.

Como (N,N) = 1, se sigue que N, y N, son ambos ortogonales a N, y por ende
pertenecen a 7,S. Lo anterior nos lleva a que N, y N, se pueden expresar como una

combinacion lineal de x, y x,; asi,

N, = anxy + anx, (3.12)
Ny, = 19Xy + a29X,. (3.13)

Sustituyendo (3.12) y (3.13) en (3.11), se tiene
dN, (o) = (anu’ + a120") x, + (ag1u’ + agv’) x,, (3.14)

que expresandolo de manera matricial es
Ul a1 Q12 U,
dN = . (3.15)
Ul o1 Q929 ?}/

Ahora, para la segunda forma fundamental utilizando la base {x,,x,} tenemos

I,(a") = —(dN,(a), a’)
= —(u'N, + v'N,, u'x, + v'x,)
e(u')? 4+ 2fu'v' + g(v')?,

con los coeficientes e, f, g, estan dados por:

e =—(Ny,x,) = (N, Xyu), (3.16)
f = _<Nv7XU> = <N>Xuv> - <N7X’UU> = _<NU7X”U>7 (317>
g=—(Ny,,x,) = (N, Xy,). (3.18)

Mids atin, podemos expresar los coeficientes a;; de la representacién matricial del operador
de forma en (3.15). Combinando (3.12) y (3.13) con (3.16), (3.17) y (3.18) obtenemos las
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siguientes ecuaciones

—e=a F+ ayF,
—f =aukl +anG,
—f = ank + axnk,
—g = an F' + anG,

A partir de estas ecuaciones, tenemos
ajlr Q12 - 1 G —F
Qg1 G22 EG - F?

-Fr F f g

¢/ ] (3.19)

Curvatura media y curvatura Gaussiana

Sea S C R3 una superficie regular orientable y fijemos una aplicacién de Gauss N :
S — S?. Recordemos que, para cada p € S, d,N : T,S — T,S es un operador lineal

autoadjunto.

Como todo operador lineal tiene con invariantes a su traza y determinante, vamos a
concentrarnos en estos invariantes para el caso de d,N (operador de forma) e interpretarlos

geométricamente.

Definicién 3.4.8. Sea S C R?® una superficie reqular en R?, orientable, con orientacion
N : S — S2. Definimos:

(i) La curvatura gaussiana de S por la funcion

K:S—R,
K(p) := det(d,N).

(i1) La curvatura media de S por

H:S5—R,

H(p) = —%tr(de).

Recordemos que una superficie regular orientable tiene dos orientaciones, es decir, si

N : S — S? es una orientacién de S, entonces N = —N es también una orientacién.
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Como

tr(dN) = —tr(dN) y det(dN) = det(dN),

tenemos que la curvatura Gaussiana es independiente de la eleccién de la orientacién,

mientras que la curvatura media es independiente salvo signo.

En la siguiente proposicion se expresan la curvatura media y Gaussiana en coordenadas
locales. Ademas de su utilidad para hacer calculos explicitos, estas formulas muestran que

las curvaturas media y Gaussiana son funciones C'*°.

Proposicién 3.4.9. Sea S C R? una superficie reqular orientable con orientacién N :

S =82 Six:U — R? es una parametrizacion de S tal que

Xy X Xy
N=_———,

130 X |

entonces,
— f? G—-2fF+gF
o 91 y H=-° fE+g
EG — F? EG — F?

Demostracion. Notemos que siempre existe una parametrizacion tal que N = Hiziizn.

Pues en caso de que no se cumpla para una parametrizacién dada, solo se deben intercam-
biar variables. Ahora si consideramos la representacién matricial de d,N con respecto a la

base {x,,x,} de 1,5, obtenemos las férmulas deseadas utilizando la ecuacién (3.19). m

La curvatura Gaussiana K se puede definir también para superficies no orientables
utilizando parametrizaciones a través de la formula de la proposicién anterior. Como la
curvatura Gaussiana no depende de la orientacion, tenemos una funcién C'*° bien definida

globalmente.

Finalmente, si k1 v ko representan las curvaturas principales de S en p, entonces
1
K(p)=r1-ky y H(p)= 5(’% + Ka).
Ejemplo 3.4.10. El cilindro, con la parametrizacion

x(u,v) = (cos(u),sin(v), v).
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Sea x(u,v) = (cos (u), sin (u), v). Luego, derivando a x(u,v) con respecto a u y v,

Xy (u,v) = (—sin (u), cos(u), 0);

X, (u,v) = (0, 0, 1).
Procedemos ahora a calcular los coeficientes de la primera forma fundamental
E={(xu,x,) =1 F=(X.,x,)=0, G=(x,%x,)=1

Por otro lado,

Xy X X, = (cos (u), sin(u), 0)
Y ||xu X x,|| = 1. Asi,

X, X Xy,

N(u,v) = (cos (u), sin(u), 0).

B %0 X X, ||

Derivando N(u,v) respecto a u y v,

N, (u,v) = (—sin (u), cos(u), 0)

N, (u,v) = (0, 0, 0).
Calculemos ahora los coeficientes de la sequnda forma fundamental
e=—(Xy,ny) = =1, f=—(xu;n,) =0, g=—(Xy,n)=0.

Para la representacion matricial del operador de forma se tiene

aualg_ 1 G—Fef_lO
s Qs EG-F*|-F E||f g 0 0
La curvatura de Gauss es 12
eg —
K=—"2—— =0
EG — F? ’

la curvatura media es
B leG—-2fF + gFE B

=—0.5
2 FEG-F? ’
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y las curvaturas principales son

ki=-H+VH—K=1

feo=—H—VH>— K =0

En el cilindro todos los puntos son parabdlicos, pues K = 0.

Los célculos detras del ejemplo anterior han sido programados para automatizarse en
Python. También puede utilizarse para el caso de la silla del mono, aunque el programa no
siempre hace la mejor simplificacién de los resultados; por lo que se omitié por cuestiones

de espacio. Aun asi, he aqui el como se ve la silla del mono y el codigo detras.

FicuraA 3.8: Silla del mono.

Cédigo:
from sympy import *

u, v = symbols('u v')

f_u_v = (cos(u), sin(u), v)

x_u = tuple(diff(f, u) for f in f_u_v)
x_v = tuple(diff(f, v) for f in f_u_v)

E = Matrix([x_ul).dot(Matrix([x_ul))
F = Matrix([x_ul) .dot (Matrix([x_v]))
G = Matrix([x_v]).dot (Matrix([x_v]))
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cruz = Matrix([x_ul).cross(Matrix([x_v]))

norma_cruz = sqrt(sum(comp**2 for comp in cruz))

n_u_v = (cruz)/(simplify(norma_cruz))

n_u = tuple(diff(f, u) for f in n_u_v)

n_v = tuple(diff(f, v) for f in n_u_v)

e = —1xMatrix([x_ul) .dot (Matrix([n_ul))

f = -1xMatrix([x_u]).dot(Matrix([n_v]))

g = -1*Matrix([x_v]) .dot (Matrix([n_v]))

m0 = simplify(E)*simplify(G)-simplify (F)**2

ml = Matrix([[simplify(G), -simplify(F)], [-simplify(F), simplify(E)]1])

m2 = Matrix([[simplify(e), simplify(£)], [simplify(f), simplify(g)l])

mf = (-1/m0)*m1*m2

K = (simplify(e)*simplify(g)-simplify(£)**2)/(simplify(E)+*simplify(G)-simplify (F)**2)

H = (1/2) * (simplify(e)*simplify(G)-2*simplify(f)*simplify(F)+simplify(g)+*simplify(E)) /

(simplify(E)*simplify(G)-simplify (F)**2)
k_1 = -1 * simplify(H) + sqrt(simplify(H)#**2 - simplify(K))

k_2 = -1 * simplify(H) - sqrt(simplify(H)#**2 - simplify(K))

3.5. Superficies minimales o de curvatura media cons-

tante

Tras haber definido la curvatura media, veremos que, si ésta se anula, entonces la

superficie es minimal en el sentido de que minimiza localmente su area.

Definicién 3.5.1. Una superficie S se dice ser plana si K(p) = 0 para cada p € S y se
dice ser minimal si H(p) = 0 para cada p € S.

A continuacion se muestran ejemplos de superficies minimales.

(A) S. de Enneper. (B) S. de Catalan. (¢) Helicoide.

FicurA 3.9: Ejemplos de superficies minimales. Aqui «S.> abrevia superficie.
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He aqui la parametrizacion de cada una de las anteriores:

(A) x(u,v) = ((1/3)u(l — (1/3)u* + v?), (1/3)v(1 — (1/3)v? + u?), (1/3)(u? — v?)).
(B) x(u,v) = (u—sinucoshv,1 — cosucoshv, 4sin(u/2) sinh(v/2)).

(C) x(u,v) =wucosv,usinv, cv.

Nota: Si una superficie de revolucion M es minimal, entonces M esta contenida, ya

sea, en un plano o en un catenoide.



Capitulo 4

Curvas geodésicas y sus propiedades

Los Elementos de Euclides es quiza uno de los escritos mas importantes dentro de las
matematicas, si bien por su caracter histérico asi como su impacto en las matematicas
del siglo XVIII y XIX, pues trajo consigo el desarrollo de geometrias no euclidianas.
Extenderemos conceptos de la geometria diferencial a la geometria no necesariamente

euclidiana y veremos que resulta natural hacerlo.

4.1. Isometrias y aplicaciones conformes

En esta seccion veremos cuando dos superficies preservan la distancia entre dos puntos
tras haberse aplicado algun difeomorfismo, es decir, cudndo son isométricas. Primero
introducimos el concepto de difeomorfismo. Para ello, sean S; y S, superficies regulares
y ¢ 1 S1 — Sy, que es C*. Consideremos p € Sy, v € T,S y v : (—¢,e) — 51, también
C*, con y(0) =py ' (0) = v.

Definicién 4.1.1. Sean S, y Sy superficies requlares en R3. Una funcidn, ¢ : Sy — Sy

es llamada un difeomorfismo si

(i) ¢ es C*™.
(ii) ¢ sea invertible.
(i1i) ¢ : Sy — S1 es C™.

En este caso, se dice que Sy y S1 son superficies difeomorfas.

Ejemplo 4.1.2. Sea ¢ : $° 5 8° S; p(P)=—P. ¢ es un difeomorfismo. En efecto:

64
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(i) ¢ es C*™.
(i) po@(P)=P.
(iii) ¢t = ¢ es C™.

Definicién 4.1.3. Sea ¢ : S1 — Sy, C*™®. ¢ se dice ser un difeomorfismo local en p € Sy,
fijo, si existe una vecindad abierta, U, de p en R y una vecindad abierta, V, de o(p) en

R3 tal que ¢ : S NU — S, NV es un difeomorfismo.

Isometria en superficies regulares

Definicién 4.1.4. Un difeomorfismo ¢ : S; — S entre dos superficies requlares es una

isometria si, para cada p € S y w € T,S;, se tiene que

I(w) = Typ) (dppp(w)).

Aqui I, denota la primera forma fundamental.

Dos superficies se dicen ser isométricas, si hay una isometria entre ellas.

Proposicién 4.1.5. Sea ¢ : S; — Sy una isometria. Entonces para cada p € Sy, dpo :
T,S1 — Typ)S2, es una isometria entre espacios vectoriales con producto interior, es
decir,

(v, W) = {dpp(v), dpp(w)),

para todo v, w € T,5].

Demostracién. Esta proposicion se sigue inmediatamente de la identidad de polariza-

cion: para v,w € 1,5

(L) (dpd (v + W) = Loy (dpd(v)) — Lo () (dpp(w)))
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Para estudiar propiedades locales de las isometrias, es 1til el uso de coordenadas locales.

Haciendo uso de ellas, se tiene el siguiente resultado

Proposiciéon 4.1.6. Si ¢ : S; — Sy es una isometria y p € Sy, entonces existen pa-
rametrizaciones x : U — Sy, conp € x(U) yx : U — Sy con ¢(p) € x(U) tal que
los coeficientes de la primera forma fundamental de cada parametrizacion son iguales, es
decirr E=E, F=F yG=0G.

Demostracién. Fijemos cualquier parametrizaciéon x : U — S, tal que p € x(U).
Definamos
x:U— SQ

X =¢oX.

Probemos que 7 tiene las propiedades deseadas. Notemos que X, = dpp(X,) ¥ Xy =

dy¢(x,). Como ¢ es isometria,

E(u,v) = (Xu, Xu)p = <dp¢(XU)7dp¢<XU)>¢(p)

= (Xy, Xu) = E(u,v)
De forma analoga, se demuestra que F = F y G = G. [

De la proposicion anterior podemos concluir que longitudes, angulos y areas son pre-

servadas bajo isometrias.

La nocién de isometrias entre superficies regulares es un concepto global. Para analizar
propiedades locales de funciones que preserven la primera forma fundamental, se requiere

una version local del concepto de isometrias.

Definicién 4.1.7. Sea ¢ : S1 — Sy una funcion C*°. Se dice que ¢ es una isometria local
en un punto p € Sy si existen abiertos V de p en Sy yw de ¢(p) en Sy tal que ¢ : V — w
es una isometria. Dos superficies S1, So son localmente isométricas si existe una funcion

¢ S1 — Sy que es una isometria local para cada p € 5.
Nota: Una isometria ¢ : S7 — S es una isometria local pero, no toda isometria local
es una isometria.

Ejemplo 4.1.8. El cilindro y el plano son superficies localmente isométricas pero no

1sométricas.
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Consideremos el plano Sy = {(x,y,0)|z € R} y el cilindro Sy = {(z,y, 2)|z* +y* = 1}.
La funcion
(b : Sl — Sg

¢(I,y,0) - (Cosx,sinx,y).

Como ¢ no es inyectiva, entonces no puede ser un isometria. Probemos que ¢ es un

isomorfismo local. Para cada punto py = (xg, yo,0) € S1, consideremos la vecindad abierta
V ={(z,y,2) € R}z € (vg — 7,20 +7)}.
En esta vecindad, ¢ es un difeomorfismo sobre su imagen

o(V) = {(cos(u + xg),sin(u + zp),v)|u € (—m,7),v € R}

6 |

\ |

9 70 @Z ‘\J‘ » s o3
(x? 0 )> = R

(z0,%0,0)

\

FicurA 4.1: Representacién visual.

Sobre el congunto abierto U = {(u,v) € R* | u € (xg — 7,20+ )} de R? definamos las

siguientes parametrizaciones

x:U—=V x:U— o(V)

x(u,v) = (u,v,0) X(u,v) = (cosu,sinu, v)

Notemos que E(u,v) = E(u,v) =1, F(u,v) = F(u,v) =0 y G(u,v) = G(u,v) = 1.
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Para w € T,,S, w = u'(0)x,(u(0),v(0)) + v'(0)x,(u(0),v(0)), para alguna curva [ :
(—0,0) = U, B(t) = (u(t),v(t)) tal que B(0) = (zo,y0). Entonces,

(i) = | (olo(utt). ) = | (0. 50)

= 4/(0)X, (ug, vo) + v'(0)X, (ug, vo).

Por cadlculo directo,

Ly (w)

Ly (0 (0)x (g, o) + v'(0)x (10, v0)) = (1/(0))* + (v'(0))?,
Lo(po) (dppy (w)) = I

= Lypo) (/' (0)u (w0, v0) + v'(0)%, (w0, v0)) = (u/(0))* + (v'(0))*.
Ejemplo 4.1.9. La catenoide y el helicoide son localmente isométricos.

Sea x(u,v) = (acoshvcosu,acoshvsinu, av) la parametrizacion de la catenoide y sea
y(u,v) = (wcosz,wsin z,az) la parametrizacion del helicoide, donde 0 < u,z < 27 y

—00 < v, w < 00.

Ahora, sea z = u; w = asinh v, lo cual es valido dado que el mapeo (u,v) — (u, asinhv)

es suave y biyectivo en la region donde u y v estan definidas. Luego, la matriz de cambio

1 0
0 acoshv/’

y el Jacobiano de este cambio de coordenadas proviene del determinante de esta matriz,

de coordenadas estd dada por

a coshwv, el cual es distinto de cero. En otras palabras, este cambio de coordenadas induce
un difeomorfismo local entre estas dos superficies. Asi, una nueva parametrizacion del
helicoide es

y(u,v) = (asinhv cosu, asinh vsin u, au).

Notemos que

yu = (—asinhvsinv, asinh v cosu, a)

vy = (acoshv cosu, acoshvsinu,0) ,
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por lo que los términos de la primera forma fundamental del helicoide reparametrizado

estan dados por

(Yu, Yu) = a*sinh® v + a® = a*(sinh®v + 1) = a” cosh® v

E
F = (y,,¥,) = —a*sinhv cosh vsin u cos u + a* sinh v cosh v sinu cosu = 0
G = (y,,yo) = a® cosh®v

Por otro lado,

X, = (—acoshvsinu,acosh v cosu, 0)

x, = (asinh v cosu, asinhvsinu, a) ,
ast, los términos de la primera forma fundamental de la catenoide estan dados por

(X4, %,) = a*cosh® v

(Xy,X,) = —a®sinh v cosh v sin u cos u 4 a® sinh v cosh v sin u cos u = 0

E
F
G

(x,,X,) = a’sinh® v + a? = a*(sinh® v + 1) = a* cosh® v

Por lo tanto, el difeomorfismo local inducido por el cambio de coordenadas preserva la
primera forma fundamental. Dado que la primera forma fundamental es solo un reeti-
quetamiento de la métrica en la superficie. FEsto quiere decir que este difeomorfismo local

preserva la métrica; por ende, el helicoide y la catenoide son localmente isométricos.

Es posible visualizar la transformacion de un helicoide a una catenoide mediante el

siguiente mapeo:

x(u,v) = cosf sinh v sin u 4 sin 6 cosh v cos u
y(u,v) = — cosfsinh v cosu + sin f cosh v sinu

z(u,v) = ucosf + vsinb,

para (u,v) € (—m, 7| X (—00,00), con pardmetros de deformacion —mw < 0 < m, donde
0 = m tendriamos un helicoide diestro; 0§ = +m/2 una catenoide y m = 0 un helicoide

zurdo.
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F1GURA 4.2: Transformacion de un catenoide en un helicoide variando 6.

Para el cédigo de la transformacién anterior, se hizo fundamentalmente con esta funcién
de Manim.

s = ValueTracker(0)

catenoide = always_redraw(

lambda: Surface(

lambda u, v: axes.c2p(
np.cos(s.get_value()) * np.sinh(v) * np.sin(u) + np.sin(s.get_value()) * np.cosh(v) * np.cos(u),
- np.cos(s.get_value()) * np.sinh(v) * np.cos(u) + np.sin(s.get_value()) * np.cosh(v) * np.sin(u),
u * np.cos(s.get_value()) + v * np.sin(s.get_value())

),

u_range=[-PI, PI],

v_range=[-1, 1],

resolution=16,

fill_opacity = 0.5

))

Aqui s es el pardmetro # que variamos.

Proposicion 4.1.10. Sean Si, Sy dos superficies requlares. Si existen cartas coordenadas
x:U—=S yx:U—= Sy talque E=E, F=F, yG =G, entonces ¢ = Xox ' :

x(U) C S1 — Sz es una isometria local.
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Todas aquellas propiedades de una superficie regular que se definen en términos de la

primera forma fundamental son llamadas propiedades intrinsecas de la superficie.

En consecuencia, dos superficies isométricas tienen las mismas propiedades intrinsecas,

y las propiedades intrinsecas se preservan bajo isometrias.

Vamos a probar que la curvatura gaussiana es una propiedad intrinseca. Especifica-
mente, vamos a mostrar que localmente se puede expresar en términos de los coeficientes

de la primera forma fundamental y de sus derivadas.

En cualquier punto de una superficie regular S C R? y una eleccién de coordenadas
existe una base (no necesariamente ortogonal) para R3 desde el punto dado localmente

por {x,,x,, N}.

Consideremos las derivadas con respecto a u y v de este triedro:

Xy = I’}lxu + I‘%lxv + [N, N, = a11Xy + 412Xy, (4.1)
Xy = F%zxu + F%zxv + mN, N, = a21Xy + a29X,, (4.2)
Xy = 39Xy + 55X, + nN. (4.3)

Las funciones I'¥., definidas por estas ecuaciones, son llamadas simbolos de Christoffel

13
de S asociados a la parametrizacién. Los indices ¢, j y k varfa sobre 1 y 2, donde 1
corresponde a la variable v y 2 a la variable v. Los subindices i refieren a la segunda
parcial de la carta coordenada x, y el supraindice k al componente en la base ordenada

{Xu, %y, N}

Como (x,,N) = (x,,N) = 0, se tiene que | = (mN,N) = (x,,, N) = e, una de las
funciones componente asociadas a las segunda forma fundamental. De manera analoga,

m = f y n = g. Utilizando la definiciéon de los coeficientes E, F' v GG, se obtiene que

E, = 2(xXuu, Xy), E, = 2(Xup, Xy) (4.4)
Fu - <Xmuxv> + <Xuaxuv>7 Fv - <XUU7X'L)> + <Xuaxvv>7 (45)
Gu = 2(Xup, Xy, Gy = 2(Xyp, Xy) (4.6)
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Combinando las relaciones (4.1) y (4.4), se derivan las siguientes ecuaciones
PhE+TLE = 5E, — (E F> (Fh> (e )
rLF+T2G =F, - 1B, F G) \I'h F, - 3E,

I'LE+THhF =35, - (E F) (Fb> - %Ev>

r,F+1%,6 =1a, F G) \I%, 3G,
PRB+THF =F—30. C@F)C%)Z E—§%>
ILF+T%L,G = 1G, F G)\I%, 3G

Como la matriz de los componentes de la métrica es invertible, los simbolos de Christoffel,
Ik

K
isométricas, los simbolos de Christoffel concuerdan. Ademaés, cualquier expresion dada en

son expresables en términos de las funciones E, F'y G y sus derivadas. En superficies

términos de las funciones componentes de la métrica, los simbolos de Christoffel, y sus

derivadas que sea independiente de la eleccion de coordenadas es intrinseca.

Teorema 4.1.11. La curvatura Gaussiana es una cantidad intrinseca.

Demostracion. Notemos que

(qu)v — (Xuv>u - 07 (1)

De las relaciones en (4.1), y la independencia lineal de x,, x, y N, se obtiene:

(Fh)v + Pilrb + F%1F%2 + eag — (Fb)u - beh - F%zr%z — fain =0 (4-7)
(T31)s + T15y + T35, + eags — (I5,)y — DpTf — DHIY, — fa, =0 (4.8)
LS+ Thg+e+The =T f + fu=0 (4.9)

De la ecuacion (3.19), se tiene que

_eF—fE _ fF—gE
T EG_F T EG_F?

a1
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De la ecuacion (4.7), se sigue que

(F%)v - (Fi)u + FhF%Q + F%1F§2 - F%QF%I - F%QF%Z = faiz — ean
el — fE fF—gE

~IEa— ‘o
f?E — egE

_ 12789 gk
EG — F?

Lo anterior demuestra que la curvatura Gaussiana K se puede expresar en términos de
las componentes del tensor métrico, los simbolos de Christoffel y sus derivadas. Lo que

muestra que K es una cantidad intrinseca. [ ]

4.2. Curvatura geodésica y curvas geodésicas

Definiremos a las curvas geodésicas, que son las trayectorias que menos se curvan en
una superficie S; éstas derivan de la curvatura geodésica, una manera intrinseca de medir

la curvatura de una superficie S.

Curvatura geodésica para curvas en superficies regulares

Supongamos que S C R3 es una superficie regular y o : I C R — S una curva suave.
En general, no es posible que o = 0, ya que esto implicaria que S contiene un segmento
de recta en R3. Por otro lado, como « estd en S, la componente tangencial a S de o
puede considerarse como la responsable del <movimiento> que describe la curva a a lo

largo de la superficie S.

Por simplicidad, vamos a suponer que la curva a : I — S es de rapidez unitaria.
Para cada s € I, el vector tangente T'(s) = &(s) es tangente a S en el punto «(s). Por
tanto, {T'(s),N(s) x T'(s),N(s)} es una base ortonormal de R mientras que el conjunto

{T'(s),N(s) x T'(s)} generan al plano tangente 7,5 en p = a(s).

Como «(s) es de rapidez unitaria, c(s) - T'(s) = 0. En consecuencia,
&= (a-N(s) x T(s))N(s) x T(s) + (& - N(s))N(s) (4.10)

La magnitud de la componente normal de & es la curvatura normal x, = & - N(s).

En consecuencia, la magnitud de la componente tangente de & es llamada la curvatura
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geodésica y es denotada por kg,
Kg = - a x N. (4.11)

Por otro lado, podemos descomponer la aceleraciéon en su componente tangencial y
normal

-N)N.

normal (

1
Apon = K, NXT y o

Recordemos que x(s) = ||@(s)]| es la curvatura de «. De la ecuacién (4.11), tenemos

2 _ .2 2
K™= Ky + K.

Para una curva a(t) en una superficie S, con una parametrizacién arbitraria, es posible
obtener una expresion que permita calcular la curvatura geodésica de su parametrizacién

por longitud de arco en términos de la parametrizacion dada.

Lema 4.2.1. Sea o : I — S una curva suave contenida en una superficie reqular, no
necesariamente parametrizada por longitud de arco. La curvatura geodésica, Ky, en el

punto «o(t) se obtiene por

_ o/ (t) - "(t) x N(t).
lo(1)]”

(4.12)

Demostracién. Sea h : J — [ la inversa de la funcién longitud de arco. Recordemos que
1

ds — Ja'(n(s))[

la reparametrizacion a(s) := a(h(s)) es una curva de rapidez unitaria y

Por la regla de la cadena, tenemos

: _a'(h(s)
&) = TN (4.13)
ey - () (a'((s), " (h(s) o

Tomando en cuenta que t = h(s), sustituyendo (4.13) y (4.14) en la férmula (4.11)

obtenemos el resultado deseado. ]

Ejemplo 4.2.2. Curvatura geodésica para curvas en el toro. Tomemos un toro en R? con

parametrizacion:

x(u,v) = ((R+ rcosu) cosv, (R+ rcosu)sinv, rsinu). (4.15)
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Asociado a esta parametrizacion, un vector normal al toro estd dado por:
N(u,v) = (— cosucosv, — cosusinv, —sinu) .

Calculemos la curvatura geodésica para el paralelo superior del toro, es decir, la curva en

el toro definida por u = /2. Una parametrizacion de esta curva es
a(t) = (Rcost, Rsint, ).
Entonces,

o'(t) = (—Rsint, Rcost,0) |d/(t)]| = R,
a’(t) = (—=Rcost,—Rsint,0),
N(t) = (0,0,—1).

Utilizando la formula (4.12), obtenemos

Kg(t) = _}%-

Utilizando la relacion de Euler, podemos concluir que la curvatura geodésica de los

meridianos centrales en el toro (u=0 y u = 7) es idénticamente cero.

Ahora, consideremos la siguiente familia de curvas en el toro
a(t) = ((R 4+ rcos(wit)) coswat, (R + 1 cos(wit)) sin wot,  sinwst)
con wy,ws € R. Esta familia de curvas exhibe los siguientes comportamientos:

i) S1 2L €Q, la curva a(t) es cerrada.

i) Si gt & Q, la curva a(t) es densa en el toro.

Para esta familia de curvas, su curvatura geodésica es

—wy (R + rcosthy) sinthy (w3 (R + rcosthy) + 2rw? cos i)

Kg(t) = o 3/2
)/

(r?w} + w3 (R + r cos (wit + 65))
27w (wiws sin 1y cos 29y + (wf + w3) 7 cos 1y sin Yy cos e + Ruws sin 1) cos 1)

(7’%% + w2 (R + 1 cos (wit + 02))2)3/2 ’

con wl :w1t+€1 ng :w2t+92.
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La imagen anterior se realiz con este cédigo.

FI1GURA 4.3: Una curva de la anterior familia sobre el toro.

R_toro = 1.5

r_toro = 0.5

def

def

def

Christoffel_toro(R=R_toro, r=r_toro):
Gammal_uv = -r * sy.sin(v) / (R + r * sy.cos(v))
Gamma2_uu = -(R + r * sy.cos(v)) * sy.cos(v) / r

Gammal = sy.Matrix([[0, Gammal_uv],

[Gammal_uv, 01])

Gamma2 = sy.Matrix([[Gamma2_uu, 0],

fo, 01

return [Gammal, Gamma2]

f(y, s, C, u_sym, v_sym):
yo = y[0]

y1 = y[1]

y2 = y[2]

y3 = y[3]

dy = np.zeros_like(y)
dy[o] = y1

dy[2] = y3

Gammal = C[0].subs({u_sym: yO, v_sym: y2})
Gamma2 = C[1].subs({u_sym: yO, v_sym: y23})

dy[1] = -(Gammal[0,0] * y1**2 + 2 * Gammal[0,1] * yl1 * y3 + Gammal[1,1] * y3*x2)
dy[3] = -(Gamma2[0,0] * y1**2 + 2 * Gamma2[0,1] * y1 * y3 + Gamma2[1,1] * y3**2)

return dy.astype(float)

solve_geodesic(C, u0, sO, si, ds):
s = np.arange(sO, si1 + ds, ds)

return sc.odeint(f, u0, s, args=(C, u, v))
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Definicién 4.2.3. Sea S C R? una superficie reqular. Una curva suave o : I — S se dice
ser una pre-geodésica si kK, = 0. Una curva geodésica es una pre-geodésica parametrizada

con rapidez constante.

En el ejemplo 4.2.2; se mostré que los paralelos medios del toro, es decir, las curvas en
la parametrizacion del toro (4.15), que se obtienen al tomar u = 0 6 u = 7, son curvas

pre-geodésicas en el toro.

Observacion 4.2.4. Una curva geodésica en una superficie reqular S puede interpretarse
como la descripcion del movimiento de una particula en la superficie S con aceleracion

tangencial cero.

Lema 4.2.5. Sea o una curva de rapidez unitaria en una superficie S € R3. Supongamos

que « tiene velocidad unitaria. La curvatura geodésica de o estd dada por
Kg = Kcos 0,
donde k es la curvatura de la curva o y 0 el angulo entre los vectores T X N y d.
Demostracién. De la descomposicién (4.10) para ¢, tenemos
& = rkgN x T+ k,N.
Tomando el producto punto de &« y N x T, se tiene
kg =0 -NxT = || cosf = rcos¥,

donde @ es el dngulo entre los vectores &v y N x T ]

Proposiciéon 4.2.6. La curvatura geodésica depende solo de la métrica. De hecho, to-

mando F' = 0 para conveniencia, la curvatura geodésica estda dada por la formula

Ev Gu Eu GU Ev Gu
Ky = /EG (_2Gu/3 4 <6 o ﬁ) u/QU/+ (% o f) u'v'2 4 ﬁvlg) +U/U// o u//y/) )

Demostracién. Por definicién, tenemos x, = @ - x N. Sea x(u, v) una parametrizacién

ortogonal (F' = 0) tal que a(s) = x(u(s),v(s)). Entonces:

& = Uux, + UX,,

G = X (10)? 4 Xy U0 + Xyl + X U0 + X (0)? 4 0.
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Xy

Como F =0, {\’;—"E, L, N} forman una base ortonormal. Por tanto,

N xa= (j%x \)/C%) X (Ux, + Ux,) = (\/—\/gx '—%xuij).

De aqui, se tiene

£
z
X
Q
I
S
RS
5
SN—
£
|
Sk
/N
|
SN—
<

»
I3
<
Z
X
Q
Il
R
D
S
~——
<
|

SRR

7 N N
|

o & ol
: v

~—— <

\.@‘

X, N xa=—-vVEG u,
X, N X & =VEG .

Sustituyendo en la férmula k, = & - & x N, y simplificando, se obtiene el resultado. =

Teorema 4.2.7. Sea a(t) una geodésica en una superficie M y sea I : M — N una

isometria. Entonces, la curva 5(t) = I(a(t)) es una geodésica de N.

Ejemplo 4.2.8 (Geodésicas en la esfera). Sea S% sea una R-esfera con parametrizacion
x(u,v) = (Rcosucosv, Rsinucosv, Rsinv). Aqui vemos que la parametrizacion da una
superficie de revolucion con g(v) = Rsinv y h(v) = Rcosv, asi que las v-curvas son
geodésicas. Esto es, las longitudes desde el polo norte hasta el polo sur son geodésicas.
Dado que la esfera es simétrica alrededor de su centro, por una rotacion apropiada pode-
mos considerarla como una superficie de revolucion alrededor de cualquier linea que pase
por el centro. Las v—curvas son entonces circulos en la esfera que conectan los puntos de
interseccion de la linea con la esfera. Como estos puntos corresponden a los polos norte

y sur bajo la rotacidn, los circulos conectdndolos son circulos mdzimos en S%.

Recordemos que un circulo mdximo es un circulo de radio R en una R-esfera y, por
lo tanto, tiene como centro el centro de la esfera. FEsta discusion muestra que todos los

circulos mdzimos en S3 son geodésicas. Para ver que todos los circulos mdzimos son

2 _

geodésicas en S%, supongamos que ces una geodésica con velocidad unitaria. Luego, of,, =

" — (" - N)N = 0, por definicion, asi que o’ = (a/" - N)N. Pero, en S%, sabemos que
N((t)) = a(t)/R, por lo que o' = 35(” - a)or. Luego entonces,

1 1
(@' x N) = E(o/ X a) = }—%(a” Xa+a xa)=0,
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dado que o es paralelo a o y o es paralelo a si mismo. Luego, o/ x N 1 es un vector
constante con a-n = 0, puesto que n es perpendicular a N = o/ R. Pero esto quiere decir
que « reside en el plano teniendo a n como vector normal. Mds ain, ya que N = /R
estd en el plano, desde cualquier a(t) podemos llegar al origen y mantenernos en el
plano. Entonces, el plano también pasa por (0,0,0). Como o también estd en S%, estd en
la interseccion de la esfera con un plano pasando a través del origen. Por consiguiente,

es parte de un circulo mdximo.

F1GURA 4.4: Una geodésica en la esfera.

De manera similar al caso del toro, este cddigo fue con el que se graficé esta geodésica.

def Christoffel_esfera():
Gammal = sy.Matrix([[0, -sy.tan(v)],
[-sy.tan(v), 0]1)

Gamma2 = sy.Matrix([[sy.sin(v)#*sy.cos(v), 0],

[0, 011)
return [Gammal, Gamma2]

def f(y, s, C, u_sym, v_sym):

yo = y[o0]

yl = y[1]

y2 = yl[2]

y3 = yl[3]

dy = np.zeros_like(y)
dy[0] = y1

dy[2] y3
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Gammal = C[0].subs({u_sym: yO, v_sym: y2})
Gamma2 = C[1].subs({u_sym: yO, v_sym: y23})
dy[1] = -(Gammal[0,0] * y1**2 + 2 * Gammal[0,1] * y1 * y3 + Gammal[1,1] * y3*x2)

dy[3] = -(Gamma2[0,0] * y1**2 + 2 * Gamma2[0,1] * y1 * y3 + Gamma2[1,1] * y3**2)
return dy.astype(float)
def solve_geodesic(C, u0, sO, si, ds):

s = np.arange(sO, si1 + ds, ds)

return sc.odeint(f, u0, s, args=(C, u, v))

4.3. Ecuaciones geodésicas y la relacion de Clairaut

Con el propédsito de obtener curvas geodésicas en superficies regulares, vamos a consi-
derar el caso de curvas regulares contenidas en una vecindad coordendada de una para-
metrizacion de una superficie regular. Partiendo de esto vamos a derivar el conjunto de

ecuaciones geodésicas que se pueden utilizar para obtener curvas geodésicas.

Teorema 4.3.1. Sea S una superficie reqular yx : U C R? — S una parametrizacion de
S. Sea av: I — S una curva reqular suave tal que o(I) C x(U), es decir, para una curva

suave at) = x (u(t), v(t)) para ciertas funciones suaves u,v : I — U.

a(t) es una curva geodésica si y solo si las funciones u(t),v(t) satisfacen el sistema de

ecuaciones diferenciales de sequndo orden

u” + (UI)QF%l + 2u’vTi2 + (UI>2F§2 =Y
v+ (u)*T?] + 20T, + () T2, = 0.

Mas ain, para cada (ug,vo) € U, y a,b € R, existe un § > 0 y una unica curva geodésica

a:(=0,0) = S tal que a(0) = x(ug, vo) y &/(0) = ax,(ug, vo) + bx,(ug, vo)-

Demostracion. Por la regla de la cadena, tenemos

o (t) =xu +x,0", Y (t) = X (W) + X'V F X1+ XtV 4 Xy (V1) + x0".
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Tomando en cuenta las relaciones (4.1) para Xy, Xuy, X, & se puede expresar como

o (t) = (u" + (u)°Ty; + 2u'v'T{, + (V')*Thy)xy
+ (0" 4 (W)?’T3, + 20 v'T3, + (V)°T5)X,
+ ((u')?e +2uV' f + (v')*g)N.

Como las componentes x, y x, de o” representan la componente transversal de o, una
condicién necesaria y suficiente para que « sea una curva geodésica es que los coeficientes
de x, v x, para el vector de o’ se anulen simultdneamente. La segunda parte del teo-
rema es consecuencia del teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones

diferenciales ordinarias. ]

Corolario 4.3.2. Si x(u,v) es una parametrizacion ortogonal (F = 0), las ecuaciones

geodésicas se vuelven

' + f—gu& + %u’v' - QG_EU'Q =0,
E G
" v o2 u /7 v o2
-v v — =0
v+ 2Gu + G U v 2GU ,

donde E = (xy,%Xy) y G = (Xy,Xy).

Proposicién 4.3.3 (Relacién de Clairaut). En una superficie de revolucion, una geodési-
ca «t) hace un dngulo ¥ (t) con los meridianos para los cuales sin(t) veces el radio de

la superficie en «(t) es constante.

Proposicién 4.3.4. Decimos que una parametrizacion ortogonal X(u,v) es una parame-
trizacion de Clairaut en u si B, = 0 y G, = 0. La parametrizacion en v si £, = 0 y

G = 0. Las ecuaciones geodésicas se simplifican en estos casos a

Eu IZ_GU 2

u" + spd Tt = 0
V" + %u'v' =0
u’ + %u'v' =0
V" — QE—éu’Q - 2G—év'2 =0

A continuaciéon un ejemplo acerca de geodésicas en diferentes superficies. Se hizo un

c6digo que resuelve las ecuaciones geodésicas y genera una animacion.
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Ejemplo 4.3.5 (Bruja de Agnesi). La siguiente figura muestra una geodésica sobre la

superficie de revolucion obtenida de la bruja de Agnesi.

F1cURA 4.5: Una geodésica en la bruja de Agnesi.

Este es el codigo que nos resuelve una geodésica sobre la bruja de Agnesi.
u, v = sy.symbols('u v')
a_agnesi = 1.0
def Christoffel_agnesi(a=a_agnesi):
f=2%a/ (1+ u**2)
f_prime = sy.diff(f, u) # -4a*u / (1 + wk*2)*x2

g_prime = 1 # 1

E = sy.simplify(f_prime**2 + g_prime**2)
G = fx*x2

E_u
G_u

sy.diff(E, u)
sy.diff (G, u)

Gammal_uu = sy.Rational(l, 2) * (1 / E) * E_u
Gammal_vv = sy.Rational(-1, 2) * (1 / E) * G_u

Gamma2_uv = sy.Rational(l, 2) * (1 / G) * G_u

Gammal = sy.Matrix([
[Gammal_uu, 0],
[0, Gammal_vv]

D

Gamma2 = sy.Matrix([

[0, Gamma2_uv],




28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54

Curvas geodésicas y sus propiedades

83

def

def

[Gamma2_uv, O]

D

return [Gammal, Gamma2]

f(y, s, C, u_sym, v_sym):

# Sistema de 4 EDOs de primer orden.
yo, yi, y2, y3 =y

dy = np.zeros_like(y)

dy[0] = y1 # u'

dy[2] = y3 # v'

# Sustitucioén de variables simbdlicas
Gammal = C[0].subs({u_sym: yO, v_sym: y23})
Gamma2 = C[1].subs({u_sym: yO, v_sym: y2})

# Ecuaciones geodésicas (u'' = dyl[1], v'' = dy[3])
dy[1] = -(Gammal[0,0] * y1**2 + 2 * Gammal[0,1] * y1 * y3 + Gammal[1,1] * y3*x2)
dy[3] = -(Gamma2[0,0] * y1**2 + 2 * Gamma2[0,1] * y1 * y3 + Gamma2[1,1] * y3x*2)

return dy.astype(float)

solve_geodesic(C, u0, sO, si, ds):
s = np.arange(sO, si1 + ds, ds)
# u0 = [u(0), u'(0), v(0), v'(0)]

return sc.odeint(f, u0, s, args=(C, u, v))
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