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Introduccion

Los sistemas dindmicos suaves por pedazos discontinuos, también llamados Filippov, sur-
gen de manera natural en la modelacion de fenémenos cuyo comportamiento cambia abrupta-
mente al cruzar ciertos espacios de discontinuidad. En este trabajo dicho espacio serd conocido
como recta de conmutacion y la dindmica sobre dicha recta se define mediante el método con-
vexo de Filippov.

A diferencia de los sistemas suaves, los sistemas Filippov presentan dindmicas adicionales,
como regiones de deslizamiento, pseudo-equilibrios y trayectorias que combinan dinamicas
definidas en regiones distintas del plano. Estas caracteristicas enriquecen el retrato fase del
sistema pero también implica una tarea mas detallada para realizar un analisis de la existencia
y clasificacién de conexiones globales entre puntos de singularidad.

En esta tesis se estudia la existencia de posibles configuraciones para orbitas homoclinicas
y heteroclinicas en una forma normal especifica de un sistema Filippov en R?, centrdndose
en como la dindmica de los campos, la recta de conmutacién, especialmente la dindmica
deslizante, dan lugar a diferentes conexiones globales que no aparecen en los sistemas suaves.

Para ello, en el Capitulo 1 se introducen los conceptos fundamentales de los sistemas
suaves por pedazos discontinuos, incluyendo la clasificacién de equilibrios, pseudo-equilibrios
y singularidades de tangencia, asi como la forma normal de los sistemas Filippov planares
bajo hipotesis genéricas. En el Capitulo 2, se analiza la dindmica local de los campos definidos
a cada lado de la recta de conmutacién, estableciendo las condiciones necesarias para obtener
un equilibrio tipo silla en un campo y un foco en el otro, configuracién central para el estudio
de las conexiones globales.

El Capitulo 3 estd dedicado al estudio de las érbitas homoclinicas, distinguiendo entre
orbitas de cruce y pseudo-homoclinicas, con y sin segmentos deslizantes. Se describen las con-
diciones bajo las cuales estas orbitas existen y se ilustran mediante ejemplos y simulaciones.
Finalmente, en el Capitulo 4 se analizan las dérbitas heteroclinicas, clasificindolas en sim-
ples, no simples y conexiones multiples, y se identifican tanto configuraciones posibles, como
escenarios no factibles.

Con este analisis se busca contribuir a una mejor comprension de la estructura global de
los sistemas Filippov en el plano, resaltando la relevancia de las discontinuidades y la dindmica
deslizante en la apariciéon de conexiones globales.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Sistema suave por pedazos

Un sistema suave por pedazos, a grandes rasgos, se trata de un sistema dindmico definido
por diferentes ecuaciones en cada region del espacio en el que se esta trabajando.

En este trabajo se analizara el caso definido en dos regiones de R?, delimitadas por una
recta, que llamaremos recta de conmutacién.

Definicion 1. Liamaremos sistema suave por pedazos a un sistema de la forma

P {f‘(x) sio(z) <0,
fH(z) sio(x)>0,

con la recta de conmutacion ¥ = {z € R%|o(x) = cT'x — ¢y = 0}, donde c € R? es el vector
normal a X y ¢y € R.

Diremos que el sistema suave por pedazos es continuo si f+(z) = f~(x) para toda x € ¥.
En caso contrario diremos que es discontinuo.

En esta tesis trabajaremos sistemas suaves por pedazos discontinuos con los campos f~ y
7T lineales.

Ejemplo 1. Se presenta a continuacion el ejemplo de un sistema lineal suave por pedazos
discontinuo

f‘(x)z(l 1) (x—q) sio(z)<O0,

1 1
&= (1.1)
fr(x) = (; _11> (x—qo) sio(z)>0.

Con los equilibrios ¢1 = (1,—3), ¢2 = (2,2) y la recta de conmutacion o(z) == z1+x2—1=0.

1
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Figura 1.1: Simulacién del retrato fase del sistema (|1.1))

En la ﬁgum el punto rojo y el punto azul representan los puntos de tangencia de f~ y
I, respectivamente, con la recta de conmutacion o(x). Los puntos de tangencia son puntos
de singularidad que se definirdn mds adelante.

En [I] se presenta una descripcién detallada de los sistemas suaves por pedazos disconti-
nuos, la clasificacién de sus singularidades y la forma normal de estos en R?, por lo que se
considera pertinente incorporar estas secciones como material preliminar para este trabajo.

Consideremos el sistema suave lineal por pedazos discontinuo en R?, con dos zonas sepa-
radas por la recta de conmutaciéon ¥ = {x € R"|o(z) = ¢’z — ¢y =0} .

j;:{f_(z):Alxqtbl sio(x) <0, (12)

fHa) = Asx + by sio(x) > 0.

Donde Aj 2 € R"™™" b1 € R", c€ R? es el vector normal de la recta ¥ y ¢y € R.
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Distinguiremos tres comportamientos sobre 3.

= el segmento deslizante o atractor, ¥; = {x € X|CT f~(x) > 0,CT f*(x) < 0},
» el segmento de cruce, ¥, = {x € Z|(CT f~(2))(CT f+(z)) > 0},

= y el segmento repulsivo, ¥, = {x € X|CT f~(z) < 0,CT f*(z) > 0}.

fr fr 1

(a) Dindmica del segmento (b) Dindmica del segmento de (c) Dindmica del segmento re-
atractor. cruce. pulsivo.

Figura 1.2: Posibles comportamientos sobre la recta de conmutacion.

Se pueden construir soluciones sobre ¢ U ¥, con el método convexo de Filippov. El
método de Filippov toma la combinacién convexa fs(x) de los dos campos fT(x) para cada
punto deslizante x € X5 U X, es decir,

fs(@) = (L =~(@)f (@) +v(2)f T (2), (1.3)

donde la funcién ~(x) se define como

€(0,1),Vz € ¥, U %, (1.4)

y es tal que ¢! fy(z) = 0. Por tanto, tenemos una expresién explicita para el campo deslizante
fs(z) generado por (1.1)

(o) = L) (15)

donde freg(z) = (' f~ (2 ))f*( ) — (cT f*(z))f~ () es llamado el campo deslizante regulari-
zado y A(x) = c'(f~(z) — f*(x)) # 0.
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1.2. Clasificacién de puntos de equilibrios y singularidades

Se describen a continuacién los puntos singulares de un sistema Filippov y su dinamica
local asociada; estos comprenden los puntos de equilibrio y puntos de tangencia, los cuales se
describen en esta secciéon. Podemos identificar los siguientes tipos de equilibrios en el sistema

2.

Definicion 2.

i) Sea p € R? tal que
f7(p)=0yo(p) <O,

ffp)=0yo(z) >0,
entonces p serd un equilibrio admisible para .
i) Sea p € R? tal que
f~(p)=0yolp)>0,
0 st
ffp)=0yo(x) <0,
entonces p serd un equilibrio virtual para .

ii1) Diremos que un punto T € ¥ es un pseudo-equilibrio de si fs(Z) = 0. El pseudo-
equilibrio es admisible si & € X3 U e, o virtual st & € Y.

Observacién 1. Note que un pseudo-equilibrio admisible se comporta de alguna manera como
un equilibrio admisible, esto es, en un pseudo-equilibrio admisible se tiene que fs(Z) =0, con

(T f=(@)(cT f+(2)) < 0; un simple cdlculo muestra que f+ (%) = <zz;tgg) f~(2), por tanto

[7(Z) y f1(&) son antiparalelos.

Ya que los tres tipos de conjuntos en Y son abiertos, sus fronteras que denotamos como
0%, 0%, 0%, son llamadas conjuntos de tangencia: ¢ € X tales que ¢! f~(q) =00 ¢! f*(q) =
0. Esto es, puntos donde uno de los dos campos es tangente a ..

La tangencia mas simple es la tangencia cuadratica con X, llamada fold singularity en
inglés, la cual se define como sigue.



1.2 Clasificacién de puntos de equilibrios y singularidades )

Definicion 3.

i) Un punto q € ¥ es una singularidad de tangencia (o punto con tangencia cuadrdtica)

de st
df@)=0 y r=c"Af (q) #0,

0 St

fH@) =0 y ro=c"Asyf(q) #0.
it) ¢ € ¥ es una singularidad de tangencia invisible (visible) para f~ si

L (g)=0 y r>0(<0).

iii) q¢ € ¥ es una singularidad de tangencia invisible (visible) para fT si

@) =0 y ra<0(>0).

>
by P
-
Tangencia visible Tangencia invisible
Tangencia invisible Tangencia visible
(a) Tangencia para el campo f~. (b) Tangencia para el campo f7.

Figura 1.3: Puntos de tangencia cuadratica.
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1.3. Forma normal de un sistema Filippov en R?

La forma normal de un sistema, en general, nos ayuda a simplificar el estudio de las
dinamicas del sistema, pues se trata de un cambio de coordenadas que conserva las propiedades
cualitativas del sistema original.

Considere el siguiente sistema con dos zonas separadas por la recta de conmutacion.

E:{x€R2|a(:c):cTa:—00:0},

gt—f(x)—{f_(x):Alx+bl’ sio(x) <0, (1.6)

[H(z) = Asz + ba, sio(z) >0,

donde Aq, As € R2X2, b1,ba,c € R? vy co € R.

La idea es desdoblar un punto de doble tangencia en dos puntos de tangencia, ¢; y g2,
para f~ v fT respectivamente, de manera que delimiten un segmento deslizante. Al variar
los parametros del sistema, dichos puntos cambiaran su posicion sobre ¥, cuando colapsan en
el punto de doble tangencia, se produce un cambio en la estabilidad del segmento deslizante.
Con esta idea, asumimos que f(x) satisface la siguiente hipdtesis genérica:

(Hp) : Los pares de vectores {c, ATc} y {c, Al ¢} son linealmente independientes.

1.3.1. Forma normal bajo la hipétesis genérica

Bajo la hip6tesis (Hp), el sistema (1.6) posee dos puntos de tangencia, uno asociado a
cada campo, que denotaremos por ¢i,gs. Para ¢ = 1,2, el conjunto de tangencia de fT esta
dado por la recta

l;: CT(AiLL“ + bl) =0,

Como la hipotesis Hy garantiza que los vectores ¢ y AZ-TC sean linealmente independientes, las
rectas [; y X no son paralelas. Dado que el sistemas es planar, su interseccién consiste en un
tnico punto,

LNY =g, 1=1,2

Puesto que {c, Ar{c} constituye una base de R?, existen escalares 71, v2 € R, con 5 > 0, tales
que
Afc=yc+1Afc

El siguiente teorema, proporciona una forma normal para los sistemas Filippov en R? que

satisfacen la hipdtesis genérica (Hy).

Teorema 1. [2] Bajo la hipdtesis (Hp), el cambio de coordenadas

() — Y2Qi1(r —q1), sio(x) <0,
y=h) {qu—ql), sio(z) >0,
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donde

transforma @ en

j= 1y = {"i(y) —Awth, s <0, (1.8)
[T (y) = Aoy + b2, siys >0,
donde
. 1 . 1\ .
A= <o?1 a2> Az <501 52) b= <7207“1> o b= (Tz +M52M> ’
con
c1 = —det(4y),
co = tr(Aq),
= —det(Ag),
tr(Az),
ri=c" A (A1 + by),
ry = " Ay(Aggy + ba),
b=c"(Azqr +bo). (1.9)

Observacion 2.

a) Si g2 — q1 entonces b — 0, esto es, en b = 0, los puntos de tangencia colisionan en
90 = q1 = q2-

b) Sir1 >0 (<0) entonces q1 es un punto de tangencia invisible (visible).
c) Sirg <0 (>0) entonces g2 es un punto de tangencia invisible (visible).

Teorema 2. Considere el sistema Filippov en su forma normal

0 1 0 .
Y+ sty <0,
a1 Qg Y2r1

= (1.10)

0 1 7! )
0.
(51 52) v (7“2 + 52#) o=

1. Su dinamica deslizante estd dada por

U2 = _:[(52 — a2)ys + (ro — yor1 + (B2 — a2)p)y2 — Yorip).

2. Sirire < 0 entonces existe un unico pseudo-equilibrio admisible.
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s Fs un nodo estable siry > 0,79 <0 y p <O0.
» Es un nodo inestable st r1 > 0,70 <0 y u > 0.
v Es un punto silla siry < 0,r0 >0 y pu#0.

3. Sirire > 0 entonces pueden existir 0,1 o 2 pseudo-equilibrios admisibles.

Demostracion.
1. La ecuacion ((1.4)) define el comportamiento sobre el campo deslizante, obteniendo la
funcién ()

I )
~y(x) = T F(0) = [ @) €(0,1) VxeXsUx,,

Y2
1,0
(1,0) <a1y1 + agy2 + ’Y2T1>

yQ

Cao (L)

Y2
donde k* = (a1 — B1)y1 + (a2 — B2)y2 + Bar1 + Bop
sustituyendo ~y(x) en (|1.3):

B (Y Y9 Y2 Y2+ p
fs(y) = (1 (M >) <a1y1 + agys + 727”1> " < > (61y1 + Bay2 + 72 + BM)

(y2+1)y2 y2(y2+u)
— n _ 1
(y2+p) (@1y1+a2ya+y271) y2(Bry1+B2y2+ra+Bap)
1 1
_ 1 ( 0 )
o \ (1 y2)(ayr + agya + y2r1) — y2(Bryr + Baya + 2 + Bap) )

omitiendo la componente trivial, definimos el campo deslizante regularizado como sigue

Y2 = freg(y2) = l((,LL + y2)(a2y2 + vor1) — y2(Boy2 + r2 + o))

oyl + a2y + Vo1 i + Yar1y2 — Bays — Tay2 — Boy2)

—

(2 — 52)112 + (a2 — Bo)py2 + y2r1y2 — ray2 + 727“1M)

(as — B2)ys + (a2 — Bo)pr + Y2r1 — T2)ya + yaript)

E\H’;\)—‘t\'—";

t‘i—‘/\ —

(1.11)

((B2 — a2)ys + (ro — var1 + (B2 — a2)pt) y2 — Yorip) -
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2. En general, el nimero de pseudo-equilibrios sobre g estard dado por el nimero de
soluciones de 12 = 0, convendra entonces, evaluar g» en los extremos de X5 para conocer
el comportamiento de la funcién sobre el segmento deslizante.

1

92(0) = —;((52 — a2)(0)® + (r2 — yar1 + (B2 — a2)p) (0)) — yaripe
_ 1
= —;(—727“1#)
= 711, con y2 > 0,

(=) = =, (52 = 2) (1) + (r2 = 2r1 + (B2 = a2i) (=10) =071
= —;((52 — ag)(—p)? = r2p + yarip — (B2 — a)p® — yarip)
1

= 77(77‘2) =T2,

de esto obtenemos los puntos § = (0,7271), ¥ = (—p,71) con los que se puede graficar
el comportamiento de 9o,

~Nj2 TS

(a) En este escenario se consi- (b) En este escenario se conside-
deran 7y > 0,79 <0y pu < 0. ranry > 0,70 <0y pu> 0.

Figura 1.4: Grafica de g2 con 82 — ay > 0. El punto de interseccién de la pardbola con
Y s(segmento amarillo) sera el pseudo-equilibrio admisible del sistema.
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(a) En este escenario se conside-

ran
r1 <0,r2 >0y p<O.

(b) En este escenario se conside-

ran
r1 < 0,72 >0y p>0.

Figura 1.5: Grafica de 5 con fB5 — as > 0. El punto de intersecciéon de la pardbola con X
(segmento amarillo) serd el pseudo-equilibrio admisible del sistema.

El comportamiento presentado en [1.4] y es analogo para (33 — as < 0.

Los comportamientos para el pseudo-equilibrio que se mencionan en [2| se debe a la
dindmica sobre X y la visibilidad de los puntos de tangencia de los campos f~ y fT.

)y
f- f*

P1

~N

(a) Nodo estable. Esta
dindmica corresponde al
escenario del inciso a) de

la figura

5
f- f*

b1

(b) Nodo inestable. Esta
dindmica corresponde al
escenario del inciso b) de

la figura

Figura 1.6: En estos escenarios los parametros r; > 0y ry < 0 determinan tangencias invisibles

en los campos f~ y fT.
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)y P
f { f I I
N
) 4
\ b1
o \
4
(a) Pseudo-equilibrio tipo si- (b) Pseudo-equilibrio tipo si-
lla. Esta dindmica corres- lla. Esta dindmica corres-
ponde al escenario del inciso ponde al escenario del inciso

a) de la ﬁgura b) de la ﬁgura

Figura 1.7: Pseudo-equilibrios tipo silla con vy < 0y 73 > 0.

En los escenarios mostrados en la figura la positividad de los pardmetros ry y ro
generan tangencias visibles en los campos f~ y f*. Cuando el pseudo-equilibrio presenta
un comportamiento tipo silla, existe una solucién en cada uno de los campos que, en
conjunto, conforman una variedad invariante asociada a dicho pseudo-equilibrio. La otra
variedad invariante estd dada por la dindmica deslizante sobre Y.

3. Consideremos los puntos ¢ y ¢ bajo las condiciones de los pardmetros vy > 0y r9 > 0,
se grafican entonces los posibles comportamientos de go.

~ Y2

(a) p<0 (b) >0

Figura 1.8: Gréfica de g5 con 1 > 0, r9 > 0y disc < 0.
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\ Y2 A2

(b) p>0

Figura 1.9: Grafica de g2 con r1 < 0, 79 < 0y disc < 0.

(a) p<0 (b) p>0

Figura 1.10: Grafica de g2 con 1 > 0, ro > 0 y disc = 0.
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AY2 AY2

<

(a) p < 0 (b) >0

Figura 1.11: Gréfica de 9 con r; < 0, ro < 0y disc = 0.

(a) p <0 (b) p>0

Figura 1.12: Gréfica de g2 con 71 > 0, ro > 0 y disc > 0.
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AY2 2

Y2

(a) p<0 (b) p>0

Figura 1.13: Grafica de g2 con 1 < 0, ro < 0 y disc > 0.

Las figuras anteriores muestran como el comportamiento de la dinamica deslizante de-
pende de la positividad de los parametros r; y r2. Por otra parte, el signo del discri-
minante de la ecuacién de la dindmica deslizante determina el ntimero de soluciones de
72 = 0 y, en consecuencia, el nimero de pseudo-equilibrios admisibles del sistema.

Sea el discriminante de la dindmica deslizante
disc = (ro — yar1 + (B2 — a2)p)® — 4(B2 — ) (—72r1 1) (1.12)

s Si disc > 0 existiran 2 pseudo-equilibrios,
s si disc = 0 existird un tnico pseudo-equilibrio,

s si disc < 0 no existen pseudo-equilibrios.
Desarrollando ([1.12)) se tiene

disc = r3 + 731} + (B2 — a2)’p® — 2rayers + 2(B2 — ao)ure — 2(B2 — a)uyart + 4(B2 — az)uyar
=715+ 7517 4+ (B2 — a2)?p® — 272r172 + 2(B2 — ) s + 2(Ba — ag) piyary + 2yar1ry — 272717
=15+ 9577 + (B2 — 02)’1” + 2(B2 — ag)pra + 2(B2 — a2)pyary + 29er1re — 2927172 — 272717
= (ro +v2r1 + (B2 — ag)p)? — Aoy (1.13)

Definamos ahora la funcién

disc(p) = (k1 + kop)? — ks,

donde
k1 =ro+yor1 , ko = Ba — an y k3 = dyarira.
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recordemos que el nimero de raices reales de 19 nos dira el nimero de pseudo-equilibrios
en la dinamica deslizante.

Adisc(p)

K1 M2

Figura 1.14: Grafica de disc(u).

En la figura[I.14)el valor de x dard el niimero de pseudo-equilibrios. Cuando el pardmetro
w del sistema coincida con los valores €2TM1 o} egTug, existird un unico pseudo-equilibrio
en .

Lema 1. La positividad de disc(p) dard el nimero de pseudo-equilibrios admisibles sobre
Y.

» Si disc(p) < 0 entonces yo no tendrd raices reales, por lo que no habrd pseudo-
equilibrios en ;.

» Si disc(u) = 0 entonces yo tendrd una raiz real, por lo que habrd un pseudo-
equilibrio en Y.

» Sidisc(pu) > 0 entonces yo tendrd dos raices reales, por lo que habrd dos pseudo-
equilibrios en ;.

Observacion 3. En este trabajo nos enfocaremos en el caso rira > 0 correspondiente a la
parte[3 del Teoremal[d, con 1,79 > 0.
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Capitulo 2

Dindmica de los campos [~y [T

En este capitulo, se describen las condiciones para que se dé el comportamiento silla-
foco en el sistema. Tomemos el sistema (1.10), cuyos pardmetros se definirdn continuacién.
Consideremos

2.1. Campo [~

El equilibrio del campo f~ serd de la forma

Q= <_?Zl> : (2.1)

Trabajaremos sobre sistemas Filippov donde el comportamiento del punto ¢; del campo
f~ sea un equilibrio tipo silla. Sea

@) = <o?1 ;2) ot <720r2) ,

para que se de este comportamiento debe cumplirse que

|A1| = —a1 < O,

es decir,
a1 > 0,

donde los valores propios de la matriz A; estaran dados por las raices de la ecuacién
caracterfstica A2 — as\ — o = 0,

\ ozgzt\/a%—kélozl
1,2 =
’ 2

entonces,

)\7042—1—\/04%—1—4041 0v )\ ag—\/ag—&—éloq 0
1= B) >Uy < 0.

2= 9
17
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A partir de A\ y A2 podemos obtener los vectores propios asociados

1 1
= (1) (1)

con los correspondientes espacios invariantes

== ()= ()

Interseccion con la conmutacién

Definiremos los puntos de interseccién de E°* y E" con ¥ por lo que tomaremos sus
parametrizaciones para encontrar dicho punto.

() e = (] _ (1!
Q1— 0 7,01_ )\1 YUQ— )\2

_2m 1 t— 121
X“(t>:< 51>”<A1>:< mf“)’

_J2r 1 t— 221
x = (g0 ) +e(n) = (i)

los puntos de interseccién deben cumplir con

t— 20\ (0
Q1= < e ) = (1:10) , (2.2)
t—22\ _ (0
Q2 = < e > = (x20> , (2.3)

esto sucede cuando t = 7077 entonces los puntos de interseccién de E® y E* con X seran

0 0
2= ()@= (sn,).

Sean

entonces
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2.2. Campo [T

El equilibrio del campo fT serd de la forma

2 = (:f) . (2.4)

En este campo, el equilibrio ¢o tendrda un comportamiento tipo foco, por lo que los pardme-
tros de Ay deben cumplir las siguientes condiciones:

= (9 1Y, I
/ (x)_<51 52) +<T2+B2M>

|A2| > 0 lo cual implica que 51 < 0,

Sea el campo

DiscAy < 0 entonces se cumple que 33 + 44 < 0,
s {rA < 0 que implica que 3 < 0 para un foco estable ,

= trA > 0 que implica que B2 > 0 para un foco inestable.

Durante este capitulo se determinaron las condiciones de los parametros del sistema para
que el equilibrio ¢; de f~ presente un comportamiento tipo silla y el equilibrio ¢o de fT
corresponda a un foco, se identificaron también los campos invariantes asociadas a la silla y
los puntos donde estos intersectan a la recta de conmutacion .

Esta caracterizacién proporciona los elementos necesarios para estudiar la dindmica global
del sistema, este estudio se realizara en los siguientes capitulos comenzando con el analisis de
las orbitas homoclinicas.
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Capitulo 3

Orbitas homoclinicas

En los sistemas lineales por pedazos discontinuos, las érbitas homoclinicas son trayecto-
rias que se originan y regresan a un mismo punto singular, normalmente a un equilibrio tipo
silla, cuya dindmica puede involucrar tramos en regiones discontinuas y zonas de deslizamien-
to. Su retorno al punto singular puede involucrar trayectorias tangentes o sobre la recta de
discontinuidad.

Definicion 4. Una orbita ' es una orbita homoclinica tal que, para un punto q de singularidad

de , cumple que:

F={~@)|teR}, con lim ~(t)=q y lim ~()=q.

t——o0 t—+o0

I' es una curva cerrada formada por la union de la trayectoria homoclinica y el punto de
stngularidad q.

5
It

q

(b) Orbita homoclinica

(a) Orbita homoclinica ) -
en un sistema Filippov.

en un sistema suave

Figura 3.1: Conexiones homoclinicas con un punto de singularidad gq.

En este capitulo se estudiaran dos tipos de conexiones que puedden aparecer en sistemas
Filippov definidos en R?, las orbitas homoclinicas de cruce y las orbitas pseudo-homoclinicas.

21



22 Orbitas homoclinicas

3.1. Orbita homoclinica de cruce

Comenzaremos estudiando las condiciones bajo las cuales el sistema admite una orbita
homoclinica de cruce.

Definicion 5. Una drbita I'. es una orbita homoclinica de cruce tal que, para el punto q1 de
singularidad de cumple que:

Pe={ve(®) [t R}, con  Im ye(t)=ar y Im ve(t) = .
I'. incluird segmentos en los campos f~ y f+ y puede incluir segmentos de Xj.

De existir estas conexiones, estas coinciden con los espacios invariantes de ¢;. El compor-
tamiento tipo foco de las soluciones del campo fT asegura la existencia de trayectorias que
salgan y regresen a Y. Para la existencia de una 6rbita homoclinica, una trayectoria de f*
debe cumplir que su punto de partida sea ()1 y regrese a X en (Q9; esto permite que la orbita
salga y regrese a q.

En el capitulo [2] se describe la dindmica de los campos f~ y fT; se define que 81 < 0 y que
la positividad de B2 dara la estabilidad de go. Ademads, estos pardametros deben cumplir con
5% 4+ 451 < 0, estos parametros no influyen en el comportamiento de los espacios invariantes
de g1 ni en la altura de Q1 y Q2. Cuanto més se acerque la desigualdad 32 + 481 < 0 a 0, se
deformaran las soluciones de fT asemejandose a un nodo; por el contrario, cuanto més se aleje
de 0, mas tiempo les tomara a las soluciones alejarse (comportamiento inestable) o acercarse
(comportamiento estable) al equilibrio gs. De la desigualdad anterior se obtiene la condicién

2
51 —’%2. Debido a que el parametro By estd involucrado directamente en la dindmica y
las condiciones de existencia de pseudo-equilibrios admisibles en X, serd conveniente fijar su
valor en cada caso y manipular sélo el parametro (7.

Z2

xq

Figura 3.2: Orbita homoclinica de cruce sin segmentos de Y.

Para que la 6rbita homoclinica de cruce no incluya segmentos de 34 debe cumplirse una
de las siguientes condiciones:
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» elQr >el7sip<0.
» el >elQgsip>0.

El dibujo presentado en la figura [3.2] cumple con la primera condicién. Se presenta a conti-
nuacion una simulacion de dicho escenario.

Ejemplo 2. Considere el siguiente sistema Filippov, donde se fijard el valor numérico de
todos los pardmetros a excepcion de .

01 + 0 sty <0
1 05)77 2 n=
0 1) -2 I
S1 .
\s1 07 Y7\ o4 u
con B < —0.1225.

. ) s . -2
De las ecuaciones y (2.4]) tenemos que los equilibrios del sistema son q1 = ( 0 ) Y

-1
q2 = <,821 >, donde g es una silla y go es un foco inestable, con eXQy > €X'z, es decir, fuera

de Xs. Como se menciona anteriormente, el pardmetro p1 controlard el punto de destino de
la solucion que parte de Q1.

X2 X2

"X "X

(a) Simulacién del sistema|3.1|con 1 = —1.665. (b) Simulacién del sistemacon 81 = —1.664.
Figura 3.3: Simulaciones del sistema tomando como valor inicial el punto ).
En la figura [3.3d la trayectoria que parte de Q1 va dar a un punto por arriba de Q2

mientras que en figura la trayectoria que parte de Q1 va dar a un punto por debajo de
Q2.
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Moviendo el pardmetro B1 se observa que la trayectoria que parte de Q1 va a dar una
cercania egQQ —hy egQg + h, respectivamente, con h > 0 pequeno. Dado que las soluciones

y(t) son continuas en el tiempo, existird un valor $1 € (—1.665,—1.664) con el que exista una
trayectoria fT(t) que vaya de Q1 a Qo.

3.1.1. Caso con un segmento deslizante

En esta configuracién la érbita homoclinica tomara parte del segmento deslizante a partir

del punto () hasta el punto Z, desde el cual seguira a la trayectoria critica de f*, llamemosla
T.(t), para conectar con Qs.

T2 L2 Z2

L a2 L

z z
\M/ \)\M//pl 2
D1
xr1 x1
//m\\\ //m\ /\
(a) Caso sin pseudo-equilibrios (b) Caso con un pseudo- (c)
sobre X,.

I

Caso con dos pseudo-
equilibrio sobre X;. equilibrios sobre Y.

Figura 3.4: Configuraciones para una orbita homoclinica de cruce con un segmento deslizante.

Ocurriran cuando se cumpla:

] ezT:Z‘ > eng para el caso sin pseudo-equilibrios,
T T T -
" e; T > e; ()1 > ey pr para el caso con un pseudo-equilibrios,
w el7 r r 1 d d ilibri
€3 T > €5 ()1 > e5 p2 para el caso con dos pseudo-equilibrios.

Ejemplo 3. El siguiente ejemplo presenta el escenario de la figura[3.4d

0 1 + 0 S1 <0
05 05)7 " \2 ==
0 1Y), (2 -

S .
8 07)Y T\ 204 o

con B < —0.1225.
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—0.8
0 4

ﬂl , de (l) y (2.9), los puntos Q1 =~ <1 48) =(0,2) y Q2 ~ <_1035>, es decir,

Pam la inexistencia de pseudo-equilibrios en X5 comprobaremos que los pardmetros cum-
plen con la desigualdad

De las ecuaciones 2 1) y (2.4) tenemos que los equilibrios del sistema son q; = <

Q1€

(ro + y2r1 + (B2 — a2)p)* < 4dyori7sa.
sustituyendo los valores de y desarrollando

(1+2+(0.7—0.5)(—2))% < 4(2)(1),
6.76 < 8,

esta desigualdad nos dice que el discriminante de y es negativo por lo que no hay pseudo-
equilibrios en g

(a) Simulacién del sistema|3.2|con 1 = —1.638. (b) Simulacién del sistemacon 81 = —1.639.

Figura 3.5: Simulaciones del sistema tomando como valor inicial el punto ).

En la figura la trayectoria que parte de Q1 va dar a un punto por arriba de Q2
mientras que en figura la trayectoria que parte de Q1 va dar a un punto por debajo de

Q2.

En la figura puede observarse la existencia de valores de 51 para los que la solucion
critica va a dar a un punto €3 Qs+ h y €3 Qo+ h con h > 0 pequerio.Debido a la continuidad
de soluciones, existira un valor $1 € (—1.639, —1.638) con el que la trayectoria critica Te(t)
vaya de T a Q2.
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3.2. Orbita pseudo-homoclinica

En esta configuracion, la singularidad involucrada en la conexion homoclinica corresponde
a un pseudo-equilibrio ubicado sobre el segmento deslizante ;. Se diferenciaran dos compor-
tamientos principales: la érbita pseudo-homoclinica sin cruce y la 6rbita pseudo-homoclinica
con cruce, las cuales se describen a continuacion.

3.2.1. Orbita pseudo-homoclinica sin cruce
La etiqueta -sin cruce- hace referencia a que la érbita no cruza entre los campos f~ y

fT sino que solo se mantiene sobre el segmento deslizante y el campo f*. Se consideran las
siguientes configuraciones para este tipo de érbitas.

x2

x2 T2

=0

T1

z1 T

(c) Orbita con dos pseudo-
equilibrios y un segmento desli-
zante.La Orbita se forma con el
pseudo-equilibrio ps.

(a) Orbita con un pseudo- (b) Orbita con un pseudo-
equilibrio y un segmento desli- equilibrio y dos segmento desli-
zante. zante.

Figura 3.6: Configuraciones para una 6rbita pseudo-homoclinica sin cruce.

La diferenciacién entre una érbita pseudo-homoclinica sin cruce con un segmento deslizante
y una con dos segmentos deslizantes se hace considerando los subsegmentos de X3 que toma
la 6rbita como segmentos separados por el pseudo-equilibrio p; que se tome para la orbita, es
decir, dentro de la érbita se les considera segmentos separados a la vez que son subsegmentos
de X;.

Definicién 6. Una drbita I'y, es una orbita pseudo-homoclinica tal que, para un pseudo-
equilibrio p; sobre X5, cumple que:

Ipp = {7pn(t) |t €R}, con tl}l’r_noo Ypr(t) =p1 y  lm ~pnu(t) = p1.

t——+o0

Lpp incluird segmentos de X4 y del campo fT.
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Debido a que ri,ry > 0, X tendra una dindmica de deslizamiento vertical ascendente
como se ilustra en las figuras y La solucién que dara la érbita pseudo-homoclinica
serd la trayectoria critica de f*, saliendo de Z y regresando a ;.

En los siguientes casos diferenciaremos los siguientes segmentos de ;.

= Para el caso donde existe un tnico pseudo-equilibrio:

Yo, = {z € X0 < elz < elp},
_ T T T-
Yo, = {x € Xslegpr < eax < €37}
= Para el caso donde existen dos pseudo-equilibrios:
Yo, = {z € X,0 < ela <el'p},

Yo, = {2 € Nsledpy < elx < elpy},

Yo = {x € Byled py < e x < eI},

Caso con un segmento deslizante

La oérbita pseudo-homoclinica saldrd de p; siguiendo el deslizamiento de ¥, y de la
trayectoria critica de f1, T,.(t), regresando a p;.

Caso con dos segmentos deslizante

Esta configuracién es exclusiva de la existencia de un sélo pseudo-equilibrio. A diferencia
del escenario con un segmento deslizante, en este caso existe un punto & donde la trayectoria
T.(t) de f* entrard a X4, y morird en p;.

A continuacién se presenta un sistema que ilustra el caso de la figura

Ejemplo 4. Considere el siguiente sistema Filippov, donde se fijard el valor numérico de
todos los pardmetros a excepcion de .

(0 1 (! g1 < 0
si ,
015 05)7 " \os u
0 1Y, (2 -
S1 .
8 1577\ 25 y
con B < —0.5625

_10
De las ecuaciones Y tenemos que los equilibrios del sistema son q; = < 03> Y

=0.5
Qo = ( 521 >, donde q1 es una silla y g2 es un foco inestable. Comprobemos que los pardmetros

cumplen con la ecuacion :
(rg + v2r1 + (B2 — ag)p)® = dyarira.
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Sustituyendo los valores del sistema,

(0.5 + (1)0.5 + (1.5 — 0.5)(—2))? = 4(1)(0.5)(0.5)
1=1

esto nos indica la existencia de un pseudo-equilibrio sobre ¥, comprobaremos que sea un
pseudo-equilibrio admisible,
—(r2 = y2or1 + (B2 — a2))
2(Ba — az)
Sustituyendo los valores descritos en ,

—(0.5 — (1)(0.5) + (1.5 — 0.5)(—2))
—(=2)> 2(1.5 - 0.5)

2>1>0.

> 0.

> 0,

por lo que el pseudo-equilibrio tendrd coordenadas p1 = <(1)> € 3.

X2 X2
2.5r- 2.5

2.04F 2.0¢F

1.5

1.0?1

0.5 05F
L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 [ 1 1 1 I 1 1 I 1 1 J X] L L L L L Il L L L L L L L L Il L L L L J xl
-1.0 -0.5 i 0.5 1.0 -1.0 -0.5 i 0.5 1.0
= -0.st - ~0st
(a) Simulacién del sistema con By = —5. La (b) Simulacién del sistema con 3y = —6.
trayectoria que parte de p; va dar a un punto La trayectoria que parte de p; va dar a un
por abajo de p;. punto por abajo de p;.

Figura 3.7: Simulacién de la configuracion presentada en la Figura

Moviendo el pardmetro By de las simulaciones de la figura[3.7 se observa que la trayectoria
que parte de ¥ va a dar a un punto eXpy —h y elpy + h, respectivamente, con h > 0 pequerio.
Dado que las soluciones y(t) son continuas en el tiempo, existira un valor B1 < 0 con el que
se sepa que la trayectoria critica conecte T con pj.
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3.2.2. Orbita pseudo-homoclinica con cruce

La etiqueta -con cruce- hace referencia a que la érbita cruza del campo f al campo f~
ademds toma subsegmentos de Y. Se consideran las siguientes configuraciones para este tipo
de érbitas.

T2

xr9 €2

I

T T1

(¢) Caso con dos pseudo-
equilibrios 'y un segmento
deslizante. La Orbita se forma
con el pseudo-eqilibrio ps.

(a) Caso con un tnico pseudo- (b) Caso con un tunico pseudo-
equilibrio y un segmento desli- equilibrio y dos segmentos desli-
zante. zantes.

Figura 3.8: Configuraciones para una orbita pseudo-homoclinica con cruce.

Caso con un segmento deslizante

La érbita pseudo-homoclinica saldrd de p; siguiendo la trayectoria de X, , y de la solucién
T.(t) de fT a partir de ¥, regresando a p;. El punto # estara fuera de X, cumpliendo con
0 > el'd > el @y, lo que provoca el cruce sobre ¥ siguiendo la trayectoria de f~ que va a p; a
partir de del punto z.

Caso con dos segmentos deslizante

Este caso es exclusivo de la existencia de un tinico pseudo-equilibrio sobre ¥, la érbita
toma la trayectoria de f~ a la que cruza T,(t) por el punto Z ird a un punto &; € Xs,.

Se presenta a continuacién una simulacion del caso de la figura [3.8¢
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Ejemplo 5. Considere el siguiente sistema, donde se fijard el valor numérico de todos los

0 1 + 0 st <0
02 05,7 \os =

0 1 n -2 ) -0
) .
B 2 Yy _3 Y1
con B < —1.

De las ecuaciones Y tenemos que los equilibrios del sistema son q1 = <_§'5> Y

-1
@ = | P ), donde q1 es una silla y qa es un foco inestable. Comprobemos que los pardmetros

cumplen con la ecuacion .
(r2 +y2r1 + (B2 — ag)p)?® — dvyariry > 0.

pardmetros, a excepcion de [31.

Sustituyendo los valores del sistema

(14 (1)0.5+ (2 —0.5)(—2))? — 4(1)(0.5)(1) > 0,
2.25 — 2 =0.25 > 0.

Esto nos indica la existencia de dos pseudo-equilibrios sobre X2, comprobaremos que sean
pseudo-equilibrios admisibles,

> —(ro = yor1 + (B2 — o)) + \/(7“22—@727“1 + )(52 — ag)p)? — 4(B2 — az)(—2r1p) =0
9 —

Sustituyendo los valores descritos en ,

o —ag =1.5,(rg —y2r1 + (B2 —ag)p) = =25 y —yarip =1,

—(=2.5) £ /(=2.5)2 — 4(1.5)(1)
9 _

Y21,22 = 2( 0'5) )
_25-05 2
Y21 = — 3 T3
Yop — 25+0.5 _ § 1
3 3

Por lo que los pseudo-equilibrios tendrdn coordenadas p1 = <(2)) yD2 = (?) € Y.
3
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0.5

‘—644‘ ‘ ‘—642‘ - L - ‘012‘ ‘ ‘014‘
(a) Simulacién del sistema con B; = —13.
La trayectoria que parte de py recorre T.(t)
apartir de Z y va a dar a un punto por debajo
de po.

"X

0.5F

Toa 02 L o2 ea M
(b) Simulacién del sistema (3.4 con 8; = —15.
La trayectoria que parte de py recorre T.(t)
apartir de  y va a dar a un punto por arriba
de po.

Figura 3.9: Simulaciéon del sistema (configuracién presentada en la Figura .

Moviendo el pardametro By de las simulaciones de la figura[3.9 se observa que la trayectoria
que parte de ¥ va a dar a un punto eXpy —h y el ps + h, respectivamente, con h > 0 pequerio.
Dado que las soluciones y(t) son continuas en el tiempo, ezistird un valor 1 € (—15,—13)
con el que se sepa que la trayectoria T.(t) vaya a pa formando ypp(t).

Hasta ahora, hemos explorado érbitas homoclinicas, aquellas trayectorias que parten de
un punto de singularidad y regresan al mismo punto. En el siguiente capitulo se explorara el

comportamiento de érbitas heteroclinicas.
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Capitulo 4

Orbitas heteroclinicas

Dada la existencia de dos o mas puntos de singularidad admisibles en un sistema Filippov,
las érbitas heteroclinicas seran trayectorias que conecten sélo dos puntos de singularidad entre
sf; su dinamica puede involucrar tramos en regiones discontinuas y de deslizamiento. En este
capitulo consideraremos la positividad de u para dar un catdlogo mas amplio de los posibles
casos que pueden aparecer en nuestro sistema.

Definicion 7. Si en el retrato fase de un sistema dindmico existe una solucion que conecte
dos puntos criticos distintos entre si, entonces esta solucion serd una orbita heteroclinica.

Se diferenciaran tres comportamientos principales entre las 6rbitas heteroclinicas, la co-
nexion simple, la conexién directa y la conexién no-simple, entre los cuales se encuentran
las orbitas que conectan equilibrio con equilibrio y un equilibrio con un pseudo-equilirio, los
cuales se analizan a continuacién.

4.1. Orbita heteroclinica simple

Definicion 8. En un sistema Filippov de ecuaciones diremos que una orbita heteroclinica
es simple si conecta los equilibrios de ambos campos con un solo cruce en la recta ¥ de
conmutacion.

Figura 4.1: Conexién heteroclinica entre q; y ¢2.

33
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4.1.1. Conexidén equilibrio - equilibrio

Considerando que el sistema [I.10| puede tener varios puntos de singularidad, esta conexién
no toma en cuenta la existencia de pseudo-equilibrios sobre X, de hecho, la érbita procura
evitar el segmento deslizante por completo. Dado que g3 es un equilibrio tipo foco todas las
soluciones mueren (comportamiento estable) o nacen (comportamiento inestable) de él, por
continuidad de soluciones existe una trayectoria de f que genera una conexién con un solo
cruce sobre X entre ¢1 v ¢a.

A continuacién se describen las condiciones para que estas configuraciones sucedan.

Orbitas heteroclinicas simples con ¢y estable

Para estas configuraciones nombraremos como & al punto donde la trayectoria critica de
/T, nombrada T.(t) en el capitulo anterior, intersecta a 3, también renombraremos a Q1 como

x.

x
2 To

\ \ .
z

1 o ! AT

|

|

\Y

(a) Orbita heteroclinica simple (b) Orbita heteroclinica simple (c) Orbita heteroclinica simple
con p < 0. con p = 0. con i > 0.

13>

2

&

Figura 4.2: Confirguraciones para una orbita heteroclinica simple con go estable.

En la figura se puede observar que para que exista una conexién entre q; y g2 se debe
cumplir que para que exista una la solucion del foco que vaya de T a ¢o esta debe ubicarse
por "dentro”de la trayectoria critica del foco, T,(t).

Orbitas heteroclinicas simples con ¢, inestable

De igual forma se contempla para estas configuraciones el punto & donde la trayectoria
critica de f+, T.(t), intersecta a ¥, en este caso renombraremos a Q2 como Z.
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L2 X2

T+ (ED T
q 1

N4

Z2

L1

€

z T

(a) Orbita heteroclinica simple (b) Orbita heteroclinica simple (c) Orbita heteroclinica simple
con p < 0. con i = 0. con > 0.

Figura 4.3: Confirguraciones para una érbita heteroclinica simple con ¢y inestable.

En la figura [£.3] se puede observar que para que exista una conexién entre ¢q; y g2 se debe
cumplir que para que exista una la solucién del foco que vaya de goa T esta debe ubicarse
por "dentro”de la trayectoria critica del foco, T(t). A partir de estas descripciones podemos
enunciar los siguientes lemas:

Lema 2. Existe una solucion de fT que conecta a q1 y qa.

Lema 3.

1. Sea % la interseccion de la solucién critica del foco con X. Si f* es un foco inestable y
T < Q2 < I entonces q1 y g2 estdn conectados.

2. Sea & la interseccion de la solucion critica del foco con ¥. Si f+ es un foco estable y
T < Q1 < T entonces q1 y g2 estdn conectados.

Se presenta a continuacién una simulacién para el escenario representado en la figura
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Ejemplo 6. Considere el siguiente sistema Filippov, donde se fijard el valor numérico de
todos los pardmetros a excepcion de 7.

0 1 () e
S .
0999 —04)7 " {18 Y

32
De las ecuaciones y (2.4]) tenemos que los equilibrios del sistema son q1 = ( 015> Y

1.001
q2 = ( (;O >, donde q1 es una silla y qo es un foco estable, con los puntos T > Z.

"X

Figura 4.4: Simulacién del sistema con 1 = —0.999.

Dado a la continuidad de soluciones y la naturaleza de la configuracion el pardmetro By
tiene un poco mds de libertad a comparacion de simulaciones anteriores, para estas configu-
raciones se pone mayor cuidado en la ubicacion de Q1 y Q2 (es decir, en los valores para los
pardmetros a1 y ag), que en la relacion de los pardmetros B1 y Po.
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Casos criticos

Nombraremos casos criticos a las 6rbitas heteroclinicas que toman la trayectoria T.(t) de
fT1 para conectar a g2 con Z.

Orbitas con q2 estable

€2 xro X2

i 2N

VN
xl oz A @

(a) Orbita heteroclinica  (b) Orbita heteroclinica simple  (¢) Orbita heteroclinica simple
simple critica con p < 0 critica con p =0 critica con p > 0

=

L1

Figura 4.5: Configuraciones para una orbita heteroclinica simple critica con g2 estable.

(a) Orbita heteroclinica  (b) Orbita heteroclinica simple  (¢c) Orbita heteroclinica simple
simple critica con p < 0 critica con =0 critica con p > 0

Figura 4.6: Configuraciones para una orbita heteroclinica simple critica con gy inestable.

Los casos criticos se dardn con el = e Q1 cuando fT sea un foco estable, y el'2 = €2 Qs
cuando fT sea un foco inestable.

A continuacién se presenta ejemplos que simula el caso de la figura
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Ejemplo 7. Considere el siguiente sistema Filippov, en este caso manipularemos el pardmetro
ay del sistema[f.1] con lo que obtendremos el siguiente sistema.

0 1 +0 S? <0
1 08)7 30 ==

0 1 n -2 o> 0
st .
[\ 0999 —0.4)"7 \18 .
. I . —-3.2
De las ecuaciones Y tenemos que los equilibrios del sistema son q1 = ( 0 ) Y

1.001 -
qQ = ( (;O ), donde q1 es una silla y qo es un foco estable, con los puntos egx = 62TQ1.

Figura 4.7: Simulacién del sistema

Como se menciona en el ejemplo[q los pardmetros a; y ag tienen mayor relevancia debido
a que estdn directamente involucrados en la ubicacion de Q1.

4.1.2. Conexidén equilibrio - pseudo-equilibrio

En este caso la 6rbita homoclinica simple conecta un pseudo-equilibrio p; sobre 3¢ con un
equilibrio ¢;.



4.1 Orbita heteroclinica simple

39

Conexiones con ¢y estable

En esta configuracién la 6rbita homoclinica simple conecta un pseudo-equilibrio p; sobre

Y con el equilibrio ¢o.

L2

T

L1

x2

z1

IS

L1

PARN

con un unico
en  Xg.

(a) Conexién
pseudo-equilibrio
orbita a p; con g¢o.

(b) Conexién con dos pseudo-
La equilibrios en ¥;. La érbita co-
necta a p; con go.

(¢) Conexién con dos pseudo-
equilibrio en ;. La érbita co-
necta a ps con go.

Figura 4.8: Configuraciones para una orbita heteroclinica simple pseudo-equilibrio -equilibrio
con gy estable y p > 0.

La orbita heteroclinica estara formada por la trayectoria de f~ que nace de un pseudo-
equilibrio, esta solucién cruzard en T a una solucién de fT.

Conexiones con ¢, inestable

En esta configuracién la 6rbita homoclinica simple conecta el equilibrio ¢ con un pseudo-
equilibrio p; sobre 3.
T2

X2 )

N

(¢) Conexién con dos pseudo-
equilibrios en ¥,. La érbita co-
necta a g2 con p;.

P1

I z1 L1

S
[

(a) Conexién con un tnico
pseudo-equilibrio en ;. La
orbita conecta a g9 con pj.

(b) Conexién con dos pseudo-
equilibrios en ;. La érbita co-
necta a g2 con pj.

Figura 4.9: Configuraciones para una orbita heteroclinica simple equilibrio- pseudo-equilibrio
con g inestable y p < 0.
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La érbita heteroclinica estard formada por la trayectoria de f* que cruza por Z a la
solucién de f~ que muere en el pseudo-equilibrio.

En estos escenarios es necesario que el punto & donde muere la trayectoria critica de
1, T.(t) no debe pertenecer a X5 bajo las siguientes condiciones

» 0 < el? <elQ para el caso de un foco estable,
= 0> el'd > el Qy para el caso de un foco inestable.

Ejemplo 8. Considere el siguiente sistema Filippov, donde se fijard el valor numérico de
todos los pardmetros a excepcion de 7.

O I, (0 Ly < 0
1 ,

015 05,7 \os v

0 1\ (2 I
St .

985 15,7 |25 n

10 10
Los equilibrios del sistema son q1 = < 03> Yq2 = (527>, donde q1 es una silla y g2 es un

foco inestable, con los puntos 0 > eIz > edd > el Q.

Figura 4.10: Simulacién del sistema (escenario de la figura .
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Conexiones de ¢; con un pseudo-equilibrio

En este caso la orbita heteroclinica simple conecta al equilibrio ¢; con un pseudo-equilibrio

Di-

L1 L1
(a) Conexién con un tunico (b) Conexién con dos pseudo-  (¢) Conexién con dos pseudo-
pseudo-equilibrio en Y. La  equilibrios en ¥;. La érbita co-  equilibrios en X;. La 6rbita co-

orbita conecta a g con pj. necta a q; con pj. necta a qi con po.

Figura 4.11: Configuraciones para una érbita heteroclinica simple de g1 a p; con ¢o inestable

y pu<0.

i) \ L2 L2
\‘\
L1
(a) Conexién con un tunico (b) Conexién con dos pseudo-  (c) Conexién con dos pseudo-
pseudo-equilibrio en Y. La  equilibrios en ¥;. La érbita co-  equilibrios en X;. La 6rbita co-
orbita conecta a p; con q. necta a p; con qp necta a po2 con q;.

Figura 4.12: Configuraciones para una érbita heteroclinica simple de g1 a p; con ¢o inestable

y pu>0.
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T2 T2 &
\ .
(a) Conexién con un tunico (b) Conexién con dos pseudo-  (c¢) Conexién con dos pseudo-
pseudo-equilibrio en 3 . La  equilibrios en ;. La 6rbita co-  equilibrios en ;. La 6rbita co-

orbita conecta a p; con ¢ . necta a p; con qg. necta a ps con qj.

Figura 4.13: Configuraciones para una érbita heteroclinica simple de g1 a p; con g9 estable y
w>0.

Noétese que en este caso la estabilidad del foco no cambia la direccién del flujo que sigue la
solucién de f que forma la conexién heteroclinica. Las siguientes condiciones son necesarias
para que se den los escenarios anteriores

s Para el caso u < 0y g2 un foco inestable se debe cumplir que 62TQ1 > eQT:% > eQT:i > eQTpi
siendo p; el pseudo-equilibrio que forma parte de la érbita heteroclinica.

= Para el caso u > 0y ¢ un foco inestable se debe cumplir que 6%]% > egaﬁ > eQT:f; > egQQ
siendo p; el pseudo-equilibrio que forma parte de la érbita heteroclinica.

» Para el caso 1 > 0y go un foco estable se debe cumplir que elp; > el'd > el > el Qg
siendo p; el pseudo-equilibrio que forma parte de la érbita heteroclinica.

Ejemplo 9. Considere el siguiente sistema Filippov, donde se fijard el valor numérico de
todos los pardmetros, a excepcion de [31.

O 1 (0 iy < 0
st ,

016 05,7 \os u
0o 1), (- .
S .

\Bi 15 YT o5 Yy

_05
36125> Y qo = ( 2,81 ), donde q1 es una silla y qo es

un foco inestable, con 0 > e3z > el'd > e1'Qs.

Los equilibrios del sistema son q = (

Por continuidad de soluciones existe una trayectoria de f+ que sale de Q1 y va a dar a
p1 siguiendo el comportamiento mostrado en la figura[{.11d
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X2 X2
47 47
3r 3r

(a) Simulacién del sistema con By = —T. (b) Simulacién del sistema con fB; = —9.
La trayectoria que parte de @1 recorre una La trayectoria que parte de )1 recorre una
solucién de fT por fuera de T,(t) y va a dar a solucién de fT por fuera de T.(t) y va a dar a
un punto por debajo de p;. un punto por arriba de p;.

Figura 4.14: Simulacién del sistema

4.1.3. Escenarios no factibles

En esta seccién se muestran escenarios cuyas configuraciones no son factibles debido a
las condiciones de positividad a las que estan ligadas los pardmetros del sistema para la
existencia de pseudo-equilibrios en Y, la estabilidad de go y la ordenada de Q.

L2
1 N
§ N R
P2 /)
1 _ 1 pr 1
/
/
/
» . (b) Conexién con dos pseudo-  (¢) Conexién con dos pseudo-
(a) Conex1.o.n con un UnICo - equilibrios en Xg. La érbita co-  equilibrios en Xg. La érbita co-
pseudo-equilibrio en ¥s. La [ ctq 4 q1 con p;. necta a g; con ps.

orbita conecta a g con pj.

Figura 4.15: Configuraciones para una érbita heteroclinica simple de g1 a p; con g2 estable y
n<0.
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Considere la 6rbita que parte de ¢ siguiendo el flujo de E“, que interseca a ¥ en el punto
Q1 y que conecta con p; € X, siguiendo el flujo del campo f*. Debido a que dicha érbita
sigue a la trayectoria critica de fT la estabilidad de g2 no afecta el flujo que sigue la orbita en
fT. Se probara que dicha configuracién, conexién g; — p1, se da inicamente con ¢ inestable.

Lema 4. Sea Q1 = E¥ N X para el sistema Filippov en su forma normal

) {f(y)—Aly+bla y1 <0,
y:
I (y) = Ay + b2, 31 >0,

donde

(0 1 (0 1 a N
Al_(m a2>’ A2_<51 ﬁz)’ bl_(’m?“l)’ b2_<7“2+52/ﬁ>'

y cuya dindmica deslizante esta dada por

. 1
Yo = —; [(52 — a2)ys + (ro — yar1 + (Ba — a2)p)y2 — 727“1,11},

las raices de la ecuacion dan las ordenadas de los pseudo-equilibrios.
Supongamos que

v >0, >0, 1710>0, a; >0, (f2—a2)>0, pu<O.
Con el equilibrio del campo f~ siendo una silla y el del campo f un foco. Las érbitas

que logran la conexion de q1 con algin pseudo-equilibrio en X4 solo se dan cuando B > 0, es
decir, cuando qo es inestable.

Demostracion. Sea ko = B3 — o, se reescribe a 7)o
. 1 9
o= kays + (12 — yar1 + kap)y2 — yarip)

las ordenadas de los pseudo-equilibrios estan dadas por

—(ro — yor1 + kap) £ \/(ro — vor1 + kap)? + 4kayorip

Y21,22 = Sy (4.5)
1. Caso con un tunico pseudo-equilibrio
Supongamos que existe un unico pseudo-equilibrio en Y, es decir
disc := (rg — yor1 + kg,u)Q + 4koyoripu = 0, (4.6)
recordando las altura de p1 y Q1
eTpy = —7T2 + 7211 — k2M7 (4.7)

2ks
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eng _ Yori(ag + /a3 + 4041)_

2041

Las configuraciones de la figura exige que e Q1 > —pu > elp; > 0, de esta
inecuacion se obtienen las sumas

—ry + yor1 + kap

egpl +p= ko <0, (48)
r1(aa + /o2 + 4aq) + 2
e

Por las condiciones dadas para los pardmetros considera el termino ksop < 0 por lo que
lo renombraremos como kop = —co con cg > 0. Que se sustituye en (4.7)) y (4.8])

co — 1o + Yor
efpy = L2 TR g, (4.9)
2ks
T co + 72 — Y271
Ip +p=—2T27 R (4.10)
2ko

por la positividad de 62Tp1 y egm + u se deduce que

Yor1 + co > 1o > Yor1 — Cg- (4.11)
Luego se reescribe (4.6)) como

disc = (rg — yar; — 00)2 — 4971 — Cp, (4.12)

de donde se obtiene la ecuacién para ro
ro = Y2r1 + Co £ 2¢/72T1C0-
Que se sustituye en (4.11))

Yor1 + co > Yor1 + co £ 24/verico > Yor1 — Co,

reduciendo la inecuacion se llega a 0 > +2,/49r1c0 > —2¢p, descartando asi la raiz
cuadrada positiva. En consecuencia, al considerar la raiz negativa se deduce que co(co —
v2r1) > 0, lo que permite definir 79 = c¢g — 271. Reescribiendo (4.12)

disc = (7‘2 —To — 260)2 — 460(60 — ’I"()),

de donde se despeja 1o

12 = 2e0 = r0 — 2/l — 7o)
Reescribiendo (4.9)) y (4.10))

€0 (CO - TO)

T
€y P1 = k2 )
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co(co —10) — Co
ko )

62Tp1 +t =

Renombramos eng 4+ 1 = qo y reescribimos en términos de ¢y y rg, sea entonces

. 2coaq + ka(ro — co)az + ka(ro — co)v/a3 + day >0
0= — )
2]4520(1

de donde se deduce la forma de oy

ka(co — 10)((k2go + co)aa + ka(co — 10))
(k2go + c0)?

a) = >0,

Debido a que el denominador de o es positivo, lo que significa que su numerador también
es positivo. Definimos entonces el pardmetro oy = (kago + co)aa + ka(co — ro) > 0 de
donde se despeja a9
oo — ka(co — 70)

(k2q0 + o)

Qo =
notese que o es un parametro libre, es decir, que puede ser positivo o negativo, susti-
tuyendo esta expresién y despejando Py de ko = By — g

o + ka(kaqo + 70)
co + qofBo

Bo=ky+ay= > 0.

por las condiciones establecidas para la configuracién con un tnico pseudo-equilibrio se
llega a que B2 > 0, por lo que la érbita sélo se dara cuando ¢y sea inestable.

. Caso con dos pseudo-equilibrios

Supongamos que existen dos pseudo-equilibrios sobre 34, por lo que se debe cumplir
que
disc := (rg — yor1 + k‘gu)Q + dkoyorip = ag, con ag >0 (4.13)

Consideremos kop = —cg con ¢g > 0, entonces de (4.5) sabemos que las ordenadas de
los pseudo-equilibrios estaran dadas por

—(ro —y2r1 — co) — V/(r2 — 7211 — c0)? — 4721100

T
= > 0, 4.14
€2 P1 s ( )
— — — _ _ 2_4
Iy = (2T m ) V(;; n2n =)’ Thwenico gy )
2

Las configuraciones de las figuras exigen que e3 Q1 > —pu > elpy > elpy > 0, de
esta inecuacién se obtienen las sumas

—ry +72r1 — ¢ — v/ (r2 — Y2r1 — 0)? — 421109
2ko

elpr+p= <0, (4.16)
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—rg +y2r1 — ¢o + 1/ (ra — y211 — €0)% — 4y2r100
2ko

Yori(ag + /a5 + 4ar) + 200 1 =0

2
2
2001

eXpo+u= <0, (4.17)

e§Q1 +u=
De (4.14) y (4.16)) se deduce que

—79 + Yor1 +co > \/(rg — Yory — 00)2 — 4yory > —r9 + Y211 — Co,

de esta inecuacién se concluye que —rg + y2r1 + ¢g > 0, andlogamente de (4.15)) y (4.17)
se deduce que

—rg 4 7211 + co > —/(r2 — 72r1 — €0)2 — dyar1 > —r2 + Y211 — o,
de donde se deduce que —rg9 + v2r; — cg < 0, entonces podemos decir que
Yor1 + co > 1o > Yor1 — Cg- (4.18)
Se reescribe en términos de ¢y y se obtiene una expresion para ro
T2 = Y211 + Co £ \/ag + 4yerico,
que se sustituye en
Yor1 4 co > yor1 + co £ \/ag + 4yerico > yor1 — Co,

que se reduce a 0 > ++/ag + 4vyorico > —2c¢g, de donde se puede descartar la raiz
cuadrada positiva, en consecuencia, al considerar la raiz negativa deduce la expresién

4cg(co — y2r1) > ap,

lo que permite definir g = ¢ — ~2r1 > 0. Definido rg > 0 se hace un andlisis andlogo a
[y se llegan a las expresiones para ag y (32

ag — ka(co — 70)
(k2go + co)

a9 =

notese que a9 es un parametro libre, es decir, que puede ser positivo o negativo, susti-
tuyendo esta expresién y despejando (B9 de ko = B — o

ap + k2(kago + 7o)

> 0.
co + qofo

P2 =ka+ag =

Por lo que, si existen pseudo-equilibrios sobre Y, el pardmetro B2 debe ser positivo
para que se cumpla el Q1 > —pu, por lo que las configuraciones de la figura no son
factibles.

O]
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4.1.4. Conexiones directas equilbrio - pseudo-equilibrios

Las conexiones directas entre un punto de equilibrio y un pseudo-equilibrio son un tipo
particular de conexién que no queda incluida en la definicién presentada a inicios del capitulo
para las Orbitas heteroclinicas simples. A pesar de conectar dos puntos de singularidad del
sistema, estas no involucran cruces sobre la recta de conmutacion X, por lo que requieren su
propia clasificacién.

En este caso la clasificacién dependerd del signo de p asi como del nimero de pseudo-
equilibrios admisibles sobre Y. Se presentan a continuacién las configuraciones posibles para
cada caso

Conexiones directas para p < 0

X2 L2 L2
10~ To-.

gy ' 71 \ 7
N b\ff/ ?ﬂz@;j \ /&2\,,,/
// 1 \ /pl T P1 T

(a) Conexién con un tunico  (b) Conexién con dos pseudo-  (c¢) Conexién con dos pseudo-
pseudo-equilibrio en 3. La  equilibrios en ;. La 6rbita co-  equilibrios en ;. La 6rbita co-
orbita conecta a g con pj. necta a q; con pj. necta a ¢; con pa.

Figura 4.16: Configuraciones para una conexién heteroclinica directa de ¢; a p; con g9 estable

y pu<0.

i) %

T o 7 u
P ‘
/ L1 {al
J:ff/ Tp

(a) Conexién con un tdnico pseudo- (b) Conexién con un unico pseudo-
equilibrio en X,. La érbita conecta a equilibrio en X,. La érbita conecta a
q1 con pi. g2 con pq.

Figura 4.17: Configuraciones para una conexién heteroclinica directa de ¢; a p; con go estable
y pu<O0.
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Conexiones directas para p >0

x9 L2 L2
- ~
] 1 N T —>, / 1
\\ 2 D
T ¥ i
1% ) %
a @// a
(a) Conexién con un tunico  (b) Conexién con dos pseudo-  (¢) Conexién con dos pseudo-
pseudo-equilibrio en ;. La  equilibrios en ;. La 6rbita co-  equilibrios en ;. La 6rbita co-
orbita conecta a g con pj. necta a q; con py. necta a q; con po.

Figura 4.18: Configuraciones para una conexién heteroclinica directa de ¢; a p; con gs estable
y pu>0.

L2 X2

P
Z 1 2 ] 2
(a) Conexién con un tnico pseudo- (b) Conexién con un tnico pseudo-
equilibrio en ¥,. La érbita conecta a equilibrio en ¥,. La érbita conecta a
q1 con py. g2 con py.

Figura 4.19: Configuraciones para una conexién heteroclinica directa de ¢; a p; con g2 estable
y pu>0.

Como se menciona al inicio del capitulo, las 6rbitas heteroclinicas se distinguen en tres
tipos para este trabajo, siendo los comportamientos simple y directo los presentados hasta el
momento, esto nos lleva a explorar la ultima clasificacion que nos ayudara a tener una mejor
comprension de los comportamientos de las orbitas heteroclinicas en los sistemas Filippov en
R2.
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4.2. Orbita heteroclinica no-simple

Definicion 9. En un sistema no suave de ecuaciones diremos que una orbita heteroclinica
es no-simple si conecta dos puntos de singularidad con mds de dos cruces en la recta ¥ de
conmutacion.

4.2.1. Conexion equilibrio - equilibrio

Andlogo a la conexion equilibrio-equilibrio en la érbita heteroclinica no-simple, esta cone-
xién también evita el segmento Y, bajo las condiciones adecuadas existe una trayectoria de
ft 7dentro”de T.(t) que genera una conexién con multiples cruces sobre ¥ entre q; y go. A
continuacién se describen las condiciones para que estas configuraciones sucedan.

T 2!

(a) Conexién heteroclinica no-simple con 3

. (b) Conexién heteroclinica no-simple con 3
cruces, con gs inestable.

cruces, con gy estable.

Figura 4.20: Configuraciones para una o6rbita heteroclinica no-simple con p < 0.
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T2

L1

L1

(b) Conexién heteroclinica no-simple con 3

(a) Conexién heteroclinica no-simple con 3 .
cruces, con ¢y inestable.

cruces, con gy inestable.
Figura 4.21: Configuraciones para una orbita heteroclinica no-simple con p > 0.
Para las conexiones de las figuras y es necesario que las alturas Z y T sean

menores que la altura de (1 pero mayores que la altura de (J2, ademés & debe estar en un
segmento de cruce de 3, es decir, que se cumpla una de las siguientes condiciones

el Q1> el >eld > elQq para < 0,8 >0y & € ¥, para 2 negativo.

el Q1 > el > eld > el Qy para p < 0,8 <0y 2 € ¥, para xo positivo.

= el Q1 >eld > eld > elQy para > 0,68, <0y 2 € X, para z2 negativo.

] eng > egi > ey > egQg para > 0,82 >0y & € X, para xo positivo.
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4.2.2. Conexion equilibrio - pseudo-equilibrio

En este caso la dérbita heteroclinica conecta un pseudo-equilibrio p; sobre ¥, con el equi-
librio ¢; con multiples cruces sobre sobre la recta de conmutacion.

(a) Caso con un unico pseudo-  (b) Caso con dos pseudo-
equilibrio sobre ¥;. Conexién  equilibrio sobre ;. Conexién (c) . pa§o con  dos pseuq/o—
q1 — p1 con 4 cruces en X. q1 — p1 con 4 cruces en . equilibrio sobre 3. Conexién

q1 — p2 con 4 cruces en Y.

Figura 4.22: Configuraciones para érbitas heteroclinicas no simples con p < 0.

T2

(b) Caso con dos pseudo-
equilibrio sobre ;. Conexién ()
p2 — g1 con 4 cruces en ..

(a) Caso con un unico pseudo-
equilibrio sobre ¥,. Conexién

Caso con dos pseudo-
equilibrio sobre Y. Conexién
p1 — q1 con 4 cruces en X. p1 — q1 con 4 cruces en X.

Figura 4.23: Configuraciones para drbitas heteroclinicas no simples con p < 0.

Para las conexiones de las figuras y es necesario que las alturas & y £ sean
menores que la altura de (1 pero mayores que la altura de ()2, ademés Z debe estar en un
segmento de cruce de 3, es decir, que se cumpla una de las siguientes condiciones

w elQ1 > el d; > eld > el Qg para < 0,82 >0y & € ¥, para x5 negativo.

» elQ1>eld > eld; > el Qo para > 0,5 >0y & € 5, para x9 positivo.
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Ejemplo 10. Se simulard el escenario de la figura[{.20d
([0 1 (0 0
st ,
15 08) 7" \32 .
Y= (4.19)
0 1 n -0.5 > 0
st .
17 —04)? T 12 .
. g . —4
De las ecuaciones (2.1]) y (2.4]) tenemos que los equilibrios del sistema son q1 = ( 0 ) Y

0.588 0 -
go = < 05 ), de y (2.9), los puntos Q1 = (3.6)’ Z=(0,0.5).

X2

"X

Figura 4.24: Simulacién del sistema m

Por continuidad de soluciones existe una trayectoria de f que sale de Q1 y va a dar a qo

siguiendo el comportamiento mostrado en la figura [{.20d.
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4.3. Conexiones multiples

En esta seccién se presentan configuraciones en las que se definen 6rbitas heteroclinicas
de distintos tipos.

Para esta seccién es necesario definir la conexién heteroclinica directa.

Definicion 10. En un sistema Filippov de ecuaciones diremos que una drbita heteroclinica
es directa si conecta dos puntos de singularidad sin cruzar la recta ¥ de conmutacion.

Notemos que esta dérbita es exclusiva de las conexiones equilibrio con pseudo-equilibrio.

4.3.1. Conexiones directas

Se trata de diferentes conexiones directas, presentadas en la seccién que aparecen
simultdneamente en un mismo sistema.

L2 L2

X
j\‘\\ 1’1

T1

(a) Orbitas de g2 a p1 y p2 con ©w<0 (b) Orbitas de g2 a p1 y p2 con g >0

Figura 4.25: Configuraciones con dos pseudo-equilibrios en X;.

En los casos presentados en la figura el segmento deslizante esta delimitado dentro
de las intersecciones de la silla con X.
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L2

I1

I

(a) Orbitas de ¢; a p con ©w<0

K

L2

iat

Z(

(b) Orbitas de ¢; a pa con ©w<0

Figura 4.26: Configuraciones con dos pseudo-equilibrios en .

En la figura se presentan tres conexiones simultaneas, que conectan a ¢o con cada
pseudo-equilibrio sobre X4, siendo el diferenciador la conexién de g1 con p;.

L2

Z1

(a) Orbitas de g1 appcon >0

\l

j\\\ x1
2

(b) Orbitas de g1 apscon >0

Figura 4.27: Configuraciones con dos pseudo-equilibrios en >i,.

En la figura se presentan tres conexiones simultaneas, que conectan a go con cada
pseudo-equilibrio sobre X, siendo el diferenciador la conexién de g; con p;.
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xro X2
7 4
T1
T
Z(
(a) Orbitas de ¢; v g2 a p1 con ©w<0 (b) Orbitas de q1 v g2 a p1 con ©w>0

La figura presenta las conexiones muiltiples posibles entre los equilibrios de cada campo
y un pseudo-equilbrio.

Las configuraciones mostradas en las figuras [4.26] [£.27] y [£.28 pueden presentarse cuando
alguno de los espacios invariantes de ¢; intersecta el segmento deslizante X, en particular en
el punto p;, de manera equivalente, cuando se cumpla la condicién er{i > er{Ql cuando p < 0,
con Q1 = p; para i = 1,2, o bien si e Q2 > el % cuando p > 0, con Q2 = p; parai =1,2.

Figura 4.28: Configuraciones con dos pseudo-equilibrios en ;.

Conexiones simples y directas

Estas configuraciones cumplen con las condiciones que se dieron para las orbitas hete-
roclinicas simples que se dieron en la seccién 4.1.2.

/\1‘2 $2

Eal

>
)

=

(a) Orbitas de g2 a p1 y p2 con u<0 (b) Orbitas de g2 a p1 y p2 con p1 >0

Figura 4.29: Configuraciones con dos pseudo-equilibrios en ;.
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Debido a la continuidad de soluciones, las configuraciones de la figura pueden darse de
manera simultanea junto con las érbitas que conectan de forma directa a go,p1 v po, de igual

forma con la figura

Conexiones no-simples y directas

Estas configuraciones cumplen con las condiciones que se dieron para las érbitas hete-
roclinicas no-simples que se dieron en la seccién 4.3.2.

>

. (b) Caso con dos pseudo-
(a) Gaso con un tinico pseudo- equilibrios sobre Y,. Conexién (¢) Caso con dos pseudo-

equilibrio sobre Y. Conexién g1 — p1 con 4 cruces en ¥ equilibrios sobre ¥,. Conexién
q1 — p1 con 4 cruces en X.. g1 — p2 con 4 cruces en X.

Figura 4.30: Configuraciones con p < 0y B2 > 0.

(b) Caso con dos pseudo-
equilibrios sobre ¥4. Conexién ()
q1 — p1 con 4 cruces en 2.

(a) Caso con un dnico pseudo-
equilibrio sobre Y¥;. Conexién

Caso con dos pseudo-
equilibrio sobre Y. Conexién
q1 — p1 con 4 cruces en X. q1 — p2 con 4 cruces en Y.

Figura 4.31: Configuraciones con p > 0y B2 < 0.

Debido a la continuidad de soluciones, las configuraciones de las figuras [£.22]y [.23]| pueden
darse de manera simultanea junto con las érbitas que conectan de forma directa a qo,p1 v po.
Este analisis permitié identificar y clasificar distintos tipos de érbitas heteroclinicas en sis-
temas Filippov en el plano, también se identificaron 6rbitas que no son factibles dadas las
condiciones del sistema a pesar de que pueden dibujarse.
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Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis se estudié la dindmica global de un sistema Filippov en R?, centrandose
en la existencia y clasificacién de 6rbitas homoclinicas y heteroclinicas. A partir de la forma
normal fue posible identificar y analizar conexiones entre parejas de puntos de singularidad,
para esto se consideraron trayectorias de cruce y segmentos de deslizamiento sobre la recta
de conmutacion.

Uno de los principales resultados de este trabajo es el registro de las condiciones bajo las
cuales existiran érbitas de cierto tipo, mostrando cémo la presencia de pseudo-equilibrios y la
dindmica sobre ¥4 modifican el retrato fase del sistema. También se observé que estas érbitas
pueden involucrar combinaciones de trayectorias suaves (soluciones del campo f~ o f1) y
deslizantes (segmentos de Y;), dando lugar a configuraciones que no tienen equivalentes en
sistemas suaves.

Otro resultado relevante se di6 en el anélisis de las 6rbitas heteroclinicas, durante su clasifi-
cacién en distintos tipos de conexiones, como lo son conexiones simples, no simples y directas,
se demostré que no todas las configuraciones geométricamente plausibles son dindmicamente
realizables, lo cual permitié descartar ciertos escenarios y delimitar con mayor precision el
conjunto de comportamientos posibles del sistema.

En conclusion, los resultados obtenidos demuestran la relevancia de la recta de conmuta-
cién y la dindmica deslizante en la organizacion global del sistema, facilitando o impidiendo
la existencia de conexiones globales.
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