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Introduccion

La teoria cualitativa y geométrica de sistemas dinamicos es una herramienta po-
derosa para el andlisis y la comprensiéon de una gran cantidad de problemas. Esta
forma de estudio de sistemas dindmicos ha ido concretandose y perfecciondandose
con el tiempo y es ahora una metodologia bien establecida y eficiente utilizada para
entender el comportamiento de muchos fenémenos fisicos como el flujo de fluidos,
la deformacién eldstica, sistemas no lineales bioldgicos y Opticos, entre otros. Sin
embargo, existen fendmenos naturales que no pueden ser estudiados o modelados
usando sistemas dindmicos convencionales de la forma & = F(z), donde F es un
campo vectorial suave, ya que presentan una dindmica descrita por funciones defini-
das a trozos, donde la dindmica cambia abruptamente y, por lo tanto, no es suave.
Estos fenémenos tienen una naturaleza compuesta por procesos continuos o discretos
que ocurren por partes, es decir, con un desarrollo continuo que es interrumpido por
eventos instanténeos, por ejemplo, el presionar un interruptor en un circuito eléctri-
co, dispositivos mecdnicos donde sus componentes impactan unos con otros y otros
eventos que ocurren debido a friccidn, colisién, deslizamiento, entre otros (ver [1],
[3], [4]). Dichos fenémenos pueden ser representados mediante sistemas dindmicos
por partes. El estudio de dichos sistemas es relativamente nuevo y hasta la fecha se
cuenta con conocimientos de problemas abordados en el plano R? y en R3. En este
trabajo nos limitaremos a estudiar sistemas lineales de este tipo en el plano.

Para entender qué es un sistema lineal por pedazos (SLPP), imaginemos el plano
pero dividamos a éste mediante n curvas

¥, ={z eR?: H,(z) =0},

donde H, es una funcién escalar suave para n € N. X, son llamadas curvas de
conmutacion. Esta particion del plano da lugar a m regiones, de tal manera que la
unién de todas estas regiones y las curvas de conmutacién es todo el plano. Llamemos
R; a cada una de estas regiones y definamos ahora un sistema de la forma

Fy(x) para = € Ry,
Fy(x) para = € Ro,

F,.(z) para x € Ry,

donde F; = A;x + b;, Ai € Maxa(R),b; € R? para i = 1,...,m. Hemos definido
asi un sistema compuesto de m subsistemas lineales, cada uno definido en cada una
de las diferentes regiones delimitadas por las curvas X,,. De esta manera, el sistema
T tiene una dinamica diferente en cada regién, cuyos flujos desparecen al intersectar



2 Introduccién

alguna recta de conmutacién. Andlogamente, lo mismo ocurre en R3, sélo que en
este caso las curvas de conmutacion son superficies. Asi es como los SLPP poseen
retratos fase geométricamente ricos que presentan fenémenos que generalmente no
ocurren en los sistemas lineales, como la existencia de ciclos limite, bifurcaciones,
entre otros, es decir, al exhibir dos o mas flujos de sistemas lineales diferentes en
un mismo plano, puede que éstos den lugar a eventos exclusivos de los sistemas no
lineales. Sin embargo, cuando pensamos en el momento en el que el flujo del siste-
ma en alguna regién intersecta a una curva de conmutacién, podriamos hacernos
preguntas como jque pasa con el flujo del otro lado de X, justo al pasar por la con-
mutacion? 6 jel cruce con X, es suave o la direccién del flujo cambia abruptamente?
La respuesta a la segunda pregunta es que en los SLPP ocurren ambas cosas. Cuan-
do el flujo en todas las regiones atraviesa las curvas de conmutacién de una forma
suave, es decir, que el flujo corta a la curva con el mismo vector tangente, entonces el
SLPP correspondiente a dicho flujo es llamado continuo, mientras que los sistemas
en donde el flujo cambia de direccién abruptamente al cortar a una curva X, son
llamados discontinuos.

En este trabajo estudiaremos SLPP continuos (SLCPP), restringiendo el nimero
de curvas de conmutacion a solamente una. Mas ain, supondremos que dicha curva
es una recta, la cual llamaremos recta de conmutacién. Esta recta da lugar a
solamente dos regiones en el plano. Consideraremos sistemas de la forma & = f(z),
donde x = (x1,72) € R? y f es un campo vectorial lineal por pedazos continuo.
Analizaremos diversos casos particulares de SLCPP, construyendo formas normales
para éstos para facilitar la investigacién de la ocurrencia de fenémenos como la apa-
ricién de ciclos limite y bifurcaciones.

En el primer capitulo de este trabajo se da la clasificacién de los SLPP en continuos
y discontinuos. Asimismo, se definen los conceptos basicos de SLPP, como puntos de
equilibrio, equilibrios virtuales, puntos de tangencia y de doble tangencia, conjuntos
de cruce, de deslizamiento y de escape, entre otros. A continuacion, los sistemas
lineales continuos por pedazos se clasifican a su vez en dos tipos: aquellos que tienen
un punto de doble tangencia y aquellos que no lo tienen.

En los capitulos 2 y 3 se encuentran formas normales para cada familia de SLCPP.
En el dltimo capitulo se lleva a cabo un andlisis de la dindmica de las formas normales
de estos sistemas que fueron obtenidas anteriormente. Para el caso de SLCPP con
un punto de doble tangencia, se estudian los escenarios foco-silla y foco-foco. En el
primero se demuestra la existencia de una 6rbita homoclinica y un fenémeno muy
particular, el cual llamamos ciclo limite-centro. Para el caso foco-foco se demuestra la
existencia de un ciclo limite. Finalmente, para SLCPP sin punto de doble tangencia,
se demuestra la existencia de la cldsica bifurcacién silla-nodo.



Capitulo 1

Clasificacion de SLPP

En este capitulo clasificamos los SLPP en discontinuos y continuos y describimos
geométricamente algunos ejemplos de ambos. Presentamos después algunos concep-
tos y definiciones relevantes y, finalmente, clasificamos los SLCPP a su vez en dos
familias.

Sea
Y ={zecR?:nT(z —q) =0},

donde n,qy € R?, la recta de conmutacién. Esta recta divide al plano R? en dos
regiones. Definamos cada una de éstas de la siguiente manera:

Ry ={z cR?:nT(z - q) <0},
Ry ={z e R? :nT(x — q) > 0}.

Definicion 1.1. Un sistema lineal por pedazos en el plano es un sistema constituido
por dos subsistemas lineales de la forma

Fi(z) para = € Ry,
= (1.1)
Fs(x) para x € Ry,

donde Fi(x) = Az +b;, con A; € Maya(R), b; € R? para i = 1,2.

Definamos también otras dos rectas importantes en R:

Ly ={x¢€ R?: nT(Alx +b1) =0, paraz € R UX},
Ly ={x € R?: nT(Agx +b2) =0, para z € Ry UX}.

Por la manera en la que fueron definidas dichas rectas, éstas tienen la propiedad de
que el flujo en cada uno de sus puntos es paralelo a .

En la Figura|l.1|se presenta una ilustracién geométrica del sistema ((1.1]) en el plano.

Ejemplo 1. Considere el siguiente SLPP:

3
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4]

Ry
Ry

T = Ayr + by
T=Ax+b

T

Figura 1.1: Sistema lineal por pedazos |D

0 -1 n 2 cR
1 0 T 9 para x 1
-1 0 2

( 0 1>x+(0) para x € R,

cuyo retrato fase se ilustra en la Figura|1.5,

Aclaramos que, en este ejemplo:

¥ = {(x1,22) € R?: 221 4 29 — 2 = 0},
Ly = {(z1,72) €R?:xy — 215+ 6 =0, para x € Ry UX},
Ly = {(x1,22) eR?: -2z, 4+ 22 +4=0, para x € Ry UX}.

Primeramente notemos que los equilibrios p; en Ry y p2 en Ry estdn sobre L; y
Lo respectivamente. Esto no es una coincidencia y sera probado posteriormente. Es
claro ver cémo el flujo cambia de direccién abruptamente al llegar a > y cruza ésta
de una forma que no es “suave”’. Los SLPP en los cuales ocurre ésto son llamados
sistemas lineales discontinuos por pedazos (o sistemas Filippov (ver [2])) y éste es
un ejemplo de uno de ellos. Observemos ademaés que los puntos de tangencia de L4
con Xy Ly con X, T1 y T respectivamente, delimitan segmentos de ¥ en los cuales
el comportamiento del flujo al llegar a ésta es distinto. En el segmento que estd “por
arriba’de 717, el flujo “escapa” o “se aleja”’de ¥. Llamaremos a éste el conjunto de
escape y lo denotaremos como .. En el segmento comprendido entre 77 y T3 las
orbitas fluyen desde R; hasta llegar a X, para cruzar a ésta siguiendo el flujo en la
misma direcciéon. Este segmento es llamado el conjunto de cruce y es denotado ..
Similarmente, “debajo”de T5, las 6rbitas que vienen desde R; y R2 colisionan entre
si al llegar a 33, por lo que éstas se deslizan sobre X al llegar a ésta. Este segmento es
llamado conjunto de deslizamiento y lo denotamos >s. También es claro ver que la
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Figura 1.2: Retrato fase del sistema l}

Orbita del centro en Ry que es tangente a X en T} estd, en efecto, contenida en Ry,
pero la érbita de la silla en Ry que es tangente a 3 en T5, estd también contenida en
R;1 y no en Ry, como habria de esperarse. Estos dos casos son llamados tangencia
visible y tangencia invisible respectivamente.

Ejemplo 2. Considere ahora el siguiente SLPP:

0 —1 n 2 cR
1 o0 )% 9 para T 1
0 —1 2

<3 1 )m—i—<0> para x € Ro,

cuyo retrato fase se ilustra en la Figura[1.5
En este caso particular, 3 y L; son exactamente las mismas que en el Ejemplo (1] y

Lo = {(x1,x2) eR?: 3n —29+4=0, para x € Ro UX}.

Observando la Figura podemos ver que tanto L como Lo intersectan a X en el
mismo punto, xg. Este es conocido como el punto de doble tangencia o two-fold point
en inglés y se estudiara posteriomente. Otro detalle significativo que puede verse en
el retrato fase, es cémo el punto de equilibrio en R1, p1, estd naturalmente contenido
en Ry, pero py no estd en Ro, sino también en R;. Esto ultimo es conocido como
equilibrio virtual. También podemos ver que el centro en R; esta siendo atrapado
por un ciclo limite que se forma al combinar las dos distintas dinamicas del sistema.
Por dltimo, todas las orbitas observables en la figura cruzan a > de una manera
suave, es decir, no hay cambios abruptos en el flujo o en la direccién de este al
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§
]
Figura 1.3: Retrato fase del 51stema l

cruzar Y. A los SLPP con esta caracteristica se les conoce como sistemas lineales
continuos por pedazos (SLCPP). Adicionalmente, cabe mencionar que en este tipo
de sistemas en particular, no hay conjuntos de deslizamiento ni de escape, los cuales
se presentan exclusivamente en los sistemas Filippov. En este ejemplo, L1, Lo y X
concurren en un mismo punto, sin embargo, también existen SLCPP en los cuales
ésto no ocurre, sino que las tres son paralelas y, por lo tanto, no existe ningin punto
de doble tangencia. Ilustramos ahora un sistema continuo con estas caracteristicas
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. Consideremos ahora el siguiente sistema:

1 1 n 0 cR
0 1 T 1 para x 1
-1 0 2

( 0 1>x+<1) para x € Ro,

y su respectivo retrato fase, ilustrado en la Figura[1.4).

> es exactamente la misma a la de los dos ejemplos anteriores y ademas:

Ly ={x €R?:2x; + x5 +1 =0},
Lo = {x € R?: 22y + x5 — 5 = 0}.
Es facil observar que este sistema es continuo, al ver el cruce suave que se da a través

de Y y también al ver que no hay segmentos de escape ni de deslizamiento sobre ésta.
A diferencia del sistema (1.3)), en este caso, L1, Ly y ¥ son todas paralelas entre si,



L

Ly

Wi
~ \5

Figura 1.4: Retrato fase del 51stema l

por lo que no existe el punto doble tangencia zy. Este ejemplo es ttil también para
ilustrar mas facilmente cémo el flujo sobre L1 y Ly se mueve de una forma paralela
aX.

Definamos ahora cada uno de los conjuntos mencionados anteriormente (ver [2]):

Sea
o(x) = (n, Fi(z))(n, Fa(2)),

donde (-, -) denota el producto escalar usual.

Definicion 1.2. El conjunto de cruce Y. C X se define como
Ye={reX:o(x) >0}

Definicion 1.3. El conjunto de deslizamiento X5 es el complemento de ¥. en X, es
decir,
Ys={zeX:o(x) <0}

Generalmente, el segmento de deslizamiento puede ser estable o inestable en la di-
recciéon normal. Si

(n,Fi(x)) >0y (n,Fa(z)) <0,

dicho segmento es estable, mientras que si
<’I’l, Fl(l‘)> <0 y <n7F2(x)> > 07

éste es inestable. El conjunto de escape ¥, se define como el segmento de desli-
zamiento inestable. El segmento de deslizamiento presenta una dindmica propia vy,
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por lo tanto, se pueden tener puntos de equilibrios en éste. Estos equilibrios son co-
nocidos como pseudo equilibrios. Actualmente se cuenta con teoria acerca de dicha
dindmica, aunque en este trabajo no profundizaremos maés al respecto.

Debido a la naturaleza del sistema , cuando consideramos puntos Z € R? tales
que &(7) = 0, pueden presentarse diferentes casos: el caso natural se daria si T cum-
pliera que #(Z) = 0 para el sistema definido en la misma regién donde se encuentra
Z. Sin embargo, podria tenerse que T cumpla que #(Z) = 0 en alguna de las dos
regiones Ry 6 Ra, pero se encuentre del lado opuesto de ¥. Para categorizar estos
escenarios, definimos T para cada uno de ellos:

Definicién 1.4. Diremos que T € R? es un equilibrio (o punto de equilibrio) del
sistema en Ry si F1(Z) = 0y, ademds, T € Ry. Similarmente, T es un equilibrio
en Ry si F5(T) =0 y T € Ry. Diremos que T es un equilibrio frontera si T € 3.

Definicién 1.5. Diremos que T € R? es un equilibrio virtual de en Ry si
Fi(Z) =0 y T € Re. De igual manera, T es un equilibrio virtual en Ry si F»(T) =0
yx € Ry.

Sean p; y pe equilibrios en Ry y Rg, respectivamente, del sistema ([1.1)). Sabemos
que éstos cumplen que

Aipr+b1=0y
Asgpos + b = 0.

Multiplicando por n” por la izquierda en ambas ecuaciones, tenemos

n'(Aip1+b1) =0 y n' (Aops +b2) =0,

es decir, p; y p2 son puntos de L1 y Lo respectivamente. Esto nos lleva a enunciar
el siguiente lema:

Lema 1.1. Sip; y p2 son equilibrios del sistema en Ry y Ra respectivamente,
entonces estos son puntos de L1 y Lo respectivamente.

Los SLPP se clasifican en dos tipos: los Filippov y los continuos, los cuales fueron
ilustrados anteriormente: el ejemplo [I] es un sistema Filippov y los ejemplos 2] y [3] son
sistemas continuos. En los sistemas Filippov es posible que se presente deslizamiento,
mientras que en los continuos este fenémeno no es posible. En este trabajo nos
dedicaremos al estudio solamente de SLCPP, los cuales definimos a continuacién.

Definicion 1.6. Diremos que el sistema lineal por pedazos es continuo st

Fi(z) = Fy(x) Vo € 3.

Por otra parte, si existen puntos en 3 para los cuales Fi(x) # F»(x), diremos que el
sistema es discontinuo (o Filippov).



De manera equivalente, el sistema es continuo si
Az +bp =Asx + b, Ve €X <= (Ay— A1)z =b1 — b, Vx € X. (1.5)
Haciendo A = As — A1 y b = by — by, reescribimos como
Az =b para todo z tal que n”z = n”q.

Llamemos r{ y rl al primer y segundo renglén de A respectivamente y supongamos

c . .
que b = ( cl >, con cq, ¢y € R. Entonces obtenemos el sistema lineal
2

T
rHx ==¢
Ar=b«={ 'L b
Ty T = Co.

Para que este sistema tenga como solucién todos los puntos en 3, se debe cumplir
que |A| =0, ya que, de lo contrario, el sistema tendria una tnica solucién. Pero, de
ésto tenemos que 71 y 72 son linealmente dependientes y que ambos son multiplos
de n. Hagamos

T‘ZT —an’ y

T
Ci = a;N qo,

para ¢ = 1,2, donde a1, as € R. Es decir,

T
Az(alnT>:omT y

asn

T
ain” qo T
b= =

( asn’qo ) an- .

(651 . . .
con o = ( o ) Con lo anterior, hemos demostrado el siguiente lema:
2

Lema 1.2. Si el sistema es continuo, entonces existe o € R? tal que

Ay — Ay =an’ y (1.6)

b1 — b2 = OéTLTqO. (17)
Observacion 1.1. Este lema también es vdlido para SLCPP en R™.

Ahora que hemos restringido nuestro objeto de estudio a SLCPP, pasaremos a cla-
sificar también éstos. Dentro de los SLCPP existen solamente dos tipos, los cuales
fueron descritos e ilustrados en los ejemplos [2| v [3] y que ahora caracterizaremos
geométricamente estableciendo la siguiente proposiciéon y corolario. Primeramente,
enunciamos el siguiente lema sin demostracién ya que se hard uso de él posterior-
mente:

Lema 1.3. Si v y vo son dos vectores linealmente independientes cualesquiera y
k € R, entonces vi y vy = kvi 4+ vo son linealmente independientes.
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Proposicion 1. Considere el sistema continuo . n y ATn son linealmente
independientes si y solo sin y AZTn son linealmente independientes.

Demostracién. Multiplicando por n? por la izquierda en (1.6 tenemos
nT(Ay — Ay) = nT (an?),
nTAy —nT A = nTa)nT.

Haciendo

ag=n"a €R, (1.8)

obtenemos
TLTAQ — TLTAl = aonT,

nT Ay = agn™ +nT A;. (1.9)

Del Lema y (1.9) obtenemos lo deseado.

Corolario 1.1. n y ATn son linealmente dependientes si y sélo si n y Aln son
linealmente dependientes.

Con la Proposicién [T y el Corolario se han distinguido los dos tipos de SLCPP
que se estudiaran en este trabajo. En los capitulos posteriores se trataran cada uno
de estos sistemas por separado, exhibiendo aspectos relevantes de cada uno. Adicio-
nalmente, sobreentendiendo que trabajaremos inicamente con sistemas continuos, a
partir de ahora omitiremos la palabra “continuo” al momento de nombrar éstos, y
nos referiremos a ellos simplemente como “sistemas”.



Capitulo 2

Caso n y Aln linealmente independientes

En este capitulo examinaremos la geometria del sistema 1} cuando AlTn y n son
linealmente independientes y, por lo tanto, lo son también AZn y n; asf como también
obtendremos una forma normal para éste, con el fin de simplificar su estudio.

2.1. Doble Tangencia

Sabemos, por la Proposicién [I], que tanto L; como Lo intersectan a X, sin embargo,
éstas no se intersectan en puntos arbitrarios, sino que son concurrentes, es decir,
se intersectan en un mismo punto. A continuacién damos la prueba de ésto con el
siguiente lema:

Lema 2.1. Considere el sistema . Sin vy AlTn son linealmente independientes,
entonces L1 N Ly N'Y = {20} para algin zo € R?.

Demostracién. Por hipétesis, 3 y L1 no son paralelas, por lo tanto éstas se inter-
sectan, digamos, en zg. Como xg € % y por continuidad del sistema, tenemos

Az + by = Azxg + bo.
Ahora multiplicamos por n” por la izquierda en esta igualdad y obtenemos
nT(Aizo + by) = nT (Agzo + bo).
Pero, como g € L1, nT (A1xq + b1) = 0, por lo que
nT(Agxo +by) = 0.

Es decir, xg es también un punto de L. ]

Llamaremos a xg el punto de doble tangencia.

Geométricamente, el sistema ([1.1)) con estas caracteristicas tiene la forma siguiente

(ver Figura [2.1)):

11
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T2

ol

Ly

Figura 2.1: 3, L; y Lo se intersectan en z.

Podemos observar que el Lema es valido también en R3, sélo que en este caso, se
trataria de dos planos 7 y T que concurren con un plano de conmutacién, formando
una recta de puntos de doble tangencia en la interseccion de éstos tres. De manera
analoga, en R™ se tiene la concurrencia de dos hiperplanos con un hiperplano de
conmutacion.

Cabe aclarar que, debido a la independencia lineal de L1 y Lo con X y al dominio en
el que se han definido las primeras dos, éstas no se prolongan infinitamente y, por lo
tanto, no son rectas, sino rayos y nos referiremos a ellos como tales. A continuacién
obtendremos la expresion explicita de una forma normal para el sistema .

2.2. Forma Normal

En esta seccién transformaremos el sistema (1.1]) en un sistema nuevo, con el fin de
simplificar la estructura geométrica del sistema original y asi, poder estudiarlo més
facilmente. Para ello, consideremos el cambio de coordenadas

y=T(z — x9), (2.1)

T
donde T = ( n? A ) y xo es el punto de doble tangencia del sistema 1) Note-
1

mos que, como n y Aln son linealmente independientes, se tiene que |T'| # 0 y, por
lo tanto, existe 7!, Hagamos T~! = (51 s3), para s1, s2 € R?.

Primero, apliquemos esta transformacion a la recta ¥ despejando x en ([2.1)) y sus-
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tituyendo esta en su ecuacion de la manera siguiente:

nT(‘T - QO) = 07

nTz — ano =0,

nT (T y 4 29) —nTqy =0,
(nTT My +nTag —nlq =0,
(nT T YY)y + nT (zg — qo) =0,
pero, como zq estd en ¥, se tiene que n’ (xg — qg) = 0, por lo que obtenemos
(nfT 1)y = 0. (2.2)
Por otra parte, sabemos que Ty T~! estan relacionadas de la forma
T =1, (2.3)

lo que podemos escribir como

(F)r=()

Combinando y , tenemos que
(' T Ny =efy=y =0,
es decir, X se transforma en la recta
Y ={ycR?:y =0} (2.5)
Observemos que X determina dos nuevas regiones en el plano:

Ri={yeR’:y1 <0}y
Egz{yeRZ:y1>0}.

En ocasiones, nos referiremos a estas regiones como y; < 0y y1 > 0 respectivamente.

De manera similar, hagamos ésto para Lq:

n’(Ajz 4 b1) =0,

nT (A1 (T y + 20) + b1) = 0,
(nTAlel)y +nTAyzg +nlb =0,
(n" ATy +n" (Ayzo + b1) =0,

pero, nT (Ajzg + b1) = 0, ya que zq estd en L, por lo que tenemos

(nTAlTil)y =0,
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y, utilizando (2.4)) en esta expresién, obtenemos
(T AT Hy=ely=y=0.
En otras palabras, L se transforma en el rayo
Li={yeR?:y,=0,paray € Ry UZ}. (2.6)
Anidlogamente, para Ly tenemos
(nT AT~ Hy = 0.

Ahora, de (1.9), tenemos que n’ Ay = nT A; + agn®. Multiplicando por 7! por la
derecha en esta igualdad, obtenemos

nT AT =nT AT + ao(nTT_l),

pero, por (2.4)), esto es

nTAQTfl = 62T + 0406,{,

es decir
n" AT = (ap, 1), (2.7)
por lo que
(n" AT~ ")y = (a0, 1)y = aoys +y2 = 0,
o bien,
Y2 = —QoY1-

Asi, Lo es transformado en

Lo={y €eR?:yp = —agyi, para y € Ry UL} (2.8)

Hasta ahora, hemos calculado la nueva recta ¥ y rayos L1 y Lo de la forma normal
que estamos construyendo. Lo que sigue es encontrar la expresion explicita del nuevo
sistema. Para hacer esto, derivemos ambos miembros de (2.1)):

y=T(z — x0),
y=Tgz,
= T(Alzc + bl),
=TAx+ Thby,

=TA (T 'y + ) + Ty,
= (TAlT_l)y + T(All‘o + bl)

Haciendo A; = TA1T~ 1y by = T(A120 + by), se tiene
y= Ay + b,
en y; < 0. Andlogamente, en y; > 0 tenemos

Y :Zgy—i-gz.
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Podemos ver que los nuevos A, Ao, by v by estan definidos en términos de los Aq,
Ao, by y by originales. Calculemos ahora cada uno de estos nuevos objetos. Sabemos
que

Zl _ TAlTil _ < TLTAlT*1 ) 7

nT AT
pero veamos cudles son las entradas de esta matriz. Por (2.4]) tenemos que

nt AT =(0,1),

y, ademas,
nTA2T1 =nTA2(s) s9),
= (nT A2sy, nT A2sy).
Hagamos
co=ntAs, y (2.9)
co =nl A?ss. (2.10)
Entonces, concluimos que
A= < 01 > .
1 C2
Similarmente, tenemos que
T -1
- -1 _ n AQT
AQ - TAQT - < nTAlAQT_l > ’
pero,
nTAlAQT_l = nTAlAQ(Sl 82),
= (nTAlAQSl, nTAlAQSQ).
Haciendo
d1 = nTA1A231 y (2.11)
dQ = nTAlAQSQ (2.12)

y por ([2.7)), obtenemos que

- (7)) 1
A= (9L).

by = T(Azo + by),

B nT(Ayxg + b1)
o nTAl (Alxo + bl) ’

De igual manera,
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pero, nT (Ajzg + b1) = 0, ya que zg estd en L;. Haciendo
bo = nTAl(All’o + bl), (2.13)

obtenemos

Por 1ltimo,

by = T(Aszo + b, )
_ nT (Asxo + b2)
nTA1 (AQJIO + b2) ’

pero, de igual manera, n’ (Aszg 4 by) = 0, por ser xp un punto en Ly y, como zg
estd en ¥ y por continuidad del sistema, entonces

nTAl(Agxg +be) = nTA1(A1330 +b1) = bo.

Es decir,

Lema 2.2. dy = ¢o.

Demostraciéon. Multipliquemos por s2 por la derecha en ambos miembros de (|1.6])
para obtener
Agsy = A1s9 + OénTSQ. (2.14)

Luego, de (2.3)) tenemos que

T T T
-1 n B n* sy n' Sy (10
T o < nTA1 > (51 52) - < nTA131 nTA182 > o < 01 > ’

pero prestemos particular atencion a

nT32 =0.

Sustituyendo lo anterior en ([2.14]), obtenemos que
A252 = A182. (215)
Luego,

d2 = ’I’LTAl (AQSQ),
= ’I’LTAl (Alsg),
= nT A?sy,

= Co.
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Lema 2.3. Si Ai1xg + b1 # 0, entonces by # 0.

Demostracién. Sabemos que n’ (Ajzg + b1) = 0, ya que z¢ es un punto en L.
En otras palabras: n es ortogonal a Ajxg + b1. Si suponemos ahora que by = 0, es
decir, nT A1(A129 + b1) = 0, esto implicarfa que ATn fuese ortogonal a Ajzg + by
y, en consecuencia, paralelo a n, es decir, linealmente dependiente con n, lo cual es
una contradiccion, ya que n 'y A{n son linealmente independientes. Por lo tanto, se
debe tener que by # 0. O

En conclusién, la forma normal del sistema (1.1)) cuando ATn y AZn son linealmente

independientes con n es
1 + ara <0
1 Co Yy bO p Y1 ’

y= (2.16)

@ 1 + ¥ ara >0
dl o Yy bO par Y1 )

el cual estd constituido por cinco parametros. Observemos que, dependiendo del
signo de «q, el rayo Ly puede tomar lugar en diferentes cuadrantes del plano. En

las figuras y se ilustra geométricamente el sistema (2.16)) en funcién del

parametro .

Y2

Ry

\g]

To

Figura 2.2: Sistema (2.16)) (o < 0).

Para ilustrar cémo el cambio de coordenadas (2.1)) transforma al sistema (1.1)), a

continuacién presentamos un ejemplo de un caso particular de la forma normal

(2.16) que hemos construido.

Ejemplo 4. Consideremos de nuevo el sistema del ejemplo @ del capitulo 1.
Transformémoslo ahora a su forma normal respectiva utilizando el cambio de coor-
denadas . Para ello, basta con calcular las matrices Ay, As y los vectores by y by
de , para lo cual, es necesario calcular los cinco pardmetros c1,ce, by, d1 y g
de dicha forma normal. También debemos obtener la expresion para el nuevo rayo
Lo, ya que L1 y X no dependen de los pardmetros originales del sistema .
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Y2

N

Zod Lo
L1 (1

Figura 2.3: (ag = 0).

Y2

\gl

)

Figura 2.4: (a9 > 0).

Hagamos ahora los cdlculos. De (@) Y , obtenemos que

ci=—-1 9y c3=0,

— 0 1
7, = ( ol ) .
Similarmente, por @, Y respectivamente, tenemos:
Oéozl, d1:—3 Yy 50:—4,

por lo que

por lo que

y ademds
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En conclusion, la forma normal del sistema es:

01 + 0 <0
_1 O y _4 pa/ra yl Y

i = (2.17)

I + 0 >0

cuyo retrato fase se ilustra en la Figura[2.5

m

Figura 2.5: Retrato fase del sistema 1} (g =1).

De (@ podemos ver que

ZZ:{?JGR23y2:—y1 para yeﬁgui}.

Podemos ver que la dindmica del sistema original se preserva, asi como la
virtualidad y no virtualidad de los respectivos equilibrios: existe un centro en y; < 0
y un nodo inestable virtual en y1 > 0. También se ha preservado la continuidad del
sistema original, asi como el ciclo limite inestable que atrapa al centro en su interior
en la region y; < 0.

La dindamica del sistema es particularmente rica y permite exhibir fenémenos
como la existencia de ciclos limite y o6rbitas homoclinicas, los cuales no ocurren en
sistemas lineales usuales, sino solamente en sistemas no lineales y, como se vera pos-
teriormente, también en SLCPP. Se mostrard un analisis mas detallado de dicho
sistema y de su dinamica en el capitulo 4.
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Capitulo 3

Caso n y Aln linealmente dependientes

Este es el escenario fundamentado en el Corolario donde tanto L1 como Lg son
paralelas a ¥. Primeramente, como estamos suponiendo que AlTn y n son linealmente
dependientes, del Corolario se sigue que también lo son Aln y n. En otras
palabras,

n" Ay = pin” para B #0 y (3.1)
nT Ay = Bon® para By # 0. (3.2)

En general, en el sistema (|1.1) con estas caracteristicas podria darse el caso en que
L1 C Ry 6 Ly C Ry, 6 también podria ocurrir que Ly, Lo C Ry como Li,Ls C Ro.
También podria darse que L sea igual a Ly en R; o en Ry, o incluso tanto L1 como
Lo podrian ser iguales a 3. Dadas todas estas posibilidades, para especificar un sélo
caso de estudio, supondremos que se cumple el caso ideal, es decir, que L1 C R,
Lo C Ry v que todas las rectas son distintas. El sistema en cuestion se ilustra en la
Figura 3.1

3.1. Forma Normal

De manera similar a la seccién 2.2, simplificaremos la estructura geométrica del
sistema ((1.1]) transformando las rectas ¥, L1 y Lo en nuevas rectas que definiremos
posteriormente. Para ello, consideremos el cambio de coordenadas

y=T(z — qo) (3.3)
nT

conqpeXyT = < oT >, con vy y n linealmente independientes, vy por determi-
0

narse. Luego, existe T-! de la forma T~ = (s1 s2), con s1,89 € R2. Observemos
que Ty T~! en esta seccién son distintas a las utilizadas en la seccién 2.2. Hare-
mos uso de las mismas letras simplemente para reutilizar ecuaciones de la seccién 2.2.

De manera analoga a lo hecho anteriormente, si aplicamos esta transformaciéon a 3,
obtenemos que ésta es transformada en 3 definida en (2.5 (X es la recta y; = 0) vy,
como sabemos, ésta divide al plano en R; y Ro definidas en la seccién 2.2.

21
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T2
Ly
Ly )Y
X1
Figura 3.1: Ly, Ly y X son paralelas y distintas.
Ahora, aplicando la transformacién a L, obtenemos
(n" ATy +n"(A1go + b1) = 0. (3.4)

Por otra parte, como TT~! = I, entonces

Trp—1 T
n* T (e
(e )= () &
Utilizando el primer renglén de (3.5)) y (3.1) podemos concluir que

??,TAl T_1 = (nTA1 )T_l s

= (/BlnT>T_17
- Bl(nTT_l)a
= (/816{)7
nT A T~ = (B1,0), (3.6)

por lo que

(n" ATy = (B1,0)y,

= B1y1.
Luego, haciendo
co =n" (Aigo + b;),i = 1,2, (3.7)
escribimos (3.4) como
Biyr +co =0,
o bien,
Co

1= — 75
=



3.1 Forma Normal 23

con 1 # 0. Es decir, L es transformada en la recta

_ c
le{y€R22y1:—5—2 . (3.8)

Observemos que, como xg € X,
A1qo+ b1 =0,
pero, por ser ¥ y L paralelas, tenemos que gy ¢ L1, es decir,

nT(Alqo +b1) =co # 0.

Andlogamente, aplicando la transformacién a Lo, llegamos a que ésta se convierte
en la nueva recta

— C
ng{yew:yl:—i . (3.9)

Hemos convertido las tres rectas originales en tres rectas verticales. Como observéaba-
mos al principio de este capitulo, puede que X, L1 y Lo sean todas iguales o que
L1 C Ry 6 Ly C R;. En este trabajo nos limitaremos a estudiar el escenario en el
que Ly C Ry y Ly C Ry y las tres rectas son distintas. Sin embargo, para que ésto
se dé, se debe tener que

C
_70<0 y

1

€o

De manera exhaustiva, si ¢y > 0, entonces

0.

p1>0y
62<0a

en cambio, si ¢y < 0, entonces

1 <0y
B2 > 0.

En otra palabras, basta con que 8182 < 0 para obtener el escenario que estudiaremos.

A continuacién obtendremos la expresién explicita para esta forma normal. Derive-
mos ambos miembros de (3.3)):

y=T(x — q),

y =Tz,
= T[A(T "y + qo) + b1l
= (TAT )y +TArqo + Thy,
= (TAIT Ny +T(Aigo + br).
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Haciendo A; = TAT~! y by = T(A1qo+b1), tenemos que el sistema en Ry estd dado
por

y = Aly + bl-
Anélogamente, en Ry, obtenemos

y = Ay + bo.

Calculemos ahora cada una de estas matrices y vectores:
L= UnglTil ’

’UgAlT_l = (UgAlsl nglsg).

sin embargo,

Haciendo

c1 = nglsl y (3.10)

co = nglsg (3.11)

ne(22)
1= C1 C2 ’

A, — nTAQT’1
2= UgAQT_l ’

y por (3.6)), obtenemos

Luego,

Sin embargo,

(TLTAQ)Til = (ﬂgnT)Tfl,
= Bo(n"T71),

y, por (3.2)) y el primer renglén de (3.5)),

(n" A9)T~" = (Bpn" )T~
— 52 (nTTfl)
= 526’{7

= (B2,0).
Ademas,

U(j;AQTfl = UgAQ(Sl 82),

= (nggsl UgAQSQ),
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v haciendo

d1 = v(:)FAgsl y (3.12)
dg = UgAQSQ, (3.13)

tenemos que
- (B2 0
= (20

b = < nT(A1q0 +b1) )
vg (A1go +b1) )

En cuanto a los vectores:

Hagamos
do = vg (Arqo + br), (3.14)

para obtener

Notemos que, ya que gy € X y por continuidad del sistema, tenemos
by = T(A2q0 + b2),
=T(A1q0 + b1),
= by.

Por dltimo, podemos usar (2.15) (es decir, el hecho de que Assa = Ajsg) para
concluir que

d2 = 'Ug(AQSQ),
= v (A152),
= C3.

Lema 3.1. Eziste vy tal que dy = 0.

Demostracién. Sabemos que ¢y = n? (A1qg + b1) # 0, es decir, n no es ortogonal
al vector Ayqg+b1. Es claro que podemos tomar algin 7y linealmente independiente
con n tal que Tp(A1qo + b1) = 0, es decir, dyg = 0. O

Finalmente, la forma normal del sistema (1.1)) cuando A7n y ATn son linealmente

dependientes con n es:
pr 0 co
< o Y+ 0 ) Para <0

= (3.15)

B2 0 Co
<d1 o Y+ 0 , para y; >0
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el cual se ilustra geométricamente en la Figura (3.2

Y2

>0
y1 <0 Y

o]

Y1

Figura 3.2: Sistema 1)

De manera similar a lo que se hizo en la seccion 2.2, aplicaremos este procedimiento
descrito para obtener la forma normal de un sistema estudiado anteriormente.

Ejemplo 5. Consideremos de nuevo el sistema del Ejemplo@ del capitulo 1.
De manera similar al ejemplo [}, transformaremos dicho sistema a su forma normal
usando el cambio de coordenadas . Calcularemos los parametros 31, c1, c2, ¢y, B2
y dy para obtener Ay, Aa, by y by y especificaremos las expresiones para L1 y Lo.

‘ 1 2
Hagamos los cdlculos correspondientes. Tomemos vy = < >, n = < 1 > Yy

-1
1 .
q = ( 0 ) € Y del sistema , para obtener
2 1
r=(1 ).

De (5.1), Y , podemos obtener:

Yy, por ;dOZO-

51:1, 61:1 Yy 02:—1,

— 1 0
().

Luego, de y (5.19), tenemos que

por lo que

/62:_1 y d1:0)
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por lo que

— -1 0
Ay — ( Lo ) .
Ademdas, de , podemos obtener:

60:3,

o 3
-5 (1).

Finalmente, la forma normal del sistema es:

1 0 n 3 <0
1 _1 y 0 ) pa’ra yl

por lo que

y su retrato fase correspondiente se ilustra en la Figura[3.5

(3.16)
-0 + 3 >0
0 _1 y 0 7pa’/ra yl
\S\\Zh
- A
Y
0

A

I

Figura 3.3: Retrato fase del sistema (|3.16]).

Las expresiones para las rectas L1 y Lo son las siquientes:

Li={yeR’:y1=-3} y
Ly={yeR*:y =3}.
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Podemos ver que la dindmica del sistema original se preserva, asi como la no
virtualidad de ambos equilibrios: existe una silla en y1 < 0 y un nodo estable en
y1 > 0. También se ha preservado la continuidad del sistema original, asi como la
orbita heteroclinica que conecta el equilibrio en y; < 0 con el de la region y; > 0.



Capitulo 4

Analisis de Bifurcaciones

En este capitulo analizaremos la dinamica de los sistemas y (3.15]) exhibiendo
casos particulares de éstos en donde se dan diferentes fenémenos de bifurcaciones que
generalmente no ocurren en los sistemas lineales. Sin perder de vista que estaremos
trabajando con las formas normales de los SLCPP que construimos previamente,
readoptaremos la variable original x, asi como también los simbolos originales 3, L
y Lo para las rectas (o rayos), y nos referiremos a Ry como x1 < 0 y a Ry como
21 > 0 simplemente. Ademads, supondremos que A; y As son invertibles.

4.1. n y ATn linealmente independientes

En esta seccién nos ocuparemos del estudio del sistema (2.16]). Hagamos un répido
recordatorio de la forma de dicho sistema:

0 1 T+ 0 ara 1 <0
o e bo p 1 <0,
(67s) 1 0

(dl 02>x+<b0> para x1 > 0.

Primeramente, observemos el campo de direcciones del flujo en este sistema, el cual
estd dado por

T = w2,

Ty = c1x1 + caxo + by,
para 1 <0,y

1 = apr1 + T2,

Zo = dix1 + caxo + by,

para x1 > 0. Notemos que en z; < 0, el flujo se mueve horizontalmente hacia la
derecha para xo > 0 y horizontalmente hacia la izquierda para xo < 0. En cuanto
a la regién x1 > 0, el flujo tiene direcciéon horizontal hacia la derecha cuando pasa
“por arriba”de Lo, es decir, cuando x9 > —agx1, y se mueve horizontalmente hacia
la izquierda cuando pasa “por debajo” de Ls, es decir, cuando x2 < —agx;. Este
flujo se ilustra en las figuras y (se tomaron ¢; = cg = 0.2, by = d; = 0.1).

29
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Figura 4.1: Campo de direcciones del flujo del sistema 1’ (g < 0).
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Figura 4.2: (ag = 0).
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Figura 4.3: (ap > 0).

Sea p; = ( g 1 ) el equilibrio en la regiéon 1 < 0. Haciendo los céalculos correspon-
12

dientes, podemos obtener que

bo
pii=——Y%

c1

p12 = 0,

con c¢; # 0. También se debe tener que p11 < 0, por lo tanto es necesario que bgc; > 0,
o de lo contrario, p; seria un equilibrio virtual.

Andlogamente, para el equilibrio ps = < b2 ) en la region x; > 0 tenemos

D22
bo
P21 = ———
apCy — d1
apbo
P2 =———7r,
agce — di

con agce — dp # 0. Nuevamente, para evitar la virtualidad del equilibrio ps, se debe
tener que po; > 0. Hacemos estas aclaraciones ya que, a menos que se especifique
lo contrario, descartaremos la virtualidad de los equilibrios en cualquiera de las
dos regiones y nos limitaremos a trabajar solamente con puntos de equilibrio.

Lema 4.1. Si p1 y p2 son los equilibrios del sistema enz; <0yxzy >0
respectivamente, entonces éstos no pueden ser puntos silla simultaneamente.

Demostracién. Supongamos que by > 0. Por la no-virtualidad de p; se tiene que
c1 >0, y asi, p; es una silla en z; < 0, ya que |4;] = —¢; < 0. Por otra parte, de la
no-virtualidad de ps se sigue que agcy — dyp > 0, pero |As| = agea — di, por lo que
p2 no puede ser una silla.
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Supongamos ahora que by < 0. Usando el mismo argumento, tenemos que |As| =
agce — dy < 0, por lo que ps es una silla en 7 > 0. Sin embargo, también se tiene
que ¢; < 0, por lo que |Aj| = —¢; > 0, es decir, p; no puede ser una silla. O

4.1.1. Centro-Silla

En esta seccion analizaremos el caso en el cual p; es un centro en 1 < 0 y po es
una silla en z1 > 0. Exploraremos la existencia de un fenémeno llamado ciclo limite-
centro y la bifurcacion en la cual éste cambia de estabilidad. Primeramente notemos
que, por ser p; un centro, se tiene que tr(A;) = 0, es decir, que ¢ = 0. Entonces, el
caso particular del sistema que trataremos en este apartado es el siguiente:

0 1 T+ 0 ara x1 <0
1 0 bO y P 1

= (4.1)
1 0
<§f 0>$+<b0>’ para x1 >0
Méds atin, como ps es una silla, tenemos que |As| < 0, pero |As| = —di, por lo que
se sigue que d; > 0. Tenemos también que ps; = —bo y, por la no-virtualidad de

1
P2, se tiene que by < 0. De manera similar, por la no-virtualidad de p;, tenemos que

c1 < 0. Cabe aclarar que, a menos que se especifique lo contrario, supondremos que
ap < 0, es decir, trabajaremos con el caso particular del sistema (2.16) ilustrado en

la Figura

Para comprender mejor la dindmica alrededor de p2, procederemos a determinar los
espacios invariantes E* y E°, para lo cual necesitaremos los valores propios Ag; y
Ao de As y los vectores propios vo1 y w99 asociados a estos de manera respectiva.

Haciendo los célculos correspondientes, obtenemos que 21 y A2y son:

A2 =

N[ =

(g + ¢2) + \/(ao — 02)2 +4d; |,

(4.2)
Agg =

N |—

(ao + 02) — \/(Ozo — 62)2 +4d; |,

. 1

P ot —ag )
_ 1

2=\ M- )

Notemos que, independientemente de los valores que tomen cs y di se tendra que
A21 > 0y que Agg < 0, por lo que

()

y ademas, vo1 y Vg2 son:
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(i )

La Figura [4.4] es un bosquejo para ilustrar E% y E°.

i) e

Ly

Figura 4.4: Espacios invariantes E* y E® en 1 > 0 (ap < 0).

Observemos que E" no se traslapa con Ls, ya que, de ser asi, se darfa que
A21 — ap = —ay,

de donde se tendria que
AQI — O,

lo cual no es posible, ya que py es una silla. Mas atin, como A9 > 0, tenemos que
A21 — ap > —ay,

por lo que la inclinacién de E* siempre es mayor que la de Lo. Andlogamente, F*
no se traslapa con Lo, y
A22 — ap < —ay,

por lo que la inclinacién de Lo es mayor que la de E°.

Ahora consideremos de nuevo py. Sabemos que E* y E* son rayos en 1 > 0y que
intersectan a . Llamemos X, y X a estos dos rayos, respectivamente, ¢q; al punto
de interseccién de X; con X y ¢ al punto de interseccién de X,, con ¥, y hagamos

q11
1= )
7 ( q12 )
_ g21
© < g2 ) '
Observemos que, por ser q; y g2 ambos puntos de X, se tiene que ¢11 =0y g21 = 0.

Calculemos ahora 12 y goo. Sabemos que tanto X como X, pasan por ps, por lo
que las ecuaciones de estos dos rayos estan dadas por

Xy = p2 + sva1,
Xs = po + sv99,
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con s € R. Sabemos, adema&s, que ¢g; también es un punto en Xg, por lo que se

cumple
° ( \ > ( : > < >’ (4.3)

de donde obtenemos que
pa1+s=0,

por lo que
§ = —p21.

Por otra parte, de (4.3)) tenemos también que

(apa1 + p22) — P21X22 = quo,

pero, como po es un punto de Lo, obtenemos que
q12 = —A22p21-
Andlogamente, podemos obtener que
q22 = —A21P21-

Consideremos ahora el retrato fase del sistema (4.1)), el cual se ilustra en la Figura
4.5

]
Figura 4.5: Retrato fase de 1D (ap < 0).

Prestemos especial atencién a la 6rbita que nace en el origen y fluye describiendo
una elipse en 1 < 0; llamémosle (t). Por la simetria de dicha elipse, sabemos que,
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para algin ¢, el flujo de esta érbita regresa al mismo punto de partida sin atravesar
>, ni abandonar la regién x1 < 0 de ninguna manera. Al llegar de nuevo al punto
de partida, es decir, al origen, el flujo continia describiendo exactamente la misma
elipse y(t), la cual, eventualmente volvera una vez més al origen para repetir este
evento. También podemos ver que las soluciones que nacen en el segmento de X
entre q; y g2 convergen a y(t). A continuacién enunciaremos ésto con la siguiente
proposicién y daremos una demostracion con un enfoque geométrico.

Proposicién 2. Considere el sistema . Siag<0,bp<0,d >0,c0 <0y
ca =0, entonces y(t) es una solucion estable.

Demostracién. Sean ¢.(z) y ¢:(x) el flujo del sistema en 21 < 0 y x1 > 0 respec-
tivamente y definamos

A = q2 + qo.

Notemos que, como g < 0,

A = —Xaapa1 — Aa1poat,
= —pa21(A21 + A22),

bo
= —a«
d1 0
>0,
es decir,
q12 > —q22,
o bien,
q12] > [g22]- (4.4)

Consideremos ahora el flujo en 21 < 0 que nace en ¢o,
bi(q2)-

Esta fluye describiendo un arco eliptico, el cual, eventualmente llegard de nuevo
a algin punto en X, pero, debido a que este arco es simétrico, este ultimo punto
forzosamente debera ser —qo. En otras palabras, existe tg tal que

P10 (q2) = —qo,

con
0 < —@q22 < qu2,

debido a ([£.4) (Ver Figura [4.6).

A continuacidn, este flujo continia, pero ahora en la regién xy > 0, donde hay una
silla. Ahora hablaremos del flujo en 21 > 0 que nace en —gs:

Vi(—q2).
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T2

Q19

ES

Ly

1

E uw

42

Figura 4.6: Arco eliptico en 1 < 0.

Dicha érbita fluye de forma horizontalmente positiva hasta intersectar a Lo, donde
atraviesa a ésta de forma vertical hacia abajo y cambia de direccién, ahora fluyendo
de manera negativa horizontalmente. Sabemos que la érbita no puede atravesar a
E* ni coincidir con g9, por lo que, necesariamente, debe existir ¢1 tal que

Y1, (—q2) = po,

con py = < p(())z ) € X tal que (ver Figura

q22 < po2 < 0.
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o

(t) @

* >
£
Po?
q2
Figura 4.7: ¢(—q2) en 1 > 0.
N )
p— {2
v(t)
—Poy
* TE
Po
q2

Figura 4.8: Arco eliptico de py hasta —pg.

Luego, el flujo se incorpora a la regiéon x; < 0 y se describe otro arco eliptico que
inicia en pg y, por simetria, regresa a Y., intersectando a ésta exactamente en —pq

(ver Figura [4.8)).
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De la misma manera, a continuacién se describe otra érbita en 1 > 0 que inicia en

, 0 .
—po y vuelve a ¥ en algin punto p(l) = < L > tal que pg2 < pél < 0 (ver Figura

01
19).

Figura 4.9: Ilustracién del proceso descrito.

Luego, el flujo se incorpora de nuevo a la regién x; < 0 y se repite el proceso
sucesivamente (ver Figura [4.10]).

En otras palabras, si t — oo, tenemos que
Pi(g2) = (1)

Observemos que, el razonamiento anterior es también valido para cualquier punto
0 . . .

p= ( » ) en ¥ tal que —go2 < py < qi2, ya que, ¥(p) viaja de la misma manera
y

que 1¢(—q2) hasta volver a ¥, sin embargo, esta primera 6érbita no toca a esta tltima,
ni coincide con ¥ en g2, por lo que ¥(p) necesariamente regresa a X en un punto

0
/= tal que
g < v ) 4

y asi, el proceso descrito anteriormente ocurre y, si t — oo,

G2 < Py < P02

oe(p') = (1).
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)

Figura 4.10: ¢¢(q2) — ~(t) cuando t — oo.

De esta forma, tenemos también que

dt(q) = (1)

0 >€Etalque

cuando t — oo, para q = <
Qy

q22 < @y < —@22.

Con el teorema anterior se ha probado que, al considerar puntos sobre el segmento
de ¥ que une a gy con qi, el flujo que nace en cualquiera de éstos, converge a y(t).
Por otra parte, si consideramos ahora puntos en el interior de 7(t), el flujo que nace
en éstos describe elipses totalmente contenidas en x7 < 0, como un centro cualquie-
ra. Si consideramos lo que ocurre en todos estos puntos, tenemos que, mientras que
en el interior de v(¢t) hay un centro, en su exterior, el flujo converge a ésta. Este
fenémeno es conocido como un ciclo limite-centro (ver Figura [4.11]).
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Figura 4.11: Ciclo limite-centro (estable).

Ahora consideremos el caso en que ag = 0. Tenemos que
A =0,
por lo que
q12| = [go2]-
Si consideramos ahora ¢;(q2), sabemos que este flujo describird un arco eliptico en
1 < 0 y regresara a X para algin ¢, exactamente en —go. Pero,

—q2 = q1,

por lo que, al continuar el flujo en 1 > 0, éste se mueve sobre E* hasta llegar a po,
luego se desliza por E* hasta llegar de nuevo al punto de inicio, g2, para repetir la
trayectoria (Ver Figura |4.12)).

En otras palabras, existe una érbita homoclinica que conecta a ps consigo mismo.
En la Figura se presenta una ilustracién del retrato fase de (4.1]) para ag = 0.

En cuanto al caso en que ag > 0, tenemos que
A <0,

por lo que
q12 < —q22. (4.5)

De manera similar al caso en que ap < 0, la dindmica del sistema (4.1]) sugiere la
creacién de un ciclo limite-centro, s6lo que, en este caso, y(t) es inestable. Proce-
diendo de igual manera que en la prueba de la Proposicion [2] demostraremos que
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Figura 4.12: Orbita homoclinica que conecta a py consigo mismo.

las soluciones que nacen en el exterior de v(t) divergen de ésta.

Primeramente probemos ésto para puntos sobre el segmento de ¥ que conecta a ¢
con gs. Consideremos el flujo que nace en ¢, solamente que en este caso consideremos
el sentido inverso de este flujo. El flujo en reversa atraviesa x; < 0 formando un arco
eliptico que regresa a . intersectando a ésta en —qq, pero, en este caso,

q22 < —q12 < 0.

A continuacién, el flujo continda su trayectoria por x1; > 0 y se repite el evento
descrito en la prueba de la Proposicion [2| es decir,

ot(q1) — v(t)

cuando t — —oo. Asi, ¢(q1) diverge de () cuando t — oo (ver Figura [4.14]).

Con esto y usando los mismos argumentos que en la prueba de dicho teorema,

0 >€Etalque

tenemos que para p = (
Py

q22 < Py < 412,

oi(p) — (t)
cuando t — —oo. Por lo tanto, ¢.(p) diverge de () cuando t — oc.

0 ) € ¥ tal que
Qy

Es fécil ver que el flujo que nace en ¢ = <

q12 < qy
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K\K ¢

Figura 4.13: Retrato fase de 1) (g = 0).

<

0

o

se incorpora a la silla en 21 > 0 y diverge de 7(¢) cuando ¢ — co. Ademas, el flujo

0
que nace en ¢’ = < J ) € X tal que
y

qy < 22

regresa a X en —¢’ s6lo para incorporarse a la silla y diverger también de ~y(¢) cuando
t — 00. Asi, 7(t) es un ciclo limite inestable en 21 < 0. Luego, la dindmica en el
interior de 7(¢) es la usual de un centro.

De esta forma, hemos confirmado la existencia de un ciclo limite-centro (ver Figura
4.15)).
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Figura 4.14: ¢4(q1) diverge de 7(t) cuando t — oc.

Figura 4.15: Retrato fase de 1) (g > 0).



44 Anilisis de Bifurcaciones

4.1.2. Foco-Foco

Ahora nos dedicaremos al estudio de un caso particular del sistema ([2.16)

0 1 T+ 0 ara 1 <0
o e bo p 1 <0,
(&7s) 1 0

(dl 02>x+<b0> para x1 >0,

en el cual p; es un foco virtual en 1 < 0y p2 es un foco en 1 > 0. El problema que
ahora nos planteamos es probar la existencia de un ciclo limite dadas las condiciones
establecidas para p; y po. En otras palabras, exploraremos condiciones para las cuales
ocurra un fenémeno como se ilustra en la Figura Notemos que, en este caso,
tenemos que po; > 0. Tenemos también que |A;| = —¢; > 0, por lo que ¢; < 0.
Ademas,

|A2’ =ages —dy >0

y, por la virtualidad de pq, se tiene que bg > 0.

Podrian surgir preguntas como: jpor qué estudiaremos el caso en que p; es un equi-
librio virtual?, ;es realmente necesario que p; sea virtual? é jqué ocurriria si este
equilibrio no fuese virtual? La respuesta a la tercera pregunta es algo digno de aclarar
y que, a su vez, responde las otras dos preguntas. Ahora justificaremos el porqué no
es posible que tanto p; como ps sean focos simultaneamente. Supongamos, por un
momento, que ambos equilibrios son focos y ninguno de ellos es virtual. Por las
restricciones de parametros establecidas anteriormente y por la no-virtualidad de po
tendriamos que by > 0, lo que implicaria que p; fuese virtual, lo cual es una contra-
diccién. Mas aun, es facil ver que la no-virtualidad de po implica la virtualidad de
p1 y viceversa, debido al signo del pardametro by en cada caso. De esta forma, pode-
mos concluir que tanto el escenario en que p; y p2 son ambos focos no es factible,
asi como tampoco lo es el caso en que ambos son focos virtuales. Necesariamente
se debe tener que uno de los focos sea virtual y el otro no lo sea, lo cual es lo que
estudiaremos en este apartado.

Parte del problema es dar respuesta a preguntas como: ;existirdn q; y g2 tales que
den sentido al evento ilustrado en la figura? y si fuese asi, jpara cuales t1,to se
daria esto? Es decir, debemos encontrar para qué t; > 0 podemos partir de ¢
mediante el flujo ¢y hasta llegar a ¢o a través de x1 > 0 y para qué to > 0 podemos
partir “de manera continua”de g a mediante ¢, para regresar a gq; atravesando la
region x1 < 0. Simbdlicamente podemos plantear esta cuestion mediante el siguiente
sistema de ecuaciones:

Y (1) = qo,
b1, (q2) = q1, (46)

con —<0) —<0>€E
« q12 2 q22 '
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£L2

q1

?i(ga) Ui(q)

1

2

Figura 4.16: Ciclo limite hipotético.

Primeramente, presentaremos evidencia numérica que sugiere la existencia del ciclo
limite en cuestion. Tomemos ¢; = —1, by = 0.4, ag = 1, d1 = =3, co = —0.6 y fije-
0 .
1) Es decir, tenemos un foco estable en z1 < 0,
ya que tr(A;1) = ¢; < 0y un foco inestable en z1 > 0, ya que tr(As) = g+ c2 > 0.
La orbita que parte de la condicién inicial que fijamos se ilustra en la Figura [4.17]
Puede observarse que la orbita en 7 > 0 intersecta a X en un punto cuya or-

mos la condicién inicial zg =

T2

gy =

Ry

Figura 4.17: Orbita que parte de la condicién inicial establecida. (coa = —0.6)

denada es menor a la ordenada del punto de interseccién de ¥ con la érbita en
x1 < 0. Ahora tomemos ¢s = —0.7 pero conservemos los mismos valores para to-
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dos los demas parametros, asi como la condicion inicial anterior. La orbita que parte
de dicha condicién inicial con este valor numérico para cy se ilustra en la Figura[4.18

T2

Wi =

Figura 4.18: Orbita que parte de la condicién inicial establecida. (co =—0.7)

Ahora la érbita en x1 > 0 intersecta a ¥ en un punto cuya ordenada es mayor a
la ordenada del punto de interseccién de ¥ con la 6rbita en x; < 0. Esto indica
que, cuando co = § para algin J tal que —0.6 < § < —0.7, la érbita en 1 > 0
intersectara a Y exactamente en el mismo punto de intersecciéon con la érbita en
z1 < 0. Es decir, cuando ¢y = § se tendra la existencia del ciclo limite.

Habiendo presentado esta evidencia numeérica de la existencia del ciclo limite en cues-
tién, daremos ahora una prueba analitica de que éste en efecto existe. Mantendremos
la misma configuracion presentada en la evidencia numeérica, es decir, p; es un foco
virtual estable (tr(A1) = co < 0) y p2 es un foco inestable (tr(As) = ag + c2 > 0).

Primeramente, los valores propios de Ai, A11 y A1, son:

1
)\11=§ (02+\/C%+401>,
1 / 2
5 Ccy — C2+401 s

A2 =

con c% +4c1 < 0.

Los valores propios de Ay fueron calculados previamente en la seccién 4.1.1 y estdn
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dados en (4.2). Estos son:

Dot = <(a0 o)+ /(a0 — )2 + 4d1> ,

<(ao T e2) = \lao — ) + 4d1> ,

N = N =

A2 =

con (ag — ¢2)? + 4d; < 0.

Hagamos

Recordemos que el flujo en 1 < 0y en x1 > 0, ¢(x) y Y¢(z) respectivamente estén
dados por (ver Apéndice

dr(z) =Mz —p1)+p v
Pe(z) = 2 (z — po) + po,

lo cual podemos escribir de la siguiente manera:

or(x) = e* ' Py B (t)P{ H(x — p1) + p1,
Yi(x) = 2 PyBy(t) Py H(x — p2) + pa,

donde

o _ [ cosBit —senfit (0 1 .
Bl(t)_<senﬁit cos it ),PZ—<& ai), para i =1,2.

Asi, podemos escribir (4.6)) de la siguiente forma:

e Py By (t1) Py g1 — p2) + (p2 — @) =
e 2P By (t2) Py g2 — p1) + (p1 — @1) =

Ahora multipliquemos 1’ por P{l y 1) por P 1 ambos por la izquierda para
obtener:

e“ By (t1) Py (g1 — p2) + Py '(p2 — 2) =
2By (ta) Py (q2 — p1) + P (p1 — q1) =
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Haciendo los cdlculos correspondientes, obtenemos explicitamente el sistema ({4.6]).
Este es el sistema que resolveremos:

f1(t) = e*2%(cos Bat + r1 sen fat) = 51, (4.9)
1
fa(t) = e*2(cos Bat — — sen fat) = 1, (4.10)
1
g1 (t) = ealt(COS b1t + 9 sen Blt) = S9, (411)
1
ga(t) = e*'(cos f1t — — sen Byt) = 1, (4.12)
r2
donde
_— Babo
1 kg )
,_h
1 k’Q’
— B1bo
2 k4 ;
-
2= 1
y ademas,

k1 = boag + qa2(aper — dy),
k2 = boaa + qi2(ape2 — dy),
k3 = a1bg — qi2c1,

ky = a1by — g22c1.

Obsérvese que k4 < 0y ko > 0. Los signos de k1 y k3 se determinaran mas adelante
de manera conveniente. Concluimos entonces que r; > 0y ro < 0.

Para resolver este sistema, probaremos que existen t1 > 0 que satisface simultanea-

mente (4.9) y (4.10) y t2 > 0 que satisface simultaneamente (4.11)) y (4.12). Primero
resolvamos de esta manera (4.11)) y (4.12]).

Consideremos ¢/ (t) y g4(t). Haciendo los célculos correspondientes obtenemos que

g1(0) =Biro+a; <0 y
g5(0) = gaacq > 0,

por lo que g;(t) es decreciente en t = 0 y go(t) creciente en t = 0. Consideremos
ahora las grificas de ambas funciones, las cuales se ilustran en un mismo plano en
la Figura [4.19
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Figura 4.19: Gréfica de ¢1(t) y g2(t).

En general, f(t) = Acos(at) + Bsen(at) = M cos(at + ¢), donde a,A,B,¢ € Ry
M =A% + B2, asi, |Acos(at) + Bsen(at)| < |[M]. De esta manera, tenemos que

g1(t) = Mye® cos(But + 1), (4.13)
ga(t) = Mae®" cos(Brt + ¢o), (4.14)

con ¢1, 2 € R. Por lo que

g1 ()] < |Myle* y
|g2(t)] < | Male™?,

donde

En el Apéndice |Bfse prueba que ¢1 — ¢2 = 5. De esto tenemos que

g1(t) = My1e® cos(Bit + ¢1),
= Mie“ cos ((ﬁlt + ¢2) + g) ,

por lo que
g1(t) = —Mye* sen(Bit + ¢2). (4.15)
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Al comparar (4.14) y (4.15)), podemos ver que los puntos de tangencia de g; con
Mie*t son los ceros de go y viceversa, lo cual se observa claramente en la Figura

m por lo cual es claro que existe algin to > 0 tal que ga(t2) = 1y g1(t2) < 0, es
decir, que (4.12) tiene solucién y, ademds, ta = ta(cy, c2, by, g22). Para que el mismo
t9 sea solucién de (4.11]), debemos resolver (ver Figura |4.19))

52 = g1(t2) = —ma. (4.16)
Pero s9 = s2(q12), por lo tanto, (4.16) tiene como solucién

a1by + miky

q12 =
C1

Esto garantiza que existe ty que es solucién de (4.11)) y (4.12)) simultaneamente.

De manera andloga, resolvamos las dos ecuaciones restantes. Tenemos que

[1(0)=az+7r1f>0 y
f2(0) = —qra(apcz — di) < 0.

En la Figura las graficas de fi(t) y fa(t):

Figura 4.20: Grafica de fi(t) y fa(t).

Por argumentos similares a los anteriores, tenemos que
f1(t) = N1e®2 cos(Bat + p1), (4.17)
fa(t) = Noe®?! cos(Bat + p2), (4.18)
por lo que,

|f1(t)] < |Nyle®?t y
| f2(t)] < | Nag|e®?,
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donde

N1:\/1+r% >1y

1 2
No=4/1+ <> > 1.
1

De manera similar a lo anterior, podemos concluir que
f1(t) = —N1e*?' sen(Bat + p2) (4.19)

y al comparar y (4.19), vemos que los ceros de f son los puntos de tangencia
de fy con Npe®?! y viceversa, lo que garantiza la existencia de una solucién t; =
ti(a,dy) > 0 para . Ahora, para resolver (4.9) con dicho #; como solucién,
basta encontrar ag y d; tales que

s1 = fi(t1) = —ma,

con mg = ma(ap,d;) > 0. Es decir, encontrar o y d; tales que cumplan la igualdad

—mo = ﬁ e
2 kQ
F(Oé(], dl) = bo(l + mz)(Od() + 02) + 2(@062 - dl)(Q22 + mqug) =0. (4.20)

Utilizaremos el Teorema de la Funcién Implicita (ver Apéndice para resolver
(4.20). Al inicio de la seccién, demostramos la existencia de una solucién particular

de (4.20]). Ahora bien,
oF

dag dayp dag

(4.21)
Omo

Obsérvese que go2 + maqia < 0y Pae > 0 en la solucién particular, por lo tanto,

%(ao,dl) > 0, por lo que se cumplen las hipétesis del Teorema de la Funcién

Implicita.

De esta manera hemos demostrado el siguiente teorema:
Teorema 1. Considere el sistema

0 1 T+ 0 ara x1 <0
c1 ¢ bO p 1 )

&= (4.22)

SRR D >0
4 e T bo para T .

Si p1 es un foco estable virtual en x1 < 0 y pa es un foco inestable en x1 > 0,
entonces existe un ciclo limite.

5] 5]
(g, di) = bo ((1 +ma) + (a0 + CQ)mQ> +2 ((04002 - dl)QlQﬂ + (q22 + m2<112)€2) .
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Finalmente, para ilustrar la demostracién anterior, procederemos a dar un ejemplo
de un ciclo limite generado con valores numéricos para los pardmetros de tal manera
que las ecuaciones (4.9), (4.10), (4.11) y (4.12) son resueltas. Primeros fijemos los

valores

c1=-1, c@=-05 by=04 y gn=-1

Al dar estos cuatro pardametros, podemos escoger ¢i2 tal que to = 2.25, el cual es
solucién de (4.11) y (4.12). A continuacién fijemos ap = 1 y encontremos d; para
obtener ¢; que resuelva las dos ecuaciones restantes. Para ello, hagamos

hi = fi(t1) — s2 =0,
hy = fa(t1) =1 =0.

Podemos utilizar una gréafica de t; vs d; para obtener una aproximacién numérica
para dy y t1 (ver Figura |4.21).

-5.9804

-5.9806

-5.9808
-5.981
dq

-5.9812

-5.9814

-5.9816

1.5317 1.53175 T 1.5318 1.53185 1.5319
“1

Figura 4.21: Grafica de hy =0y ho = 0.

De la figura podemos obtener:

dy =~ —5.98113 y t; ~ 1.53178.

Con estos valores numéricos para todos los pardmetros, podemos simular el ciclo
limite que se genera (ver Figura [4.22]).
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Figura 4.22: Ciclo limite simulado (¢; = —1,¢c0 = —0.5,by = 0.4,d; =
5.98113,a0 = 1).

En la Figura [4.23] se verifica mediante simulacion la estabilidad del ciclo limite.

N

Figura 4.23: El ciclo limite simulado es estable.

4.2. ny Aln linealmente dependientes

En esta seccién analizaremos la forma normal (3.15) exhibida en la seccién 3.1.
Debido a la dindmica que presenta este sistema, es posible observar la ocurrencia de
la bifurcacién silla-nodo, la cual presentaremos a continuacién.
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4.2.1. Bifurcacion silla-nodo

Primeramente recordemos la estructura del sistema (3.15)):
pi 0 co
< o T+ R para x1 <0

B2 0O co
<d1 e T+ R para x1 >0

En la seccién 3.1 se aclaré que en este trabajo estudiariamos el escenario en don-
de 182 < 0 para tener una sola recta L1 6 Ly en cada regién delimitada por X,
por lo que, al fijar ¢z, la dinamica en ambas regiones del plano queda determinada
instantaneamente. Mds ain, los tinicos escenarios posibles son tener una silla en
21 < 0 y un nodo en x; > 0, 6 viceversa. Por ejemplo, si co < 0y 1 > 0, entonces
B2 < 0, y asi, p1 es una silla, mientras que p2 es un nodo. Por otro lado, si co < 0,
B1 < 0y B2 > 0, entonces p; es un nodo y ps es una silla. Lo analogo ocurre si ca > 0.

Calculemos ahora los equilibrios en cada regién: el equilibrio p; en z1 < 0 es:

Co

P11 = ——
B’

C1Co
P12 = .
Bica

Para la regién z; > 0, el equilibrio po estda dado por:

co
D21 = ———
B2’

dico

P22 = 5—.
Baca

Observemos que las rectas Ly y L son invariantes y, ademaés, debe darse que co # 0.
Sabemos también que

o(A1) ={B1,c2} v 0(A2) = {B2,c2},

lo cual, al ser todos estos eigenvalores niimeros reales, descarta inmediatamente la
existencia de focos en este sistema. Ademads, los eigenvectores asociados a 31, 82 v
co respectivamente vy, vg y v3 son:

Bi1—c2
e C1
(7).
52{;02
e 1
V2 < 1 > )

4
[or
Il
i)
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Figura 4.24: Existen dos equilibrios cuando ¢y < 0, un sélo equilibrio para ¢y = 0,
el cual desaparece cuando ¢y > 0.

Mientras que el parametro ¢y determina la virtualidad o la no-virtualidad de cada
equilibrio, este también tiene un papel importante en la ocurrencia de la bifurcacién
silla-nodo. Es facil observar que

P1—>07
P2—>O>

cuando ¢y — 0. Ademds, al cambiar ¢y de signo, también se invierte la virtualidad
de ambos equilibrios, es decir, si ambos equilibrios son virtuales, al cambiar de
signo dicho pardametro, ambos equilibrios pasardan a ser no-virtuales y viceversa. Por
ejemplo, si 1 < 0y B2 > 0, entonces p; y ps son ambos equilibrios no-virtuales
cuando ¢y < 0. Luego, a medida que ¢y — 0, ambos equilibrios se acercan a 0 hasta
colapsar en el origen para dar lugar a un sélo equilibro cuando ¢y = 0. Después,
cuando ¢y > 0, ambos equilibrios se vuelven virtuales, es decir, estos desaparecen.
Esto se ilustra en la Figura Anaélogamente, si fijamos 57 > 0, 82 < 0, tenemos
que ambos equilibrios son virtuales cuando ¢y < 0 y también que estos se acercan a
0 a medida que lo hace ¢y, colapsando en el origen cuando ¢y = 0. Luego, si ¢y > 0,
estos equilibrios se vuelven no-virtuales (ver Figura . En otras palabras, ¢y es
el parametro de la bifurcacién silla-nodo que ocurre en este sistema. Asi, hemos
demostrado el siguiente teorema:

Teorema 2. Considere el sistema . Si 5162 < 0 y co # 0, entonces ocurre la
bifurcacion silla-nodo en co = 0.

Ejemplo 6. Tomemos co <0, 51 <0 y B2 > 0, es decir, p1 es un nodo estable y pa
una silla. En las figuras [].26], [7.27 v [£.28 se ilustra el retrato fase para el sistema
con estas condiciones en funcion del signo de co. Asi, el diagrama de bifurcacion
para este ejemplo se ilustra en la Figura[{.29
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Figura 4.25: No hay equilibrios para ¢y < 0. Ambos colapsan en el origen cuando
co = 0 para volverse no-virtuales cuando ¢y > 0.

Figura 4.26: Retrato fase para ¢y < 0.
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(&)

Figura 4.29: Diagrama de bifurcacién para el ejemplo @

Ejemplo 7. Ahora hagamos ca < 0,81 > 0y B2 < 0. Tenemos asi que p1 es una silla
y p2 un nodo estable. De manera similar al ejemplo anterior, se ilustra el diagrama
de bifurcacion para este caso en la Figura[{.30

Z

Figura 4.30: Diagrama de bifurcacién para el ejemplo Iﬂ



Apéndice A
Resultados de Ecuaciones Diferenciales

Clasificacion de retratos fase de sistemas lineales

Sabemos que existen cuatro tipos diferentes de retratos fase para sistemas lineales:
nodos, focos, centros y sillas. A continuacién clasificamos cada uno de ellos (ver [5]):

Considere el siguiente sistema lineal simple en R?
T = Ax (A.1)

y sean puj = tr(A) y ps = det(A), entonces
1. Si pg < 0, entonces ((A.1]) tiene un punto silla en el origen.

2. Si pg >0y puf —4pg > 0 entonces (A.1) tiene un nodo en el origen. Es estable si
11 < 0 e inestable si p; > 0.

3.Si o >0, u3 —4us < 0y puy # 0, entonces (A.1) tiene un foco en el origen. Es
estable si u1 < 0 e inestable si 1 > 0.

4. Si py > 0y pp =0 entonces ((A.1]) tiene un centro en el origen.
El sistema no homogéneo

T=Az+b

es simplemente una traslacién de (A.1)).

Solucion de sistemas lineales no homogéneos

Consideremos el sistema lineal de la forma
& =Ax+0b, (A.2)

con A € Maya(R), b € R? y |A] # 0, la solucién de este sistema puede calcularse de
la siguiente manera:

99
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det(A)

¥(A)

Figura A.1: Retratos fase del sistema 1) en funcién de la traza y el determinante
de A.

Sabemos que, como |A| # 0, entonces existe solamente un equilibrio Z, el cual
esta dado por
i=—-A"1b

“Factoricemos” A en para escribir £ como
i = Az + A7'D).
Ahora, utilicemos el cambio de variable
y=x+ A, (A.3)
y derivemos esta expresion para obtener

Y=,
y = Ay. (A4)
Como sabemos, la solucion de ([A.4) que parte de la condicién inicial yy estd dada

por
y = e yo.

Podemos escribir la solucion anterior en términos de x para obtener la solucion del

sistema original (A.2]):
z(t) + A7 = et (zg + A7),
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por lo que
z(t) = e (xg+ A7b) — A7 1b

y escribiendo esto Ultimo en términos de Z, tenemos

z(t) = eMNag— ) + &

C e e o1
para la condicién inicial xy = .
202

Matriz Exponencial cuando existe un foco

Consideremos la matriz A tal que

A~ J,

(o -8
J‘<ﬁ a)’

con o, 8 € Ry, ademas, los valores propios A1 y A2 de A son

donde

A= a+1if,
)\ZZO‘_iﬁ)

cuyos vectores propios respectivos son
v = ! +1 0
1— o B )
v — I ; 0
Sabemos también que existe una matriz P invertible de la forma
0 1
P=
(5 2)
tal que A = PJP~!, por lo que podemos calcular e!4 como
etA — PetJP—l,
donde

ol _ gat (€08 bt —sen 5t
N sen St cos (Bt '

Orbitas elipticas de un centro

(A.5)
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En este apartado probaremos que las érbitas de un centro (en particular el sistema
(4.1])) son elipticas. Consideremos el sistema de la forma

&= Jx, (A.6)

donde J = < 2 —Ow >, w € R. Observemos que o(J) = {+iw}, por lo que, como

sabemos, las soluciones de este sistema forman un centro. Dichas soluciones estan
dadas por

z(t) = e xy.

Ademas, también sabemos que

tJ coswt —senwt
etd —
senwt  coswt

Zo1

Suponiendo que xg = < ), con xo1, To2 € R, entonces escribimos x(t) como

To2
x1(t) coswt —senwt Zo1
fL'(t) = = )
xa(t) senwt  coswt 02
de donde obtenemos
x1(t) = xo1 cos wt — oy sen wt,
x9(t) = xo1 senwt + xgy cos wt.

Luego,
i(t) + 23 (t) = 2y + 2. (A.7)

Podemos reescribir (A.7) haciendo r? = 23, + x3,, de tal manera que la conclusién
a la que llegaremos se vea de una forma més clara:

x%—kx% =72

Como podemos ver, las soluciones z(t) son circunferencias para cada t. Esto prueba
que las drbitas del centro en el sistema ((A.6)) son circunferencias.

Ahora pasaremos a explorar el sistema de la forma

T = Az, (A.8)

donde A € Mayx2(R) y A ~ J, con J definida como en (A.6)). Por esta similitud
sabemos que existe P invertible tal que A = PJP~!. Consideremos ahora el cambio
de coordenadas

y= P 1z, (A.9)
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también con | P~1| # 0. Derivemos ahora y para obtener el nuevo sistema de manera
explicita:

=P,
= P~ !(Ax),
= P71 A(Py),
= (P71 AP)y,
y=Jy. (A.10)

Usando el cambio de coordenadas (A.9), hemos transformado el sistema (A.8) en
otro de la forma (A.6)), el cual sabemos que tiene un tnico equilibrio, que es un
centro. Por lo expuesto anteriormente, sabemos también que las orbitas de dicho

. : C e ([ Yo
centro son circunferencias y que, para la condicién inicial dada por yy = se
Yo2

cumple
Yi + 15 = Y31 + Yo (A.11)

Pero lo que nos interesa es determinar el comportamiento de las orbitas del centro
en el sistema (|A.8). Para lograr esto, el objetivo es utilizar la relacién que existe
entre (A.8) y (A.10)), establecida mediante P.

Consideremos de nuevo P! y llamemos w{ = (w11 wi2)y wg = (w91 wy) a su
primer y segundo renglén respectivamente. Entonces, por (A.9)), tenemos

(2)-CE)
Yo ng ’

de donde obtenemos

3/1 - 1 3]',
T
Yo = Wy .
Pero,
T X1
wy T = (’11)11 w12) < >
)
= w1121 + W12T2,
y
T X1
wy = (w21 wa2) < >
T2
= wW21x1 + Wo2X2
Por lo que

Y1 = w111 + wi2T2, (A.12)
Y2 = W21T1 + W22T2. (A.13)
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Sustituyendo (A.12) y (A.13)) en (A.11) y haciendo rZ = 42, + y2,, obtenemos

(wiizy + w12x2)2 + (w211 + w22x2)2 = r%.

Desarollando esta expresion y reacomodando términos, obtenemos una ecuacion
cuadratica en x1 y xo:

(W} + w3y)oT + 2(wiwiz + warwaez)T1T2 + (Wi + wiy)r3 — 15 = 0. (A.14)

Consideremos ahora el indicador I de esta ecuacién. Haciendo los calculos corres-
pondientes, obtenemos que

I = —4(wywan — wawiz)?.
Notemos que I # 0, ya que, para que esto se dé, se debe tener que
wiiwag — wawiz = 0,
lo cual no es posible, ya que

wi1way — warwiz = [P # 0.

Por lo tanto concluimos que I < 0y asi, ({A.14) es la ecuacién de una elipse. Con
esto hemos probado que las d6rbitas del centro en el sistema (A.8]) son, en general,
elipses.

Volvamos ahora al sistema (4.1]). Sabemos que p; es un centro con érbitas elipticas,
pero pasemos a investigar bajo qué condiciones estas Orbitas seran circunferencias.
De (|A.14)) podemos observar que, para que esta sea la ecuacién de una circunferencia,
se debe tener que

wiiwiz2 + weiwa = 0,

y también que
2 2 2 P
wiy + wy = Wiy + wiy. (A.15)

Sabemos que o(A;) = {A11 = V/—cii,A\12 = —y/—c1i} y que el vector propio v

asociado a A1 es
(1 n 0 .
v=1_ _Jma 1,
0 1
P‘(—w—Tl o)’

-1 0 — 1,
Pt = V=er |
1 0

por lo que

y asi,
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es decir,
wyp =0,
1
w12 = ——F—,
w91 = 1,
w2 — 0.

Sustituyendo estas cuatro igualdades en (A.15)), tenemos

Cc1 = —17

es decir, las érbitas del centro en 7 < 0 son circunferencias para c¢; = —1 y elipses
para c; # —1.



Apéndice B
Argumentos trigonométricos

Sabemos que

g1(t) = Mye®*(cos(Brt + ¢1))
= Mlealt(cos(ﬂlt) cos(¢1) — sen(ft) sen(¢y))

sin embargo, por (4.11)), tenemos que

cospr =My
sen ¢1 = —Mjr,
por lo que tan ¢1 = —re > 0. Similarmente,

ga(t) = Mae*(cos(Bit + ¢2))
= Mye®'(cos(B1t) cos(¢ha) — sen(B1t) sen(¢o)),

y por (4.12), tenemos que

cosgp =My y

1
Sen qf)g = M277
2

por lo que tan(¢y) = % < 0. Luego, sabemos que

tan ¢1 — tan ¢q

t — ) = ,
an(¢1 — ¢2) 1 + tan ¢1 tan ¢o
pero tan ¢1 tan ¢o = —1, por lo que
s
¢1 - ¢2 = 5
Anidlogamente, puede calcularse que
s
p2 —pP1 = 9

66



Apéndice C
Teorema de la Funcion Implicita

El siguiente teorema fue extraido de [7] y se incluye sin demostracidn.

Teorema 3 (Teorema de la Funcién Implicita). Sea f : R™ x R™ — R™ continua-
mente diferenciable en un conjunto abierto que contiene a (xo,y0) y f(zo,y0) = 0.
Sea M = Dy f(xo,y0). Si det(M) # 0, entonces existe un conjunto abierto A C R"
que contiene a xg y un conjunto abierto B C R™ que contiene a yg, con la siguiente
propiedad: para cada x € A, existe una tunica g(x) € B tal que f(x,g(z)) = 0. La
funcion g es diferenciable.
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