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Introduccion

La teoria de bifurcaciones es un campo matematico que se centra en el estudio de
los cambios que presenta la estructura cualitativa o topoldgica del comportamiento de un
conjunto de ecuaciones. Muchas personas nos hemos preguntado ;qué papel o importancia
tiene esta teoria en la vida cotidiana?, esta teoria tieme una importancia practica muy
importante en ingenieria, fisica, biologia, quimica y en la misma matematica. Tal vez alguien
se ha cuestionado el hecho de que algunas poblaciones (animales, bacterias, virus, etc.)
presentan un patrén o un ciclo en cuanto a su forma de reproduccién, vida o muerte, y esta
teoria es de mucha importancia ya que nos permite reconstruir el pasado o el futuro de
la dindmica de dicha poblacién y de una manera muy acertada. Establezcamos de manera
formal que es una bifurcacidn.

Formalmente, una bifurcacién se da cuando una pequena variacion en los valores de
los parametros de un sistema, conocidos como pardmetros de bifurcacién, causa un cam-
bio cualitativo o topoldgico en su comportamiento. Existen dos tipos de bifurcaciones,
bifurcaciones locales y bifurcaciones globales. Las bifurcaciones locales pueden ser analiza-
das mediante cambios en las propiedades de la estabilidad local, conforme los parametros
varian de un valor a otro valor. Las bifurcaciones de tipo local méas conocidas son: silla-
nodo, pitchfork, transcritica y la Hopf. Por otra parte, las bifurcaciones globales se pueden
observar en mayores conjuntos invariantes del sistema, los cuales chocan entre ellos o con
los puntos de equilibrio del sistema. Por lo cual no pueden ser detectados de forma exclusiva
mediante un analisis de los puntos de equilibrio. Las bifurcaciones globales mas conocidas
son: la homoclinica, la heteroclinica y la de periodo infinito.

Nosotros centraremos nuestra atencién en el estudio de la bifurcacién Takens-Bogdanov,
también conocida como la doble cero, es una bifurcacién de codimension dos, es decir,
que basta con variar dos de sus parametros para que dicha bifurcacién pueda ocurrir.
Lleva el nombre de Rifkat Bogdanov y Floris Takens, que simultdneamente pero de forma
independiente encontraron una deformacién versal de esta bifurcacion.

Un sistema & = f(x) experimenta estd bifurcacién en un punto de equilibrio x = 0, si
la linealizacién del sistema alrededor de este punto de equilibrio, tiene un valor propio cero
de multiplicidad dos y el resto de los valores propios tienen parte real diferente de cero.
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Tres bifurcaciones de codimension uno se dan alrededor del punto de bifurcacion y estds
son: La bifurcacién silla-nodo, la bifurcaciéon de Hopf y la bifurcacién Homoclinica.

El objetivo de este trabajo es demostrar la equivalencia entre dos desarrollos de la
familia bi-paramétrica que “desdobla”a la bifurcacién Takens-Bogdanov. Los trabajos que
se estudiaran a continuacion son, el analisis realizado por Yuri A. Kuznetsov, en su libro
Elements of Applied Bifurcation Theory ([1]) para un campo no lineal en R2, y el otro es
el andlisis hecho por Fco. Armando Carrillo, et. al en [2] y [3], para un campo vectorial en
R"”. Dicha equivalencia se demuestra para n = 2.

Una vez establecido el objetivo de este trabajo, de manera general, el texto consta de
seis capitulos organizados de la siguiente manera: en el Capitulo 1 Preliminares aborda-
mos conceptos matemadticos que serdn de gran ayuda para poder establecer resultados y
definiciones que se usaran en los capitulos posteriores.

En el Capitulo 2 La bifurcacion Takens-Bogdanov se muestra el estudio de esta bifur-
cacién, realizado por Guckenheimer y Holmes en [6], la deformacién versal que el presenta,
asi como los retratos fase del sistema analizado en [5].

En los Capitulos 3 y 4 Andlisis de la bifurcacion doble cero de Y. A. Kuznetsov, Andlisis
de la bifurcacion doble cero mediante formas bilineales respectivamente, analizamos los
resultados de interés, es decir, los teoremas que ambos autores nos presentan. En nuestro
trabajo presentamos calculos y observaciones que ellos omiten en su trabajo, estos cdlculos y
observaciones seran de gran utilidad en el capitulo 5, ya que éstos nos ayudaran a demostrar
la equivalencia de estos resultados.

En el Capitulo 5, el cual es el capitulo central de esta tesis, se presenta el resultado
mas importante, la equivalencia entre los teoremas que anteriormente se estudiaron. Con
una serie de calculos, se demuestra que efectivamente los teoremas son equivalentes.

Por 1ultimo, con el objetivo de complementar la informacién presentada en el cuerpo de
este trabajo, en el capitulo 6 se presenta un problema de aplicacion, en el cual se demuestra
analiticamente que dicho problema experimenta la bifurcacién Takens-Bogdanov, para esto
hacemos uso del teorema principal del capitulo 4, ademas se presentan las simulaciones del
sistema elaboradas en el software Maple.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan una serie de conceptos y resultados que seran de gran
utilidad en los capitulos siguientes de este estudio. En su mayoria, dichos resultados son
extraidos de [3].

1.1. Teoria de la variedad central

1.1.1. Campos vectoriales no parametrizados

Consideremos un campo vectorial de la forma siguiente

i = Az+ f(z,y),
= By+g(z,y), (z,y) €R°xR? (1.1)

donde

£(0,0)=0, Df(0,0)=0
9(0,0) =0, Dg(0,0) = 0. (1.2)

En lo anterior, A es una matriz ¢ X ¢ que tiene valores propios con parte real cero, B es
una matriz s X s que tiene valores propios con parte real negativa, y f y g son funciones

C" (r>2).

Definicién 1.1.1. Una variedad invariante se llama Variedad Central de (1.1) si puede
ser representada de manera local como

We(0) = {(z,y) € R* x R* : y = h(z), [|z]| < J,h(0) =0, Dh(0) = 0}
para § suficientemente pequena.

Observacién 1.1.1. Las condiciones h(0) = 0 y Dh(0) = 0 implican que W} _(0) es
tangente al eigenespacio central E¢ en (z,y) = (0,0).

3
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A continuacién se enuncian tres teoremas, los cuales se demuestran en [4]. El primero
de ellos nos garantiza la existencia de la variedad central.

Teorema 1.1.1. Eziste una C" variedad central para el sistema (1.1). La dindmica del
sistema (1.1), restringida a la variedad central, estd dada, para u suficientemente pequena,
por el siguiente sistema c-dimensional

= Au+ f(u,h(u)), ue€R" (1.3)

El resultado anterior establece que la dindmica de (1.3) cerca de u = 0 determina la
dindmica de (1.1) cerca de (z,y) = 0.

Teorema 1.1.2. (i)Supongamos que uw = 0 es una solucidn estable(asintdticamente esta-
ble)(inestable) del sistema (1.3); entonces (x,y) = 0 es una solucion estable (asintdtica-
mente estable)(inestable) de (1.1).

(71) Supongamos que u = 0 es una solucion estable de (1.3). Entonces si (x(t),y(t)) es una
solucion de (1.1) con (x(0),y(0)) suficientemente pequeno, entonces existe una solucion
u(t) de (1.8) de modo que si t — oo entonces

o(t) = u(t)+O("),
y(t) = h(u(t) +0(),

donde v > 0 es constante.

Observaciéon 1.1.2. Dicho en otras palabras, lo que nos asequra el teorema anterior es
que la solucion u(t) del sistema (1.3), representa, de manera aprozimada, la proyeccion de
la solucién (x(t),y(t)) del sistema (1.1), sobre el eigenespacio E¢ = RF

El dltimo teorema proporciona un método para aproximar la funcién h(x), cuya grafica
es la variedad central. Antes de enunciar dicho teorema, encontraremos una ecuacion di-
ferencial en derivadas parciales, cuya incdgnita es la funcién h(x). Sea (x(t),y(t)) € W,
luego, se cumple que y(t) = h(x(t)), y derivando con respecto al tiempo, obtenemos

j = Dh(z)s. (1.4)

Todo punto sobre la variedad central satisface la ecuacion (1.1), entonces, la ecuacién
(1.4) es equivalente a

Bh(z) + g(x, h(z)) = Dh(z)(Az + f(x, h(x))).
Hagamos

N(h(z)) = Dh(x)(Az + f(z,h(x))) — Bh(xz) — g(z, h(z)) = 0. (1.5)
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Luego, el problema es encontrar h(z) tal que satisfaga la ecuacion (1.5), a esta ecuacion
se le conoce como ecuacion homoldgica. Encontrar la solucién de esta ecuacion en derivadas
parciales es en general mas dificil que resolver el sistema (1.1), sin embargo, el teorema
siguiente nos permitird aproximar la solucién de (1.5) con grado de presicién deseado.

Teorema 1.1.3. Sea ¢ : R® — R* de clase C*, con ¢(0) = Dp(0) = 0 tal que N (¢(x)) =
O(|x]|?) cuando x — 0, para algin q > 1. Entonces

|h(z) — ¢(z)| = O(|z|?), cuando =z — 0.

1.1.2. Campos vectoriales parametrizados
Consideremos un sistema no lineal parametrizado, escrito en su forma de Jordan

z = Ax+ f(x,y,¢)

: 1.6
y = By+g(x,ye) (1.6)

con (z,y,e) € R® x R® x RP, donde A posee valores propios con parte real cero y B posee
valores propios con parte real negativa, con f(0) = Df(0) = 0y ¢g(0) = Dg(0) = 0.
Supongamos que € € RP es un vector de estados, luego podemos reescribir (1.6) como

= Az + f(z,y,¢)
& =0 (1.7)
y = By+g(z,y.e)

llamado el sistema suspendido, que a su vez los reescribiremos de la siguiente manera

x A0 x flx,y,e)
. = +
€ 0 0 Y 0 (1.8)
y = By+g(zy.e)
Entonces, tenemos un eigenespacio central de dimensiones ¢ + p, por lo tanto existe
una funcion y = h(z,e) cuya gréfica es la variedad central, localmente alrededor del ori-

gen (z,y,e) = (0,0,0), del sistema (1.8). Luego, la dindmica sobre esta variedad central
esta dada por

&z = Azx+ f(x,h(z,¢),¢)
= 0, (1.9)

y la ecuacién (1.5) para determinar h(z,e) se reduce a

N(h(z,e)) = g];(az,e)(Ax + f(z, h(z,e),e)) — Bh(x,e) — g(z, h(z,e),e) =0.  (1.10)
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1.2. Formas Normales

El método de Formas normales proporciona una manera de encontrar un sistema de
coordenadas en la que un sistema dindmico toma su forma “més simple”. En dicho método
tres caracteristicas deberan ser evidentes:

1.- El método es local en el sentido de que las transformaciones de coordenadas se
generan en una vecindad de una solucién conocida. Para nuestros propésitos, la solucion
conocida serd un punto de equilibrio.

2.- En general, las transformaciones de coordenadas seran funciones no lineales de las
variables dependientes. Sin embargo, el punto importante es que estas transformaciones de
coordenadas se encuentran al resolver una serie de problemas lineales.

3.- La estructura de la forma normal estd enteramente determinado por la naturaleza
de la parte lineal del campo vectorial.

Dado un sistema no lineal
= X(x),
con X (0) = 0, debemos encontrar un cambio de coordenadas x = y+h(y) tal que el sistema
en las nuevas coordenadas este dada en su expresién “méds simple”.

Supongamos que el campo X (x) ha sido desarrollado en serie de Taylor alrededor del
equilibrio z = 0, y que, ademas, su parte lineal se encuentra en forma de Jordan,

i’:Ja:+F2(a;)+F3(a:)+..., (1.11)

donde F;. : R™ — R" es una campo vectorial cuyos elementos son polinomios homogéneos
de grado r. Supongamos que el campo X (z) posee términos no lineales de grado r en
adelante, es decir,

t=Jr+ F.(z)+ Fryi(x) + ... (1.12)

Considere el cambio de coordenadas
r=y+h(y), (1.13)

donde h, : R™ — R es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios homogéneos
de grado r, tal que ||k, (y)|| << 1. La idea es encontrar h, tal que el sistema (1.12) en
nuestras nuevas coordenadas no posea términos de grado r. Derivando (1.13) obtenemos

& = y+ Dh.(y)y
= (I + Dh.(y))3, (1.14)

pero en I + Dh,(y) tenemos que ||Dh,y| < 1!, entonces es una matriz invertible, tal que

(I + Dh,(y))™" =1~ Dhy(y) + (Dhy(y))* + ...,

YAquf || - || representa a la norma euclidiana, es decir, ||A|| = 1/|A], donde X es el valor propio de A.
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luego, de (1.14) se sigue que

g = (I+Dh(y) &
= (I — Dhy(y) + (Dh()* + ..)(Jx + Fp(x) + Fry1(2) +...).

Pero F,.(y + h(y)) = F.(y) + DF,(y)h.(y), entonces
)

hy
j = (I—Dh(y)+ (Dh(y))* + ..)(J(y + ke () + Fr(y) + O(JyI™™))
= Jy+ (F(y) + Jhe(y) = Dhe(y)Jy) + O(lyI™)
Jy+ Fo(y) + O(ly[™)

donde Fy.(y) = Fy(y) + Jh.(y) — Dhy(y)Jy.

Observacidn 1.2.1. El campo vectorial X (x) posee términos no lineales a partir de orden
r, entonces el cambio de coordenadas x =y + hy(y) produce un nuevo campo vectorial que
posee también términos no lineales a partir de orden 7.

Veamos bajo que condiciones es posible asegurar la existencia de h, tal que F, =
0. Considere el espacio vectorial H, de los campos vectoriales cuyas componentes son
polinomios homogéneos de grado r, y sea Ly : H, — H, el operador lineal dado por

LJ(hr(y)) = Dhr(y)Jy - Jhr(y)

Tal operacién se conoce como el corchete de Lie de los campos vectoriales Jy y hy(y).
Para esto basta con probar que Lj; es invertible, ya que F,, = 0 si y solo si h,(y) =

Ly (E(y))-

1.3. Campos Vectoriales Equivalentes y Conjugados

Sean

r = f(x), x e R", (1.15)
= g(y)’ Y€ Rn? (116)

dos campos vectoriales C” (r > 1) definidos en R™ (o un conjunto abierto lo suficientemente
grande en R").

Definicion 1.3.1. Las dindmicas generadas por los campos vectoriales f y g se dice que
son CF equivalentes (k < r), si existe un difeomorfismo h € C* el cual toma érbitas del
flujo generado por f, ¢(t,x), en drbitas del flujo generado por g, p(t,y), preservando la
orientacion pero no necesariamente la parametrizacion en el tiempo. Si h preserva ademds
la parametrizacion en el tiempo, entonces las dindmicas generadas por f y g se dice que
son C* conjugadas.
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Observacion 1.3.1. El término “preservando la orientacion”en la definicion anterior
refiere al hecho de que la direccion del movimiento no tiene cambios a lo largo de una
orbita bajo CF equivalencia.

A continuacién, enunciaremos algunas de las consecuencias en las dindmicas de los
campos vectoriales de la definicion 1.3.1. Los enunciados se daran en forma de proposiciones
cuyas demostraciones se pueden estudiar en [5].

Proposicién 1.3.1. Supongamos que f y g son C* conjugados; entonces
i) Puntos fijos de f son mapeados en puntos fijos de g;

i1) Orbitas T-periddicas de f son mapeados en orbitas T-periddicas.

Proposicién 1.3.2. Supongamos que f y g son C* conjugados (k > 1) y f(xo) = 0;
entonces D f(xg) tiene los mismos valores propios que Dg(h(xg)).

Proposicién 1.3.3. Supongamos que f y g son C* equivalentes; entonces
i) Puntos fijos de f son mapeados en puntos fijos de g;

1) Orbitas periddicas de f son mapeadas en orbitas periddicas de g, pero los periodos
no necesariamente son iguales.

Proposicién 1.3.4. Supongamos que f y g son C* equivalentes (k > 1) y f(xq) = 0;
entonces los valores propios de D f(xg) y los valores propios de Dg(h(xq)) difieren por el
producto de una constante positiva.

1.4. Bifurcaciones de codimension uno

En esta seccion estudiaremos de manera general dos bifurcaciones que forman parte de
la bifurcacion Takens-Bogdanov. Existen adema&s otras bifurcaciones de codimensién uno,
estas son la bifurcacién Transcritica y la bifurcacién horquilla o pitchfork.

1.4.1. Bifurcacion silla-nodo

Consideremos el sistema
&= p+a? (1.17)

Se dice que (1.17) es la forma normal para la bifurcacién silla-nodo. Para p > 0
existen dos puntos criticos x = 4,/u. Tomemos & = p — 22, tal que Df(x,p) = —2m,
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Figura 1.1: Digrama de bifurcacién. Bifurcacién silla-nodo

Df(£y/it,n) = F+/@; y vemos que el punto critico = /i es estable, mientras que el
punto z = —,/u es inestable. Para p = 0, existe solamente un tinico punto critico, x =0y
es un punto critico no hiperbdlico, ya que D f(0,0) = 0; el campo vectorial f(z) = —22 no es
estructuralmente estable; y © = 0 es un valor de bifurcacién. Para p < 0 no existen puntos
criticos. La figura siguiente muestra el digrama de bifurcacién de la silla-nodo, para p > 0
las variedades estable e inestable unidimensionales, estan dadas por W*(,/1) = (—/f, 00),

W¥(/it) = (—o0, —\/i). Analogamente para @ = p + 2.

1.4.2. Bifurcacion de Hopf

Consideremos aqui un sistema de la forma

T = f(:z"a:l‘)? (1'18)

con p = o y un punto de equilibrio x = g, en el cual D f(xg, o) tiene un par de valores
propios puramente imaginarios, +w, con w > 0 y ningun otro valor propio con parte real
cero. El teorema de la funcién implicita garantiza (ya que D f(xg, o) es invertible) que
para cada u cerca de pg existird un punto de equilibrio p(u) cerca de xg el cual varia
suavemente con p. No obstante las dimensiones de las variedades establee inestable en p(u)
cambian si los valores propios de Df(p(u)) cruzan el eje imaginario en pg. Este cambio
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cualitativo en el flujo local cerca de p(u) se debe marcar por algunos otros cambios locales
en los retratos fase que no implican puntos fijos. Una pista de qué sucede en el problema
genérico de la bifurcaciéon que implica un equilibrio con valores propios imaginarios puros
se puede obtener de examinar los sistemas lineales en los cuales hay un cambio de este tipo.
Por ejemplo, considerar el sistema

T = ur—wy

. (1.19)
Yy = wr+puy

cuyas soluciones son

( x(t) ) _ e“t< cos(wt) sen(wt) ) ( xo ) (1.20)
y(t) sen(wt) cos(wt) Yo

Cuando p < 0, las soluciones espirales convergen al origen, y cuando p > 0 las soluciones
espirales se alejan del origen. Cuando p = 0, todas las soluciones son periddicas. Incluso en
una familia uni-paramétrica de ecuaciones, es frecuente encontrar un valor del parametro
en el cual haya una familia completa de érbitas periédicas, mas aun, hay una superficie
de 6rbitas periddicas que aparece en el problema genérico (1.18). Mediante cambios de

coordenadas suaves, las series de Taylor de grado 3 (tomando k = 1), para el problema
general puede ser trasladado a la forma

# o= (duth(e® + )z — (@ +op+ b +y7))y, (1.21)
g = (wotcep+ba®+y®))a+ (du+hz®+y°)y, ‘
la cual puede ser expresada en coordenadas polares como
7= (du + lir?)r, (1922)

0 =w+ cp+ br?,

Como el lado derecho de la ecuacién 7 en (1.22) es independiente de 6, vemos que
existen Orbitas periddicas de (1.21) las cuales son circulos de radio r = cte, obtenidos de
las soluciones diferentes de cero de 7 = 0 en (1.22). Sily # 0y d # 0 (el teorema lineas
abajo especifica quien es y que representa esta constante) esas soluciones permanecen a lo
largo de la parabola u = %. Esto implica que la superficie de orbitas peridédicas tiene una
tangencia cuadrética con su plano tangente ;= 0 en R? x R. El teorema de la bifurcacién
de Hopf establece que las propiedades cualitativas de (1.21) cerca del origen permanecen

sin cambio si se agregan los términos de orden superior al sistema:

Teorema 1.4.1 (Teorema de la bifurcacién de Hopf). Supongamos que el sistema & =
flx,p), 22 € R, u € R, tiene un punto de equilibrio (xo, o) tal que

(H1) D, f(xo, po) tiene un par de valores propios imaginarios puros y ningun otro valor
propio con parte real cero.
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(H2) Sean A(u), A(u) los valores propios de Dy f(xo, i) los cuales son imaginarios en
W= o, tales que
d
4= o (ReN 1))y # 0. (1:23)
Entonces existe una tunica variedad central tridimensional que pasa por (xo, po) € R™ x R
y un sistema de coordenadas suave para el cual la expansion de Taylor de grado tres sobre
la variedad central, en coordenadas polares, es dada por

o= (du+lLr?)r,
0 = w+cu+br?

Si ly # 0, entonces existe una superficie de soluciones periddicas en la variedad central,

la cual tiene tangencia cuadrdtica con el eigenespacio de Nug), Apo) que coincide en
dimension dos, con el paraboloide p = —%7"2. Sily < 0, entonces, esas soluciones periodicas

son estables, mientras que si l1 > 0, son ciclos limite inestables.

Una prueba de este teorema estd dada en [7].

Observacion 1.4.1. Sil; <0, se dice que la bifurcacion de Hopf es Supercritica, mientras
que sily > 0, se dice que la bifurcacion de Hopf es Subcritica. Los coeficientes de estabilidad
d y U1 son llamados velocidad de cruce y primer coeficiente de Lyapunov, respectivamente.

Observacién 1.4.2. La direccion hacia donde abre la superficie de soluciones periddicas
en la variedad central nos la proporciona el signo del producto d -1y, si d-1; > 0 abre
hacia la izquierda del valor de bifurcacion, si d -l < 0 abre hacia la derecha del valor de
bifurcacion.

Observacion 1.4.3. Como en la bifurcacion silla-nodo, existen cuatro diferentes direccio-
nes para la ocurrencia de la bifurcacion de Hopf que dependen de los signos de d y . Ver
figura 1.5.

Estas direcciones estan representadas en la Figura 1.2.

1.4.3. El primer coeficiente de Lyapunov

Consideremos el sistema
& =Jz+ F(z), (1.24)

donde J = ( g _°8 ) F(z) = < Fi(x) ) con F(0) =0y DF(0) = 0. Entonces

1
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d»>0, l<0 T_r- d<0, I<0
s
o"’ ‘\
d<0, l>»>0 d>0, 1»0

Figura 1.2: Direcciones y estabilidades de la bifurcacién de Hopf

donde
Ri = [Fi., (Pl + Floy) = Py (P + Faryey) = Pl ooy + Py Foo )|
Ry = [Flzlfvlzl + F1111222 + F21121I2 + F2I21212Hx::00 )
(1.26)

1.5. Deformacion Versal

Consideremos los campos vectoriales

T = f(z)
v = g(v),

donde f y g son C"(V), con V C R"™ un conjunto abierto. Diremos que f y g son C¥
topoldgicamente equivalentes si existe un difeomorfismo h € C*, el cual toma 6rbitas de el
flujo generado por f, en drbitas del flujo generado por g, preservandose la orientaciéon pero
no necesariamente la parametrizacién en el tiempo. Si h preserva la parametrizacion en el
tiempo, entonces decimos que f y g son topoldgicamente conjugados.

Considérese ahora los campos vectoriales “suaves”
— \
To= f@A) (1.27)
y = 9y, p),
donde z,y € R”, A € R!, y u € R™. Supongamos que existen puntos de equilibrio tales que

f(xo,A0) = 0y g(yo, o) = 0. Diremos que los campos vectoriales [-paramétrico f y m-
paramétrico g son topoldgicamente equivalentes si existe un mapeo continuo h : U — V, con
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U una vecindad de (xg, A\g) y V una vecindad de yo, con h(xg, A\g) = yo, tal que, para cada
A& Ao, ha(:) = h(-, A), es un homeomorfismo que exhibe la equivalencia topoldgica entre f
y g. Si h) preserva la parametrizacion en el tiempo, diremos que f y g son topoldgicamente
conjugados.

Diremos que el campo vectorial suave m-paramétrico
i = v, p),

donde z € R™, p € R™, con v(xg, o) = 0, es inducido por (1.27) si existe un mapeo
continuo ¢ : R™ — R!, con ¢(ug) = Ao, tal que

v(z, ) = f(z,0(1)).

Definicién 1.5.1. La familia de campos vectoriales suaves (1.27) es llamada una defor-
macion versal de
= f(z, \o) (1.28)

en el punto x = xg, si cada familia m-paramétrica suave que se reduce a (1.28) para una
eleccion particular de los pardmetros es equivalente a una familia de campos vectoriales
inducida por (1.27).

1.6. Teoria de Melnikov

La teoria de Melnikov nos provee de una herramienta analitica para establecer la existen-
cia de trayectorias homoclinicas transversales a mapeos de Poincaré para érbitas periddicas
de sistemas dindmicos perturbados. Consideremos el sistema siguiente

&= f(z) +eg(x,t) (1.29)
donde = € R? y g es periédica de periodo T en t.

Nota 1.6.1. EI sistema puede ser escrito como un sistema auténomo en R? definiendo
xr3 =1t.

Supongamos que f € C'(R?) y que g € C*(R? x R). Supongamos entonces:

Al. Parae = 0 el sistema (1.29) tiene una drbita homoclinica Iy : z = y(t), —0o < t < o0,
en un punto silla hiperbélico xq y

A2. Para e = 0 el sistema (1.29) tiene una familia uni-paramétrica de érbitas periédicas

675(0) = 0; ver figura 1.3.

va(t) de periodo Ty, en el interior de Iy con




14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Figura 1.3: Retrato fase del sistema (1.29) no perturbado.

La funcién de Melnikov M (tg) esta definida como
* ¢ . S S
M (to) :/ elio VIO ¢35 (1)) A g (0 (1), t + to)dt (1.30)

donde el producto A de dos vectores u y v € R2 es definido como uAv = uqvy —vius. Notese
que la funcién de Melnikov M (ty) es proporcional a la derivada del mapeo de Poincaré con
respecto al pardmetro ¢ en el interior de una vecindad del ciclo separatriz Iy (o en una
vecindad de un ciclo). Antes de establecer el resultado principal de Melnikov concerniente
a la existencia de una dérbita homoclinica transversa al mapeo de Poincaré, necesitamos el
siguiente lema, el cual establece la existencia de una érbita periddica .(t) de (1.29), y de
aqui la existencia del mapeo de Poincaré P, para (1.29) con ¢ suficientemente pequeno.

Lema 1.6.1. Bajo la suposiciones Al y A2, para € suficientemente pequeno, (1.29) tiene
una unica orbita periddica hiperbdlica v-(t) = xo + O(e). Correspondientemente, el mapeo
de Poincaré P. tiene un unico punto fijo hiperbdlico del tipo silla xc = xo + O(e).

Teorema 1.6.1. Bajo las suposiciones Al y A2, si la funcion de Melnikov M (ty) definida
por (1.30) tiene un cero simple en [0,T] entonces para todo € # 0 suficientemente pequeno,
las variedades estable e inestable W*(xz) y W*(x.) del mapeo de Poincaré P. se intersectan
transversalmente; es decir, P. tiene una drbita homoclinica transversa. Y si M(tg) > 0
(0 < 0) para toda ty entonces W (x.) N Wh(xe) = @

Nota 1.6.2. Las suposiciones, las pruebas del lema como la del teorema, son tomadas y
pueden ser analizadas en [6].
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Observacion 1.6.1. Si para e =0, (1.29) es un sistema Hamiltoniano, es decir, si
s (28 _oHY'
S \oy’ ox )’

entonces V - f =0 y la funcion de Melnikov toma la forma
Mito) = [ 0(t) A g, + toi (131)

Consideremos el sistema en el plano

= f(x) +eg(z,t,p) (1.32)
donde el sistema no perturbado (¢ = 0) es un sistema Hamiltoniano y p = pu(e).

Teorema 1.6.2. Supongamos que Al y A2 se satisfacen para (1.32). Si M(ty) dada por
(1.31) tiene un cero simple, entonces para € > 0 suficientemente pequeno, la orbita ho-
moclinica persiste para (1.32).

1.6.1. Bifurcacion homoclinica

Supongamos el campo vectorial (1.32) (donde el sistema no perturbado es un sistema
Hamiltoniano), en este caso la funcién de Melnikov depende del pardmetro pu, es decir la
podemos escribir M (tp, 1) v tenemos el siguiente teorema de bifurcacién para la funcién
de Melnikov.

‘ . oM 0’M
Teorema 1.6.3. Si para (1.31) se satisface que M (tg, o) = 0, W(to’ po) =0, W(fo, po) #
0 0
oM
0y a—(to,,ug) # 0, entonces para € # 0 suficientemente pequeno, el sistema (1.31) expe-
w

rimenta una bifurcacion homoclinica a partir del valor de bifurcacion p = py + O(e).

La prueba de este teorema puede ser analizada en [5].
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Capitulo 2

La bifurcaciéon Takens-Bogdanov

La bifurcacién Takens-Bogdanov, también conocida como doble cero, es la bifurcacién
de codimensién dos mas estudiada. El nombre de esta bifurcacién se debe a los mateméticos
Floris Takens y Rifkat Bogdanov que de manera independiente pero casi simultaneamente
iniciaron el estudio de dicha bifurcaciéon. Que una bifurcacion sea de codimension dos quiere
decir que basta con que se varien solo dos de sus parametros para que la bifurcacién ocurra.

Un sistema de la forma
z=f(2)
experimenta la bifurcacién Takens-Bogdanov, si tiene un equlibrio zg tal que D f(zy) tiene
un eigenvalor cero de multiplicidad dos. Tres bifurcaciones de codimension uno se dan

alrededor del punto de bifurcacién y estds son: La bifurcacién silla-nodo, la bifurcacién de
Hopf y la bifurcacion homoclinica.

Takens y Bogdanov utilizaron las siguientes formas normales respectivamente:

. (2t az}
z—< bs? > (2.1)

_ 2
- (azf + bzlzg) ’ (2.2)

donde ambos consideraron ab # 0. Ademads, mostraron de manera independiente que los
términos de orden mayor o igual a tres no modifican la dindmica de estas formas normales,
y por lo tanto pueden ser truncadas en orden dos, ademas mostraron que las deformaciones
versales para (2.1) y (2.2) son de la forma

. [zo+ pez1 + azf
zZ= < i+ b2 (2.3)
y
. Z9
= 2.4
: (Ml + poz1 + a2 + 52122> ’ 24)

17
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respectivamente. Por otra parte, J. Guckenheimer y P. Holmes, aplicando (2.2) demostraron
que

. 29
- , 2.5
¥ (m + pozo + az% + bzm) (2.5)

también es una deformacion versal de la bifurcacién Takens-Bogdanov. Las equivalencias
de estas deformaciones se pueden consultar en [3].

2.1. La deformacion versal de Guckenheimer y Holmes

Consideremos el sistema en su forma normal

T =y
y = 2?2ty (2:6)

Ahora tomemos la deformacién versal analizada por Guckenheimer y P. Holmes,

Y

X = , 2.7
(m + poy + ax® + bwy) 27
donde b = +1 y a = 1, aqui se analizard el caso b = —1 (el caso b = 1 se puede estudiar en
[5]), es decir, nuestro candidato a deformacién versal es el siguiente:
Yy
X = . 2.8
(ul + oy + 2% — xy) 28)

Podemos observar que los puntos de equilibrio de dicha deformacion versal estan dados

por:
(", y) = (+v=p1,0)
(z7,y) = (=V=41,0)

en particular observemos que para w; > 0 no existen puntos de equilibrio.

Entonces la Jacobiana de nuestra deformacién versal es

DI = (5" ) (2.9

20—y p2—x

evaluando los equilibrios del sistema en (2.9) obtenemos:

Df(z*,y) = (2\/(17“ 112 —1/—Tu> ’

donde su polinomio caracteristico esta dado por

P(A) = A = (p2 — V=)A= 2V/~pu1, (2.10)
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D= (L, L)
Y —2y/—p pe+/—p1)’
donde su polinomio caracteristico esta dado por
P(A) = A = (p2 + vV=p)A + 2V/=p1, (2.11)

los valores propios de (2.10) estdn dados por

Ny = H2 o Vm) £ V (k2 —v=m)? + 8y~ m
) 2 )

entonces (z1,y) es una silla para toda ps. De (2.11) obtenemos

Ay — (p2 4+ v=p1) £ /(2 + v—p1)? — 8=
9 2 *

Entonces si pg = —/—p1 la rama de equilibrio (z7,y) son centros. Nosotros podemos
observar que en (z,y) si u; = 0 los valores propios estan dados por

A2 = 2,0,

por lo tanto podriamos esperar que p; sea una curva de bifurcacién, en la que nace una
bifurcacion silla-nodo. Ademas en (x~ con gy = —+/—u1 los valores propios son dados
)

por
)\172 = :ti\/ 2\/—/“,

por tanto andlogamente podriamos esperar que po = —+/— 2 sea una curva de bifurcacion
en la que aparentemente ocurre la bifurcacién de Hopf.

2.1.1. Bifurcacion silla-nodo

Encontremos la forma normal de nuestro sistema, para esto debemos obtener la matriz
de cambio de base, para ello fijemos ;3 = 0 y pg arbitrario, es decir, utilicemos los valores
propios de la forma

A2 = p2,0.

Entonces nuestra matriz cambio de base esta dada por

() ()
-6 D0 -2 20



20 CAPITULO 2. LA BIFURCACION TAKENS-BOGDANOV

Para u, <0

F Ha

Para u, >0

Ha

Figura 2.1: Bifurcacion Silla-nodo

por lo tanto

v 2 \p2 —1)\y
sustituyendo & y ¥ en la ecuacién anterior y haciendo una serie de calculos, obtenemos:
U p2 0\ (u 1 p1+ (u+v)? — (u+ v)(pou)
h) = 4+ = 9 . (2.13)
v 0 0/ \v)  p2 \=(u1+ (u+v)” = (u+v)(pou))

Por lo que la dindmica en la variedad central esta dada por:

1
(1 +0) + O(lu, vf?),

V= ——
12

por lo tanto la bifurcacién ocurre en pu; = 0. La Figura 6.1 muestra el diagrama de la
bifurcacion.
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2.1.2. Bifurcacion de Hopf

Analicemos el cambio de estabilidad de los puntos de equilibrio de (z7,y) en pus =
—v/—pu1 y p1 < 0. Para (2.11) los valores propios asociados son

A2 = Fi\/2y/—p1.

(2 —v/ "/ (a2 v/ 0)? 8 i
2

Si consideramos fio como un parametro, en Aj o—
vando la parte real con respecto a po, obtenemos

y deri-

d 1
T (ReAi2) =5 #0
H2 p2=—+/—p1
por tanto, aseguramos que la bifurcacién de Hopf ocurre en po = —/—p1.

Lo que haremos primero sera desplazar los puntos de equilibrio al origen, lo cual ob-
tendremos con un cambio de coordenadas, el cual se denotara de la siguiente manera

= TrT—x

_ (2.14)

Q &

por lo que (2.6) se reescribe de la siguiente manera

-l DO (%) e

ahora pongamos la parte lineal de (2.15) en su forma normal a través de la siguiente
transformacion
() (v ) ()
y 2y/—=p1 0) \v/)’

()= v (o o) G

sustituyendo Z y 4 en (2.16) y haciendo unas serie de calculos, obtenemos:

2
y — —2 _ —w
v = 0 2v=m) (v o (e . (2.17)
v —V2V—m 0 v 0
Notemos que el sistema (2.17) toma la forma de la ecuacién (1.24), por lo cual podemos

calcular (1.25). Donde w = \/2y/—pu1, f = \/2177)2 —uv y g = 0 haciendo una serie de
=

calculos obtenemos que

por lo tanto,

-1
lh=—"7——<0

16/ =1



22 CAPITULO 2. LA BIFURCACION TAKENS-BOGDANOV

]

@ &
@7 S
O3~ 5
C@Z\: - W2 : @\@Q

silla-nodo

3]

A

silla-nodo

Figura 2.2: Bifurcaciéon Takens-Bogdanov

lo que indica que la bifurcacion de Hopf es supercritica.

Ademsds de las bifurcaciones silla-nodo y de Hopf, ocurre la bifurcaciéon homoclinica, la
cual, por la complejidad de su estudio no se presenta en este capitulo, pero dicho estudio
puede consultarse en [5].



Capitulo 3

Analisis de la bifurcacion doble
cero de Y. A. Kuznetsov

Consideremos un sistema en el plano
T = f(x, ), z € R%, a € R? (3.1)

donde f es suave. Supongamos que z = 0 es un equilibrio para el sistema (3.1) en a = 0,
tal que, la matriz Jacobiana evaluada en este equilibrio tiene un valor propio cero de
multiplicidad dos.

3.1. Primer transformacion de coordenadas

Escribamos el sistema (3.1) con a = 0 de la forma siguiente
&= Aoz + F(x), (3.2)

donde Ag = Df(0,0) y F(x) = f(x,0) — Apz es una funcién suave y F(z) = O(||z|?).
Entonces las condiciones de bifurcacién implican que

detAg=0 y trdp=0,
suponiendo que
K1) Ay #0,

es decir Ap tiene al menos un elemento diferente de cero. Existen dos vectores reales lineal-
mente independientes vy, v1 € R?, tal que

Agvg =0,  Apv1 = o, (3.3)

23
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donde vg es el vector propio asociado al valor propio A; = 0, mientras v; es el vector propio
generalizado de Ay correspondiente al valor propio A\; = 0. Por otra parte existen vectores
propios wg, w; € R? de la matriz AOT tal que

Atwi =0 y  Afwy = wy. (3.4)
Llamemos P a la matriz formada por los vectores propios, es decir,

P = (vo ’Ul)

entonces existe una matriz P~! conformada de la siguiente manera

— U)T
P1:<9).
wy

Sabemos que

P lp=1,
es decir
plp—J— << Vo, Wy > < U1, W >> ’
< vy, w; > <vV,w1 >
afirmamos que
<vj,w;>=1 si i=j (3.5)
y
<wvj,wj >=0 st i# 7], (3.6)

la existencia y el como se obtienen los vectores propios, tales que satisfacen (3.5) y (3.6)
estan probados en [2], donde < -,- > es el producto interior en R?

< z,Yy >i=T1Y1 + T2Y2.

Si vg,1 son seleccionados como base, entonces cualquier vector x € R? puede ser repre-
sentado como
r = Py = voy1 + v1ya,

para algin y; 2 € R. Considerando (3.5) y (3.6), encontramos que las coordenadas (y1,y2)

estan dadas por
T
()=o) (3)-(2022), o
Y2 wi T2 <wi, T >

derivando (3.7) con respecto al tiempo obtenemos

< YL ) =Pl
Y2
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( n ) _ P AgPy £ F(Py)

por lo cual el sistema (3.2) se transforma en

(5)=(o o) () () oo

Donde P71 AP es el bloque cero de Jordan, es decir

P~ YAuP = Jy

0 1
J0—<0 0).

Utilizando las coordenadas (y1,y2) para toda « con |la| pequeno, el sistema (3.1) se

()= (Glmrmm) o

y para o = 0 se reduce a (3.8).

donde

Expandiendo en serie de Taylor la parte derecha de (3.9) con respecto a y en y = 0,
obtenemos:

n = yot < f(0,a),wy > —I—aiyl < f(0, ), wp > 1 —1—6%2 < f(0,),wo > y2
+%§—;% < £(0,0),wo > 43 + 505 < £(0,0),wo > Y1y
+%a% < f(0,0), wo > y3 + O(llyl*)

g2 = < f(0,a),w; > —i—aiyl < f(0,@),wy > y1 —i—a% < f(0,a), w1 > yo
—1—%5—;2 < f(0,), w1 > y3 + %2% < f(0, ), w1 > y192

_i_%%% < £(0,a), w1 > y3 + O(|ly||*)

denotemos
giti
aij = 550 < fyrvo+yav1,a),wo >
1 2 —
» =0, (3.10)
T
by = 25 < f(yivo+ yovr,q),wy >
Oy1 0y y=0

que se expresan en términos del lado derecho f(x,«) de (3.1) y de los vectores propios vg 1
y wo,1, reescribiendo el sistema obtenemos

U1 = Y2+ ago(e) + aro(a)yr + a1 (a)yz + %020((1),@12 + an(®)y1y2
+%a20(a)y22 + Pl(y7 Oé) (311)
Y2 = boo(a) + bro(a)yr + bor(@)y2 + Sbao(@)yr? + bi1(a)y1y2 ’

+3b20(a)y2? + Pa(y, @)
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donde P 2(y,a) = O(||y||?) son funciones suaves. Ademds

a00(0) = a10(0) = a01(0) = boo(0) = b10(0) = bo1(0) = 0.

Es aqui donde comenzaremos la conversién de (3.11) en una forma més simple, a base de
mas transformaciones suaves e invertibles y la reparametrizacion del tiempo.

3.2. Segunda transformacion de coordenadas

Introduzcamos nuevas variables (ug, ug), donde uz denota la parte derecha de la primera
ecuacién de (3.11) y renombraremos a y; por u;

uy = Y
ug = Y2+ apo() + aro(a)yr + aoi(a)y2
1 1
+§a20(04)y% + an(@)y1y2 + 5(102(04)?5 + Pi(y, o),

definimos ademés a y2 := ug — ago(«), esta transformacion es invertible en alguna vecindad
de y = 0 y para ||a|| pequeno que dependera sin problema de los pardmetros. Si o = 0, el
origen y = 0 es un punto fijo de este mapeo. Derivando el sistema anterior, obtenemos

iz = boole) + bro(a)u + bor (@) (w2 — aoo(@)) + gbao(a)ud + bra(@)us (w2 — aoo(a))
+5b02(0) (13 — avo(@))? + Pa(u, 0) + azo(a)uz + aos (0) (boo(@) + bro(0)us
bon () o2 — av0()) + ba0(@)usd +bis(@)us (2 — avo(@)) + b (@) w2 — a00())” + Pa(ur )
+ago(a)urug + a1 (@) (uz(uz — ago()) + w1 (boo () + bio(a)ur + bo1 (@) (u2 — ago(cv))
+%b20(01)u% + bui(@)ur (u2 — ago(a)) + 51702( )(ug — ago(a))® + Pa(u, @),
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reescribiendo el sistema anterior obtenemos
’l:Ll = Ug

iy = boo(®) — bor(a)ago + %boz(a)ago(a) + ao1(@)boo () — ago(a)ao1 (@)bor (ev)

—ago () agz(a)boo (cv )+%a§0a02(a)b02( )+ aoo(a)am( )boz(a) + (bro(a) — ago(a)bi1(e)
(

(@)
+ao1(a)bio(a) — ago(a)aor (@)bi1 (@) + anr (o ) 00(@) — ago(@)ar1(a)bo1 (a)
—ago(@)agz(@)bio() + agg(ar)aoz(a)bir(a))us + (bor () — ago(e)boz () + aio(e) + a1 ()bor (cv)
—ago(@)aor (a)boz () — aoo( Jai1 () + ag2(a)boo () — 2ago (@) aoz(a)bor () — ago(cr)aoz(c)boz(cv)
+CL10(O£))U2 + (%bgo(a) a01(a)b ( ) + an(a)blo(a) - Cl()o(()é)an(()l)bn(a)
_%QOO(O‘)QO?(O‘)bﬂ)(O‘))ul + (b11(a) + ao1(a)br1 (@) + azo(@) + arr(@)bor () + agz(ar)bio(ar)
—2a00(a)b11(a)aog(a))uluQ + (%boz(a) + %am(a)bog(a) + all(a) =+ aog(a)bol (a)
7%&00(0[)&02 (Oé)boo (Oé) — aoo(a)aog(a)bog(a))ug + Q(U, Oé)
esta transformacién convierte al sistema (3.11) en
UL = Uy
oy = goo() + gio(a)ur + goi(a)usz (3.12)

+3920()u? + gr1(@)urug + 3g02()u3 + Q(u, a),

donde gg;(ar) son funciones suaves, ademés con gop(0) = ¢10(0) = g01(0) =0y Q(, ) =
O(||u||?) es una funcién suave. Podemos verificar que

920(0) = b20(0),

911(0) = a2/(0) + b11(0), (3.13)
902(0) = bOQ(O) + 2a11(0).
Ademids, tenemos que
goo(a) = boo(ar) — bor(@)aoo + 3boz()ady(@) + aor()boo(a) — ago(a)aor (e)bor ()
—ago(a)aoz(a)boo(@) + 3agoaoa(@)boz(ar) + zagy(a)aon (@)boz(a)
gio(a) = bio(e) — apo(a)bii (@) + aoi(a)bio(a) — ago(a)apr ()bi1(a) + ar1(a)boo(cv)
—ago(a)ar (@)boi (@) — ago(a)aoz(@)bio(e) + agy(a@)agz ()b (a)
goi(a) = bo1(a) — ago()boz(x) + aro(a) + ao1(a)bor(a) — ago(a)aor ()boz(c)

—ago(a)an(a) + GOQ(Oé)bgo(Ot) — 2@00(&)&02(&)501 (a)
—ago(a)agg(a)bog(&) + alo(oz).
(3.14)
Las funciones ay(«) y bgi(«) se anulan en o = 0, para todo k + 1 < 1 y los términos
restantes son suficientes para calcular las primeras derivadas parciales de goo(«), gio(a) y
go1(a) con respecto a (a1, a2) en a = 0.
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3.3. Una traslacion en las coordenadas

Comenzaremos haciendo un cambio del pardmetro dependiente en la direccion wuq, tal
que

up = v +0(w),

U = V2

por lo que el sistema (3.12) se transforma en

o=
b2 = go0(0) + gr0() o1 + (@) + gor (0)v + Sga(e) (o1 + (a0’
Fgn(0)(vr +6(0))s + Lgn(@)o] + Q(v, ),
simplificando dicha transformacién obtenemos
V1 = V9
b2 = goo(@) + gro(a)d(a) + %920(04)52(04) + (910() 4 g20(@)d(a))v1 + (go1 (@) + g11(@)d(a))ve
+500(0)08 + gua(@urvs + 5002(0)05 + O(olf*) + O, 5 () ).

Para eliminar el término vo, suponemos que
K2) g11(0) = a20(0) + b11(0) # 0.

Entonces los argumentos basados en el Teorema de la funcién implicita prueban la
existencia local de una funcién suave,

(5(&) _ _901(04)
g1 (a)
la cual se desprende de K2), ya que g11(«) # 0 para toda a =~ 0.

Esto nos lleva al sistema siguiente

l}l = V2
b2 = goo— gloi(ill((g)) +0O(6%) + (910 + 920(-?211((3))) +O0(6%))vy + %(920 +0()vf
(g1 + O())vrv2 + - (g0z + O(8))2 + O(|Jo]?),

2

simplificando lo anterior obtenemos:

1)1 = V2
vy = hoo(a) + hlg(a)vl + %hgo(a)vf + hll(a)vlvg + %hog(a)v% + R(’U, a).
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Donde las hy; v R(v, o) = O(||v]|?) son funciones suaves.

Sabemos entonces que

hoo(a) = goo(a) — gro(x) O 0(6%)

: (3.15)
hio(@) = gio(a) = gor () 225 + O(62)

donde nuevamente sélo los términos necesarios para calcular las primeras derivadas par-
ciales con respecto a (a1, a2) en o« = 0 se mantienen. Notemos que hgo(0) = hio(0) = 0,
podemos concluir entonces que los 1inicos valores relevantes de hy;, son aquellos que cum-
plen que k +1 =2, y se dan en a = (. Estos términos estan dados por,

h2o(0) = g20(0),
h11(0) = g11(0), (3.16)
ho2(0) = go2(0),

donde cada g;(0) con k + [ = 2, son determinados por (3.13).

3.4. Segunda reduccion del sistema

Ahora introduciremos un nuevo tiempo 7 a través de la ecuacion
dt = (14 0vy)dr

donde 0 = f(«) es una funcién suave que se definird més adelante.

Con esta reparametrizacion reescribrimos (3.15) de la siguiente manera
01 = wva(l+0vy)
by = [hoo(a) + ho(@)ur + Shao(@)of + hur(@)vrvs + Shoo(a)e3 + R(v, a)](1+6un),
y simplificando obtenemos
"1 = vy + Buivg
U2 = hoo(a) + (hio(a) + hoo(cr)0)vr + %(hgo(oz) + 2h1o(a)0)v?

1
+hi(a)vivs + 5’102(06)@% +O(|lv])*),

Notemos que el sistema tiene una forma similar al sistema (3.11), lo cual implica que
podemos reducir una vez maés a un oscilador no lineal, de nueva cuenta por una transforma-
cién de coordenadas similar a la utilizada anteriormente, entonces las nuevas coordenadas
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son dadas de la siguiente manera

&1 = v
& = w9+ O0vyve,

mapeando el origen en si mismo para toda 6. Entonces el sistema en las nuevas coordenadas
(&1, &2) toma la forma

& o= &
éQ = hoo(()é) + (th(Oé) + hoo(a)@)& + %(hgo(()&) + 2h10(a)0)§f
()66 + 5 (hoal0) +20)6 + O(€l)
reescribamos el sistema de la siguiente manera
& = &
b = foola) + fro(@)6r + 5 Fao(@)E} + firalpha)éate + 3 fonl@)€3 + O(€I)(3.17)
donde

foo(a) = hoo(a),
fio(a) = hio(a) + hoo(a)f(e),
fao(a) = hao(a) + 2hio(a)f(a),
fi(e) = hi(a),
fog(()é) = hog(@)—l—20(0&)
Ahora, definamos (@)
hoo(a
ba) = ——

definida de esta manera podemos eliminar el término &3, con lo que especifica la repara-
metrizacién del tiempo.

Por tanto, tenemos que

& = &
& = m(a) +pm(a)a + AW)E + Bla)at + O(El) (3.18)
donde () h()
Hile) = 00(&¥),
(@) = haol0) — Yhoo(@)hoa(a) (3.19)
y

(3.20)
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3.5. Una reparametrizacion final del tiempo. Estableciendo
nuevos pardametros

Introduzcamos un nuevo tiempo (al cual denotaremos por ¢ nuevamente)

T.

Sabemos que B(0) = h11(0) = ¢11(0) = ag0(0) + b11(0) # 0 debido a K2), la nueva
reparametrizacién estara bien definida si suponemos que

K3) 2A(0) = h20(0) = g20(0) = b20(0) # 0.

Simultdneamente, realizamos un escalamiento mediante la introduccién de nuevas variables

_ B oo (A B¥)
=T o (50)

€2

nétese que los denominadores son diferentes de cero en o« = 0 porque A(0) # 0y B(0) # 0.
En las nuevas coordenadas (n1,72), el sistema (3.18) toma la forma

m = 12
B = Bit B+ + smm -+ O(nlP) (3:21)
o B(0) (0) + b1 (0)
—son (BON _ ., (2200 +611(0)) _
o= n <A<o>> - sg”( b20(0) ) =
y

4 «
Bila) =y ).

2 «
fala) = 1y o).

Obviamente (31(0) = B2(0) = 0. Con el fin de definir un cambio de pardmetros invertible
y suave alrededor del origen, suponemos la regularidad del mapeo a— S en aa =0

K4) det (%g)

0.
a=0 7&

Esta condicion es equivalente a la regularidad del mapeo o« — 8 con o = 0. En efecto,
el lema siguiente se puede demostrar mediante calculos sencillos.

(y, ) —> <P(y,0é)at7’ (W) » det <8P((BZ’OO)>
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Lema 3.5.1. Sea el sistema (3.11) escrito como
y=Ply,a), yeR, ack’

y se satisfacen las condiciones de no-degeneracidad K2) y K3). Entonces la condicion de
transversalidad K4) es equivalente a la reqularidad del mapeo

(y, @) —> <P(y,a),t7“ (W) ,det <8Péyym>>

en el punto (y,a) = (0,0).
El mapeo en el Lema 3.5.1 es un mapeo de R* a R*, por lo que su regularidad significa
la no anulacién del determinate de su matriz Jacobiana.

Todo lo anterior, se ha realizado con la finalidad de demostrar que un sistema de la
forma (3.1), que puede ser reescrito como (3.21), a través de transformaciones suaves e
invertibles y una reparametrizacién en el tiempo, experimenta la bifurcacién de Takens-
Bogdanov en un equilibrio (xg, pp). Como consecuencia de todo lo anterior establezcamos
el siguiente teorema.

Teorema 3.5.1. Supongamos que un sistema en el plano
= f(z, ), reR? aeR?
donde f es suave, tiene en a = 0 el equilibrio x = 0 con dos valores propios cero

A12(0) = 0.

Asumimos que las siguientes condiciones de generacidad se satisfacen:

K1) La matriz jacobiana A(0) = f(0,0) # 0;
K,Q) a20(0) + 511(0) #0;

K3) bayg # 0;
= (52 0 (252

K}) El mapeo
es reqular en el punto (x,a) = (0,0).

Entonces existen transformaciones suaves e invertibles de variables en funcion de pardme-
tros, una reparametrizacion en el tiempo que preserva la direccion y cambios suaves de
parametros invertibles, que en conjunto reducen el sistema en

m o= 1
e = B+ Bam + 15+ smmz + O(n]?)

_ son ((2200) 00 (0) _
s =5g ( ba(0) )-:I:l.

donde
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3.6. Diagrama de bifurcacion de la deformacion versal

Consideremos (3.21) sin los términos O(||n||®) y tomemos s = —1, entonces
mo=
e = Bu+ Bom + 07 —mna.

Observemos que los puntos de equilibrio de nuestra deformacién versal estan dados por
—B2 /B3 — 4B
(nita 772) = < 2 y 0

2
en particular observemos que para i (B2 < (1 no existen puntos de equilibrio.

La jacobiana de nuestra deformacion versal es

0 1
Df(m,n2) = (52 + 21 — 12 —771>

+ — 0 ;
Df("l’m)_(i 53 — 4B, ;wﬁMJ

Tomemos nfr, en este caso los valores propios estan dados por

36— VA= 30 % /(38 — VF— 480 + 4(VBT 45
2

entonces el equilibrio (n;,72) es una silla cuando 55 — 43, > 0.

(a) A2 =

Ahora bien, cuando tomamos 7, los valores propios estan dados por

362+ VI 380 + /(38 + VF— 480 — 4(VBT - 45

2

(b) A2 =

si f1 =0y P2 <0 el equilibrio (n; ,72) son centros.

Observemos que en (a) si 35 — 43; = 0 los valores propios estan dados por

1
A2 = 552, 0

por lo tanto podriamos esperar que 51 = %B% sea una curva de bifurcacién, en la que
ocurre una bifurcacién silla-nodo. Ademads en (b) con 81 = 0y B2 < 0 los valores propios
son dados por

A2 = £/ B2

por tanto podriamos esperar que el semieje negativo de (5 sea una curva de bifurcacion,
en la que se da la bifurcacion de Hopf.
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Figura 3.1: Bifurcacion Takens-Bogdanov

Lema 3.6.1. FExiste una tnica curva P correspondiente a la bifurcacion homoclinica, que
se origina en B = 0 y se representa localmente de la siguiente manera:

P={(Br.52): Br=—gfi+o(B), B2<0).

Ademds, para ||| pequeno, el sistema tiene un inico ciclo estable e hiperbélico para los
valores paramétricos dentro de la region limitada por la curva H bifurcacion de Hopf y la
curva P bifurcacion homoclinica, y no existe algun otro ciclo fuera de esta region.



Capitulo 4

La bifurcacion doble cero mediante
formas bilineales

En 1974 y 1975 respectivamente, Takens y Bogdanov dieron condiciones suficientes para
que un sistema no lineal m-paramétrico en el plano sea topolégicamente equivalente a la
deformacién versal (o desdoblamiento universal) de la bifurcacién Takens-Bogdanov. Y.A
Kuznetsov, obtiene con otro tipo de cédlculos el caso particular m = 2 (estudiado en este
trabajo). En este capitulo se presenta el caso n = 2 de la generalizacién al resultado de
Takens-Bogdanov, siguiendo la filosofia del analisis de Kuznetsov, pero desde lo analizado
en [2] y con otro tipo de herramientas matemaéticas.

4.1. Planteamiento del problema

Considérese el campo vectorial
&= F(z,un), (4.1)

donde z € R?, p € R? y F € C" (R? x R?), con r > 2. Supongamos que existe (zg, jo) €
R? x R? tal que

H1) F(xo,po) =0,

H2) o(DF(xo, o)) = { 1,2 = 0}. (Considerando el caso no semisimple)

Nuestro objetivo en este capitulo es encontrar condiciones suficientes sobre el campo
vectorial F', tales que la dindmica sobre la variedad central en x = x(, sea localmente
topolégicamente equivalente a la deformacion versal de la bifurcacién Takens-Bogdanov
genérica, en el plano

2':1 = 22
. 4.2
g = B1 + Boz1 + azf + bz 2z (42)

35
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donde
ab # 0 (4.3)

4.2. Dinamica en la variedad central

A continuacion usaremos la teoria de las formas normales para determinar la dindmica
sobre la variedad central en un punto de equilibrio x = zg para p =~ .

4.2.1. Forma de Jordan

Consideremos la expansiéon de Taylor alrededor de (zg, o), para el campo vectorial
F(z,pn) en (4.1)

F(z,p) = DF(xo,po)(x — o) + Fu(xo, o) (1 — ko)
+%D2F(SC0, po)(x — xo, x — x0) + Fpuz(xo, po) (1t — p2, x — o) + ... (4.4)
de H2) tenemos que, la matriz A = DF(x, i9) € R?*? es similar a la matriz
J= <8 é) .
Sean py, p2 € R? los vectores propios de A asociados al valor propio A = 0:
Ap1=0;  Aps =p1. (4.5)

Proposicién 4.2.1. Sea P = (p1,p2) donde p1 y p2 estin dados en (4.5). Si

T
P*l — ql )
(qQT

{CJQTA = 0,
adA = ¢l

entonces

Observacién 4.2.1. q1,q2 € R? son los vectores propios izquierdos de A asociados al valor
propio A = 0.

Prueba Sabemos que
PlAP =17

si multiplicamos P~! por la derecha,
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P ltA=Jp!,

sustituyendo valores,

()= o) ()

por tanto, el resultado se sigue

qA = ¢
@A =0

4.2.2. Cambio de coordenadas

En esta seccién se hace un primer cambio de coordenadas para poner el campo vectorial
de la parte derecha de (4.1) en su forma de Jordan. Consideremos el siguiente cambio de
coordenadas y de pardametros

y=P Nz—x0) y a=p—p, yeR pek’
derivando y obtenemos
y = Pl
= P7'F(z,p)
= P YDF(zo, po)(z — x0) + Flu(xo, o) (1t — p10)
+5D?F (w0, o) (& — 20, & — x0) + Fya (0, o) (1 — pro,  — o) + ..)
= P 'DF(xg,uo)Py + P71E,(z0, po)cx
+5 P~ D?F (2, po)(Py, Py) + P~ Fyuu (0, o) (v, Py) + ..

por lo tanto (4.1) se transforma en
. _ 1 .
§ = Jy+ P Fy(wo, po)a+ 5 PTID*F (20, 1o) (Py, Py) + P~ Fya(wo, pto) (e, Py) + ... (4.6)

También tenemos,

D?F(x0, o) (Py, Py) = (Py)" D*F(x0, po)(Py)
Fa(wo, po) (e, Py) = ol Fuu(zo, o) Py
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%1 Ll
Definicién 4.2.1. Dadosv e R*, v = | . | y L e R™*0xs) £ — | |, donde L; €

Un L,
R"*%, definimos el producto

n
vel = Z%‘Lz
i=1

Entonces, si definimos ¢; = (g1, gi2)” para i = 1,2, observemos que

T\ ((Py)' D*Fy(xo, o) Py
PLD?F (o, Py. P _ <(J1> <( Y 1{Z0, MO >
(20, o) (Py, Py) a3 ) \(Py)" D*Fx(o, j10) Py

- 1 q1i(P D2E(xo,u0)Py>
S a0i(Py)T D?Fy (20, o) Py

S =2 qi D2 (o, p10) P

(&
B ( S =2 quD F(»’U07M0)Py>
( y) (g1 e DQF(%;MO))HJ)
T (42 ® D*F (0, o)) Py
= [(P~" e D*F (0, 10))(P, P)](y, y)-
De manera similar,
P~ Fya(0, o) (e, Py) = (P~ @ Fua(20, 110)) P)(r, ).
Por lo tanto, el sistema puede ser escrito como el sistema extendido
§ = Jy+ P Fu(xo, po)a + Fly, @) (4.7)
donde
Fly, o) = %[(P_l e D*F (0, 110))(P, P)|(y,y) + [(P~" ® Fuu(w0, 10)), P, y) + ...

Lema 4.2.1. Sea el sistema no lineal

&= F(z,p),
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que satisface las condiciones de no hiperbolicidad H1), H2) en el punto de equilibrio (zq, o).
Entonces la dindmica en la variedad central biparametrizada en el punto de equilibrio x = xg
para (L = g, estd dada por

. 1
g =Jy+ Roa + Ra(a,y) + 5 Ra(y,y) + O(la*) + O(ly, af?) (4.8)
donde
Ry = P 'Fy(zo,10), (4.9)
Ry = P leF,(x0,10)P, (4.10)
Ry = P 'eD?*F(xq,p0)(P,P). (4.11)

4.3. Teorema Principal

En esta seccién se prueba el teorema principal del capitulo. La prueba se divide en una
serie de lemas, con los cuales el sistema (4.8) se transforma en la deformacién versal de el
caso genérico de la bifurcacién Takens-Bogdanov.

4.3.1. Egquivalencia topoldgica entre la variedad central y la deformacion ver-
sal

Primero reescribimos (4.2) como

2= Jz+4 Bres + Pazres + ho(z), (412)

0 0
donde ey = <1>v y ho(z) = (az% + bzl,22>'

Luego, nuestro objetivo es encontrar un cambio de coordenadas
1
y=z+ Loa+ Li(a, 2) + §L2(z’ z),

donde Lo € R?*2) Ly, Ly € R?*(2%2) tal que (4.8) sea transformado en (4.12). Observemos
que
g=I+ao"Li+ 271y = =T +a'Li+27Ly) 1y

pero para |z| =~ 0, tenemos que (I + o’ Ly + 27Ly)"' =1 —aTL; — 27 Ly + ..., entonces,
i = (I—aTLi—2"Lo+ ..)(J(z + Loa + Li(, 2) + 3La(2, 2))

+Roa + Ri(ov, z + Lo + Ly (e, 2) + 3 La(2, 2))
+3Ro(z + Lo + L (o, 2) + 3Lo(2, 2), 2 + Loa + L (e, 2) + $La(2, 2)))
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haciendo una serie de cédlculos obtenemos

5 = Jz+ Loa+alLiz + %ZTLQZ) + Roa + o’ Ry (2 + Loa + o' Lyz + %ZTLQZ)
—|—%(z + Loa+aTLiz+ %ZTLQZ)TRQ(Z + Lo+ aoTLiz+ %ZTng)T
—aTLiJ(z+ Loa+ o' Lz + %ZTLQZ) — oL Ry
—aTLy(z+ Loa+ T Lz + %zTng)Rla
f%aTLl(z + Loa+ oLz + %ZTLQZ)TRQ(Z + Loa+alLiz + %ZTLQZ)
—2TLoJ(z 4 Loa +aT Lz + §zTng) — 2T LyRox
—2TLo(z + Loa + ol Lz + %zTng)TRla
—%zTLg(z + Loa+aTLiz + %ZTLQZ)TRQ(Z + Loa+alLiz + %zTng) + ..

agrupando términos obtenemos

i = Jz+ (JLo+ Ro)a+ 2T (3RoLo — LyJ Lo — LaRy)a+
+aT(JLy + Ry + L Ry — Ly J)2 + 27 (3T Ly + 2Ry — LoJ)z
+0(|af?) + O(|z, af)

Observacién 4.3.1. Los términos de la forma 2 (¥)a se agrupan con los términos de la
forma o' (x)z. A continuacion se demuestran las equivalencias de los términos.

R L
T o T 21 01
z' RoLpa = =z <R22> <L02> «@

e
Roo ) \ L2

_ (zTRgl(Loa)>

ZTR22 (L()Oé)

= aTLE‘)FRgz.
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ZT(LQ(JLO + Ro))a

") (G o) () - ()]«
() ((5)+ ()=
() () e
<

L21> <L02Oé + R01a>
Lo Ry

z
ZT

~T

2T'Lo1\ (Lo2a + Ry
2T Loo Ry

< 2 En(Lo2 + Foo + zTL%1<R02>“>
TL%2(L02 + ROl)a + ZTL%Q(ROQ)CM
<aT(L21(L02 + Ro1) + LglROQ)TZ>

z

ol (Lag(Log + Ro1) + LaaRo2)”
o _<L21> <L02 + Rm)]T
|\ La2 Ro2
(7)) ()= (o)) |-
Lo 0 Roa

T [LQ(JL() + Ro)]T z
T [(JLO + Ro)TLQT] z

por lo tanto, nuestro sistema se reduce a

Z‘ =

(JLO + R())Oé + « (JLl + Ry +LgR2 —IqJ -

(L2(JLo + Ro))")2

(%JL2+ iRy — LoJ)z + O(|al?) + O(Jz, af?).

Definimos los siguientes términos

Ry =
R =

Ry =

JLy 4+ Ry,
Ly + Ry —
Lo+ Ro —2LoJ,

LyJ + LY Ry — RE Lo,

41
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LY L11> <L21>
Lo=("9),L Ly = :
o= (i) 1= () = (2

_ LT _
Lo = ( 002> Ly

entonces, el sistema (4.8) se reduce a

con,

Il
N
h
it
(V]
~_
i
no
Il
7N
S
[\
~_

g . 1 5=
t=Jz+ Roa+ ol Ryz + izTRgz +O(|a*) + O(|z,al?) (4.13)

Observacion 4.3.2. En el transcurso de las pruebas de los siguientes lemas, haremos uso
del siguiente hecho elemental: Si la matriz X = (X' X?) € R"*? es dividida en dos
columnas, entonces

XJ=(x'" x? (8 é):(o xh.

Los lemas a que continuacién se presentan, demuestran que el sistema (4.8) se trans-
forma en (4.13), por lo tanto (4.8) sufre la bifurcaciéon Takens-Bogdanov.

Lema 4.3.1. Ezxiste Ly tal que Ryaw = B1es.

R{, a1 Fu(o, p10)
Prueba. Recordemos que Ry = P~'F,(z, = < 01) = < Lo Ly =
que R (@0, 1o) RL, L Fo(zoomo)) ¥ 0

L , R
( L%;). Sustituyendo valores en Ry,

R()Oé = (JLO+R0)04
[ D60 ()
0 0) \ L a3 Flu(zo, o)

() G«

si definimos Lgo = —FE(QEO, po)q1 y B = a3 F,(zo, o), entonces
LT
Lo i ) |
0 (—Q?Fu(wo,uo)
por lo tanto, el resultado se sigue. O

Observacién 4.3.3. Ly aun permanece sin determinarse.
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Lema 4.3.2. Existe Lo tal que %ZTRQZ = (az? + bz129)ey

Prueba. Primero,

)

_ ((q1 ® D*F(xq, 1o))(P, P)
1 = (((D e D*F (0, j10) ) (P, P))

donde

I'Dip1 pI'Dip
..DQFx, P,P: P Vip1 1 12>’
(g (wo, 110))( ) (pgDim pg’Din

con D; = q; @ D*F(x, 1to). Entonces,

12TRyz = 12T(Ly+ Ry — 2LaJ)z

N[

|
D=

T <L22 + q1 ® D*F(zq, o) (P, P) — 2L21J>
g2 ® D*F (20, 1) (P, P) — 2L23J

(l% +pi Dipr B3y +pi Dip2 — 21}1)
135+ p3 Dip1 135 + p3 Dipa — 213,
T
o z
101 I Dap1 p{ Dapa — 2l%1>
P2 5 Dap1 p3 Dapa — 213,

511 +P1 Dipy 135+ pF'Dipy — 21%1> <zl>
Z%Q +piDip1 13, +p3 Dips — 211, ) \ 22

|
N[ —=

NO|—=

(PlTszl pl Daopy — 2l%1> <21>
pgszl p3 Dapy — 213, ) \ 29

(3, + pI Dip1) + 2’122(112 +P1 Dips — 2li, + 129p3 D1p1)

+2z5 (l2 + D3 D2p2 2l12)

D=

2(pT Dap1) + 2122(pF Dapa — 212, + pd Dapy) + 22(pd Dops —

si definimos

Lon — 303 Dapo +p1 Dipy Ui,
2 Iy I3

Loy = ( Pl T Dip 2T Dops >
2102 D2p2 2@2 - P2TD1p2

o () (Dot B o) 2 (1) 1) -

43
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el resultado se sigue, con

a = 3pT(qoe D*F(x, po))p1
b = pl(q1 e D*F(xo,p0))p1 + pi (g2 @ D*F(z0, o))po-

Lema 4.3.3. Ezxisten Loy y Lio tales que anhz = Paz1e9.

Prueba. Recordemos que

- Ry
R = (&
' <Rl2>
= El + R — LiJ+ LgRQ — RgLQ

_ (Li2+Ru—LuJ+ LY Ra1 — Ry Loy
Riz — L12J + LY Rog — R Loy '

Si definimos
Lz = L11J — Ryy — LY Ry + RY Loy,

entonces

~ 0
R = )
! <R12 + LE(Rog + Ro1J) — RE (Lot J + Lao) + R11J)

Usando la observacién (4.3.2)
R12 = (R%z ‘ R%2)
= (Riy+L{R}, - ROTL%2 | Ri, + R3, + L (Ry + R3,) — Rg(L%1 + L3,)).

Ahora de (4.10) y (4.11), se sigue que para i,j = 1,2,

Rl, = (g Fu(zo,10))p
Rl _ <p1TDz~pj> _
2 pl Dip;

Notemos que R = (0 Rp2), donde Rps = FE(Z‘U, 140)q2-
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La finalidad de expresar Rjs en columnas, es para definir Lo y I1, tal que el término

Rl + R}, + LE(RY, + R3,) — RE(LY, + L3,)

T T
D1py p1 Dapo
R + R2 + (L I [<p1 >+<1
1 2+ (Lov Lo2) pIDipy pd Daps

0 R s Dops + pT D1pa + 2pT Dops
- ( 02) 1 1 T
lig + 2175 — p3 D1p2

Ri, + R3y + Loy (p! Dip1 + p{ Dap2)

+Lo2(pE D1p1 + pI Dapa) — Roa(1ig + 2135 — pd D1pa).

1
Loy = g((liz + l§2)R02 - (pngpl +p2TD2P2)L02 — Rh - R%Q)a

R%z -
definiendo
y

se sigue que

Entonces

1
Iy = §p2TD1 + p2,

Riy= (Riy+ LE Ry — R{Ly, | 0).

R, = Ri,+ L{RS, — R Ly,

T T
= Rip+ (Lot Lo2) <p1 D2p1> — (0 Rp2) ( P D1p1>

p3 Dap1 0% Dapo

= R}, + LoipT Dop1 + Loop¥ Dapy — 3p3 DopoRoo

= Riy+ %3((p3 Dip1 + p3 Dapa)Ror + (Iiy + 135) Roz — Riy — Ry)
—p¥ Dap1 Ror — 3p% Dapa Roo

= (g2 ® Fuz(z0, 0))p1 + 22(p3 D1p1 + pd Dap2) Rot + 5p3 DapaRos

—2¢(R}, + R}y) — py Dap1Ror — $pd Dapa Rog

reescribiendo Rjs en términos del campo original obtenemos,

=1 _
R12 -

[2¢(pT (q1 @ D*F (o, 1t0))p2 + P} (g2 ® D*F (20, 110))p2)

*Prip(fh; D?F(x0, pto) )p2F}; (o, o) a1
_ 2a

D z‘:1(‘Ji hd Fuz(fﬁo,ﬂo))Pz’ + (g2 @ F;w:(x[)a 140))P1,
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esto es,
aTRyz = 9 = (ozTR1 )z1€9
aT R,z 12 )
entonces, si definimos (o = aTR%Q, el resultado se sigue. [l

Antes de establecer el teorema principal, renombramos a Ri2 vy Rgo

S1 = Fl(xo,p0)q,

Sy = [22(pT(q1 @ D*F(z0, po))p2 + pL (g2 ® D*F(x0, po))p2)

4.14
¥ (g2 @ D2F(xo, 1t0))p2F X (2, o) (4.14)

—20 572 (i ® Fyua(@0, 10))pi + (g2 ® Fua(@o, p0))p1-

Adems4s, para desdoblar la bifurcacién doble cero de la variedad central, la transformacion

T : R? — R?, dada por
ST (- Mo))
T(p) = ('
0= (5He 1o

debe de tener rango 2, es decir, S; y S3 deben de ser linealmente independientes. Entonces
como consecuencia de los lemas 4.3.1-4.3.3 podemos establecer ahora el resultado principal.

Teorema 4.3.1. Dado el sistema no lineal
&= F(z,p), (4.15)
donde x € R?, 1 € R?, tal que, existe (xq, o) € R? x R?, que satisface las condiciones

H]) F(l‘o,,u(]) =0

H2) o[DF(xg, pt0)] = {A1,2 =0} (no hiperbolicidad)
H3) ab# 0 (no degeneracidad)
HY) 81 y Sa2 son linealmente independientes, (transversalidad)
donde

a = ipT(g2 e D*F(x0, po))p1,

b = pf(q e D*F(xo,p0))p1+ i (g2 @ D*F(x0, 110))p2,

donde p; y q; son vectores propios derechos e izquierdos respectivamente, asociados al valor
propio X = 0 y Si, Sy son dados por (4.14). Entonces la dindmica sobre la variedad
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central del sistema (4.15) en x = x9 y p = po, el cual es dado por (4.8), es localmente
topoldgicamente equivalente a la deformacion versal de la bifurcacion Takens-Bogdanov

2':1 = Z9
Zyg = 51—1-522:1—{—@2%—!—62122,

donde By = ST (1 — po) y B2 = S5 (1 — o).
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Capitulo 5

La equivalencia entre dos analisis:
Kuznetsov y Formas bilineales

En los capitulos anteriores se presenta la bifurcacion de Takens-Bogdanov desde dos
diferentes puntos de vista, uno es el analizado en el capitulo 3 y el otro en el capitulo 4.
La finalidad de este capitulo es demostrar que ambos puntos de vista son equivalentes. Por
tal motivo retomaremos los teoremas que ambos nos presentan.

Teorema 5.0.2 (Kuznetsov). Supongamos que un sistema en el plano
&= f(z,aq), reR? aecR?
donde f es suave, tiene en o = 0 el equilibrio x = 0 con dos valores propios cero

A1,2(0) =0.

Asumimos que las siguientes condiciones de generacidad se satisfacen:

K1) La matriz jacobiana A(0) = f(0,0) # 0;
K2) a20(0) + b11(0) # 0;

K3) bao # 0;

K4) El mapeo

o) (st (2L0) e (L5200 )

es reqular en el punto (x,a) = (0,0).

Entonces existen transformaciones suaves e invertibles de variables en funcion de pardme-
tros, una reparametrizacion en el tiempo que preserva la direccion y cambios suaves de
pardmetros invertibles, que en conjunto reducen el sistema en

m = 12
e = i+ Bom +ni+smne + O(n|?)

49
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donde

_ son ((22000) 00 (0) _
s =Ssg ( ba(0) )-:I:l.

Teorema 5.0.3 (Carrillo et. al). Dado el sistema no lineal
i = Fa,p), (5.1)
donde v € R?, i € R?, tal que eiste (z0, o) € R? x R? que satisface las condiciones

H1) F(zg, o) =0

H2) o[DF(xg, pt0)] = {A12 =0} (no hiperbolicidad)
H3) ab# 0 (no degeneracidad)
HY) S1 y S son linealmente independientes, (transversalidad)
donde L )

a = 5pi (g2 D*F (20, f10))p1,

b = pf(q e D*F(xo,p0))p1+ i (g2 @ D*F(x0, 110))p2,

donde p; y q; son vectores propios derechos e izquierdos respectivamente, asociados al valor
propio A =0 y S1, y S1, Sy son dados por (4.14). Entonces la dindamica sobre la variedad
central del sistema (4.15) en x = xg y p = po, el cual es dado por (4.8), es localmente
topoldgicamente equivalente a la deformacion versal de la bifurcacion Takens-Bogdanov

21 = Z29
29 = P14 Bex1 +azi + bziz,

donde 1 = ST (1 — po) y B2 = S5 (1 — ko).

A continuaciéon demostraremos la equivalencia entre los teoremas. En primer lugar
notemos que K1) es equivalnte a H1) y H2), los cuales satisfacen las condiciones de no-
hiperbolicidad de nuestro sistema, por lo cual no es necesario hacer ningun tipo de calculos.
Lo interesante de nuestro problema se encuentra en las siguientes condiciones.

Lema 5.0.4. K2) y K3) son equivalentes a H3).
Prueba H3) ab # 0, donde
1

a = ipl(g2 e D*F(x0,po))p1,

b = pl(q e D*F(x0,10))p1 + pt (g2 ® D*F(z0, t10))p2,



o1

y K2) a20(0) + b11(0) # 0, K3) bao # 0.
Comparando la expansién en serie de Taylor de los sistemas (3.11) y de (4.7) se obtiene
la siguiente relacién:

a11(0) = pi (g1 ® D*F (w0, 110))p2,
a20(0) = pi(q1 ® D*F(zo, p10))p1,
ap2(0) = p3(q1 ® D*F (w0, 110))p2,
b11(0) = pi (g2 ® D*F (w0, p10))p2,
b20(0) = pi (g2 @ D*F(x0, po))p1,
bo2(0) = p3 (g2 ® D*F(x0, 1to))p2-

donde a se asocia con g1, b se asocia con ¢o, i se asocia con p; y j se asocia con ps. Ahora
rescribimos a y b en términos de a;; y b;;, es decir,

a = 3pl(g e D*F(x0, po))p1
= %b20(0)7
b = pi(q e D*F(xo,p0))p1 + pi (g2 ® D*F (o, o) )p2

ago(O) + b11 (0)

Retomando las hipdtesis tenemos que, ab # 0, ag0(0) 4+ b11(0) # 0 y byg # 0, entonces

ab = (320(0))(@z0(0) + b1 (0)) £ 0

Observacién 5.0.4. Notemos que,
s = sgn[2ab] = sgn[bap(0)(ag(0) + b11(0))] = 1,
que se toma en cuenta en el teorema de Kuznetsov.

Lema 5.0.5. K/) es equivalente a H/)

Prueba. Recordemos que dice la hipétesis, primero Hj) S1 y S2 son linealmente indepen-
dientes, es decir, el detereminante de la matriz formada por los vectores S7 y Ss es diferente
de cero,

det[51 SQ] 7& 0

Recordemos quien es Sy,

Fl (o, 0) F2 (w0, p0)\ (g2l
S = FT €T N = < H‘l ’ H‘l ’
' (0, 10)g2 Fio(xo, o) Fa(0, 110) ) \ 422
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realizando el producto de S1, obtenemos

g — << Fi(xo, o), q2 >>
1 — .
< F;J,Q(x07,u0)7q2 >

Por definicién, b;j(a) =< f(y1vo + y2v1), w1 > |y—o, si se define

oit+i

- < fo,; (Y100 + y2v1), w1 > |y=0

booa; (@) = —
dy10yy

donde 7 = 1, 2, entonces S7 es equivalente a
b
Sl — < 00a1> .
booaz

a00a; (@) =< fao, (Y100 + y2v1), wo > |y=0-

Anélogamente, apoa, se define como

Siguiendo el razonamiento anterior para So.

Sy = [2(T(q1 @ D*F(z0, t0))p2 + p3 (g2 ® D>F (0, 110))p2)
—p1 (g2 ® D?F (20, j10))p2 F - (o, o)1

_ 2a

2
T 2im1 (i ® Fua (o, 110))pi + (g2 @ Fue (o, p0))p1-
entonces en términos de a;; y b;; se reescribe como,

bSy = [ (2a(a11 + boz) — bb11)agoa1 — 2a(a10a1 + bota1) — bbioa1 }
(2a(a11 + bo2) — bbi1)agoa2 — 2a(a10a2 + bo1a2) — bbioaz |

Ahora formamos la matriz con entradas S7 y bSo
| booar  (2a(air + bo2) — bbi1)agoar — 2a(@10a1 + bota1) — bbioar
FB =
booaz  (2a(ai1 + boz) — bb11)aooaz — 2a(aioaz + bo1a2) — bbioaz
entonces
|FB| = b0oa1a00a2b20a11 + booa1a00a2b20002 — b00a1@00a2011a20 — booal @00a2b?y
—b00a1020010a2 — b00a102000102 + booa1b10a2a20 + booa1b10a2b11
—b00a2000a1020011 — b00a2@00a1b20002 + b00a2@00a1b11a20 + Bo0a2@00a1bly

+b00a2b20a1001 + b00a2b20b0101 — bo0a2b10a1a20 — booa2b10a1b11
(5.2)

A continuacién recordemos lo que nos dice la otra hipétesis, K4) El mapeo

o e (252 (252

T
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es regular en el punto (z,a) = (0,0), es decir, el determinate de la matriz formada por los
vectores del mapeo en el punto (z,«) = (0,0) es diferente de cero,

det(DM) # 0,
donde
0 1 apoal ap0a2
MK — 0 0 booa1 booa2
azo + b1 ai1 +bo2  aioa1l +bota1r  @10a2 + bo1a2
—bao —b11 —b10a1 —b10a2
entonces
2
IMK| = —booa1@00a2b20a11 — booa1@00a2020002 + booa1aooa2bi1a20 + booa1 @ooa2biy
+b00a1b20a1002 + b00a1b2000102 — bo0a1b1002020 — booa1b10a2011
2 .
+b0002000a1020a11 + booa2@00a1b20002 — booa2@00a1011a20 — booa2@00a1b11
—b00a2020a10a1 — bo0a2b20b0101 + booa2010a1a20 + booa2bi0a1b11
(5.3)
Entonces, es natural hacernos las siguientes preguntas; jcudles son las soluciones, tales
que |F'B| = 07, ;éstas soluciones son las mismas que hacen que |M K| = 0?7, ;podemos

hablar de un si y sélo si?, es decir, ;las soluciones que hacen que |M K| = 0 son las misma
que hacen que |FB| = 07.

A continuacién se presentan las tres soluciones tales que |F'B| = 0, las cuales han sido
calculadas con el software Maplel2;

la primera es cuando,

bota2 = — e (—b00a1000a2b20011 — D001 @00a2b20b02 + Bova1@00a2b11a20
+b00a1@00a2b31 + b00a1020@1002 — b00a1b1062020 — booa1b10a2b11
+b00a2@00a1b20011 + bo0a2@00a1b20002 — b00a2@00a1011a20 — bo0a2a00a1b3;
—b00a2b20010a1 — bo0a2020b01a1 + booa2b10a1a20 + booa2b10a1b11),

la segunda cuando,
booa1 = 0, booaz = 0,

y la dltima cuando,

booa1 = 0,
2
bora1 = bf(aoombman +a00a1b20002 — @00a1b11020 — @00 1071 — 02061001 +b1001020+b1001011)-
20
Dichas soluciones son también soluciones de |M K], es decir, |M K| evaluado en cada

una de estas soluciones es cero, por lo tanto, las soluciones tales que |F'B| = 0 hacen que
el | MK|=0.
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Anélogamente, para las soluciones del |M K| y utilizando el software Maplel2 obtene-
mos las siguientes tres soluciones, la primera es cuando,

botoz =  — oo (—booa1@0002020a11 — bova1@00a2b20b02 + bova1@o0azb11a20
+b00a1@00a2b31 + b00a1020@1002 — b00a1b10a2020 — booa1b10a2b11
+b00a2@00a1b20011 + D00a2@00a1b20002 — b00a2@00a1011a20 — bo0a2a00a1b7;
—b00a2020010a1 — booa2b20001a1 + Bo0a2b10a1@20 + bo0a2b10a1b11),

la segunda es,
booa1 = 0, booaz = 0,
y la dltima esta dada por,

booa1 = 0,

1
2
bota1 = . (@00a1b20a11+a0001b20002 — 0001011620 — @00a1071 —b20@1001 +b10a1020+b1001b11)-
20

Estas tres soluciones son también soluciones de |F'B]|, es decir, evaluando cada una de
estas soluciones en |F'B| = 0, por lo tanto, las soluciones tales que |M K| = 0 hacen que el
|F'B| = 0. Por lo tanto, hemos demostrado que las soluciones (tinicas) de |F'B| son también
soluciones de |M K| y andlogamente, las soluciones de | M K| son soluciones de |F'B|. Asi el
lema ha quedado demostrado.

0

Por lo tanto, queda demostrada la equivalencia entre los teoremas de Kuznetsov y de
las formas bilineales .

5.0.2. Teorema principal

Una vez demostrado los lemas anteriores, a continuacion se presenta el resultado prin-
cipal de este trabajo.

Teorema 5.0.4. Dado el sistema no lineal
i = F(z,p),

con v € R?, u € R? y F suficientemente suave, existe un punto (zo, po) € R? x R, tal que
las siguientes condiciones son equivalentes:

Condicion de no hiperbolicidad
1) La matriz jacobiana A(0) = f5(0,0) #0
2) F(xo,p0) =0y o[DF(zo, o)l = {A12=0} (caso no semisimple)

Condicion de no degeneracidad



3) a20(0) + b11(0) # 0 y byg # 0
4) ab#0
Condicion de transversalidad
5) El mapeo
(z,a) — (f(:x,a),tr <
es reqular en el punto (x,a) = (0,0).

6) S1 y S son linealmente independientes.

of(z, )

ox

o

of(z, )

ox

)
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Capitulo 6

Un problema de aplicacién

En este capitulo consideramos un sistema depredador-presa de tipo Gause con respuesta
funcional no-mondtona. Holling tipo 4. Este problema es analizado en [9]

6.1. Descripcion del sistema

En la dinamica de poblaciones, una respuesta funcional del depredador a la densidad
de la presa se refiere al cambio en la densidad de presa adjunta por unidad de tiempo por
los depredadores como los cambios en la de densidad de presa. El modelo mas simple de
respuesta funcional se obtiene asumiendo que en el tiempo disponible para la bisqueda,
el cambio total en la concentracién de la densidad/sustrato presa es proporcional a la
concentraciéon de densidad/sustrato presa. Por tanto, si x(t) representa la concentracién
densidad sustrato/presa en un tiempo ¢, entonces la respuesta funcional es ax(t), donde
a > 0 constante.

Consideremos el sistema dado por
i = xg(z, k) —yp(x)
. 6.1
§o= (~0+a()y, (@)

x T2

donde g(a, k) = r(1 - 1), ple) = 20z ¥ qla) = 2.

Si X = ( 5 ) € R?; r, k, 0 constantes positivas, 1, po parametros, p = ( Zl ) € R2.
2

X = f(X, ) (6.2)

aonte 5.0 = (70U

p1ta?
Entonces, nos preguntamos, ;(6.2) experimenta la bifurcaciéon Takens-Bogdanov?, para
responder a esta pregunta tendriamos que verificar que:

o7
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. 0 1
» Existe (Xo, o) € R? tal que f(Xo,po) =0y Df(Xo, o) = (0 0>

= a-b#0,

= [5152] #0

)5

[l

Para comenzar, el equilibrio de interés del sistema esta dado por Xy = <

(&)

De (6.2), obtenemos

2
T(l_%)_%_ y2+ Qxyzz s
Df(X,p) = ( (e e 3’“* R e
YWota2 =~ uta?)? p1+a?

y sustituyendo Xy, po en D f(X, p) tenemos el siguiente resultado,

-
Df(X07/’I’O) - 0 0

donde D f(Xq, po) ~ J. Por lo tanto hemos demostrado la primera hipétesis del teorema,
es decir, que el sistema (6.2) tiene al menos un equilibrio no-hiperbdlico.

Observacion 6.1.1. Para poder demostrar analiticamente que el sistema experimenta la
bifurcacion Takens-Bogdanov necesitaremos una serie de cdlculos de vectores propios y se-
gundas derivadas, que a continuacion se presentan, ya que estos nos serviran para calcular,
a, b y los vectores S1 y So y asi poder verificar las hipdtesis restantes.

v (1)
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donde py1, p2 son los vectores propios asociados a los valores propios de D f(Xo, o) v ¥,
qg son los vectores propios izquierdos generalizados de D f(Xo, po)-

_2l+ 6zy  8a3y 1 + 22
kot (uta®)? o (pata?)? O

1 2 e’
_ + €L 0
+ 2 + 2)2
DQf(Xv /L) = (_#1 6521 (_’/fl gu)gms ) 2 2pp? ’
YT G222 T Gara??/)  mta? T (mta?)?
U2 o 2/1212 0
m+z?  (p+a?)?
(o o)
0 0
2 .
D f(X()?/J'O) —r5 0 ’
0 O
wiy” 0
Dfu(Xa N) - _(ul;;uz) Ty s
(m+22)?  pr+a?
y o 4z%y 3 T
(1+22)2 — pita?  (pi+a?)?
0 0
f,u:v(Xa N) = _ yu2 + dypsz? pox )
< (m+a?)? © (p+a?)? (M1+9~"2)2>
y 227y _x
pita?  (pata?)? p1ta?

(¢

f,um(XnU)

Sustituyendo términos obtenemos,

a:%(l 0) (-Oi) .

analogamente para b

k

S ) O GV

por lo tanto hemos demostrado la segunda hipétesis de nuestro teorema.
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Para poder afirmar entonces que el sistema experimenta la bifurcacién Takens-Bogdanov,
nos resta solo demostrar que |S1.52| # 0, recordemos que Sp, Sy € R2.

St = [ (Xo, p0)g

Sy = [2(pT(q1 @ D*F(x0, 1t0))p2 + P} (g2 @ D*F (0, 110))p2)

—plT(qz; D?F (z0, o)) p2F L (w0, o) g1
_QTa i:l(Qi b F,u,:v(an MO))pi + (QQ L4 Fum(mm ,UO))Pl

0
0 1
—k

= (=6 (1 0 @). —?«5 0)

T (57‘ r r
= (0= - )

% _(51”+225) _%
k
() () (F)

entonces |S1 52| # 0, donde
ré(40 +1+r)
4k2
por lo tanto, hemos demostrado la tercera y ultima hipdtesis de nuestro teorema, asi que-

da demostrado que efectivamente el sistema (6.2) experimenta la bifurcacién Takens-
Bogdanov, todo esto de manera analitica.

|51 52| = —

Nota 6.1.1. Los cdlculos que se presentan en este capitulo se han realizado con el software
Maple al igual que los retratos fase del sistema (6.2).
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Figura 6.1: Diagrama de Bifurcacién
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Figura 6.2: Foco inestable, con valores en p; = —0,01184375000 y po = 0,002941176470,
mostrado en el plano zixo.
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0,12 4

0,10 +

0,08 -
¥

0,06

0,04 4

0,02 4

Figura 6.3: Ciclo limite inestable, con valores en p; = —0,0006250000000 yv puo =
0,05573529411, mostrado en el plano zjxzs.

¥

Figura 6.4: Foco estable, con valores en p; = —0,03125000000 y po = 0,1470588235, mos-
trado en el plano xxs.



Conclusiones

Existen diversos analisis de la bifurcacién doble cero, tal vez unos mas complejos que
otros. En este trabajo se han analizado dos punto de vista, que se valen de herramientas
diferentes para demostrar que un sistema en el plano experimenta dicha bifurcacién. Kuz-
netsov en su trabajo, ha demostrado que haciendo cambios en la coordenadas, parametros
y reparametrizaciones en el tiempo, un sistema sea topolégicamente equivalente a la de-
formacion versal que en 1975 es propuesta por el matematico R.I. Bogdanov. Carrillo et.
al. siguiendo la filosofia de Kuznetsov pero con otro tipo de herramientas han demostrado
que un sistema experimenta dicha bifurcacion.

Hemos realizado un estudio de los diferentes andlisis que han realizado sobre la bifur-
cacién Takens-Bogdanov, todo esto para poder demostrar que a pesar de los diferentes
métodos que presentan los autores los resultados que se obtienen son los mismos, a veces
pueden variar segin los parametros que se utilizan, esto se ve reflejado en los retratos fase
de los sistemas que se estudian en cada uno de estos analisis.

Como consecuencia nos preguntamos,

. Es posible demostrar con el tipo de herramientas empleadas en los capitulos 3 y 4
que un sistema & = f(z, ) que satisface las condiciones de bifurcacién, es topolégi-
camente equivalente a la deformacién versal que proporciona Takens?

De no ser posible, jcudles son las restricciones que existen o bien que se deberia de
modificar para poder emplearlas?

# 07, ;Cuéles son

a=0

Con respecto a la hipé6tesis K4) , porque no elegir det (g—g)
sus diferencias?

., Que pasaria si estableciéramos det (g—a)‘ # 0 como nuestra hipotesis de trans-
a=0

versalidad?, ;podriamos concluir que aun asi los teoremas son equivalentes?

Seria muy interesante dar respuesta a los cuestionamientos anteriores. La elaboracién de
este trabajo ha tenido grandes satisfacciones personales como académicas ya que la mayor
parte del tiempo es muy dificil comprender algunas metodologias de resolucion, pero gracias

63
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a las equivalencias demostradas se pueden optar por aquella que sea méas amigable con el
lector.
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