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Introducciéon

Las matemaéticas han sido utilizadas por los investigadores, desde hace mucho tiempo,
como herramientas para entender los fendmenos que ocurren en la naturaleza ya sean
fisicos, bioldgicos, quimicos, entre otros. Pues a través de la modelacién matematica,
se busca modelar el comportamiento de los elementos que gobiernan el fenémeno de
estudio y asi los investigadores pueden estudiar, entender e intepretar la evolucion
del mismo.

la modelacion matemadtica, en tiempos recientes ha sido muy utilizada en el drea de
la epidemiologia. Aunque para los investigadores, el interés de entender la evolucion
de la propagacion de las epidemias, desde el punto de vista de las matemadticas,
desperté desde finales del siglo XV y principios del siglo XVI. Las bases de la epi-
demiologia fueron hechas por Girolamo Fracastoro (1487 - 1573), quien exposo, en
dos obras, sus ideas sobre el contagio y las enfermedades transmisibles. Pero a John
Snow (1813 - 1858) se le considera el precursor de la epidemiologia contemporanea,
ya que formuld la hipétesis de la transmisién del célera por el agua y lo demostrd
confeccionando un mapa de Londres. En 1760 el primer resultado conocido en epi-
demiologia matematica se debe a Daniel Bernoulli, quien escribié un pequeno tratado
de la epidemia de la peste que en ese entonces se abatia sobre Europa.

Mientras tanto, los fundamentos del enfoque de la epidemiologia se basan de mo-
delos compartiméntales que fueron contribuidos por los médicos de salud publica,
como Sir Ross, R.A.;, W.H. Hamer, A. G. McKendrick y W.O. Kermack entre 1900 y
1935. Un ejemplo es el trabajo de Ross sobre la malaria, demostrando la transmisién
entre los humanos y los mosquitos. Mientras que Kermack y McKendric en sus tra-
bajos, consideraron también enfermedades endémicas y el principal resultado de estos
fue su célebre teorema umbral, el cual dice que al introducir individuos infecciosos
dentro de una poblacién de susceptibles, se puede producir una epidemia sélo si la
densidad de susceptibles rebasa un determinado valor critico. Si el umbral se excede,
el brote se expande y si el umbral no se excede, entonces el brote epidémico tiende a
extinguirse.

Algunas de las finalidades de modelar las enfermedades infecciosas mediante las
matematicas, es la de entender la dindmica de la propagacién de las mismas, medir
la fuerza con la que atacan a una poblacién susceptible y poder proponer técnicas
de control sobre la enfermedad. Al referirnos a la fuerza, nos referimos a la canti-
dad de individuos susceptibles que se infectan una vez que estos entran en contacto
con un individuo infeccioso. Es aqui donde aparece el concepto més importante en
epidemiologia matematica, el niimero reproductivo basico Rjy. Este ntimero, es
una medida del potencial de propagacién de la enfermedad dentro de una poblacién.
Ry es un valor umbral, de tal manera que, en general, si Ry < 1 la enfermedad de-
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saparece después de cierto tiempo y si Ry > 1 la enfermedad se propaga, generando
un brote epidémico; el cual se ve reflejado en el sistema como un punto de equilibrio
con coordenadas positivas.

En este trabajo se busca lo siguiente: en el capitulo 1, se presenta un marco
historico acerca de la modelacién matemaética, comenzando con los conceptos basicos
de modelacién, las fases que se deben comprenden al momento de estar realizando
un modelo mateméatico y como las enfermedades infecciosas han estado presentes a
lo largo del tiempo.Se presentan los diferentes tipos de modelos utilizando ecuaciones
diferenciales ordinarias, tales como SIR, SIS, SIRS, SEIR, entre otros, en los cuales
se explica para qué tipo de enfermedad infecciosa puede emplearse cada uno de ellos.
Ademds se presentan otras herramientas utilizadas en la modelacién matematica,
tales como son las ecuaciones diferenciales parciales, las ecuaciones en diferencias
v las ecuaciones diferenciales estocasticas; para cada una de estas herramientas se
presenta su definicién bésica y un ejemplo de cémo se puede visualizar un modelo
matematico mediante estas herramientas.

En el capitulo 2, se presenta la definicién mas abstracta del nimero reproductivo
bésico, pues este concepto en epidemiologia es uno de los méas importantes, debido
a que con él podemos determinar si una enfermedad se propagard dentro de una
poblacion o no. Ademas, se presenta la técnica més usual para obtenerlo la cual es
a través de la matriz de préxima generacién. Se presentan los axiomas que deben
cumplir un modelo matematico en el area de epidemiologia, estos axiomas hacen que
los modelos matemaéticos tengan sentido biolégico y puedan aplicarse en la vida real.

Se presentan resultados importantes respecto a la estabilidad de los puntos de
equilibrio de un modelo en términos del nimero reproductivo béasico de dicho modelo.

Finalmente, en el capitulo 3, se presenta un modelo SIR para el estudio de la
Rickettsiosis, enfermedad que ha tomado mucha fuerza en todo el pais particularmente
en Sonora. Se calcula el niimero reproductivo bésico para dicho modelo y se proponen
algunas medidas de control para disminuir dicha enfermedad. Ademds, se corroboran
los resultados algebraicos mediante un andlisis numérico y se presentan simulaciones
del comportamiento de la enfermedad entre los distintos elementos que participan en
la propagacién de la misma.



CAPITULO 1

Modelacion matematica en epidemiologia
utilizando ecuaciones diferenciales ordinarias

El interés de este trabajo es el de tratar de entender la dindmica de propagacién de
una enfermedad.

En este capitulo, presentamos las herramientas que se utilizan para el desarrollo
de los capitulos subsecuentes. Para ello, comenzamos con un marco histérico de la
modelaciéon matemaética, enfocandonos en el area de epidemiologia. Posteriormente,
presentamos diferentes tipos de modelos para enfermedades infecciosas. Finalmente,
mencionamos otras herramientas que se utilizan en la modelacién de enfermedades
infecciosas, ya que existen muchas herramientas matematicas para estudiar enfer-
medades.

1.1 Teoria sobre modelacion matematica en
epidemiologia.

A lo largo del transcurso del tiempo se han presentado diversas enfermedades, las
cuales causaron o pudieron causar una epidemia.

Una epidemia que acttia en una escala de tiempo corta, puede ser descrita como un
brote repentino de una enfermedad que infecta a una parte sustancial de la poblacién
de una regién antes de que desaparezca. Las epidemias suelen dejar muchos miem-
bros sin tocar. A menudo, estos ataques se repiten con intervalos de varios anos
entre brotes, posiblemente disminuyendo en intensidad a medida que las poblaciones
desarrollan cierta inmunidad.

Existen muchas referencias antiguas a enfermedades como las influencias historicas,
tales como la decision de Senaquerib, rey de Asiria, de abandonar su intento de cap-
turar Jerusalén alrededor del ano 700 a.c. a causa de la enfermedad de sus soldados.
La caida de los imperios se ha atribuido directa o indirectamente a enfermedades
epidémicas. En el siglo II d.c. las llamadas plagas de Antonino (posiblemente el
sarampion y la viruela) invadieron el Imperio Romano, causando dréstica reducciones
de poblacién y las dificultades econémicas [1].

Mientras que el imperio de Han, en China, se derrumbd en el siglo III d.c., después
una secuencia muy similar de eventos. La derrota de una poblacién de millones de

7
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Aztecas por Cortés y sus 600 seguidores pueden explicarse en parte por una epidemia
de viruela que devasté los aztecas, pero no tuvo casi ningun efecto sobre la invasores
espanoles gracias a sus inmunidades incorporadas. Los aztecas no eran sélo debilitados
por la enfermedad, también se confundieron por lo que interpretaron como una fuerza
divina a favor de los invasores. La viruela se extendio luego hacia el sur hasta la Incas
en Pert y fue un factor importante en el éxito de la invasion de Pizarro unos anos
mas tarde.

La viruela fue seguida por otras enfermedades como el sarampion y la difteria, las
cuales provinieron de Europa a América del Norte. Por ello en algunas regiones, las
poblaciones indigenas fueron reducidas a una décima parte de sus niveles anterio-
res. Entre 1519 y 1530 la poblacién indigena de México se redujo de 30, 000, 000 a
3, 000, 000.

Una enfermedad que se extendié desde Asia a Europa fue la peste negra durante
el siglo XIV, més exacto del afio 1346 en adelante, y se estima que causé la muerte
de aproximadamente un tercio de la poblacion entre los anos 1346 y 1350. Esta
enfermedad se repitié periddicamente en diversos partes del continente durante mas
de 300 anos. Luego se retiré luego gradualmente de Europa. En la ltima epidemia
de peste negra en Francia (1720-1722), la mitad de la poblacién de Marsella, el 60%
de la poblacién en las cercanias de Toulon, el 44% de la poblacién de Arles y el 30%
de la poblacién de Aix y Avinén murid, pero el epidemia no se extendié maés alld de
Provenza.

La propagaciéon de enfermedades transmisibles ha sido con frecuencia una in-
fluencia importante en la historia. En el siglo XVIII, por ejemplo, hubo un fuerte
crecimiento de la poblacién en todo el mundo; la poblaciéon de China aumenté de 150
millones en 1760 a 313 millones en 1794 y la poblaciéon de Europa aumenté de 118
millones en 1700 a 187 millones en 1800. Son muchos los factores que intervienen en
el crecimiento de la poblacion, incluyendo cambios en la edad del matrimonio y mejo-
ras tecnolégicas que representan un aumento de los suministros de alimentos, pero
estos factores no son suficiente para explicar el aumento de dicha poblacién. Los estu-
dios demograficos indican que una satisfactoria explicacién requiere el reconocimiento
de una disminucion en la mortalidad causada por infecciones epidémicas periddicas.
Esta disminucién se produjo en parte a través mejoras en la medicina, pero una in-
fluencia més importante fue probablemente el hecho de que més personas desarrollan
inmunidad frente a la infeccién [1].

Tal vez, la primera epidemia que debié examinarse, desde el punto de vista de la
modelacién matemética, fue la gran plaga de Londres (1665 — 1666). La plaga fue
uno de una secuencia de ataques a partir del ano 1346 de lo que llegd a ser conocido
como la peste negra. Ahora se identifica como la peste bubdnica, que en el siglo
VI tenia invadido Europa, durante el reinado del Emperador Justiniano del Imperio
Romano y continuaron durante mas de tres siglos después de la peste negra. La
gran plaga matd a cerca de un sexto de la poblacién de Londres. Uno de los pocos
“beneficios” de la plaga fue que causé que la Universidad de Cambridge fuese cerrada
por dos anos. Isaac Newton, que fue un estudiante en Cambridge en su momento, fue
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enviado a su casa, y mientras estaba en su “exilio” tuvo uno de los periodos cientificos
mas productivos que cualquier ser humano en la historia. Descubrié su ley de la
gravitacion, entre otras cosas, durante este periodo.

Uno de los rasgos caracteristicos de la gran plaga fue que aparecié de repente,
creci6 con intensidad, y luego desaparecid, dejando parte de la poblacién sin tocar.
Estas caracteristicas se han observado en otras muchas epidemias, tanto de enfer-
medades mortales y de enfermedades cuyas victimas se recuperan con inmunidad
contra la reinfeccién.

En el siglo XIX, las invasiones recurrentes de célera mataron a millones de per-
sonas en India. Mientras que de 1918 a 1919 la epidemia de gripe mat6 a més de 20
millones de personas en total, mas de medio millén en Estados Unidos. Una de las
preguntas que primero atrajo la atencion de los cientificos interesados en el estudio de
la propagacién de enfermedades transmisibles era, jpor qué las enfermedades podrian
desarrollarse repentinamente en una comunidad y luego desaparecer tan repentina-
mente sin infectar toda la comunidad?

En el siglo XX, hubo un progreso muy importante publicado en 1956 con los
resultados del estudio de médicos britanicos. Este fue la demostracién de la relacion
causal entre fumar (tabaquismo) y el cancer de pulmén [2].

Otras enfermedades transmisibles como el sarampion, la gripe o la tuberculo-
sis, son un hecho de la vida moderna. El mecanismo de transmisién de infecciones
es ahora conocida para la mayoria de las enfermedades. Generalmente, las enfer-
medades transmitidas por agentes virales, tales como la gripe, el sarampién, la rubéola
(sarampién alemén), y la varicela, confieren inmunidad ante otra infeccién por esta
misma enfermedad, mientras que las enfermedades transmitidas por bacterias, como
la tuberculosis, la meningitis y la gonorrea, no confieren inmunidad [1].

Pero, enfermedades como la malaria, que no se transmiten directamente de hu-
mano a humano, pero si pueden tener varios vectores, que son agentes (generalmente
insectos), infectados por los seres humanos y que luego transmiten la enfermedad a
los mismos humanos. Por ejemplo el virus del Nilo Occidental tiene dos vectores, los
mosquitos y aves. Para enfermedades de transmision sexual, con una transmision he-
terogénea (la transmisién es hombre-mujer, sin contemplar los casos hombre-hombre
y mujer-mujer), tanto hombre como mujer son vectores para cualquier enfermedad
de transmision sexual y la enfermedad la transmiten los dos generos.

En 1918 la epidemia de gripe espanola provocé millones de muertos y la repeticién
de una importante epidemia de gripe es una posibilidad peligrosa, debido a la cantidad
de muertes que produjo. En 2002 las epidemias tales como el SARS, el virus del Ebola
y los brotes de gripe aviar fueron eventos de preocupacion e interés para muchas
personas.

La prevalencia y los efectos de muchas enfermedades en los pafses menos desarro-
llados son, probablemente, menos conocido, pero son de una importancia ain mayor.
Cada ano millones de personas mueren de sarampion, infecciones respiratorias, dia-
rrea y otras enfermedades que se tratan con facilidad y no se considera peligrosa en
el mundo occidental. Enfermedades como la malaria, el tifus, el cdlera, la esquistoso-
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miasis y la enfermedad del sueno son endémicas en muchas partes del mundol[1].

La ocurrencia de estas epidemias a lo largo de la historia despertd el interés
de los cientificos para comprender sus dindmicas de propagacién, para lo cual han
recurrido al uso de herramientas cientificas para lograr su objetivo. Por ejemplo,
el uso de las matematicas ha sido de mucha utilidad para entender las dinamicas de
propagacion de enfermedades mediante la modelaciéon matematica. Por lo que nuestro
objetivo es proporcionar una introduccién a la epidemiologia matemaética, incluyendo
el desarrollo de modelos matematicos para la propagacién de las enfermedades, asi
como herramientas para su andlisis. Los experimentos cientificos generalmente estan
disenados para obtener informacion y para probar hipotesis.

A veces se pueden obtener los datos de los informes de epidemias o de los niveles
de enfermedad endémica, pero los datos pueden estar incompletos o no ser exactos.
Ademads, los datos pueden contener suficientes irregularidades que plantean distintas
interpretaciones, tales como si hay pruebas de comportamiento caético. Por lo tanto,
la estimacién de pardametros y el modelo de ajuste son muy dificiles. Estas cuestiones
revaloran los modelos matemaéticos en epidemiologia.

Los modelos matematicos en epidemiologia proporcionan la comprensién de los
mecanismos subyacentes que influyen en la propagacion de la enfermedad y, en el pro-
ceso, sugiere estrategias de control. Los modelos suelen identificar comportamientos
que no son claros en datos experimentales, a menudo porque los datos son no repro-
ducibles y el niimero de puntos de datos es limitado y sujeto a errores en la medicion.
Por ejemplo, uno de los resultados fundamentales en la epidemiologia matematica
es que la mayoria de los modelos epidémicos matematicos, incluyendo los de un alto
grado de heterogeneidad, exhiben un comportamiento “umbral”.

En los modelados matematicos de transmisién de enfermedades, como en la mayoria
de otros areas de modelado matematico, siempre hay una compensacién entre mode-
los sencillos, que omiten la mayoria de los detalles y sélo estan disenados para resaltar
comportamientos cualitativos generales y modelos detallados que, generalmente son
diseniados para situaciones especificas, incluyendo predicciones cuantitativas de corto
plazo. Los modelos detallados son generalmente dificiles o imposibles de resolver
analiticamente y por lo tanto su utilidad para fines tedricos es limitada, aunque su
valor estratégico puede ser alto.

Muchos de los primeros avances en los modelados matematicos de las enfermedades
transmisibles se deben a los médicos de salud publica. En 1760 el primer resultado
conocido en epidemiologia matematica se debe a Daniel Bernoulli, quien fue un miem-
bro de una famosa familia de mateméticos (ocho en tres generaciones) que habian sido
entrenados como médicos. Escribié un pequeno tratado sobre la epidemia de la peste
que en ese entonces se abatia sobre Europa. Las primeras contribuciones a la epi-
demiologia matemética moderna son debido a P.D. En’ko entre 1873 y 1894, y como
ya mencioné antes los fundamentos del enfoque de la epidemiologia se basada en mo-
delos compartiméntales que fueron hechos por los médicos de salud publica, como Sir
Ross, RA, WH Hamer, A. G. McKendrick y W.O. Kermack entre 1900 y 1935, junto
con las importantes contribuciones, desde una perspectiva estadistica, de J. Brownlee.
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Un particular ejemplo, es el trabajo de Ross sobre la malaria. Quien fue galardonado
con el segundo Premio Nobel de Medicina por su demostracion de la dindmica de la
transmisién de la malaria entre los mosquitos y los seres humanos [1]. Aunque su
obra recibidé una aceptacién inmediata en la comunidad médica, su conclusién de que
la malaria podria ser controlado, por el control de los mosquitos fue despedida con el
argumento de que seria imposible eliminar completamente una regién de mosquitos y
que en cualquier caso los mosquitos no tardarian en volver a invadir la regién. Ross
también formulé un modelo matemaético, el cual predecia que los brotes de malaria se
podian evitar, si la poblacion de mosquitos se reducia por debajo de un nivel critico en
el umbral, pruebas de campo apoyaron sus conclusiones y algunas veces las condujo
a éxitos brillantes en el control de la malaria [1].

Mientras que, el proyecto Garki proporciona un contra ejemplo a las medidas
de control que predijo el modelo matematico de Ross. Este proyecto trabajo para
erradicar la malaria de una regién, mediante el uso de insecticidas en los hogares,
pero los mosquitos del exterior de los hogares han permitido que la transmisién de la
malaria persista a pesar del uso extendido de insecticidas en los hogares. Sin embargo,
las personas que se han recuperado de un ataque de la malaria tiene una inmunidad
temporal cuando la campana termina y pudiendo volverse a contagiar.

Con la finalidad de comprender el uso de herramientas matemaéticas para el anélisis
de fenémenos fisicos, quimicos, biolégicos, etc., presentamos la definiciéon de modelo
matematico.

Definicion 1.1. Un modelo matemdtico es una descripcion, en lenguaje matemdtico,
de un objeto que existe en un universo no-matemdatico.

Lo que significa que se toma informacién sobre el objeto no-matemaéatico, la méas
importante que identifique la dindmica de dicho objeto y se representa mediante el
lenguaje matematico. Por ejemplo consideremos el siguiente problema sencillo.

Ejemplo 1.1. Un hombre quiere cercar su terreno el cual tiene forma rectangular,
mazximizando el drea total que pueda cubrir, ;cudl es el drea total que puede cercar,
si tiene 155 metros de malla?

Para generar el modelo, tomemos la informacion que nos proporcionan, como los
metros de malla que tenemos, los cuales son 155, también, ocuparemos las formulas
del drea del rectangulo, la cual es

Az, y) = zy.

Como lo unico que podemos utilizar son los 155 metros de malla el terreno se debe
ajustar a esa cantidad de contorno o perimetro, por lo que, formulamos la siguiente
ecuacion

2z + 2y = 155.

Con esto tenemos un modelo matemdtico sencillo en el cual podemos obtener dreas
mdximas dependiendo de qué tanta malla utilizaremos.
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En los objetos no-mateméticos aparecen dindmicas (o comportamientos) que son
dificiles de explicar. Al modelar con herramientas matematicas, se tiene como fin dar
una respuesta a esos comportamientos.

Todo modelo matemético, estd determinado por las siguientes fases [11]:

e Construccién del modelo: se toma la informacién del objeto o fenémeno y se
transforma al lenguaje matematico.

e Andlisis del modelo: se estudia el modelo matemaético propuesto.

e Interpretacién del andlisis matematico: se aplica los resultados matematicos de
manera apropiada al objeto no-matematico, es decir, la informacién matematica
se utiliza para tener un mejor entendimiento del objeto no matematico.

Sin olvidar que el buen o mal funcionamiento de los modelos matemaéticos, depende
mucho de la precisién de la informacion con la que se elabord, es decir, se tiene que
describir lo méas destacado del objeto. Cabe mencionar que en la modelacién, lo
realmente importante no es lo exacto del analisis hecho, sino la precisién con la que
se elabor6 el modelo matemadtico [3].

De manera particular, queremos aplicar los modelos mateméticos para el estudio
de fenémenos epidemioldgicos. Por tal motivo se presentan las siguientes definiciones.

Definicion 1.2. La epidemiologia, es una disciplina cientifica que estudia la dis-
tribucion, la frecuencia, los factores determinantes, las predicciones y control de los
factores relacionados con la salud y enfermedades en las poblaciones.

Por lo tanto, la epidemiologia en sentido estricto, que podria denominarse humana,
ocupa un lugar especial en la interseccién entre las ciencias biomédicas y las ciencias
sociales y aplica los métodos y principios de estas ciencias al estudio de la salud y la
enfermedad en poblaciones humanas determinadas, pues se estudia cémo interactian
las personas cuando se presenta una enfermedad dentro de una poblacién.

La epidemiologia se basa en el método cientifico para la obtenciéon de conocimien-
tos, a través de los estudios epidemiolégicos. Ante un problema de salud, y dados los
datos disponibles sobre los problemas de salud, se formulan hipdtesis, las cuales se
traducen en una serie de actividades experimentales con el objetivo de saber cémo se
origina la enfermedad.

Se realiza entonces un proyecto de investigaciéon que comienza con la recoleccion
de datos para su posterior andlisis. De los resultados de esta investigacién es posible
obtener conocimientos que servirdn para realizar recomendaciones de salud publica,
pero también para generar nuevas hipétesis de investigacién.

La epidemiologia, se divide a su vez en varias ramas, las cuales son:

Epidemiologia analitica: Busca, mediante la observacién o la experimentacion,
establecer posibles relaciones causales entre “factores”a los que se exponen pobla-
ciones y las enfermedades que presentan. El estudio de esta rama de la epidemiologia
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son los factores de riesgo, cuyo resultado es la probabilidad de que una persona pueda
contraer una enfermedad o cualquier otro problema de salud. Podemos distinguir dos
tipos: riesgo absoluto y riesgo relativo [4].

Riesgo absoluto: mide los nuevos casos que provoco la enfermedad en la poblacién
total.

Riesgo relativo: compara la frecuencia con que ocurre el dafio entre los que tienen
mayor probabilidad de contraer una enfermedad y los que no la tienen.

Epidemiologia experimental: Busca, mediante el control de las condiciones
del grupo a estudiar, sacar conclusiones méas complejas que con la mera observacién
no son deducibles.

Ecoepidemiologia: Busca, mediante herramientas ecoldgicas, estudiar integral-
mente como interaccionan los factores ambientales con las personas y poblaciones en
los medios que los rodean y cémo ello puede influir en la evolucién de enfermedades
que se producen como consecuencia de dicha interaccion [4].

La epidemiologia es parte importante de la salud publica y contribuye a:
e Definir los problemas e inconvenientes de salud importantes de una comunidad.
e Describir la historia natural de una enfermedad.

e Descubrir los factores que aumentan el riesgo de contraer una enfermedad (su
etiologia).

e Predecir la tendencia de una enfermedad.

e Determinar si la enfermedad o problema de salud es prevenible o controlable.
e Determinar la estrategia de intervencién (prevencién o control) més adecuada.
e Probar la eficacia de las estrategias de intervencién.

e Cuantificar el beneficio conseguido al aplicar las estrategias de intervencion
sobre la poblacién.

e Evaluar los programas de intervencion.

e La medicina moderna, especialmente la mal llamada medicina basada en la evi-
dencia (medicina factual o medicina basada en estudios cientificos), estd basada
en los métodos de la epidemiologia.

Las bases de la epidemiologia moderna fueron sentadas por Girolamo Fracastoro
(Verona, 1487 — 1573) en sus obras De sympathia et antipathia rerum (“Sobre la
simpatia y la antipatia de las cosas”) y De contagione et contagiosis morbis, et eorum
curatione (“Sobre el contagio y las enfermedades contagiosas y su curacién”), estas
fueron publicadas en Venecia en 1546, donde Fracastoro expone sucintamente sus
ideas sobre el contagio y las enfermedades transmisibles.
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Se considera al inglés John Graunt (1620 — 1674), quien publicé en 1662 el libro
“Natural and Political Observations Made upon the Bills of Mortality -sobre Londres-
7, uno de los precursores de la epidemiologia y de la demografia.
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Figura 1.1: Hoja donde Graunt describe la mortalidad de algunas enfermedades.
Figura tomada de [5].

Sin embargo, es John Snow (1813 — 1858), a quien se considera el precursor de la
epidemiologia contemporédnea, ya que formulé la hipétesis de la transmision del célera
por el agua y lo demostré confeccionando un mapa de Londres, en donde un reciente
brote epidémico habia matado méas de 500 personas en un periodo de 10 dias. Lo que
Snow hizo fue que marcé en el mapa los hogares las personas que habian muerto. La
distribucién mostraba que todas las muertes habian ocurrido en el area de Golden
Square. La diferencia clave entre este distrito y el resto de Londres era el origen del
agua potable. La compania de agua que suministraba al vecindario de Golden Square
extrafa el agua de una secciéon del Tamesis especialmente contaminado. Cuando se
cambié el agua y comenzé a extraerse rio arriba, de una zona menos contaminada,
cedié la epidemia de cdlera.

Entre los precursores de la modelacién matematica estd Rene Descartes, quien fue
matematico y filésofo. Descartes mantenia la idea de que utilizando las matematicas
como herramienta, se puede construir una teoria con todas las ciencias unificadas.
Descartes trabajo en distintos campos, en especial en la fisiologia, en la cual presenta
una explicacion matematica para las funciones fisiologicas. Propuso modelos que
fueron poco rigurosos y les faltaba fundamentacién en experimentos y, por lo tanto,
con un gran ndmero de errores. Debido a esto, hizo referencia a la siguiente frase,
“los modelos son errores, pero mucho de ellos son ttiles”.

En el campo de la biologia, encontramos a Federico Engels, que lamenté que las
matematicas estuvieran poco incluidas en la biologia, pues en su obra “Dialéctica de
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la Naturaleza,” aparece el siguiente testimonio: “Biologia = 0”. Mencionaba que era
muy dificil encontrar, en esta época, alguna aplicacién a la biologia [6].

La modelacién matematica ha sido utilizada por los matemaéticos aplicados, como
un proceso dindmico, que les ayuda a entender cierto problema de interés en fisica,
quimica, biologia, entre otras areas [7].

En epidemiologia, cuando se construye un modelo matemético, en ocasiones se
puede obtener la solucién analitica del modelo, o aproximar dicha solucién, pero lo
que mas interesa es el comportamiento cualitativo del fenémeno que se esté estudiando
con el modelo, y en el tiempo que éste pueda durar [1].

Para modelar el comportamiento de la propagacién de una enfermedad, se pueden
utilizar varias técnicas y herramientas matemadticas, tales como modelos discretos,
continuos, deterministicos, estocasticos, ecuaciones diferenciales parciales, ecuaciones
integro-diferenciales, ecuaciones con retardo, entre otras, pero este trabajo esta enfo-
cado en el uso de las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Para entender la manera de modelar un fenémeno con ecuaciones diferenciales
ordinarias, en esta seccién daremos la definicién de los conceptos necesarios para
generar un modelo matematico.

Definicién 1.3. Los sistemas dindmicos sobre E es un mapeo de clase C!

®: RxE—-FE

donde E es un subconjunto abierto de R™ y si ®(x) = ®(t,x), entonces @y satisface
(i) ®o(x) = x para todo x € E y
(17) (4o @s)(x) = Prys(x) para todo s,t e R yx e E [8].

Por ejemplo, el siguiente sistema dindmico de depredador-presa.

T = ax— PBxy,
= Py —y.

Nuestros pardmetros internos o variables de estado x, ¥y, representan al nimero
de presas y al nimero de depredadores respectivamente, utilizamos a los sistemas
dindmicos, para representar como el niimero de presas y depredadores cambian al paso
del tiempo. Cuando estamos hablando de enfermedades, los sistemas dinamicos nos
van a representar matematicamente la dindmica de la propagacion de la enfermedad.

Definicién 1.4. Una ecuacion diferencial ordinaria de orden m (m > 0) es una
expresion de la forma

dr d%x d™x
Flt —_— — ..., — | =0
< ) x? dt’ dt2 M ) dtm) )

dondet €R y F: I xV CR xR 5 R es una funcién [9)].
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Por ejemplo la ecuacion diferencial de la curva logistica,

:t:raz(lf%).

Esta ecuacién diferencial, se utiliza para modelar el crecimiento de una poblacién,
sin embargo ésta no puede sobrepasar un determinado limite.

Son muchas las cuestiones de interés para los médicos de salud publica que se
enfrentan a una posible epidemia. Por ejemplo, jqué tan grave serd una epidemia?,
jcuantas personas se veran afectadas y requeriran un tratamiento?, ; Cudl es el nimero
maximo de personas que necesitan atencion en un momento determinado?, jcudnto
tiempo durard la epidemia?, jcuantas personas en cuarentena hacen que se reduzca la
gravedad de la epidemia?, estas son algunas de las preguntas que se quieren estudiar
con la ayuda de los modelos [1].

A continuacion veremos algunos modelos basicos, que describen el comportamiento
de enfermedades y también, mds adelante veremos otro tipo de herramientas para
modelar en epidemiologia.

1.2 Terminologia

En esta seccion daremos la notacién que estaremos utilizando en las siguientes sec-
ciones, utilizaremos T" para denotar a la unidad del tiempo y la unidad de la poblacién
por P.

e S5: Numero de individuos susceptibles. La variable S tiene unidades de poblacion,
la cual denotaremos por P.

e [: Numero de individuos infectados. La variable I tiene unidades de poblacion,
la cual denotaremos por P.

e R: Ntumero de individuos recuperados. La variable R tiene unidades de poblacién,
la cual denotaremos por P.

e F: Numero de individuos en periodo de incubacién. La variable E tiene unidades
de poblacién, la cual denotaremos por P.

e N: Poblacién total.

e [3: Tasa de contagio de la enfermedad. Tiene unidades de %. B es calculada
como el producto del nimero de contactos por la proporcion de estos que son
infectivos.

e 7: Tasa de recuperacién de la enfermedad. Tiene unidades de % y es tal que %
es el tiempo promedio que dura la enfermedad.

e 1: Tasa de muerte natural de los individuos. Al igual que v, también tiene

unidades de %, pero % es el tiempo promedio de vida.
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e (: Tasa de pérdida de inmunidad en individuos recuperados. Tiene unidades
de % y es tal que % tiempo promedio en el que se pierde la inmunidad.

e c: Tasa de incubacion de la enfermedad en los individuos. Al igual que en las
anteriores, también tiene unidades de %, y tal que % es el tiempo promedio de
incubacién.

Cada una de las expresiones S, I, E y R representan el cambio con respecto
al tiempo en cada una de las clases susceptibles, infectados, en incubacién y recu-
peracioén, respectivamente. La unidades de cada clase son % Dependiendo de qué
fendmeno se esté modelando, las unidades de los pardmetros se ajustan para hacer

maés realista el modelo.

1.3 Tipos de modelos

En esta seccion daremos una descripcién de los modelos mas usuales en la modelacion
de epidemias, asi como algunas enfermedades que se puede describir con dicho modelo.

Entre los tipos de modelos que se utilizan para estudiar la propagacién de una
enfermedad causada por un agente infeccioso, estan los modelos SIR, SIS, SIRS, SEIR.

1.3.1 Modelo SIR

Para conocer la estructura de este tipo de modelos, primero partiremos de los escoce-
ses William Kermack (quimico) y Anderson McKendrick (médico), los cuales eran afi-
cionados a la matematica. Desarrollaron las ideas pioneras de Ross y propusieron, en
1927, el que se convertiria en el padre de todos los modelos epidemioldgicos “clasicos”:
el modelo STR. Estos modelos estan basados en la divisién de la poblacién en cate-
gorias, de acuerdo a su estado infeccioso.

En un modelo STR se considera que los individuos pertenecen a alguna de las
siguientes categorias: susceptibles (.5), infectados (e infecciosos, I) o recuperados (e
inmunes, R).

Las transiciones entre estos estados, estan controlados por fenémenos tanto epi-
demioldgicos como sociales. Los individuos en estado susceptible pueden contagiarse
por contacto con individuos en estado infeccioso, pasando del estado S al I. A su
vez, los infecciosos se recuperan, pasando al estado R. Eventualmente, si se pierde
la inmunidad, los R realimentan el estado S. El balance entre la velocidad a la cual
ocurren estos dos procesos determina la evolucién de la epidemia. Usualmente se
comprime todo el fenémeno en términos de un uUnico parametro, el ntimero repro-
ductivo bésico, el cual se define como el ntimero de casos secundarios, que puede
provocar un individuo infectado en el periodo que éste dura infeccioso [1]. El niimero
reproductivo basico guarda la informacién sobre el comportamiento de la epidemia
en todos estos modelos. A medida que la infeccién se va propagando la cantidad de
susceptibles disminuye, de manera que para la infeccién se le es cada vez mas dificil
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propagarse, eventualmente la enfermedad empieza a decaer y finalmente se extingue
[10].

Si consideramos el tamano de la poblacién total como N y dicha poblacién divi-
dida en compartimientos tal que N = S+ I + R, es necesario contar con un conjunto
de ecuaciones que nos describan cémo cambian los tamanos de la poblacién en cada
compartimiento. Por lo tanto las soluciones de estas ecuaciones produciran, en par-
ticular, el tamano del compartimento infeccioso en el tiempo t. Una parte de la curva
de I(t) debe tener un gran parecido con curvas epidémicas observadas si se trata de
un modelo razonable. El ntimero de individuos en cada compartimento deben ser
enteros, ya que se trabaja con nimero de personas, pero si el tamafio de la poblacion
inicial IV es suficientemente grande, podemos tratar S, I y R como variables continuas
y expresar nuestro modelo, en términos de un sistema de ecuaciones diferenciales.

Kermack y McKendrick establecieron los siguientes postulados basicos para
construir su modelo:

a) La enfermedad que iban a estudiar debia ser viral o bacteriana y ser transmitida
por contacto directo de persona a persona.

b) Al inicio de la epidemia, solamente una fraccién de la poblacién era contagiosa.

c¢) La poblacién serd una poblacion cerrada y, a excepcién de las pocas personas
inicialmente enfermas, todas las demas eran susceptibles a enfermarse.

d) El individuo sufre el curso completo de la enfermedad para al final recuperarse
(sanar), adquiriendo inmunidad o morir.

e) La poblacién total de personas serfa constante y sin dindmica demogréfica.

En este tipo de modelo tiene un flujo de transmisién de la siguiente manera:

S — 11— R.

El modelo SIR nos permite estudiar las enfermedades, tales como varicela, sarampién
entre otras [11].

Ademsds, Kermack y McKendrick propusieron las siguientes ecuaciones diferen-
ciales, las cuales describen el modelo de la epidemia de peste que sufrié la india en
1906:

S = —pSI,
I = BSI-—~I,
R = ~yI.

En este caso, la velocidad de transmisién (per cépita) es 5y la tasa de recuperacién
es v (por lo que el periodo medio de infecciosidad es de %) Pero Observe que podemos
trabajar con un nimero de ecuaciones menor, ya que la variable R no aparece en
las otras ecuaciones diferenciales y por tal motivo podemos obtenerla al resolver la
ecuacion N = S+ 1+ R.
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Ahora, si consideramos que toda la poblacién es susceptible inicialmente (S(0) =
N), y si se introduce un individuo infectado a dicha poblacidn, se espera que éste
infecte a otros individuos a una tasa de SN, durante el periodo de infectividad %
Asi, este primer individuo infectado se espera que genere Ry nuevas infecciones. Ry
se llama el nimero reproductivo basico y es sin duda la méas importante cantidad a
tener en cuenta al analizar cualquier modelo para una epidemia de una enfermedad
infecciosa. En particular, Ry determina si una epidemia puede ocurrir en absoluto.
Si queremos que no ocurra una epidemia, Ry no debe ser mayor a uno. Esto tiene
sentido intuitivo, ya que si cada individuo transmite la infeccion a un promedio de
menos de un individuo, el nimero de casos debe disminuir con el tiempo.

También, en el modelo podemos introducir nacimientos y muertes de la poblacion
que se esté analizando a lo largo de un tiempo ¢, por lo que hay una renovacién de
individuos susceptibles a la enfermedad, algunos individuos mueren por la enfermedad
o causa natural, luego de un tiempo t seran recobrados en la clase de los susceptibles.

Si ampliamos el modelo SIR incluyendo una tasa x, la cual puede describir
nacimientos, migracion, entre otras y una tasa de mortalidad natural p (per capita),
podemos escribir las ecuaciones de la siguiente manera:

S = —BSI—uS+r,
I = BSI—~I—ul,
R = vl — pR.

Cada uno de los términos de este sistema tiene su interpretacién biolégica: BST
es la proporcion de individuos susceptibles que se contagian de la enfermedad al
estar en contacto con los individuos infecciosos. k representa los nacimientos y para
este modelo, todos los nuevos miembros nacen susceptibles. S es la proporcion de
individuos susceptibles que mueren a causa natural, vI es la proporcién de individuos
infectados que se recuperan de la enfermedad, pl es la proporcién de individuos
infectados que mueren a causa natural.

La escala de tiempo para los cambios sustanciales en las tasas de natalidad
(décadas) es generalmente mucho més tiempo que una epidemia de sarampién (unos
meses), por lo que vamos a suponer que el tamano de la poblacién es constante (por lo
tanto k = uN, por lo que en realidad sélo hay uno nuevo parametro en las ecuaciones
anteriores y lo podemos considerar como k).

También, podemos demostrar que el equilibrio (NN, 0), los cuales los obtendremos
a partir de igualar el campo vectorial a cero, es decir,

—BSI —uS+xk = 0,
BST —~I — ul
yI—pR = 0,

I
=
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es globalmente asintéticamente estable, es decir, todas las soluciones con condi-
ciones iniciales S(0) > 0 y I(0) > 0, convergen a este equilibrio.

1.3.2 Modelo SIS

Otro tipo de modelo que se utiliza en el area de la modelacién en epidemiologia es
el modelo SIS, el cual es una simplificacién del modelo SIR, puesto que en el modelo
SIS no se adquiere inmunidad, es decir, no hay una clase de recuperados. En este
tipo de modelos, los individuos que se recuperan de la infeccién pueden adquirirla de
nuevo.

La dindamica de la infeccién en las enfermedades que se pueden modelar mediante
este tipo de modelos (SIS), es de la forma:

S—1—S8.
Esto es, que podemos ser susceptibles a la enfermedad, infectarnos de ella y cu-
rarnos, después de un determinado tiempo poder adquirirla de nuevo.

Algunas variantes que se les pueden hacer a los modelos SIS son, por ejemplo, al
igual que en modelo SIR anadir hipdtesis como nacimientos y muerte natural en las
poblaciones. Con estos cambios, el modelo toma la forma siguiente:

S = —BST+ (N —S)+4I,
I = BSI—~I—pul.
En este modelo se pueden estudiar enfermedades como la gripe comtn. De igual

manera que el modelo anterior, cada uno de los términos del sistema, susceptibles e
infectados, tienen el mismo significado.

1.3.3 Modelo SIRS

Este modelo también es una extensién del modelo SIR, en el cual, una vez recuperado
de la enfermedad, el individuo tiene un tiempo de inmunidad contra la enfermedad y
la va perdiendo conforme al tiempo, hasta volverse de nuevo un individuo susceptible.

La transmision de la enfermedad es la siguiente:

S—I1I—R—S.

En este tipo de modelo se pueden estudiar enfermedades como el dengue, y el
sistema es de la siguiente manera:

S = —BSI+u(N—S)+0R,
I = BSI—~I—pul,
? = ~I—puR—0R.
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A diferencia de los modelos anteriores en este se agrega el término OR el cual
es la proporcién de individuos, que después de un tiempo vuelven a ser individuos
susceptibles.

1.3.4 Modelo SEIS

Este modelo se considera a una nueva clase de individuos E, que son aquellos que
estan infectados, pero no transmiten la enfermedad, ya que los virus o bacterias
que provocan la enfermedad necesitan un periodo de incubacion. Ademads, cuando
un individuo es infectado, jamés obtiene inmunidad, entonces la transmision de las
clases es:

S—FE—1—S5.

Las enfermedades que presentan este tipo de comportamientos y que pueden ser
modeladas con este tipo de modelos son la rabia, gonorrea, clamidia, entre otras. El
siguiente sistema ejemplifica la estructura que tienen los modelos SEIS:

S = k—BSI—puS+I,
;= BSI—(c+p)E,
I = eE—(y+pl
Incluimos un término « el cual serd la tasa promedio de nacimientos y ademds en
esta nueva clase F, se encuentran los términos eE' y uF que representan la proporcion

de individuos en estado de incubacién que salen de la clase de incubacién y muerte
natural, respectivamente.

1.3.5 Modelo SEIR

Este modelo es un derivado del modelo SEIS, pero con un simple cambio. Ahora,
al momento de salir de la clase de los infectados, los individuos pasan a la clase de
recuperados.

El cambio de clase de los individuos es el siguiente[6]:

S—F—I1—R.

Y sus ecuaciones diferenciales resultan:

S = k—pBSI—pus,

E = BSI—(e+ p)E,
[ = eE-(v+uwl,

R = vl — uR.
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De la misma manera, los términos de este modelo representan lo mismo que los
que hemos utilizando en los anteriores modelos [11].

1.4 Otras herramientas utilizadas para modelar enfer-
medades epidemiolégicas

Ademsds de las ecuaciones diferenciales ordinarias, hay otras herramientas que per-
miten modelar la propagacién de enfermedades infecciosas. En esta secciéon presen-
tamos las definiciones de algunas de estas herramientas, asi como algunos ejemplos
donde se aplican éstas. Tales herramientas son: ecuaciones diferenciales parciales,
ecuaciones en diferencias, ecuaciones estocdsticas, entre otras, teniendo en cuenta
que no son las Unicas herramientas para modelar.

Primero, veremos las ecuaciones diferenciales parciales, por lo que veremos cudl es su
definicién, y algin ejemplo de un modelo con ellas.

Definicién 1.5. Una ecuacion diferencial parcial (EDP) es una ecuacion que involu-
cra una funcion escalar u = u(x,t) y sus derivadas parciales. Esto es, una ecuacion
diferencial parcial se define como

F(w7t7u7ux7ut7 Uz, Ugt, ) = 07

donde, F' es una funcion escalar con dominio en R™, y u, denota la derivada parcial
de u respecto a la variable x, y uy la seqgunda derivada parcial respecto a la variable
x y luego respecto a t [12].

Las ecuaciones diferenciales parciales se utilizan para modelar varios fenémenos
en los cuales queremos analizar u observar alguna de las caracteristicas que presente
el fenémeno sin que se altere alguna de las otras caracteristicas, por ejemplo modelar
el cambio del volumen de un paralelogramo sin que el area del paralelogramo cambie.

Las ecuaciones en derivadas parciales se emplean en la formulacién matemética
de procesos de la fisica y otras ciencias que suelen estar distribuidos en el espacio y el
tiempo. Problemas tipicos son la propagacién del sonido o del calor, la electrostatica,
la electrodinamica, la dindmica de fluidos, la elasticidad, la mecénica cudntica y
muchos otros.

Un ejemplo de un modelo con derivadas parciales es la extensién espacial de la
rabia en zorros en Europa continental, en la cual las ecuaciones para este modelo son:

%S(t,l’) = —KS(t,z)I(t,x),
D rte) = DL r(t2) + KS(2)1(t,2) — pul(t,2)
8t 71. - 8m2 7[13 737 7'%. ,LL ,I’,

donde:
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e K = coeficiente de transmisién,

e ;1! = tiempo promedio de vida de un zorro,
e D = coeficiente de difusién = %,

k = tiempo promedio que un zorro sale de su territorio,

e A = 4rea promedio del territorio tipico del zorro [1].

Otro tipo de herramienta son las ecuaciones en diferencia, las cuales son ecuaciones
algebraicas donde la incégnita es una sucesién, de manera que en la ecuacién aparecen
varios términos de la sucesién. El andlisis de este tipo de ecuaciones es semejante al
analisis hecho para las ecuaciones diferenciales. Las ecuaciones en diferencias son muy
utiles, puesto que cuando observamos datos sobre una enfermedad, lo que obtenemos
son cantidades discretas; por ejemplo, en una enfermedad podemos observar el niimero
de infectados que ocurrieron en el periodo que se presenté dicha enfermedad.

Definicion 1.6. Una ecuacion en diferencias es una expresion del tipo:

G(n, f(n), f(n+1),..,f(n+k))=0,Vn e Z

donde f es una funcion definida en 7, [13].

Las ecuaciones en diferencias evolucionan en un ntmero finito de pasos, mientras
que una ecuacién diferencial da un nimero infinito de pasos infinitesimales.

A continuacién un ejemplo de un modelo con ecuaciones discretas:

La expresion general de la relacion de recurrencia que describe el modelo de cre-
cimiento exponencial es:

Pyi1=KP,.

Su solucion es:

P, = K"Py, conn=0,1,2,...

donde Fj es la poblacién inicial y K una constante positiva denominada constante de
cre-
cimiento.

Observamos que si K > 1, el tamaiio de la poblacién siempre es creciente. Esta
situacién no es realista en términos biolégicos (por limitaciones de alimento o de
habitat). Modelos que incluyen estas limitaciones son: el modelo logistico o la curva
de reclutamiento de Beverton-Holt [14].

Ahora veamos las ecuaciones diferenciales estocasticas que también son utilizada
para la modelacion de enfermedades pero, para su estudio es necesario conocer varios
elementos probabilisticos, los cuales le presentamos enseguida.
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Definicion 1.7. Un movimiento Browniano estindar unidimensional, es un proceso
estocdstico {By : t > 0} tal que

a) By =0 casi seguramente.

b) Las trayectorias t — By son continuas.

¢) El proceso tiene incrementos independientes.

d) Las variables By — By tiene distribucion N(0,t — s) para 0 < s < t.

Ahora con esta propiedad podemos pasar a lo siguiente.

Definicion 1.8. Una ecuacion diferencial estocdstica es una ecuacion de la forma

dXt = b(t,Xt)dt+O'(t,Xt)dBt, (].1)

definida para valores de t en un intervalo [0, T], y con condicion inicial la variable
aleatoria Xy que se asume Fy-medible e independiente del movimiento Browniano.

La incégnita de esta ecuacion es el proceso X;. Los coeficientes b(t,x) y o(t,x)
son funciones reales definidas sobre [0,7]x R, y se conocen como los coeficientes de
tendencia (driften en inglés o también derivada en espanol) y de difusién, respectiva-
mente.

La ecuacién diferencial (1.1) se interpreta como la ecuacién integral,
X =Xo+ fg b(s, Xs)ds + fg o(s, Xs)dBs,

en donde la primera es una integral de Riemann, mientras que la segunda es
una integral estocastica de Ito6. El proceso de solucion se puede interpretar como el
estado de un sistema que evoluciona de manera determinista gobernado por la parte
no aleatoria de la ecuacién, pero perturbado por un ruido aditivo dado por la integral
estocdstica. A un proceso de la forma (1.1) se le llama proceso de It6 los cuales tienen
la forma de una derivada de la cadena, pero en la forma estocdstica y para que esta
ecuaciéon tenga alguna solucién se deben imponer condiciones en los coeficientes.

De manera analoga al caso determinista, existen teoremas bésicos de existencia
y unicidad para ecuaciones diferenciales estocésticas, que establecen condiciones de
regularidad para los coeficientes b y o, bajo las cuales la ecuacién dX; = b(t, X;)dt +
o(t, Xt)dB; tiene solucién unica [15].

Otras herramientas para la modelacién en epidemiologia son las ecuaciones integro-
diferenciales, las cuales son,

Definicion 1.9. Una ecuacion integro-diferencial es una funcion de la forma,

T S b
6(82) = c(t,s)z(t, s) +/a k(t,s,0)x(t,o)do + f(t,s),

donde ¢ : J x [a,b] = R, k:J x [a,b] X [a,b] > R y f:J X [a,b] = R son funciones
donde J es un intervalo acotado o no; la funcion x es desconocida [16].
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Otra herramienta, que se asemeja mas a la realidad son las ecuaciones diferenciales
con retardos, las cuales se definen por,

Definicion 1.10. Una ecuacion diferencial con retardo es una funcion de la forma,

T=F(t,z(t,x(t —1))),
donde & = CC% [17].

Con esto, pasaremos al siguiente capitulo, donde desarrollaremos la herramienta
mas importante que utilizaremos para analizar el modelo epidemioldgico que se de-
sarrollara mas adelante.
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CAPITULO 2

Nuimero reproductivo basico

En este capitulo, estudiaremos uno de los conceptos mas importantes en epidemio-
logia, Ry, el cual es un pardmetro umbral que nos permite saber del potencial con el
cual progresa una enfermedad infecciosa en una poblacion.

Estudiaremos cémo calcular dicho pardmetro para una enfermedad infecciosa.
Para ello utilizaremos distintas técnicas de obtenerlo.

Las raices del concepto del ntimero reproductivo basico pertenecen a los trabajos
de Alfred Lotka, Ronald Ross y otros, aunque su primera aplicacién moderna se
debe a George Mcdonald en 1952, cuando construyé modelos matematicos para la
propagacién de la malaria [20].

Definicion 2.1. Numero reproductivo bdsico Ry, es el niumero de infecciones
secundarias que produce un individuo infeccioso durante su periodo de infecciosidad
al ser introducido en una poblacion totalmente susceptible.

La figura 2.1 nos muestra, de manera gréafica, una interpretacion del significado
del ntimero reproductivo basico Ry.

Generacion Generacién
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o .
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N [ ) O e
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Enfermedad Epidémica (R, = 3) Enfermedad Endémica (Ro=1)

Figura 2.1: Representacién grafica de niimero reproductivo béasico. Figura tomada
de [18].

En la figura 2.1, consideremos una enfermedad que, en promedio, un individuo
transmite la enfermedad a tres personas (lado izquierdo de la figura 2.1. Cuando

27
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concluye la generacién cero (individuo infectado), en promedio, cualquier individuo en
esta generacion infecta a tres personas, la generacién concluye cuando el individuo se
recupera de la enfermedad. Cuando esté en la generacién uno, existen tres individuos
infectados que a su vez pueden infectar a tres individuos susceptibles a la enfermedad
y asi sucesivamente. Si se dejan pasar las generaciones suficientes, se espera que
en un determinado momento toda la poblacion esté infectada. Sin embargo existiran
individuos que no se hayan infectado, pero son una cantidad muy pequena comparado
con la poblacién infectada.

Por otro lado, en la parte derecha de la figura 2.1, se puede observar que si tenemos
una enfermedad con un nimero reproductivo basico que sea uno, la enfermedad que
transmite un individuo en la generacién cero a la generacién uno, solamente puede
infectar a un individuo en el tiempo que dura infectado, este a su vez puede infectar a
solo otro individuo en la siguiente generacién y asi sucesivamente; entonces podremos
ver que la enfermedad podra transmitirse en la poblacién, pero no provocard una epi-
demia. Lo que ocasionara que en una determinada generacién la enfermedad ya no se
pueda transmitir facilmente y la enfermedad desaparezca, a este tipo de enfermedades
se les llama enfermedades endémicas.

Entonces, jqué es el Ry? Supongamos que me he infectado, intuitivamente, Rg
es el numero de personas que puedo infectar en una poblaciéon de puros individuos
susceptibles, mientras estoy infectado. En la figura 2.2, podemos observar algunos
nameros reproductivos bésicos aproximados de algunas enfermedades.

Mas contagiosas

HepatitisC(2) Ebola(2) VIH (4) SARS (4) Paperas (10) Sarampion (18)

Figura 2.2: Numero reproductivo bésico aproximado para algunas enfermedades.
Figura tomada de [19].

En la figura 2.2, se puede observar distintos nimeros reproductivos basicos para
algunas enfermedades. Podemos observar que el sarampiéon es mucho més conta-
gioso que enfermedades tales como el VIH o el Ebola, los cuales tienen un ndmero
reproductivo bésico de 4 y 2, respectivamente. Esto se debe a que el contagio del
sarampién se da a través del aire, es decir, no necesita haber contacto fisico para que
se dé la infeccion, mientras que para la transmision del VIH tiene que haber relaciones
sexuales.
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Lo que se busca al analizar a Ry, es identificar estrategias para controlar la propa-
gacién de la enfermedad en la poblacién. También, se trata de obtener medidas de
control que puedan prevenir nuevas epidemias en caso de que se puedan volver a
generar.

En las siguientes secciones, presentaremos algunas técnicas utilizadas para calcular
el nimero reproductivo basico, asi como algunos resultados de estabilidad de sistemas
a través de la interpretacion de Ry.

2.1 Definicién y calculo de R

Como se ha mencionado antes, Ry es un pardmetro umbral que, en términos de la
enfermedad establece que si Ry > 1, la enfermedad se propagard y se tendrd una
epidemia; mientras que si Ry < 1, la enfermedad desaparecerd con el transcurso del
tiempo. Cuando tenemos Ry > 1, un individuo infectado transmite la enfermedad a
mas de una persona, la enfermedad se propagara dando lugar a una epidemia, pero
aunque ocurra una epidemia habra individuos en la poblacién que no seran infectados,
ya que cuando una enfermedad se propaga en una poblacién, el nimero de individuos
susceptibles a la enfermedad estard disminuyendo, dificultando la transmisién de la
misma. En cambio cuando tenemos un Ry < 1, un individuo infectado transmite
en promedio la enfermedad a menos de un individuo susceptible, haciendo que la
enfermedad no se propague en la poblacién y desaparezca con el paso del tiempo.

La primera forma de calcular Ry fue propuesta por Diekmann en [21]. El procedi-
miento es el siguiente:

Consideremos a £ como la variable que representa a los individuos de una poblacién.
Puesto que en dicha poblacién estan presentes individuos infectados y no infectados,
la variable £ puede tomar cualquiera de estos dos valores, por tal motivo, definamos
a Q = h-estado= {I(£), S(&)}, donde I(&) representa al estado infectado de £ y S(§)
representa al estado susceptible de £. En la notacion h-estado, h representa la hete-
rogeneidad de la poblacién. De manera formal, sea S(€) la funcién de densidad pobla-
cional de los individuos susceptibles, es decir, el nimero de individuos susceptibles
en la poblacién. Por otro lado, definamos A(r, &, I(£)) como la infectividad esperada
de un individuo que fue infectado 7 unidades de tiempo atras (esto es, pasé cierto
tiempo después que se ha infectado), que tiene un h-estado I(§), para un susceptible
el cual se encuentra en un h-estado S(&).

De esta manera, el nimero esperado de infecciones que produce un individuo en
su periodo infectivo, el cual tiene un h-estado I(§), es dado por:

[s@ [ " A(r 6. 1(6))dre. (2.1)
Q 0

A la expresién (2.1) se le conoce como factor de préxima generacién de I(§).

Desde que aparecen los nuevos casos, en general, cuando hay diferentes h-estados
de I(£), el nimero dado por la expresién (2.1) no nos dice con exactitud qué pasa bajo
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iteraciones, es decir, no nos dice qué pasa con la enfermedad cuando un individuo
infectado estd en alguno de los diferentes h-estados de I(£), ya que cuando tenemos
diferentes h-estados de I(§) en cada uno de ellos cambia la infectividad del individuo
infectado. Asi, abandonaremos la idea de introducir un individuo infectado con un
h-estado bien definido y ahora lo que haremos es tomar un individuo distribuido en
cualquier de los estados I(£), el cual lo describiremos por ¢, con ¢ una funcién de
densidad de probabilidad. El operador de préxima generacién K (S) se define por

)& =50 [ [ " Al €. 1(€))dr(1(€)dI(©), (2.2)

el cual nos dice qué tantos casos secundarios son y cémo estan distribuidos en el
espacio . El factor de préxima generacién para ¢ es la norma en el espacio L1 ()
del operador K (S)¢, el cual estd dado por:

K(S)p = /Q 5(6) /Q /0 " Al €. 1(€))dro(1(€))dI(€)de. (2.3)

La expresion (2.3) tiene su significado, el cual vamos a explicar. Primeramente
veremos la integral con respecto a 7, la cual nos estd indicando el tiempo que dura la
infectividad promedio de un individuo, es decir, el tiempo que dura un individuo in-
fectando; la siguiente integral respecto a I(£) es la media poblacional de los individuos
infectados en todo nuestro espacio €2, desde el punto de vista de la probabilidad, es la
esperanza de la integral de A(7,&,1(€)), la cual estda promediando la infectividad de
los individuos infectados, ya que biolégicamente no infectan por igual. En la integral
respecto a &, lo que se estd contabilizando son los individuos que se infectan en todo el
espacio €. Asi, la expresién (2.3) estd bien establecida en el contexto epidemiolégico.

Sin embargo, como la distribucién de ¢ cambia en cada generacién, ya que habra
cada vez menos individuos que puedan infectarse, entonces, el factor de ¢ tampoco
nos predice qué pasa bajo iteraciones. Entonces nos preguntamos jcémo podemos
definir esta cantidad en general?, veamos.

Después que han transcurrido m generaciones, la cantidad de individuos de la
poblacién infectada es K (S)™¢, por lo que, el factor de crecimiento por generacion es
[|K(S )mH% y para saber qué pasa con la poblacién a lo largo del tiempo que dura la
enfermedad, hacemos que m — co. Asi a esta cantidad lo llamaremos radio espectral,
el cual es definido por:

p(K(S)) = inf [[K(S)"||m = lim_ |[K(S)"||. (24)

Teniendo al radio espectral de la forma (2.4), la m-ésima generacién de K (S)¢,
converge a cero para m — oo, cuando p(K(S)) < 1, por otro lado si p(K(S)) > 1
crece arbitrariamente. Podemos establecer condiciones al operador K(S) (como la
compacidad del espacio ) los cuales nos garantizaran que p(K(.S)) es el valor propio
de mayor norma. Con esto ya podemos decir que
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Definicién 2.2. Ry = p(K(S)) = el maximo de las normas de los valores propios de
K(S).

De manera general se acaba de presentar la forma de como se calcula Ry. Una
pregunta que resulta natural es la de como se construye el operador de préxima
generacién, dicha pregunta se tratard de responder en la siguiente seccién.

2.2 Calculo de Rj), mediante la matriz de préxima ge-
neracion

En esta seccién, presentaremos la técnica para construir el operador de proxima
generacion o también conocida como la matriz de proxima generacién, a partir de la
cual se calcula el nimero reproductivo basico. Ademads, usaremos las propiedades del
valor umbral de Ry para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrios del
sistema en cuestion.

Lo que haremos es construir un modelo general, ya que en la anterior seccién
el céalculo del operador de préxima generacién sélo contempla a una poblacién de
individuos, y sabemos que una enfermedad la podemos contraer de otras poblaciones
de individuos, generalmente animales, este modelo nos permitira construir la matriz
de préxima generaciéon y después calcular el niimero reproductivo bésico.

Consideremos, al igual que en la seccién anterior, poblaciones heterogéneas dis-
tintas y que cada una de ellas tiene n; compartimentos homogéneos, otra poblacion
puede tener ny compartimentos homogéneos, etc., entonces la suma de ni, na, ..., es
la cantidad de compartimentos que habré en el modelo, el cual diremos que es n.

Tomaremos como ejemplo el modelo propuesto por Feng y Velasco-Hernandez
para la fiebre del dengue [1], en el cual consideran a dos poblaciones a los humanos
y los mosquitos. Ademas, el modelo se divide en cuatro compartimentos, hospedero
infectado (I), vector infectado (V'), hospedero susceptible (S) y vector susceptible
(M), de los cuales dos compartimentos corresponden a la poblacién de humanos y
dos a la poblacién de mosquitos. El modelo propuesto por Feng y Velasco-Herndndez
es el siguiente:

S = b—bS—~I— B9V,
M = ¢—cM - B, MI,
V = B.MI-cV.
Para la construccién del modelo general, considere x = (x1,2,...,2,)", con

z; > 0, el nimero de individuos en cada compartimento, teniendo en cuenta que
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consideraremos x; no negativos, ya que biolégicamente no tiene sentido tener in-
dividuos negativos. Sin pérdida de generalidad, consideremos que los primeros m
compartimientos corresponden a los individuos que estan infectados; dentro de los
cuales puede haber compartimientos con individuos que adquieran la enfermedad y
no la transmitan, compartimentos donde ya la puedan transmitir, entre otros. Por
ejemplo, consideremos el modelo vector-hospedero de Feng y Velasco-Hernandez y lo
rescribiremos de la siguiente forma.

= B.SV — (b+ )1,
B M1 — ¢V,
b—bS —~I — 35V,
M = c—cM -3, MI.

e <~
1

El vector x en este modelo estd formado por las componentes del campo vectorial
cuando colocamos los compartimentos de individuos infectados al inicio del sistema, el
vector est4 dado por x = (I, V, S, M)T, en este caso tenemos dos clases de infectados
y por lo tanto m = 2.

Esto de separar a los individuos en compartimentos de infectados y no infecta-
dos se hace dependiendo de la interpretaciéon biolégica del modelo. Por otro lado,
algo muy importante, el niimero reproductivo basico no es determinado solamente
por la estructura de las ecuaciones del modelo, sino de cémo fueron definidos los
compartimentos de infectados y no infectados.

Definamos el conjunto de todos los estados libres de infeccién como:

Xs={z>0|x;=0,i=1,2,...,m}.

En nuestro ejemplo, el conjunto de todos los estados libres de infeccion es:

Xs={x>0|z;=0,i=1, 2},

es decir,

X, ={(0, 0, 1, )T}

Para calcular el Ry, es importante que distingamos las nuevas infecciones de todos
los otros cambios que puedan suceder en la poblacién como muertes, nacimientos,
recuperacion, entre otros.

Para realizar lo antes dicho, consideremos las siguientes funciones:
Fi(z): el factor de aparicién de las nuevas infecciones en el compartimiento i.

VF(x): el factor de transferencia de individuos por todos los otros medios que no
son nuevas infecciones al compartimento 4.
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V; (x): el factor de transferencia de salida por todos los otros medios que no son

nuevas infecciones del compartimento 1.
Volvamos al ejemplo, las funciones Fi(z), V" (z), V; (z) estén formadas de la
siguiente manera,

BsSV

B M1
O )
0

F(x) =

o oo O

(b+~)I
cV
b+ I+ B,SV
cM + B MI

Vo (z) =

Con esto, los modelos de transmisién de enfermedades consisten de condiciones
iniciales no negativas, esto es porque son nimeros de individuos, animales, entre otros
seres vivos que intervengan en la transmisién de la enfermedad y del siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales:

xZ:ﬂ(l') :]-"Z(x)—vz(x), 1= 1,2,...,n. (2.5)
donde V; = V,” — Vf v las funciones F;, V;r .V, satisfacen los siguientes axiomas:

(A7) Siz >0, entonces E,VJ,V; >0parai=1,2,...,n.
Como cada funcién es una transferencia de individuos, cada funcién es no ne-

gativa.
(A2) Six = 0, entonces V; = 0. En particular, si z € X, entonces V, = 0, i =
1,2,...,m.

Cuando un compartimento de infectados estd vacio, no puede haber transferen-
cia de individuos fuera de ese compartimento por algin medio.

(A3) Sii > m, entonces F; = 0.
Esta condicién estd dada por el hecho de que los compartimentos con ¢ > m
corresponden a los individuos no infectados y, por lo tanto, no hay nuevas
infecciones en estos.
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(A4) Siz € X, entonces F;(z) =0y Vi (z) =0 parai=1,2,...,m.
Si la poblacién estd libre de la enfermedad, permanece libre de la enfermedad.

(As) Si el vector F(x) es cero, entonces todos los valores propios de D f(x() tienen
parte real negativa, donde xg € X5 y Df(z) es la matriz jacobiana de f.
Si la poblacion esté cerca de un estado libre de infeccién, con esto queremos de-
cir, si la introducciéon de nuevos individuos infectados no provoca una epidemia,
la poblacién regresara al estado libre de infeccion.

Ya con el modelo (2.5) construido, estamos interesados en analizar la dindmica
de dicho modelo para ello, en la siguiente seccién se presentan algunos conceptos de
teoria de matrices que se requieren para dicho anélisis.

2.2.1 Preliminares de teoria de matrices

En esta seccién presentaremos los conceptos de teoria de matrices que se utilizaran
para el andlisis de modelos epidemiolégicos.

Definicién 2.3. Sea A una matriz de tamano n X n. La abscisa espectral s(A) de A
se define como la mdxima parte real de los valores propios de A.

Ejemplo 2.1. Consideremos la matriz A de 2 x 2 de la siguiente manera:

A_B ;}

La abscisa espectral la obtendremos después de calcular los valores propios de la
matriz A. Los valores propios de cualquier matriz de tamarno n X n se definen como
las soluciones de la expresion det(A — N) = 0 donde I es la matriz identidad. Para
nuestro ejemplo obsérvese que

1—A 2
det(A—)\[)—’ 3 2_)\‘.

El polinomio caracteristico asociado a la matriz A es P(\) = A2 — 3\ — 4, obtenemos
sus raices, las cuales son: A1 =4 y Aoa = —1, de las dos raices la de mayor parte real
es A1, por lo tanto s(A) = 4.

Definicién 2.4. Sea A una matriz de tamano n x n. El radio espectral p(A) de A
se define como el mdxzimo de las normas de los valores propios.

Ejemplo 2.2. Consideremos la matriz B de 2 x 2 de la siguiente manera,

2 4
5|3 1
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Para calcular el radio espectral, al igual que cuando se calcula la abscisa espectral,

tenemos que calcular los valores propios. Entonces calculemos los valores propios de
B.

det(B — \I) =

2—-A 4
3 1=

Obteniendo el polinomio caracteristico P(\) = A2 — 3\ — 10, las raices de este
polinomio son: A\1 =5 y Ao = —2, de las dos raices del polinomio caracteristico la de
mayor norma es A1, por lo que el radio espectral es p(B) = 5.

Definicién 2.5. Sea A una matriz de tamano n X n. La matriz A es no negativa, si
todas las entradas de A son mayores o iguales a cero, es decir, a;; > 0 para todo i, j.

Ejemplo 2.3. La matriz C de 3 x 3 es una matriz no negativa.

25 0
C=|(0 7 8
4 5

—_

1

. ! . .
Pero la matriz C' es un caso de una matriz que no es no negativa, ya que una de
sus entradas es menor que cero.

22 55 -2
C'=14 8 8
4 5 15

Definicion 2.6. Sea A una matriz de tamano n X n. Si el determinante de A es
distinto de cero, entonces A es una matriz no singular, es decir, det(A) # 0. Si
det(A) = 0, diremos que A es una matriz singular.

Ejemplo 2.4. Consideremos la matriz D de tamano 3 X 3 de la siguiente manera:

3 4
D=1 0
0 2

ot O N

El determinante de la matriz D, es det(D) = —16, como es diferente de cero
entonces la matriz C' es una matriz no singular. En la matriz D podemos observar
que los renglones son linealmente independientes, esto también se cumple para las
columnas. En cambio la matriz:

>
Il
o o w
DO 00 W
CU s D
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. / . . . . .
La matriz D tiene determinante igual a cero, por lo tanto es una matriz singular.
Otra forma de saber si una matriz es singular, es cuando los renglones o columnas
son linealmente dependientes.

Entre los conceptos més importantes que ocuparemos, estan las matrices con las
siguientes propiedades:

Definicién 2.7. Sea A una matriz de tamano n X n. A es una matriz con patrén de
signo Z, si las entradas fuera de la diagonal principal son menores o iguales a cero,
es decir, si a;; <0 para todo i # j.

Ejemplo 2.5. Consideremos la matriz E de 3 x 3 de la siguiente manera:

2 =5 -7
EF=|-2 -3 -11
-32 -6 0

E es una matriz con patron de signo Z, ya que todas las entradas que no estdin
en la diagonal principal son menores a cero.

Utilizaremos a las matrices con patrén de signo Z para definir a las M-matrices.

Definicion 2.8. La matriz A es una M-matriz, si tiene patrén de signo Z y todos los
valores propios de A tiemen parte real positiva.

Ejemplo 2.6. Consideremos de nuevo la matriz:
3 -1
A=
K
Como ya sabemos que es una matriz con patron de signo Z, entonces calculemos
los valores propios. El polinomio caracteristico para la matriz A es P(\) = A2 —6A+8,

las raices de polinomio caracteristico son: \y =4 y A2 = 2, las cuales tiene parte real
positiva, por lo tanto A es una M-matriz.

Definicién 2.9. Sea A una matriz de tamano n x n. S{ A = sI — B, donde B es
una matriz n X n no negativa, I es la matriz identidad, con s > p(B), entonces A es
una M-matriz no singular.

Ejemplo 2.7. Sea B una matriz de 2 X 2 no negativa, de la siguiente forma:
11
o=l

El radio espectral de la matriz B es p(B) = 2.

Formemos la matriz A de la siguiente manera:
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3 -1
A—sI—B—[_1 3}

donde s =4 > p(B) Y det(A) =8. Por lo tanto A es una M-matriz no singular.

En el caso cuando s = p(A), entonces la matriz A es una M-matriz singular.

Ejemplo 2.8. Consideremos la matriz B como:
11
o-[i 1]

El radio espectral de la matriz B es p(B) = 2. Formemos la matriz A de la
stgutente manera,

1 -1

A=sl—-B= [1 1}
donde tomamos la abscisa espectral s = 2 = p(B). Por lo que podemos observar
que el determinante de A es igual a cero. Por lo tanto A es una M-matriz singular.

Cuando la matriz A cumple que tiene patréon de signo Z y cumple que es una
M-matriz, entonces A~! es una matriz no negativa.

Ejemplo 2.9. Tomemos la matriz A, del ejemplo 2.6, y calculemos la matriz inversa.
3 1
=[]
8 8

Como podemos observar todas las entradas de la matriz A~' son mayores a cero,
por lo tanto A~! es una matriz no negativa.

Estas herramientas de la teoria de matrices nos seran de mucha utilidad en los
siguientes resultados de estabilidad de los puntos de equilibrio.

Estamos interesados en analizar la estabilidad de los equilibrios (estados) libres
de infeccién del sistema (2.5), porque en base a la estabilidad de ellos podremos
saber cuando una enfermedad se puede propagar en una poblaciéon. Para ello vamos
a utilizar el siguiente resultado, el cual nos facilitard el andlisis de estabilidad, ya
que podremos dividir nuestro sistema original en dos matrices las cuales podremos
trabajar de manera facil.

Lema 2.1. Sixy es un equilibrio libre de infeccion del sistema (2.5) y f(x) satisface
los axiomas de (A1) hasta (As), entonces las derivadas DF (xo) y DV (xq) se pueden
partir de la stguiente manera:

DF) =g of v oV =7 ).
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donde F' y V' son matrices de tamano m x m definidas por:

F

{gfj (wo)} y DV(xg) = [g}; (xo)] conl1< i, j< m.

Mds aun, F' es no negativa, V es una M-matriz no singular y todos los valores
propios de Jy tienen parte real positiva.

Demostracién 1. Sea zo € X5 un equilibrio libre de infeccion, por lo que F; = 0
para i > m Yy V;r =0 Fi(x) =0 parai=1,2,...,m, lo que implica que a%g@ =0
para i > m y j > m, ya que no hay nuevas infecciones y Vi(x) = 0 para i < m.

Por lo tanto, 8%3(6?0) =0parai < myj>m, ya que cuando no hay enfermedad,

no hay transferencia en los compartimentos por ningun otro medio. Esto muestra la
particion y los bloques de ceros en las matrices.

Como xg € Xs, tenemos que F; > 0 para i = 1,2,...,n, y Fi(x) = 0 para

1=1,2,...,m, entonces F' es no negativa.
Sea {e;} la base candnica en R7. Entonces, para j =1,2,...,m,
oV; Vi he;) —V;
Z(l‘o) — lim i(wo + hej) i(70)

ox;j h—0+ h

Para mostrar que V es una M-matriz no singular, notemos que si xg €s un equi-
librio libre de infeccion, V; = 0 para i < m y Vf = 0 para i < m, por lo tanto,
Vi(rg) = 0 para i = 1,2,...,m y si i # j, entonces la i-ésima componente de
¥ =9 + hej = 0.

Como Vf,Vi_ >0 ya* =0, tenemos que V; =0, por lo que, V(z*) < 0, por lo
tanto, gvi

Z.

ot <0 parai<myj#i, con esto obtenemos que V tiene patrdon de signo

Con lo anterior obtenido y si F(x) es el vector cero, entonces la parte real de los
valores propios de D f son negativos, ademds como DV es una matriz triangular por
bloques, los valores propios de DYV tienen parte real positiva. Y por lo tanto, V es

una M-matriz no singular. También como los valores propios de D fson de V y Jy,
entonces todos los valores propios de Jy tienen parte real positiva. B

Veamos con un ejemplo el lema 2.1, utilicemos el modelo vector-hospedero que
anteriormente se presentd:

0 BS BV 0 b+~ 0 0 0
DF)=1"" o o o |¥VPV@= v BsS b+BV 0
O 0 0 0 BmM 0 0 c+pBnl

Evaluando en el equilibrio libre de infeccién del modelo el cual es (0,0,1,1)7 que
hemos propuesto, las matrices DF y DV son de la siguiente forma:
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0 Bs 00 b+~ 0 0 O
|Bm 0 0 0 1o co0o0
DF((0,0,1,1))= """, o ol v DV((0,0,1,1)) = v 0 b 0
0 0 00 Bm 0 0 ¢

Como hemos mostrado que podemos separar el sistema (2.5) en dos matrices, las
cuales representan nuevas infecciones y los cambios de clase en un periodo de tiempo
muy pequeno.

Una pregunta natural que nos podemos hacer es: ;jqué pasa si en una poblacién
completamente susceptible, introducimos individuos infectados?, para responder la
pregunta, consideremos la dindmica de la poblacién cerca de los individuos infectados,
entonces el sistema lo podemos rescribir de la siguiente manera & = D f(xo)(x —
xo), también consideremos que los individuos que se recuperan de la enfermedad ya
no podran volverse a infectar, entonces el sistema con estas caracteristicas queda
determinado de la siguiente manera:

& = —DV(xo)(z — o). (2.6)

Por el axioma (As), tenemos que el equilibrio libre de infeccién es locamente
asintéticamente estable en el sistema (2.6), ya que el axioma (As) nos dice que cuando
no tenemos infecciones, todos los valores propios del sistema (2.6) tienen parte real
negativa, esto nos dice que cualquier solucién converge al equilibrio libre de infeccién.
Con el sistema (2.6) podremos determinar la evolucién de la enfermedad dentro de
la poblacién susceptible, cuando un nimero pequefio de individuos infectados se in-
troducen en la poblacién, por lo que conmencemos por definir la funcién para los
individuos infectados.

Sea ¥(t) = (Y1(t), ¥a(t), ..., m(t))T, con ;(t) el nimero de individuos infectados
que permanecen en el compartimiento ¢ después de ¢t unidades de tiempo, con el vector
1(0) como el nimero de individuos infectados inicialmente en la poblacién.

Cuando no se puede volver a infectar, las primeras m componentes del vector x,
son las componentes del vector ¢. Y por el lema 2.1, la particién de la matriz DV(z),
implica que ¥ (t) satisface la ecuacién ¥’ (t) = —V)(t), la cual tiene como solucién
tinica a ¥(t) = e~V%(0), con V una M-matriz no singular. Como F es el factor
de aparicion de las nuevas infecciones en un corto periodo de tiempo, utilizamos la
integral de F'y(t) de cero a infinito, para que nos proporcione el nimero esperado de
nuevas infecciones que se produjeron por los individuos infectados inicialmente, en su
tiempo de infectividad, como el vector FV ~14(0). Esto es,

o0 o0
/ Fe Vtp(0)dt = F / e Vi (0)dt,
0 0
como es la integral de una matriz, es la integral de cada entrada y el resultado es:

/ T Fe Vi (0)dt = — FV—Le=Vt(0) )ZO
0
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y evaluando, se reduce a F'V ~14(0), como anteriormente se explicé.

Ahora veamos cémo podemos interpretar la matriz F'V 1. Para dar el sentido co-
rrecto a la definicién de Ry, consideremos la evolucién de la infeccion de un individuo
infectado introducido en una poblacion libre de la enfermedad.

Para la matriz V!, la entrada (j,k) es el tiempo promedio que el individuo
infectado en el compartimento k pasa en el compartimento j durante su tiempo de
vida infectiva. Para la matriz F', las entradas (4, j) es el nimero de nuevas infecciones
que un individuo infectado en el compartimento j produce en el compartimento 3.

Por lo tanto en la matriz FV !, las entradas (i, k) son el niimero esperado de
nuevas infecciones en el compartimento ¢, producidas por un individuo infectado que
estaba originalmente en el compartimento k.

Definicion 2.10. Se define la matriz de préoxima generacion como:

K=FV~1L

al igual que antes, definimos el nimero reproductivo basico como,

Ro = p(FV ™),

donde p(FV~!) denota el radio espectral de la matriz FV ! [23].

Pero, ;por qué utilizamos la matriz de préxima generacién y no la matriz jacobiana
del sistema (2.5)7; la respuesta a esta pregunta la veremos de la siguiente manera.
Primeramente, la matriz jacobiana se utiliza para determinar la estabilidad en una
vecindad de los puntos de equilibrio. Dentro de la mencionada vecindad, el sistema
linealizado y el no linealizado tienen comportamientos similares; si el equilibrio es
hiperbdlico, es decir, si no hay valores propios con parte real cero, se pueden presentar
los dos siguientes casos:

1) Si todos los valores propios de la matriz jacobiana tienen parte real negativa,
el punto de equilibrio es estable; 2) Si la matriz jacobiana tiene por lo menos un valor
propio con parte real positiva, entonces el equilibrio es inestable.

En cambio, cuando tenemos equilibrios que pueden ser no hiperbélicos, es decir,
cuando hay al menos un valor propio con parte real cero. La condicién que hace
que el valor propio tenga parte real cero, es cuando Ry = 1, lo cual no es cierto
para la mayoria de los modelos y casi nunca es el nimero promedio de infecciones
secundarias. Este resultado serd probado mas adelante.

Con esto, calcularemos para algunos modelos, la matriz de préxima generacion
y sus numeros reproductivos basicos. Entre los modelos que se presentaran, estardn
los que ya se han mencionado antes, modelos SIR, SIS, SEIS, SEIR, que son casos
generales, y otros que corresponden a enfermedades mas especificas. La idea es ejem-
plificar como se calcula y la estructura que tiene Ry para distintos tipos de modelos.

El primer modelo a ejemplificar es el SIR, éste modelo fue propuesto por Kermack
y McKendrick en 1927, que considera una enfermedad que se desarrolla a lo largo del
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tiempo y unicamente tres hay clases de individuos; susceptibles (.5), infectados (I) y
recuperados (R), que corresponde al sistema de ecuaciones diferenciales:

S = —pSI,
I = BSI—~I,
R = vI.

Cuyos puntos de equilibrio estan dados por la solucién del sistema:

~BSI = 0,
BSI—~I = 0,
I = 0,

obtenemos de la ultima ecuacién que I = 0, anulando cada ecuacién del sistema,
pero como I = 0, es decir, no hay ningin individuo infectado, por lo que no habra
ningun individuo en la poblacién que se recupere de la enfermedad por lo tanto R = 0.
Como se considera que la poblacién es N = S+ I+ R y ademas es constante, es decir,
N+S+I+R=0. La poblacion de susceptibles cuando I = 0 es S = N, por lo
tanto el equilibrio es (N, 0, 0).

Ahora veamos la estabilidad del equilibrio, el cual es el equilibrio libre de infeccién.
Para determinar la estabilidad del punto de equilibrio del sistema, debemos calcular
los valores propios de la matriz jacobiana del sistema, la cual esta dada por la matriz

-pI  —=5S 0
JS,I,R)=| I BS—v 0
0 ¥ 0

Evaluando en el equilibrio libre de infeccién la matriz jacobiana, se tiene:

0 —-BN O
J(N,0,0) = |0 BN —~ 0f,
0 ¥ 0

cuyos valores propios son: A1 = 0, Ay = 0, A3 = BN — ~. Vemos que tenemos
dos valores propios cero, por lo tanto no podemos decir si el equilibrio es estable
o inestable. Supongamos que si en el analisis de estabilidad en una vecindad cerca
de las variedades de los valores propios A1 y Ao son estables y si no hay infeccién
en la poblacién el valor propio A3 = —y < 0, entonces el axioma (As) se cumple y
obtenemos que el equilibrio (N, 0, 0) es estable.

Para el cédlculo de Ry, obtenemos las funciones F y V para el modelo SIR, sin
pérdida de generalidad acomodemos el compartimento de los infectados al principio,
entonces el modelo reacomodandolo es de la siguiente manera:
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I = BSI—~I,
S = —pSI,
R = ~yI.

Las funciones F y V, estan determinadas de la siguiente manera:

F(I,S,R) = (BSI,0,0)T,
VH(I,S,R) = (0,0,I)7,
V~(1,S,R) = (v1,551,0)T,

V(I,S,R)=V~(I,S,R)—V*(I,S R) = (vI,351,—~I)T.

Como la matriz de préxima generacion se centra en los compartimentos infectados,
podemos restringirnos a dichos compartimentos para calcular la matriz, entonces las
funciones restringidas son las siguientes:

F(I,S8,R)=BSIyV(I,S R)=~I

y obtengamos las matrices F'y V, las cuales estan formadas de la siguiente manera:

_ 9F(0,N,0) _ 9V(0,N,0)
F= ol yV =""51

Como estas funciones son de una variable, las matrices F' y V son nimeros reales,
dados por:

F=pNyV=r,

con esto la matriz de proxima generacién, para el modelo SIR es la siguiente:

K(0,N,0) = F(0,N,0) - V-1(0, N,0) = (ﬁN)(i) _ BN

y obtenemos:

_ BN
==

Ry

Como Ry nos dice si una epidemia se llevard a cabo o no, lo que se busca es
disminuir el Ry para que no suceda una epidemia.
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Para el modelo SIR que acabamos de ejemplificar, observe que para reducir el valor
de Ry, mateméticamente lo podemos conseguir disminuyendo el valor de §, lo cual
implicaria aplicar vacunas antes de estar infectado, poner en cuarentena a las personas
infectadas para reducir los casos de infeccion, entre otras, o bien, aumentando el valor
de v que es la tasa de recuperacion, que biolégicamente, la podemos aumentar dando
medicamentos a los individuos infectados para hacer que su recuperacion sea mas
rapida.

Otro modelo es el SIS, que considera una enfermedad que se desarrolla a lo largo
del tiempo, donde los individuos infectados al momento de recuperarse pueden volver
a infectarse sin obtener inmunidad, el cual estd dado por las siguientes ecuaciones
diferenciales:

S = —BSI+u(N—2S8)+n~I,
I = BSI—~I—pul.
Cuyos puntos de equilibrio estdn dados por (N, 0), (%,N - (7;“ )). Aqui el
equilibrio libre de infeccién es (N, 0).

Haciendo los cédlculos prudentes, tenemos que la matriz de préxima generacién
para este modelo estd dada por:

)
Y4 p

Como es una matriz de 1 x 1, el nimero reproductivo basico esta dado por;

K(0,N)=FV~'(0,N) = (BN)(

Ry= N

Yt

Al igual que en el Ry del modelo SIR, mateméticamente para disminuir el Ry,
podemos disminuir el valor de 3, lo cual implicaria aplicar vacunas previas a la
infeccién, poner en cuarentena a las personas infectadas para reducir los casos de
infeccion, entre otras, o bien, aumentando el valor de vy + u, pero biolégicamente no
podemos aumentar u, ya que es el parametro de muerte natural y aumentarlo sig-
nificaria que habra muertes en la poblacién, lo cual se quiere evitar. Aumentar el
valor de v, implica que aumentemos la tasa de recuperacién, que la podemos hacer
administrando medicamentos a los individuos infectados.

Continuemos con el modelo SIRS, que considera una enfermedad que se desarrolla
a lo largo del tiempo, lo cual permite una inmunidad temporal a la enfermedad, una
vez que dicha inmunidad termina se puede volver a infectar de la enfermedad. Dicho
modelo estd dado por las siguientes ecuaciones diferenciales:

S = —BSI+u(N—S)+0R,
I = BSI—~I—pul,
R = ~I—uR—6R.
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Observemos que el compartimento de infectados en este modelo es idéntico al
comportamiento de los infectados en el modelo SIS. Y calculando la misma matriz
de préxima generacion K (0, N, 0) = FV Y0, N, 0) = (6N)(~/T1u) y obtenemos el
mismo Ry y podemos emplear los mismos argumentos para reducir el valor de Ry.
Observe que los compartimentos de los individuos no infectados no interfieren en el
calculo de la matriz de préxima generacién, porque la matriz de proxima generaciéon
se calcula con las matrices F''y V, que son las matrices jacobianas de las funciones F

y V restringidas a los compartimentos donde estd presente la enfermedad.

En los siguientes dos tipos de modelos, el SEIS y el SEIR, donde el modelo SEIS
considera enfermedades, en las que cuando un individuo es infectado y no puede
infectar a otros individuos hasta que pase un cierto periodo de tiempo y sin inmunidad
cuando el individuo infectado se recupera; el modelo SEIR considera enfermedades,
en las que cuando un individuo es infectado y no puede infectar a otros individuos
hasta que pase un cierto periodo de tiempo y cuando el individuo se recupera de la
enfermedad adquiere inmunidad a la enfermedad. Representados, respectivamente
por los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales:

S = k—PpBSI—pS+AI,
BSI— (e + p)E,
I = eE—(v+wl,

.=

y

= Kk —BSI—pusS,

BSI — (e+ p)E,
eE — (v + i,

= I - R,

5o~ T
I

podemos observar que la matriz de proxima generacién es una matriz de 2 x 2,
la misma en ambos modelos, la cual estd evaluada en el equilibrio libre de infeccién
(g, 0,0) en el caso SEIS, y en el caso SEIR el equilibrio es (g, 0,0,0), esto debido a
que, para generar para generar la matriz de préxima generacién sélo ocuparemos los
compartimentos donde la enfermedad esta presente.

La matriz de préxima generacién para ambos modelos esta dada por:

Bre Bk
K(xg) = | rOtmletn)  pletp) |
0 0 0

Utilizamos xg para denotar el equilibrio libre de infeccién, por el hecho que ambos
equilibrios estan en diferentes dimensiones pero los calculos son iguales.
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Haciendo los cédlculos necesarios, tenemos que los valores propios de la matriz de

préxima generacién son; A = 0, Ay = % Por lo que para estos dos modelos,
Bre

el niimero reproductivo bésico estd dado por Ry = CEmIEnE

Para disminuir el valor de Ry en ese caso, podemos hacerlo reduciendo los valores
de B, k y €, lo implicaria, biolégicamente, que para reducir el valor 8 podemos al igual
que en los anteriores modelos aplicar vacunas a los individuos que no estan infectados,
para disminuir los casos de individuos infectados.

El parametro s el cual es una tasa de reclutamiento, no lo podemos reducir ya
que en él estan contemplados los nacimientos. Observemos que el pardmetro ¢ no
lo podemos aumentar, ya que si lo aumentamos, el individuo se convertird en un
individuo infeccioso y comenzard a transmitir la enfermedad.

El parametro p, no lo podemos incrementar por ser la tasa de muerte natural.
Aumentar el valor de ~, implica que aumentemos la tasa de recuperacién, que la
podemos hacer administrando medicamentos a los individuos infectados para que su
recuperacion sea en un tiempo mucho maés corto.

Para disminuir este Ry, podemos igual que en los anteriores, disminuir 8 o dis-
minuir € la tasa de incubacién, se puede dar vacunas a los individuos en este estado
de la enfermedad, asi, la enfermedad no podra ser infecciosa o su infectividad no serd
muy fuerte.

Otros modelos més especificos como por ejemplo, el modelo de tratamiento, un
modelo de tratamiento el cual es en donde parte de la poblacién se le administra un
tratamiento, pero el tratamiento puede fallar, si el individuo estd en contacto con
un individuo infectado, regresando al individuo al compartimento de incubacién, nos
basaremos en el modelo de tuberculosis de Castillo-Chavez y Feng [1].

La poblacién en este modelo estd dividida en los compartimentos de susceptibles
(S), los expuestos (E), infectados (I) y tratados (T). Los individuos susceptibles y los

individuos tratados pueden entrar en el compartimento de expuestos con las tasas %

y %, respectivamente, donde la poblacién total es N =S+ E+ 1+ T.

Con la tasa v los individuos expuestos pasan a a la clase de los infectados. Con-
siderando que sélo hay nacimientos en la poblacién de los susceptibles y con una
tasa de muerte d > 0. Las tasas de tratamiento estdn dadas por, y; para los indi-
viduos expuestos y 72 para los individuos infectados. Solamente una fraccion ¢ de
los individuos infectados que son tratados se recuperan exitosamente y regresan al
compartimento de expuestos con p = 1 — ¢, si el tratamiento no es exitoso.

El modelo de la transmision de la enfermedad consiste de las siguientes ecuaciones
diferenciales:
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) ST

S = b(N)—dS—ﬁlW,

. ST TI

E = 51W+52W—(d+’/+71)]5+p’¥2],
I = vE—(d+)I,

. TI

T = —dI'+ymE+qynl - /BQW

Las funciones F, V, que nos permiten formar la matriz de proxima generacion,
restringidas a los compartimentos de la enfermedad son,

F=BE+ L0 yV=(d+v+m)E—ppl,—vE+ (d+7)I).

Con el equilibrio libre de infeccién z¢ = (0,0, N, 0), al igual que en los anteriores,
colocaremos los compartimentos de las nuevas infecciones al principio del sistema.
Haciendo los calculos necesarios como en los anteriores ejemplos, obtenemos las ma-
trices F'y V de la siguiente manera,

10 B _ld+v+m —py
b= [0 0}7\/_[ —v d+v|"

La matriz inversa de V esta dada por:

det(V)

Vol 1 _ d+ 2 D2
v d4+v+y|"

donde det(V) = (d + v + 71)(d + 72) — vpye.

De esta manera, la matriz de préxima generacion es:

_ 1 (B Bld+rv+m)
K(0,0,N,0) = (V) [ 0 0 .
Observe que la matriz K es una matriz triangular superior, por lo que los valores
propios son los valores de la diagonal. Asi, el nimero reproductivo bésico para este
modelo es,

B

Ry = .
0 (d+v+y)(d+vy2)—vpye

Otro tipo de modelo es el de vector-hospedero. Tomaremos como ejemplo, el
modelo propuesto por Feng y Velasco-Herndndez para la fiebre del dengue [1]. El
modelo se divide en cuatro compartimentos, hospedero infectado (I), vector infectado
(V), hospedero susceptible (S) y vector susceptible (M).
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Los hospederos se infectan con el contacto con vectores infectados. Los vectores
se infectan de igual manera por el contacto con hospederos infectados. Cada tasa de
contagio esta dada por 5,5V y B, MI. El modelo es el siguiente:

= BsSV —(b+7)1,
BrM I — cV,
b—bS —~I— 35V,
M = c—cM -3, MI.

T
Il

Los nacimientos y muertes estan dados por las tasas b, ¢ > 0 para hospederos
y vectores respectivamente. Es facil ver que, el equilibrio libre de infeccién es xg =
(0,0,1,1)T y las matrices F y V estdn determinadas de la siguiente manera.

10 B b+ 0O
r=la Slov=[7

por lo que la matriz de préxima generacion es:

0o B
K(:BO) = 5m 6 ?
b+

y el nimero reproductivo béasico para este modelo es,

| BsBm
Fo = c(b+7)

Vemos que el Ry = (b%v) ﬂTm, donde (b%v) es el nimero nuevas infecciones que
Bm

un hospedero infectado produce en su periodo de infeccién ﬁ, y = es el numero
de nuevas infecciones que un vector infectado produce durante su tiempo de vida
%. El ntimero reproductivo béasico del modelo de vector-hospedero, es el producto
de las infecciones que pueden causar los hospederos infectados y vectores infectados.
Tanto hospedero como vector se pueden infectar entre si y ademads, ambas cantidades
son una razén (un cociente) de niimeros positivos, se utiliza el promedio geométrico,
entonces como tenemos dos cocientes el promedio geométrico nos generard una raiz
cuadrada del producto de esos cocientes.

2.2.2 Estabilidad de los puntos de equilibrios

Para que un equilibrio libre de infeccién, xg, sea localmente asintéticamente estable,
todos los valores propios de la linealizacién del sistema (2.5) deben tener parte real
negativa y si cualquier valor propio tiene parte real positiva, entonces el equilibrio
libre de infeccién sera inestable.
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Como se vio en la seccién anterior, D f(xg) se puede separar en dos conjuntos que
van a corresponder a infectados y a no infectados. Para determinar la estabilidad
debemos considerar los valores propios de F' — V' y los de —Jy. También se vio que
los valores propios de —J; tiene parte real negativa, entonces la estabilidad de los
equilibrios de libre infeccion esta determinada por la parte real de los valores propios

de F-V.

En esta seccién presentaremos un teorema que nos indica por el criterio del valor
umbral para Ry, la estabilidad de los puntos de equilibrio libres de infeccién. Para
el desarrollo y la comprensién de la demostracién de dicho teorema, ocupamos los
siguientes resultados [23].

Lema 2.2. Sea A una matriz con patron de signo Z. Entonces A es una M-matriz
no singular si y sélo si A+ el es una M-matriz no singular, para todo € > 0.

Demostracién 2. Sea A una M-matriz de la forma A =sl—B, s >0, B> 0. Para
cualquier € > 0, tenemos que

A+el=sI—B+el=(s+e)l -B=s1-B

Como s' > p(B), ya que s > p(B) por definicion entonces A+ €l es una M-matriz
no singular.

Sea A + el una M-matriz no singular para todo € > 0. Podemos, de la igualdad
anterior, hacer tender € a 0, obteniendo asi que A es una M-matriz no singular, ya
que la aportacion de la matriz el es casi nula, por lo que podremos despreciarla y asi
obtenemos cuando € tiende a cero que A = sl — B [24].1

El lema 2.2, nos dice que si a cualquier M-matriz no singular, le sumamos la
matriz identidad multiplicada por cualquier nimero positivo, entonces esta nueva
matriz sigue siendo una M-matriz no singular.

Lema 2.3. Sea H una M-matriz no singular y supongamos que B y BH™! tienen
patron de signo Z. Entonces B es una M-matriz no singular si y solo si BH™! es una
M-matriz no singular.

Demostracién 3. Como B y H son no singulares, entonces BH™' es no singular.
Como BH™" tiene patrén de signo Z, por el Lema 2.2, BH™' + €l es una M-matriz
no singular, entonces BH™' es una M-matriz no singular.

Sea BH™' una M-matriz no singular, como H es no singular, entonces BH 'H =
B es no singular. Como B tiene patron de signo Z, por el Lema 2.2, B + €l es una
M-matriz no singular, entonces B es una M-matriz no singular.l

El siguiente resultado nos ayudaré en el desarrollo de la prueba para la estabilidad
de los puntos de equilibrio utilizando a Ry en una vecindad de su valor umbral.

Lema 2.4. Sea H una M-matriz no singular y supongamos que A > 0. Entonces,
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(i) (H — A) es una M-matriz no singular si y solo si (H— A)H ™! es una M-matriz
no singular.

(ii) (H — A) es una M-matriz singular si y solo si (H — AYH! es una M-matriz
singular.

Demostracién 4. Sea B = H — K, entonces tanto B como BH ™! tienen patron de
signo Z. Por el Lema 2.3, tenemos la implicacion (i).

Para la implicacion (ii), observemos que si negamos el lema 2.3, es decir, B es una
M-matriz singular si y solo si BH™! es una M-matriz singular. Entonces tomando a
B = (H — A), entonces tenemos la implicacion (ii). Por lo tanto hemos mostrado el
lema 2.4. B

Después de presentar los lemas anteriores, estamos listos para presentar el si-
guiente teorema, el cual, utilizando el criterio del umbral, nos indicara la estabilidad
de los equilibrios libres de infeccién y con ello poder decir cuando una enfermedad
provocard una epidemia o no lo hara.

Teorema 2.1. Considere el modelo de transmision de la enfermedad, © = f(x),
con f(z) que satisface los aziomas (A1) hasta el (As). Si zo es un equilibrio libre
de infeccion, entonces xg es localmente asintoticamente estable si Ry < 1 y x¢ es
inestable si Ry > 1.

Demostracion 5. Sea J1 = F—V. Como V es una M-matriz no singular y F' es no
negativa, —J1 =V — F tiene patron de signo Z, ya que en el lema 2.1, se probo que V
es una M-matriz y por lo tanto tiene patrén de signo Z. Entonces demostraremos que,
s(J1) < 0 si y solo si —J1 es una M-matriz no singular, donde s(J1) es la mdzima
parte real de todos los valores propios de Jy.

Como FV~! es no negativa, por ser producto de dos matrices no negativas,
— 1Vt =T — FV~! tiene patrén de signo Z. Aplicando el Lema 2.3, con H =V
yB =—-J1 =V —F, tenemos que —J1 es una M-matriz no singular si y solo si
I — FV~! es una M-matriz no singular.

Para finalizar, como FV ™! es no negativa, todos los valores propios tienen norma
menor o igual que p(FV~1). Entonces I — FV =1 es una M-matriz no singular si y
solo si p(FV~Y) < s =1, por lo tanto, s(J1) < 0 si y solo si Ry < 1.

Similarmente, probamos lo siguiente:

s(J1) =0 si y solo si —Jy es una M-matriz singular. Por los mismos argumentos
que antes hemos mencionado, s(J1) = 0 si y solo si [ — FV~! es una M-matriz
singular. s(J1) =0 si y solo si p(FV~1) = 1.

La sequnda equivalencia la obtenemos del Lema 2.4, tomando H=V y A=F, y se

sigue los cdlculos al igual que en el caso no singular. Por lo tanto, s(J1) = 0 si y solo
si Ry = 1. También se cumple que s(J1) > 0 si y solo si Ry > 1. A

Consideremos la estabilidad de las curvas de equilibrios del modelo de transmisién
de la enfermedad (2.5), cerca del punto de bifurcacién z = x¢ con Ry = 1. Un punto
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bifurcaciéon es un punto donde hay un cambio cualitativo en el compartamiento de
las soluciones del sistema, el cual se da cuando se causa una variacién pequena en
los parametros. Como Ry es por lo general un producto de pardmetros, no es muy
conveniente usarlo como un parametro de bifurcacién, por lo que, usaremos a g como
parametro de bifurcacion, tal que Ry < 1 para u < 0y Rg > 1 para p > 0, con xg
un equilibrio libre de infeccién para todos los valores de pu. Ahora consideremos el
sistema,

&= f(z,p), (2.7)

con f continuamente diferenciable, por lo menos dos veces en las variables z y u.
El equilibrio libre de infeccién es la curva (zg, 1) y su estabilidad local cambia en el
punto (zg, 0).

Usaremos resultados de la teorfa de la variedad central [25], para mostrar la esta-
bilidad de los equilibrio libres de infeccién y asi mostrar la estabilidad de los equilibrios
endémicos (donde esté presente la enfermedad) cerca del punto de bifurcaciéon (xg, 0).

Denotaremos con D, f(xg,0) a la derivada parcial con respecto a = en el punto de
bifurcacién (zg,0), (como es un vector de variables, obtendremos la matriz jacobiana
de f). Supongamos que hay un valor propio cero de D, f(z¢,0) y ademds es simple
(multiplicidad 1) y sea v y w los vectores propios izquierdo y derecho, respectivamente,
tal que vw = 1. Por el Lema 2.1 y el Teorema 2.1, los otros valores propios tienen
parte real negativa. Sean

v ) 1 2 )
a= §Dmf(:co, 0)w” = 5 ; 22 VW W Dz 0z (20,0),
b=vDgy,f(xo,0)w = ; jz_:l viw; 8aﬁj8u(x0’ 0).

Donde D, f(z0,0), denota el vector que en cada entrada estd formado por los
jacobianos de los gradientes de las funciones f;, es decir,

Do f(0,0) = Dy (V f1(20,0), V fa(20,0), ...,V fn(xo,0)7,

cr desarrollando esto obtenemos que

Da:acf(wOa 0) = (Dma:fl(l'O, 0)7 D.Z’Z‘fQ(CC[)v 0)7 ce. 7Daca:fn(x0; 0))T7

de la misma manera podemos observar que

Da:uf(x07o) = (Dxufl(l’o,O), DI,u,fZ(x070)a cee anufn($Oa 0))T

La multiplicacién D, f(xo,0)w?, nos representa la matriz que en cada renglén
tiene la siguiente multiplicacién w” D, f;(zo, 0)w.
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El siguiente resultado, nos indicara la estabilidad del equilibrio endémico, la cual
nos la proporciona el signo de a cuando estamos cerca del punto de bifurcacién (zg, 0)
[23].

Teorema 2.2. Considere el modelo de transmision de la enfermedad & = f(x,un),
con f(xz,n) que satisface los axiomas (A1) hasta (As) y el pardmetro p descrito an-
teriormente. Supongamos que el valor propio cero de D, f(xo,0) es simple. Sea a y b
definidos anteriormente y supongamos que b # 0. Entonces, existe 6 > 0 tal que

(i) ST a < 0, entonces existe un equilibrio endémico localmente asintdticamente
estable cerca de xg para 0 < p < 4.

(i) Si a > 0, entonces existe un equilibrio endémico inestable cerca de xo para
-0 < pu<O.

Demostracién 6. La teoria de la variedad central [25] establece que existe una va-
riedad central local parametrizada por w y p de la forma,

We = {(:L’7,u)|l“ =z9 +uw + Z(u“u)},

donde Z(u, ) es ortogonal a w y es de sequndo orden en las variables u y p. Mds
atun, la variedad central, W€, es invariante bajo & = f(x,n). Esto es,

az

multiplicando la ecuacion anterior por v nos da la ecuacion,

u=vf(zo+uw+ Z(u,pn), ).

Ya que vZ = 0 para todo (u, ). La teoria de la variedad central [25] afirma que,
el comportamiento de las soluciones de & = f(x,p) cerca del punto de bifurcacion
(x0,0) estd gobernada por & = v f(xo+uw~+Z(u,p)), lo que haremos es representarla
en su expansion de Taylor como:

i = 0 (20,0) + 0D (20,0)p1+ 0D (0,0) (o + Z) + £ Dy (0,0}

+vDgp f (0, 0)pu(uw + Z) + gDm F(20,0)(uw + 2)% + O(3).

Donde O(3) lo utilizaremos para denotar las derivadas de orden tres o superior
en las variables u y pu. Como f(xo, ) = 0 para todo p. El primero, sequndo y cuarto
término son cero y como v es el vector propio izquierdo de D, f(xg,0), entonces el
tercer término también es cero, ya que vDy f(x9,0) = Av y como A =0, tenemos que
vD, f(x9,0) = 0. Por lo tanto, los términos que permanecen e involucran a Z son
las de orden superior, por lo que podemos reescribir la ecuacion a,
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i = au® + bup + O(3), (2.8)

donde a y b estan definidas anteriormente.

Para § > 0 suficientemente pequernia, mostraremos que ezisten soluciones endémicas
que no son cero de (2.8), cerca de la linea u = _Tb“ para la vecindad |p] > 6, esto se
debe a que utilizaremos la linealizacion de (2.8).

Como elegimos p para que el equilibrio libre de infeccion fuese estable, si p < 0.
Hagamos un andlisis de estabilidad local.

El jacobiano del sistema i es, J(u) = 2au + bu y los equilibrios son v = 0 y
u = _Tb”, st evaluamos el jacobiano en el equilibrio libre de infeccion debe ser estable
para p < 0, por lo tanto J(0) = bu < 0, por lo tanto, b > 0.

Veamos la estabilidad del equilibrio v = _Tb“, para que el equilibrio u = 0 sea
estable, debe cumplirse que _Tb“ > 0 y esto solo se logra cuando a > 0.

Para > 0 el equilibrio libre de infeccion debe ser inestable, por lo tanto by > 0 lo
que implica que b > 0. Ahora veamos la estabilidad del otro equilibrio debe ser estable
y esto sucede cuando %’W < 0, lo que implica que a < 0.

Las soluciones endémicas del sistema (2.7), corresponden a soluciones que no son
cero del sistema (2.8), que son estables si p >0 y a < 0 y a soluciones inestables si
p<0ya>0 N

Con esto demostramos que cuando Ry = 1 la estabilidad nos la indicara el signo de
a, ademas, si a o b son cero, entonces consideraremos los términos de orden superior
en la expansién de Taylor de la variedad central.

A lo largo del capitulo, hemos visto que la estructura de Ry se debe a cémo fue
elaborado el modelo matemaético, el cual adquiere diferentes formas y observamos que
mediante ejemplos, Ry puede estar compuesto por producto de nuevas infecciones que
puedan causar distintos vectores, si los vectores pueden ser infecciosos y ser infectados.
Mediante la forma mas general, se calculé Ry, que es utilizando la norma de un
operador en el cual involucra el tiempo de infectividad de los individuos infectados y
la cantidad de individuos susceptibles, donde obtuvimos que Ry es el valor propio de
mayor norma del operador.

Como obtener el operador es algo complicado, se desarrollé otro calculo para la
obtencién de Ry, la Matriz de proxima generacion, esta matriz la obtuvimos mediante
la separacion del sistema (2.5) en dos funciones, las cuales nos representan las nuevas
infecciones y los cambios de clase.

Mostramos que el sistema (2.5) en su forma linealizada, podemos separarlo en
bloques que corresponden a bloques de infectados y no infectados. Esto nos ayudd
para obtener la matriz de préxima generacién, la cual la obtuvimos al analizar el
modelo linealizado. Utilizando el equilibrio libre de infeccién y sin considerar que
los individuos se puedan volver a infectar. Obtuvimos que el nimero de nuevas
infecciones producidas por un individuo infectado es el radio espectral de la matriz
de préxima generacion.
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Mediante Ry, probamos que una enfermedad puede provocar una epidemia si
Ry > 1 y que la enfermedad desaparecera si Ry < 1, estos dos resultados nos dicen
cuando el equilibrio libre de infeccién es estable o inestable. En caso de que el
equilibrio libre de infeccidn sea estable, el equilibrio endémico serd inestable, y cuando
el equilibrio libre de infeccién sea inestable, el equilibrio endémico serd estable. Esto
lo obtuvimos mediante las herramientas de la teoria de la variedad central, la cual
nos ayudo en el analisis de la estabilidad de equilibrio endémico.

En el siguiente capitulo, vamos a aplicar los resultados que obtuvimos a lo largo
de este capitulo en un modelo particular.
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CAPITULO 3

Un Modelo SIR para el estudio de la
Rickettsiosis

En este capitulo, vamos a construir un modelo matematico para tratar de entender la
dindmica de propagacion de la enfermedad causada por rickettsia y poder asi proponer
medidas de control para que la enfermedad no se propague dentro de una poblacion.
Este modelo lo desarrollaremos con base en la informacién que se ha recolectado en
la investigacién de la enfermedad.

Para explorar el modelo propuesto, se hard un andlisis de estabilidad de los
puntos de equilibrio. Se probara que bajo ciertas condiciones, el sistema presenta
una bifurcacién transcritica, corroborando los resultados algebraicos con un andlisis
numérico del mismo. Posteriormente calcularemos la matriz de préxima generacion
para obtener a Ry y se presentaran simulaciones de las soluciones del sistema cuando
Ry < 1y cuando Ry > 1. Finalmente propondremos técnicas de control que permitan
reducir la propagacién de la rickettsia.

3.1 Enfermedad de Rickettsiosis

Las Rickettsiosis han jugado un papel importante en la historia de la civilizacién
occidental. Por ejemplo, las epidemias de tifus transmitido por piojos fueron docu-
mentados ya en 420 a.C. durante la Guerra del Peloponeso y han causado muertes
periddicamente en ciudades y ejércitos.

Millones de casos de tifus transmitidos por piojos se produjeron entre los soldados
de los ejércitos y los presos durante las dos guerras mundiales. Las muertes que la
infeccién de tifus causé casi llegan a igualar o sobrepasar las victimas que se tuvieron
en el campo de batalla.

Miles de casos de tifus transmitido por piojos todavia son reportados cada ano,
en su mayoria en las zonas montafiosas remotas de Africa y América del Sur. Sin
embargo, la incidencia mundial de tifus se denuncia en gran medida debido a la falta
de sistemas de vigilancia adecuados en las zonas endémicas.

Varias especies de rickettsias transmitidas por garrapatas son endémicas en todo
el mundo y causan enfermedades de leves a graves en las poblaciones indigenas. Las
especies que se incluyen en esta categoria son las fiebres de las Montafias Rocosas
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(FMR), fiebre botanosa (fiebre Marsella, el tifus de garrapata india, el tifus de garra-
pata africana), el tifus de garrapata de Siberia y el tifus de garrapata de Queensland.
Un promedio de mil casos de fiebre manchada de las Montafias Rocosas se han infor-
mado anualmente en los ltimos anos solamente en los Estados Unidos. Transmitidas
por garrapatas, las rickettsias han vivido en estrecha asociacion con sus dcaros y
huéspedes mamiferos durante milenios, a menudo con resultados desastrosos. Por
ejemplo, la fiebre de las Montanas Rocosas asold a los primeros colonos en Montana
e Idaho [26].

La participacién en la historia de la humanidad de las enfermedades que se pueden
transmitir de animales a los seres humanos, que abarcan los grupos de fiebres man-
chadas y tifus, han acabado con la vida de los seres humanos mas que las que se han
perdido en las guerras.

Las primeras descripciones que se dieron fueron de tifus y son tan antiguas como la
descripcién de la plaga de Atenas. En el siglo XIII, durante la conquista de Granada,
al tifus se le llamo tabardillo y caus6é una mortalidad muy elevada. En América, pudo
haber existido antes de la Conquista, ya que se han encontrado en Per, piojos en las
momias.

Uno de los tipos de tifus es el tifus de Chipre. Su propagacién a diferentes lugares
de Europa coincidié con otra epidemia en la Nueva Espana, la cual era conocida como
cocolistle, en el ano 1530. También aparecieron otras epidemias conocidas como
matlazahuat] en el afio 1575 hasta 1577 y afectaron en principio a las poblaciones
mexicanas indigenas pero, conforme avanzaron estas epidemias, hicieron victima a
las poblaciones mestizas, criollas y de clase acomodada. Hasta la primera mitad del
siglo pasado, a esta enfermedad se le relacionaba con las variaciones de los vientos,
la suciedad y la infestacion de piojos entre los indigenas. En total cobré alrededor de
nueve millones de vidas.

Durante las guerras que llevo a cabo Napoleén en 1812, ocurrié un devastador
brote de tifus que maté alrededor de setecientas mil personas. Mas adelante, se
comienza a esparcir de Serbia al centro de Europa durante el periodo que abarcé la
primera guerra mundial, y después de la revolucién de bolchevique, se comienza a
esparcir a Rusia, donde aproximadamente veinticinco millones de personas contra-
jeron la enfermedad de tifus, de los cuales tres millones murieron por causa de la
enfermedad.

En Alemania, para los cientificos nazis, el tifus fue un motivo de investigacion
y provocaron la infeccién a seiscientos prisioneros de campo de concentracién para
evaluar el efecto terapéutico del fenol o la vacunacién, en vano [27].

Pero las rickettsias se identificaron y clasificaron hasta el siglo XX, también el
descubrimiento de las formas clinicas que poseen los diferentes tipos de rickettsias.
Dentro de los grandes conflictos del Siglo XX, se registraron epidemias por enfer-
medades provocadas por las rickettsias, como son: tifus epidémico, fiebre Q y fiebre
de la trinchera.

El primer indicio de tifus documentado fue en 1896, en el Valle de Idaho, donde
recibi6é el nombre de sarampién negro (debido a la erupcién que causa en la piel,
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la cual es similar al sarampién) o de la fiebre del sendero. La mortalidad de esta
patologia variaba en aquellos anos de 5% en Idaho a 70% en Montana [28].

En 1899 Edward E. Maxey da la primera descripcién clinica de una enfermedad
febril caracterizada clinicamente por hipertermia moderada constante, acompanada
de una abundante erupcién caracterizada por ser, primero de color rojo purpura
y progresa hasta volverse de color negro, que aparece inicialmente en los tobillos,
munecas y frente, esparciéndose rapidamente por todo el cuerpo. Fue denominada
como fiebre manchada de Idaho. En 1900, ya se tenian referencias de esta enfermedad
en otras areas como Washington, Montana, California, Arizona y Nuevo México,
siendo los misioneros los primeros en identificar a las garrapatas como vectores de
esta enfermedad [28].

En 1904, Louis B. Wilson y William M. Chowning, después de estudiar 126 casos
de fiebre manchada de las Montanas Rocosas, concluyeron que la enfermedad no se
transmitia de persona a persona o por alimentos o agua, pero si era transmitida por
la garrapata del bosque (genero Dermacentor). Debido a esto, en 1906 se caracterizo
a la garrapata Dermacentor spp como al agente involucrado en la transmisién de la
fiebre manchada de las Montanias Rocosas. En 1908 se demostré que la picadura de
la garrapata transmite la enfermedad, cuando McCalla reporta la infeccién en dos
voluntarios, a los cuales les removieron una garrapata de un paciente afectado por la
enfermedad.

Entre 1906 a 1910, el doctor Howard Taylor Ricketts identifica el agente etiolégico
de esta enfermedad: la Rickettsia rickettsii, concluyendo que la enfermedad es de tipo
infeccioso y por lo tanto transmisible por animales de laboratorio. También probd
la inmunidad que adquiria el animal después de un ataque y que la infeccién en
artrépodos se transmitia transovaricamente a su progenie. Esto marcé el progreso
acerca del entendimiento del origen y progresiéon de la enfermedad. Desafortunada-
mente, como muchos otros trabajadores de laboratorios de rickettsias, el doctor H.
Taylor muere como resultado de tifus epidémico adquirido en el laboratorio en mayo
de 1910.

Entre 1916 a 1920, S. Burt Wolback demostré en las lesiones vasculares carac-
teristicas la forma de la bacteria intracelular (originalmente denominada Dermacen-
troxenus ricketsii), confirmando que la garrapata transportaba a la bacteria causante
de la fiebre manchada de las Montanas Rocosas. En 1919 demuestra que la aparicién
de vasculitis amplias se debia a la presencia de rickettsias en las células endoteliales
[28].

El uso del término genérico Dermacentroxenus no fue totalmente aceptado, por lo
que rapidamente fue unificado al género Rickettsia, en honor al doctor Howard Taylor
Ricketts. Sobre estas bases, el nombre Rickettsia rickettsii fue propuesto en 1922 por
Brumpt.

Desde 1920, la fiebre manchada de las Montafias Rocosas ha sido reportada al
Centro para el Control y Prevencién de Enfermedades (CDC). En 1924, Roscoe R.
Spencer y Ralph R. Parker exitosamente preparan una vacuna proveniente de garra-
patas infectadas, lo que constituyo la primera vacuna efectiva hecha del cuerpo de los
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vectores artropodos.

Hoffman realiza en 1925 la primera investigacién sobre la fiebre manchada en
Sinaloa, México. En 1939, se reportaron tres muertes en Gémez Palacio, Durango,
por un cuadro sugestivo de tifus pero en cuyos pacientes no se observé la presencia
de piojos.

En la década de los anos 1940, en varios estados de la Reptublica Mexicana se
reportan diversos casos de fiebre manchada de las Montanas Rocosas. También se
descubre el cloranfenicol y las tetraciclinas y se observa una disminucién en el por-
centaje de letalidad de esta enfermedad. El tratamiento es efectivo siempre y cuando
se inicie de manera temprana.

En 1943 se aisla por primera vez el agente etiolégico en sangre, en el Fuerte
Sinaloa, México. Para 1945, en Sinaloa, se reconoce a la garrapata comun del perro
(Rhipicephalus sanguineus) como el vector de esta enfermedad.

En ese mismo ano, Alfonso Elizondo y colaboradores describieron tanto a la en-
fermedad como a la garrapata en la Comarca Lagunera y refieren su alta letalidad,
la cual era cercana a 70% [28].

En 1947, la Rickettsia prowazekii fue aislada en cinco estados de nuestro pais, asi
como en la Ciudad de México. En otros doce estados se aisla la Rickettsia typhi.
Como se ha mencionado anteriormente, entre los anos de 1930 a 1950, casos de fiebre
manchada de las Montanas Rocosas fueron observados en Coahuila, Durango, San
Luis Potosi, Sinaloa y Sonora.

En 1948, la enfermedad fue detectada en la Costa Este de los Estados Unidos,
ademas de que se identifican brotes aislados de la infeccién en Canada, México, Brasil,
Colombia, asi como en otros paises del Hemisferio Occidental. Debido a esta amplia
distribucién, los nombres originales utilizados para referirse a esta enfermedad se
basaron en el lugar de procedencia de la enfermedad.

Por ejemplo, en Brasil se le denominé fiebre maculosa brasilena y tifus de Sao
Paulo; en Colombia, fiebre petequial Tobia; y en México como fiebre manchada. En
este afo, después de la introduccién de los antibidticos, la incidencia de la enfermedad
disminuy6 en aproximadamente 250 casos por ano. La enfermedad presenté una
nueva apariciéon durante la década de los anos 70, probablemente como resultado del
desarrollo de zonas habitacionales cercanas a la ciudad, asi como por la transformacion
de tierras de cultivo en areas recreativas.

En el ano 1992, se detecta una bacteria en las pulgas del gato, la cual fue aceptada
como un nuevo miembro de la familia de las rickettsias y se le denominé Rickettsia
felis. Un estudio realizado en 1993 en pacientes de Jalisco y Yucatan, en quienes se
sospecho dengue por presentar fiebre, los cuales, sin embargo, no desarrollaron anti-
cuerpos contra el virus, mostré que 40% de los casos eran serolégicamente positivos
a Rickettsiosis endémica.

En 1996, se notifica por primera vez la presencia de anticuerpos contra los antigenos
de la rickettsia. Para el ano 1999, se reporta 5% de prevalencia de anticuerpos contra
los antigenos de Rickettsia akari en Yucatan.
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En 2005 se identificaron nuevas especies de rickettsias asociadas a fiebres man-
chadas y, a partir de estas observaciones, se estudiaron los ciclos de vida bacterianos
y sus huéspedes vertebrados e invertebrados [28].

Durante 2014, en Sonora se han registrado 89 casos de rickettsia de los cuales 11
murieron.

En 2015, en Obregon, Sonora, ante los brotes de garrapata que aparecieron en la
colonia de Cajeme, se ha tomado méas higiene en las casas y con las mascotas. En
este afo no se han detectado casos de la rickettsiosis en la colonia Cajeme, se realizd
la quinta edicién del Garrapaton, donde se aplicaron maés de cinco mil vacunas despa-
rasitantes. En 2014, en la colonia Beltrones, se registré el primer caso de rickettsiosis
en el municipio y vacunaron a casi todos los perros de la localidad [29].

El doctor Jestis Mendoza Cazares, epidemidlogo de la jurisdiccién sanitaria ntimero
cuatro, senal6 que en el 2014 se diagnosticaron en esta localidad 15 casos confirmados
y al momento ya se cuentan con otros tres casos de rickettsia [30].

Los municipios del Sur de Sonora, desde Guaymas, Cajeme, Navojoa y
Huatabampo, son regiones endémicas de rickettsia y los lugares con el mayor niimero
de casos en los ultimos anos [31].

En la ciudad de Hermosillo, en lo que corresponde 2015, se han registrado quince
casos de rickettsia. La mayoria de los infectados han sido menores de edad, de los
cuales diez fueron en el poblado Miguel Alemén, tres en la ciudad de Hermosillo y
dos en Bahia de Kino. De los diez casos confirmados en el poblado Miguel Aleméan,
fallecen cuatro personas a causa de la rickettsia [32]. En Guaymas y Empalme se
realizaran estudios sobre rickettsias para identificar a los animales con garrapatas y
tener un seguimiento de los animales con garrapatas [33].

3.1.1 Etimologia de la Rickettsiosis

Las rickettsias son bacterias intracelulares obligadas. Que se caracterizan por la
necesidad de reproducirse dentro de las células del huésped, las cuales se transmiten
a través de vectores artrépodos a diferentes mamiferos que sirven como vectores
secundarios.

Estas bacterias tienen las propiedades de que son Gram-negativa y no forman
esporas. El que no formen esporas se refiere a que no tienen paredes gruesas y, por
tal motivo, no resisten las altas temperaturas, la humedad y otras condiciones del
medio ambiente. Se pueden presentar en varias formas, como lo son en forma de
cocos (pm de didmetro), bacilos (1 — 4; wm de longitud), o en forma de hilos (10 pum
de largo).

Con la propiedad de Gram-negativa, se puede visualizar la bacteria bajo el mi-
croscopio, ya que se emplea la tincién de Gram y con ella las rickettsias se visualizan
de un color rosa bajo el microscopio.

Las rickettsias causan una gran variedad de sintomas, entre ellas las que se
han mencionado antes. Otros sintomas que causan son, por ejemplo: fiebre alta,
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escalofrios, anorexia, erupcién (la cual se parece a la varicela).

Figura 3.1: Erupcién causada por la Rickettsiosis. Figura tomada de [34].

Los vectores principales que pueden transmitir las rickettsias son el piojo (tifus),
la pulga (tifus murino) y la garrapata (fiebre manchada de las Montanas Rocosas), lla-
mada cientificamente Dermacentar variablis. Cuando se es infectado por rickettsias,
se puede identificar el microorganismo en muestras de sangre, las cuales se obser-
van con el microscopio. Para la fiebre manchada de las Montanas Rocosas, también
son vectores: Dermacentor andersoni, Rhipicephalus sanguineus, Amblyomma cajen-
nense. En general, un ataque confiere inmunidad permanente.

Para tratar la Rickettsiosis, como ya habiamos dicho antes, responde de manera
efectiva al antibidtico cloranfenicol o a tetraciclina. La mejoria se obtiene entre las
primeras veinticuatro a treinta y seis horas después de haber tomado el medicamento.
Cuando el tratamiento comienza tarde, la mejoria es mucho maés lenta.

Existen muchas cepas de Rickettsias, de entre las que podemos destacar por su in-
fectividad (si eso las distingue) las siguientes: rickettsia rickettsii, rickettsia prowazekii
v la rickettsia typhi.

Nuestro interés radica en estudiar la cepa rickettsii. Esta cepa es la més agresiva
en los humanos y, debido a que el principal vector de propagacién es la garrapata, cuyo
hospedero principal es el perro doméstico, es a la que estd mas propenso el humano a
contagiarse. La garrapata, cuando esta infectada, transmite la bacteria mediante la
saliva cuando se estd alimentando; otro medio de infeccién es cuando frotamos heces
de garrapatas infectadas en heridas, particularmente las que ha causado la garrapata
al alimentarse.

El ciclo de vida de la garrapata comprende cuatro etapas de crecimiento: huevos,
larva, ninfa (garrapata inmadura) y garrapata adulta. Desde que la garrapata esta en
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estado de larva, tiene que alimentarse para crecer y asi llegar a las siguientes etapas,
por lo que desde entonces puede infectar a su hospedero.

El vector secundario (perro doméstico) se infecta mediante la picadura de la ga-
rrapata infectada. A diferencia de los seres humanos, la resistencia del perro a la
rickettsiosis es mayor pero también puede morir por dicha enfermedad, ademas, el
perro doméstico puede transmitir la rickettsiosis a garrapatas que no estén infectadas
cuando las garrapatas se alimentan de la sangre del perro infectado.

La garrapata puede infectarse en cualquier etapa de crecimiento que posee, ya
que puede nacer de huevos que una garrapata infectada haya depositado en algin
lugar o cuando en alguna etapa, ya sea cuando esté en larva, ninfa o adulta, se esté
alimentando de un perro que esté infectado.

Cada garrapata hembra pone entre tres mil y cuatro mil huevos, para lo cual
siempre se baja del hospedero y elige preferentemente areas de vegetacion o jardines,
por lo cual no los podemos ver a simple vista [26, 27, 28, 35].

La figura 3.2 muestra el ciclo de propagacion de la rickettsia rickettsii.
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Figura 3.2: Ciclo de vida de la rickettsia rickettsii. Figura tomada de [35].
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Cuando la garrapata estd en alguna etapa de crecimiento y adquiere la enfer-
medad, al momento de cambiar de etapa, ya sea que cambie a ser una ninfa o garra-
pata adulta, tiene que alimentarse de cualquier animal y cuando la garrapata se en-
cuentra en las ciudades, el animal més comin que infecte es al perro. Estando el
perro infectado puede transmitir la rickettsia hacia otras garrapatas que no estén
infectadas. La garrapata tiene como un vector accidental al humano, ya que la ga-
rrapata se alimenta de sangre caliente, pero la enfermedad no puede ser transmitida
entre humanos; para que se pueda transmitir la enfermedad de humano a humano
debe haber una transfusiéon de sangre contaminada, pero esto es demasiado improba-
ble, ya que hoy en dia las transfusiones de sangre estan muy controladas en el sector
de salud [35].

Conociendo los estragos que puede ocasionar la enfermedad de rickettsiosis, parti-
cularmente en el estado de Sonora, estamos interesados en estudiar dicha enfermedad
utilizando un modelo matemaéticos que describa la dinamica de la bacteria. Queremos
buscar, mediante dicho analisis, medidas de control que permitan reducir el ntimero
de casos, prevenir futuras infecciones

3.2 Modelo SIR para la Rickettsiosis

Ya que hemos investigado de la enfermedad, en el aspecto de cémo se transmite,
si puede sobrevivir en el medio ambiente por si misma, si se puede recuperar de la
enfermedad o no, si puede haber reinfeccion, tomaremos estos aspectos para generar
el modelo matematico y poder estudiar la dindmica de la enfermedad.

Por simplicidad, para el desarrollo de nuestro modelo, no distinguiremos las dis-
tintas etapas de crecimiento de la garrapata; las englobaremos en una sola clase. Por
lo tanto, el ciclo de infeccién de la rickettsia rickettsii considerado para el modelo es
el siguiente.

Vamos a considerar las siguientes hipétesis para los humanos, para generar la
dindmica de transmision:

e La infeccion de un humano se da a través de la picadura de una garrapata
infectada.

e Habra una tasa de entrada o reclutamiento de humanos susceptibles, la cual es
constante.

e Habra una tasa de recuperacién de la enfermedad de los humanos infectados.
e Habra una tasa de muerte por la enfermedad de los humanos infectados.

e Habra una tasa de muerte natural para los humanos susceptibles, infectados y
recuperados.

Para el vector secundario, que para nuestro modelo serd el perro doméstico, con-
sideremos las siguites hipotesis:
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Perros

Humanos

Figura 3.3: Ciclo de infeccién de la rickettsia rickettsii.

La infeccién de un perro se da a través de la picadura de una garrapata infectada.

Habra una tasa de entrada o reclutamiento de perros susceptibles, la cual es
constante.

Habra una tasa de muerte por la enfermedad de los perros infectados.

Habra una tasa de muerte natural para los perros susceptibles e infectados.

Para los vectores principales de la rickettsia rickettsii, la garrapata del perro
doméstico, tenemos las siguientes hipdtesis:

e Una garrapata susceptible se infecta a través de la picadura a un perro infectado.

e Habra una tasa de entrada o reclutamiento de garrapatas susceptibles, la cual
es constante.

e Habra una tasa de muerte natural para las garrapatas susceptibles e infectadas.

Bajo estas hipdtesis, proponemos el siguiente modelo, gobernado por el sistema
de ecuaciones diferenciales:
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Sy = —BiSulc — Sy + ki,
Ig = pSulc — (m + o1 +n)lm,
Ry = mlg—mRy,
Sp = —[p2Splg — pu2Sp + ka, (3.1)
Ip = p2Splg — (p2 + a2)lp,
Sc = —pB3Sclp — p3Sc + ks,
I = B3Sclp — pslc.
donde

Sy es la poblacién de humanos susceptibles.
I es la poblacién de humanos infectados.
Ry es la poblacién de humanos recuperados.
Sp es la poblacion de perros susceptibles.

Ip es la poblacién de perros infecciosos.

Sq es la poblacién de garrapatas susceptibles.
I¢ es la poblacion de garrapatas infecciosas.

(1 es la tasa de contagio de un humano susceptible al estar en contacto con una
garrapata infectada.

B2 es la tasa de contagio de un perro susceptible al estar en contacto con una
garrapata infectada.

B3 es la tasa de contagio de una garrapata susceptible al estar en contacto con
un perro infectado.

k1 es la tasa de entrada de los humanos, los cuales entran susceptibles.

ko es la tasa de entrada de los perros, por nacimiento, los cuales entran suscep-
tibles.

k3 es la tasa de entrada de las garrapatas, por nacimiento. Las cuales entran
susceptibles.

w1 es la tasa de muerte natural de los humanos.
12 es la tasa de muerte natural de los perros.

13 es la tasa de muerte natural de las garrapatas.
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e (7 es la tasa de muerte por la enfermedad de los humanos.
® 9 es la tasa de muerte por la enfermedad de los perros.
e 71 es la tasa de recuperacion de la rickettsiosis de los humanos.

e Ny, Np y Ng son las poblaciones totales de humanos, perros, garrapatas
respectivamente, con las poblaciones de Ny = Sy +Ig + Ry, Np = Sp+ Ip
y No =S¢ + Ig.

Observe que las poblaciones Ny, Np y Ng no son constantes, es decir, la derivada
de cada una de las poblaciones totales no son cero. Como Ny = Sy + Iy + Ry la
derivada de Ny es

Ny = Sy + Iy + Ry,

del sistema (3.1), sustituimos Sw, Iz, Ry y simplificamos la expresion de Ny y
obtenemos

Ny = —p1(Sg + Iy + Ry) — on Iy + ki,

por Ng = Sy + Ig + Ry reducimos la ecuaciéon de NH

Ny =Ny — arly + k.

Para determinar el tamano de la poblacién Ny, tenemos que resolver la ecuacién
diferencial Ny = —u1 Ny — a1l + k1, pero obsérvese que nos quedard en términos
de la poblacién de infectados, por lo tanto, veamos que cuando la tasa de muerte por
la enfermedad para los humanos es cero, es decir, no hay muerte por la enfermedad,
la poblaciéon de humanos tiene como cota superior a % y es asintoticamente estable.

Por lo tanto, la poblacién total de humanos es constante en el tiempo, es decir,
cuando t — oo, Ny se aproxima a la constante % Ahora, observemos a dénde se
aproximan las poblaciones totales de los perros y garrapatas.

Procediendo de manera andloga al caso de la poblacién de humanos, tenemos que
resolver la ecuacién diferencial N p = —puaNp — aslp + ko, con el fin de estudiar
el comportamiento de la poblacién total de perros en el tiempo. Asi, tenemos que
cuando no hay muerte por la enfermedad, la poblaciéon de perros tiene como cota

superior a Lo
2

Por lo tanto, la poblacion total de perros, cuando ¢ — oo y se aproxima asintética-

mente a % En el caso de las garrapatas se procede de la misma manera, obteniendo

que la poblacién total de garrapatas es Ng = % y al igual que en el caso de los perros

y humanos, la poblacién de garrapatas es constante cuando ¢t — oc.

Con este analisis, podemos ver que las poblaciones maximas para los humanos,

perros y garrapatas son %, % y % respectivamente. Estos resultados, nos ayudaran
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cuando estemos realizando el andlisis de invarianza de la region del hiper-espacio que
nos interesa.

Ahora, precisaremos la naturaleza de los pardmetros del sistema. Para ello, dare-
mos las unidades en las que se estan midiendo cada uno de ellos. Esto nos ayudard a
comprender mejor la interpretacion biolégica de los parametros.

Sea H la unidad de humanos; sea P la unidad de perros; sea GG la unidad de
garrapatas y sea T' la unidad de tiempo. Tenemos entonces que las unidades para
Su, Iu, RH, Sp, Ip, SG e I son.

[Su) =4, [In) = ¢, [Rul = £, [Spl = 7, [Ip] = 7, [Sc] = £, llc] = &

Con las unidades de las variables de estado determinadas, podemos determinar
las unidades de los pardmetros del sistema y darles una interpretaciéon en base a sus
unidades, entonces:

o [1] = GT es la tasa de transmisién de la enfermedad de una garrapata infectada
a un humano susceptible por unidad de tiempo.

o [fo] = G—IT es la tasa de transmision de la enfermedad de una garrapata infectada
a un perro susceptible por unidad de tiempo.

e [33] = 25 es la tasa de transmisién de la enfermedad de un perro infectado a
una garrapata susceptible por unidad de tiempo.

, su valor es tal que ﬁ es el tiempo promedio de vida de los humanos.

su valor es tal que i es el tiempo promedio de vida de los perros.

o [1] =

Hﬂ\

o [us] =

o [u3] = % su valor es tal que i es el tiempo promedio de vida de las garrapatas.

o (k1] = H es la cantidad de humanos susceptibles que entran a la clase por unidad
de tiempo

o [ko] = T es la cantidad de perros susceptibles que entran a la clase por unidad
de tiempo.

o [k3] = T es la cantidad de garrapatas susceptibles que entran a la clase por

unidad de tiempo.

o [a1] = T, su valor es tal que a% es el tiempo promedio de vida en los humanos
infectados.

o [an] = %, su valor es tal que == es el tiempo promedio de vida en los perros

(e5)]
infectados.

e [71] = =+ es la tasa de recuperacién de los humanos. El valor de v; es tal que
% es el tiempo promedio que dura infectado el humano.

Ahora que conocemos las unidades de cada parametro, esto nos ayudara a com-
prender la naturaleza de los parametros y nos podra ayudar al momento de asignarles
valores a los parametros.
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3.3 Calculo y analisis de estabilidad de los puntos de
equilibrio del sistema

En esta seccion, vamos a analizar la estabilidad de los puntos equilibrios. La esta-
bilidad de los puntos de equilibrio de un sistema estd determinada por el signo de
la parte real de los valores propios de la matriz jacobiana del sistema, evaluada en
dichos puntos de equilibrio. Continuaremos con un analisis numérico para la compro-
baciéon de la teoria que obtendremos en el andlisis algebraico del sistema. Finalmente
presentaremos simulaciones del sistema (3.1) tomando un conjunto de pardmetros
apropiado para los cuales el equilibrio libre de infeccién es estable y otro conjunto de
parametros donde el equilibrio libre de infeccién es inestable.

Para estudiar la dindmica del sistema, no necesitaremos el compartimento de
los humanos recuperados, ya que el término Ry no aparece en las otras ecuaciones
diferenciales, ademas, podemos encontrar el valor de Ry utilizando a Ng = Sy +
Iz + Ry. Por tal motivo, el sistema de ecuaciones diferenciales lo podemos reducir
al sistema:

Sy = —B1Sulc — mSu + ki,

Iy = BiSulc— (p + a1 +m)In,

Sp = —BoSplg — pSp + ko, (3.2)
Ip = B2Splg — (ua + a2)Ip,

Sc —B3Salp — p3Sa + ks,
Ie = B3Sclp — puslc.

Para obtener los puntos de equilibrio del sistema, resolvemos el sistema de ecua-
ciones que resulta de igualar el campo vectorial a cero.

—b1Sulc —mSu +k1 =
BiSule — (1 + a1 +7)Ig =
—B2Splc — pSp + ko =
BoSplc — (2 + a)lp =
—B3Salp — p3Sa + ks =
B3Sclp — psle =

oo o0 o o o

Resolviendo el sistema anterior, se tiene que los puntos de equilibrio del sistema

¢ . _ (k1 ko ks _ ay kiaq ©3ae as azag
(3.2) estan dados por: z¢ = (m’o ,0,20)yx = (a2_a3a (a2-+a3)as’® Baar’ Paaray’ Baas’ Bapsas

7u2 7“’3

donde

o a1 = Bofskikops + aoBakipd + Bokipap3.

asg

),
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o ay = [1B2Bskaks + PaBakopipiz + oo pii — o papi + Bapapopi3.
o a3 = Psu3.

o ay = B1B2Bskaoks — cBipop3 — Bipdp.

® a5 = a1+ p1 + .

o ag = [k + aspiz + paps.

o a7 = B2k3 + pap3.

o ag = [afiskaks — aopapi — s

® a9 = a2 + U2.

Conociendo los puntos de equilibrio del sistema, estamos interesados en analizar
la dindmica del mismo alrededor de los puntos de equilibrio. Puesto que nuestro
problema es bioldgico, la dindamica del sistema se debe de desarrollar en hiper-cubo
donde sus puntos tienen coordenadas positivas; por tal motivo se presenta el siguiente
analisis.

3.3.1 Invarianza de la region de factibilidad bajo el sistema

La actividad del modelo se debe desarrollar dentro de una regién de R”, delimitada
por las poblaciones minimas y maximas de cada clase de individuos que participa en
el modelo. En esta seccién nos ocuparemos de probar que dicha regién de factibilidad
es invariante bajo la accién del sistema.

Para probar que la regién de factibilidad es invariante bajo la accién del sistema
(3.1), analizaremos el campo vectorial de (3.1) dentro del hiper-espacio, donde cada
una de las componentes del campo son positivas. Por lo que estudiaremos el campo
vectorial sobre de las caras del hiper-cubo, generalizando la idea de cubo de R3. Con
este andlisis probaremos que el interior del hipercubo es invariante bajo el campo
vectorial.

Para el andlisis del campo vectorial sobre las caras, procederemos de la siguiente
manera.

1) Sea y1 = (0, 1y, Ry, Sp,Ip,Sq, I¢) un punto en la cara, del hiper-cubo donde
Sy = 0. Nos interesa analizar la componente del campo en la direccién de Sy,
entonces,

Sy = k.

Con esto vemos que por la cara, donde Sy = 0, el campo vectorial es positivo,
por lo tanto, por dicha cara todo “entra”.
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2)

Seays = (Sy,0, Ry, Sp, Ip, S, I¢) un punto sobre la cara del hiper-cubo donde
Ig = 0. Nos interesa analizar la componente del campo en la direcciéon de Iy,
entonces,

Iy = p1Sulc >0,
por lo tanto, en esta cara las soluciones “entra”.

Sea y3 = (Sg,Iy,0,Sp,Ip,Sg,Ig) un punto en la cara del hiper-cubo donde
Ry = 0. Observemos la direccién del campo vectorial en la componente Ry,
por lo tanto,

RH =y lg > 0.

Sea y4 = (Su,In,Ru,0,1p,Sq, I¢) un punto en la cara del hiper-cubo donde
Sp = 0. Observemos el comportamiento del campo vectorial en la direcciéon Sp,

Sp=ky > 0.
Sea ys = (Sw, Iy, R, Sp,0,S5¢, I¢) un punto en la cara del hiper-cubo donde

Ip = 0. Nos interesa analizar la componente del campo en la direcciéon Ip,
entonces,

Ip = p2Spla = 0,
por lo tanto, las soluciones “entra”en la cara.

Sea y¢ = (Su, I, Ry, Sp,Ip,0,Ig) un punto en la cara del hiper-cubo donde
Sa = 0. Observemos el comportamiento del campo en la direcciéon Sg, por lo
que,

SG = k3 > 0.
Sea y7 = (S, Iy, Ry, Sp,Ip,SG,0) un punto en la cara del hiper-cubo donde

Iz = 0. Nos interesa analizar el comportamiento del campo en la direccién I,
entonces,

Ig = B3Sclp > 0,

en la componente I observese las soluciones “entrar”.

Con esto, hemos probado que cuando las poblaciones en cada compartimento son
las minimas, las direcciones del campo son no negativas. Nos falta probar el caso
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cuando las poblaciones en los compartimentos son las méaximas. En este caso, las
direcciones en las caras del hipercubo deben ser negativas.

Para el andlisis de las otras caras, tomaremos la maxima poblacién que puede
tener las poblaciones de humanos, perros y garrapatas. Procederemos de la siguiente

manera.
1) Sea z; = (%,IH, Ry, Sp,Ip,Sq, Ig) un punto en la cara del hiper-cubo donde
Sy = 2. Observemos el comportamiento del campo vectorial en la direccién

H1
Sy, entonces,

. k
Sy = _517116; < 0.
M1

Sea zo = (Sq, %, Ry, Sp,Ip,Sq,Ic) un punto en la cara del hiper-cubo donde

Iy = % Nos interesa el comportamiento del campo vectorial en la direccién

Iy, por lo que,
) ky
Ig = BSulc — (pn + o1 + 71);-

Observemos que si queremos que la componente del campo en la direccion Iy
sea negativa, entonces se debe satisfacer lo siguiente:

(1 + a1 +71)k1
Bip

> SHIG7

para Sy e Ig positivos. Con esto obtenemos que en la cara zo la componente
del campo en la direccién Iz es negativa.

Sea z3 = (Sy, Iy, %, Sp,Ip,Sq, I¢) un punto en la cara del hiper-cubo donde

Ry = % Observemos la direccién de la componente Ry del campo vectorial,
entonces,

Ry =yilg — k1.

Para que la direccion en la componente Ry sea negativa se de cumplir la si-
guiente condicién:

k
Iy < 71’
Y1

cumpliendo la condicién el comportamiento del campo vectorial en la direccién
Ry es negativa y por lo tanto las soluciones “entran”por esta cara.
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)

Sea z4 = (Sy, Iy, Ry, %, Ip,Sg, 1) un punto en la cara del hiper-cubo donde

Sp = % El comportamiento del campo vectorial en la direccién Sp es deter-

minada por,

: k
Sp = *ﬁQIGfZ < 0.
M2

En la cara z4 podemos observar que la direccion de Sp es negativa y por lo
tanto, las soluciones “entran”por la cara z4.

Sea z5 = (Sg, Iy, Ry, Sp, %, Sa, I¢) un punto en la cara del hiper-cubo donde

Ip = % Nos interesa analizar el comportamiento del campo vectorial en la

direccion Ip, entonces,

. k
Ip = B2Spla — {2 + Go)by 2?2) 2,

con la condicion Splg < (“2:2#)]”, garantizamos que en la direcciéon Ip el
campo vectorial es negativo y por lo tanto las soluciones “entran”por la cara
Z5.

Sea z¢ = (Sg, Iy, Ry, Sp, Ip, %, I¢) un punto en la cara del hiper-cubo donde

Sa = % Observemos el comportamiento del campo vectorial en la direcciéon

Sa, entonces

: k
Sa = —53Ipf3 < 0.
H3

Sea z7 = (Sy, Iy, Ry, Sp,Ip, S, %) un punto en la cara del hiper-cubo donde

Ig = k—g Nos interesa analizar el comportamiento del campo vectorial en la

direccién I, por lo que,

I = B3ScIp — ks.

Por lo tanto para que la direccion I sea negativa se debe cumplir que, Sglp <
ks
Bs*

Con este andlisis, hemos probado que en las caras donde las poblaciones son
maximas, el campo vectorial apunta hacia adentro del hiper-cubo y anteriormente
probamos que cuando tenemos las poblaciones minimas, el campo vectorial apunta
hacia adentro o se quedaba fijo. Por lo tanto, hemos probado que el hiper-cubo es
invariante bajo la accién del sistema (3.1).
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3.3.2 Analisis de estabilidad del punto de equilibrio libre de infeccién

Para obtener la estabilidad del punto de equilibrio libre de infeccién, necesitaremos
los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en dicho punto.

Observemos que para obtener la matriz jacobiana del sistema (3.2), debemos
derivar respecto a cada una de las variables cada componente del campo vectorial, es
decir, J(x) = [%g)} para i, j =1, 2,..., n. Por lo tanto, para el sistema (3.2), la

matriz jacobiana evaluada en el equilibrio libre de infeccién es la siguiente.

—Bilg — 111 0 0 0 0 —B1Su
Bila —(o1 4+ 1 +m) 0 0 0 B1SH
J(.Q?) _ 0 0 *BQIG ) 0 0 7625P
0 0 Bala — (a2 + p2) 0 B2Sp
0 0 0 —B38¢ —B3lp — p3 0
0 0 0 B3Sa Balp —H3

Para saber la estabilidad del equilibrio libre de infeccién, el cual denotamos por zg,
evaluaremos la matriz jacobiana en zy y calcularemos los valores propios de la misma. La
estabilidad del punto de equilibrio sera determinada por el signo de la parte real de los valores
propios. Entonces, la matriz jacobiana evaluada en x es,

[—p1 0 0 0 0 —h %'
0 —(a14+pi+m) 0 0 0 51%
0 0 —fh2 0 0 Pz
J(xg) = 2 3.3
(o) 0 0 0 —(ag+p) 0 folz (3:3)
0 0 0 *53% —H3 0
L 0 0 0 By ks 0 —p3

Ahora, los valores propios de la matriz, estd determinado por la solucién de la ecuacion

det(A — M) =0.

De esta manera, tenemos que los valores propios de la matriz (3.3) son:

o A\ =—u
o Mo = —p2
o A3 =—p3

o Ny =—(ar+pm+m)

o \r — _ (aztpatus) V/4B2Bskaks+pus o (o +pun—ps)?
5= 2 2\/li2 /13

o M\ — _ (oatpo+ps) + \/45253162k3+#3u2(a2+#2*113)2
6= 2 2VH2 /i3
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Observe que los valores propios A1, A2, A3, Ay y A5 tienen parte real negativa y que el
tnico valor propio que puede ser tanto positivo, negativo o cero es Ag; entonces ;para qué
condicién sobre los pardmetros, el punto de equilibrio es estable o inestable? Observe que
A¢ < 0 implica que

(o2 + p2 + p3) n V/ABaBskaks + pspa(on + o — p3)? <0

2 212113

multiplicando por dos tenemos que

489 B3kok3

+ (g + p2 — p3)? <0,
Ha 3

— (g + pp + p3) —I-\/

4 kok
\/625323+(02+ﬂ2 *M3)2 < (O[2+[142+:u3)7
M2 3

elevando al cuadrado obtenemos

45283kaks3 n

(o + o — ug)2 < (g + p2 + M3)27
H2li3

y como en cada lado de la desigualdad hay términos iguales con el mismo signo, podemos
sumar su inverso en cada lado y reducir la desigualdad a

482 83kok3

< A(po + az)ps,
23

obteniendo la siguiente condicién

BaBakaks

_ P2Eshats 3.4
pop3 (p2 + a2) (34

Entonces, si el valor propio A\g cumple la condicién (3.4), el equilibrio libre de infeccién
es asintéticamente estable; de lo contrario, el equilibrio libre de infeccién sera inestable o no
podremos decir qué pasa con la estabilidad del equilibrio libre de infeccién cuando A\g = 0.

Como el sistema (3.2) presenta dos equilibrios y ademas, en el equilibrio libre de infeccién,
el jacobiano del sistema tiene un valor propio que puede ser cero, estamos interesados en
determinar si ocurre una bifurcacion en el equilibrio libre de infeccion, es decir, si hay algin
conjunto de pardmetros donde haya un cambio de estabilidad en los equilibrios, dado que,
como se vio antes, el equilibrio libre de infeccion puede cambiar de estabilidad. Para ello,
utilizaremos el teorema de Sotomayor en [39], el cual nos da condiciones suficientes para
que una familia uni-parametrizada de campos vectoriales presente una o varias bifurcaciones
estacionarias. El teorema de Sotomayor es el siguiente:

Teorema 3.1. Considere el sistema parametrizado

n=F(n,v) (3.5)
conn € R™ yv e R. Supongamos que existe (no,vy) tal que

H]) F(’I](),l/0> =0
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H2) 0(A)={A =0, y Re();) #0,j =1,2,...,n}

donde

A = (DF‘(?’]()7 l/o))an.

Sean vy y wg los vectores propios derecho e izquierdo respectivamente de A, correspon-
dientes al valor propio Ay = 0. Entonces,

Caso 1. Si

wi F, (o, o) # 0 y
(3.6)
(wg D*F (110, 1)) (vo, vo) # 0.

Entonces, el sistema (3.5) experimenta una bifurcacidn silla-nodo en el punto de equilibrio
n =mno cuando el pardmetro v pasa a través del valor de bifurcacion v = vy.

Caso 2. Si

ngu(n()a VO) = 07
(’LUOTl)QF‘(T]()7 Vo))(v(), ’l)o) 75 0, (37)
v (wg DunF (10, 10))" # 0,

entonces el sistema (3.5) experimenta un bifurcacion transcritica en el punto de equilibrio
1N =mno cuando el pardmetro v varia através del valor de bifurcacion v = vy.

Si

wd F,(no, ) = 0,
(wi D*F (9, v0))(vo,vo) = 0, (3.8)
vg (wg DunF (110, 10))" # 0,
(wg D*F (10, 16)) (v0, vo, vo) # 0,

entonces el sistema (3.5) experimenta una bifurcacion trinche en el punto de equilibrio
17 =mng cuando el parametro v varia através del valor de bifurcacion v = vy.

Puesto que el sistema presenta dos puntos de equilibrio y ademas se observé que el
equilibrio libre de infecciéon puede cambiar de estabilidad, es de sospechar que el modelo
presente una bifurcacién trancritica, para ello, verificaremos las condiciones bajo las cuales
se satisfacen las condiciones de Sotomayor para la ocurrencia de la bifurcaciéon transcritica
alrededor del equilibrio libre de infeccién xg y considerando como parametro de bifurcacion,
por su naturaleza, a 82, con B2 > 0. Las hipdtesis H1 y H2 del teorema de Sotomayor, implica
que el modelo presente un punto de equilibrio no hiperbdlico, es decir, un punto de equilibrio
en el cual la jacobiana tenga un valor propio con parte real cero; como se observé antes, el

papd(petoz)

punto de equilibrio libre de infeccién cumple con ambas hipdtesis para By = Ay
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También necesitaremos los vectores propios derecho e izquierdo asociados a Ag. El vector
propio derecho v, el cual se obtiene al resolver la ecuacién: J(xg)v = Agv, obtenemos como
vector propio derecho a:

o= ( Uy w _ug \/psbs —us ug + by 0T
by —us’ by —us’ paby’ Ug T —paby

El vector propio izquierdo lo obtendremos resolviendo la siguiente ecuacion: w? J(xq) =
A¢w?, obteniendo como vector propio izquierdo a:

ug + ug — U9 + U
0,0,0,1,0, V H3Usg 9 - 10 T /M3 11)T.

w=(
donde

® Uy = 51191#2#3-

® Uy = M%Mzug-

o uz = pypopz(ar + p1 + 1)
o uy = 2P2ka\/113.

o Uy = \//Tgug

o ug = 203k3./liz.

o uy = 281.\/l2/13.

® ug = Qi2/U243.

o ug = \/pisps.

o uig =/ pap3.

o Uy = \/4B2Bskoks + pa(an + po — p3)pus.
® Uix = [i1+/2/43-

o uyz = ppiapz(e + po + p3).

® by = ui3 — u2u11.
® by = uy1 +ug — uUrp — Us.
L] 63:U8+U97U11.

o by = b3 — uy;.
Chequemos la condicién w’ Dg, f(xo, 83), tenemos que

D52f(l’,ﬂ2) = (0707 7SPIG3 SPIGaOﬂO)Ta

entonces evaluando en (g, (39)obtenemos

V3o + g — ug + U
(0,0,0,1,0, VA8U10 T T U8 T VIS 5 0,0,0,0,0)T = 0.
Uil
Por lo tanto, no se presenta la bifurcacién silla-nodo. Ahora obtengamos la condicién
w? Doy f (0, 89) (v,v), donde w? D, f(x0, 9) (v, v) denota la multiplicacién v (wD,. f (zo, 89))v.
El término D, f(z0, 89) es un vector columna, donde cada entrada de dicho vector es la ma-
triz. Dyy fi (20, 89) de tamafio 6 x 6, para i = 1,2,...,6, las cuales estdn dadas por:
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0 00 0 0 —5] [0 0 0 0 0 B
0 0000 O 0 00 O0O0 O
0 0000 O 0 00 O0O0 O
Dma;fl(anﬁg) = 0 00 0 O 0 P Da:wa(x()?Bg) = 0 00 0 O 0l
0 0000 0 0 00 0O0 O
~B1 0 00 0 0| B/ 00 0 0 0
00 0 00 0] 00 0 0 0 0
00 O 00 O 00 0 00 O
00 0 00 —pY 00 0 00 B9
Dmxf3(530758)= 00 0 00 (?2 ’Dxx'fél(x()’ﬁg): 00 O 0 O 02 ’
00 0O 00 O 00 0 00 O
00 -8 00 0| 00 B8 00 0
000 O 0 0] 0 00 0 0 0
000 O 0 0 000 0 0 O
000 O 0 0 000 0 0 O
Dsz5(x0,ﬁg): 00 0 0 “Bs 0 7Dmcf6<x07ﬁg): 000 0 B35 0
000 =35 0 0 000 B 0 O
000 O 0 0] 000 0 0 0

Para facilitar los calculos, consideremos a w” = (0,0,0, 1,0, wes) y v7 = (v1,v2,v3, 04,05, 1).
Donde

Uy

® VU =

%bl—ug, :
e Yy = —%blﬁuﬁ.
® U3 = —“222.
® Uy = —7\#73231’1_”12.
-zl

o wg = \/H3u10+u9_u8+\/ﬂ3u2.

u1l

Con las matrices Dy fi(z0, 89), para i = 1,2,...,6. Y aplicando la multiplicacién por w
de la siguiente manera, w? D, fi(xq, 39), obtenemos la matriz:

—Biws 0 0 0 0 O
Prws 0 0 0 0 0
0 0 —Bws 0 0 0

T 0y — 2
W Deaf (@0 B0 =10 0 Buws 0 0 0
0 0 0 0 —B 0
0 0 0 0 B O

Ahora multipliquemos por v? y v respectivamente, entonces v* (wD, f(xo, 39))v es:
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—ﬂlwﬁ 0 0 0 0 0 (%1

Biwg 0 0 0 0 0 Vg

0 0 —Bws 0 0 0w
(”1”2”3“4”51)0053wGOOOU4’

0 0 0 0 -85 0 Vs

0 0 0 0 B3 0 1

desarrollando,

U1
V2
(=Brwsvr + frwsva 0 —plwgvs + Bwevs 0 —Psvs + B3 0) 53
Vs
1

haciendo el ultimo céalculo, llegamos al siguiente nimero, el cual puede ser distinto de
cero.

(Brwevz — Prwevr)vr + (BIwevs — Bywevs)vs + (B3 — Bavs)vs

Observe que existe un conjunto de valores para los pardmetros donde w’ D, f (z0, 89)(v,v)
es diferente de cero. Mas adelante haremos los calculos numéricos para asegurar que efecti-
vamente es distinta de cero.

La tercera condicién de Sotomayor es w’ Dy, f(xo, 83)v, donde D4, f(zo,39), es la ma-
triz

00000 O
00000 0
Df(xﬂo)iooooo—%
P2 A0 2 00000 =
00000 0
00000 O

Haciendo los cdlculos tenemos que wTDgCB2 flxo, B)v = /% el cual es distinto de cero por
que ko v B2 son distintos de cero.

Por lo tanto, hemos probado que el sistema (3.2) presenta una bifurcacién estacionaria
de tipo transcritica en el punto equilibrio (zg,39). Para la estabilidad del punto equilibrio
endémico, analiticamente resulté ser muy complicado calcular los valores propios, por lo que
el andlisis algebraico lo omitiremos pero comprobaremos con la exploracién numérica que el
equilibrio endémico es inestable cuando el equilibrio libre de infeccién es estable y viceversa.

3.3.3 Exploracién numérica de la estabilidad de los puntos de equilibrio

Estamos interesados en estudiar el comportamiento de las soluciones del sistema (3.2), lo
cual haremos numéricamente, ya que analiticamente resulté muy dificil y las expresiones muy
extensas. Para hacer la exploracién numeérica, iniciaremos haciendo una estimacion de los
valores de los pardametros que intervienen en el modelo.
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Vamos a iniciar estimando los pardmetros p1, e v p3 bajo el conocimiento de la siguiente
informacién.

Para nuestro modelo, consideramos que el humano, para que se infecte, debe estar en
contacto con la garrapata. La salida del compartimento de susceptibles o infectados para los
humanos la consideramos que se da por muerte natural y muerte por la enfermedad, ya que
los tiempos donde sucede cada una de ellas son muy distintos. Asi, se sabe que la vida media
del humano va de 74.8 a 75.2 afios [40], considerando que son las esperanzas promedio de vida
en Sonora.

Por otro lado, la salida de los perros de los compartimentos de los susceptibles e infectados
fue pensada como muerte natural y/o muerte por la enfermedad, considerdndolas distintas,
ya que el tiempo que la enfermedad puede matar es muy corto. Asi, estimamos que el tiempo
que un perro puede vivir es de doce a catorce anos [41], considerando que son las esperanzas
de vida de los perros.

Finalmente la salida de las garrapatas fue pensada como muerte natural, considerando que
una garrapata que tiene un buen ciclo de vida, es decir, que se alimenta cuando es necesario,
tiene un tiempo de 5 a 7 meses [42], considerando que son las esperanzas promedio de vida
de la garrapata.

Considerando como unidad de tiempo al mes, tenemos que

1 1
< )
897.6

L1
=H2= Ty

< < 1
S M3 > 5

Donde las unidades para estos parametros son 7 !.

Estimemos ahora, ki, ko y k3 los cuales son las tasas de reclutamiento de susceptibles en
cada poblacién. En [40], podemos ver el dato de que en Sonora en los afios 2011 y 2012 se
registraron 53 768 nacimientos, por tal motivo, estimamos que la tasa de reclutamiento para
los humanos estd entre los 2 240 y 2 250 nacimientos por mes en promedio. Considerando que
en Hermosillo tenemos entre 712 229 y 784 342 habitantes aproximadamente, tenemos que al
mes en Hermosillo, nacen alrededor de k; = 600 nifios. Para estimar ko,en [43] se menciona
que, en promedio, un perro puede tener de seis a catorce cachorros por parto, los cuales son
en promedio cada seis meses y, en Sonora, hay entre 140 mil y 200 mil perros [44], por lo
que consideramos que ko = 2000 nacimientos de perros por mes. Para estimar ks, el cual es
la tasa de reclutamiento de las garrapatas observe que cuando las garrapatas hembras estan
en su estado adulto en[45], mencionan que depositan alrededor de 3 000 a 6 000 huevos en
promedio. La cantidad de la poblacién de garrapatas la estimamos de [46], el cual nos dice
en un mes la poblaciéon de garrapatas en 26 perros es de 7 larvas, 58 ninfas, 108 machos,
119 hembras. Por tal motivo, estimamos que el pardmetro k3 estd entre los rangos 888000 y
1014000.

Considerando como unidad de tiempo al mes, tenemos que

599 < k; < 659,

1500 < ko < 2500,



3.3 Analisis de estabilidad de los puntos de equilibrio 79

888000 < k3 < 1014000.

Para el parametro 7y, observemos que los sintomas de la rickettsia se presentan de 2 a 14
dias y el tratamiento dura de 3 a 5 dias. Por tal motivo, en promedio, un humano infectado
se puede recuperar de la enfermedad de 5 a 19 dias de haberse contagiado [47].

Para los pardmetros a; y as, que corresponden a las tasas de muerte por la enfermedad
para los humanos infectados y los perros infectados respectivamente, encontramos que en
2009, en Sonora, se registré una mortalidad de la rickettsia de 10% a 25% en los humanos
[47]. En los perros [48], la mortalidad de esta enfermedad esta entre 0 y 50%.

Para los parametros (51, 82, B3, observemos que estos parametros estéan relacionados con la
cantidad de contactos que hay entre los humanos susceptibles con las garrapatas infectadas, las
garrapatas infectadas con los perros y los perros infectados con las garrapatas. Sabemos que
las tasas de contagio (5; para ¢ = 1,2, 3, estan dadas por ; = p;3, donde p; es el namero per
capita de contactos con un individuo infectado, ya sea garrapata infectada o perro infectado,
B es la infectividad per cdpita de los infecciosos. En este sentido, observemos que los contactos
que tiene un humano susceptible con una garrapata infectada son muy pocos a lo largo de
un mes. No tenemos informaciéon que nos permita estimar el valor de los pardmetros pero
podemos hacer algunas consideraciones para estimar el valor de los parametros. Para el
pardmetro (31, en el ano 2011, en Sonora, se registré que 148 personas de 100 mil personas
fueron contagiados de rickettsia [49] en un ano, daremos un rango de 1263800 a 1268800, ya que
todo lo trabajaremos por mes y no por ano. Utilizando la informacién de cudntas garrapatas
hay en los 26 perros, contando desde que son larvas hasta que son garrapatas adultas, ya que
en cualquier fase pueden infectar, el valor que estimamos para 3 es ﬁ, considerando un
rango para (3 entre % y 1—11

En la tabla (3.1) se muestran las descripciones y rangos para cada uno de los pardmetros.
Para el parametro 2, no contamos informacién que nos permita estimar su valor pero sabemos
que By = po, el cual es la probabilidad de que un perro susceptible se contagie por estar
en contacto con una garrapata infectada, por lo tanto, el rango que tomaremos para [3o serd
entre [0, 1].

La tabla 3.1 muestra los rangos de valores estimados para cada pardmetro.

Notacion Descripcién Rango de valores Unidades
b1 Tasa de infeccién entre humanos y garrapatas | [0.000116,0.000125] | G—I1T~T
Bo Tasa de infeccién entre perros y garrapatas [0,1] G-It 1
B3 Tasa de infeccién entre garrapatas y perros [0.0833,0.0909] p-IT-1
k1 Tasa de reclutamiento de humanos [599, 659] HT1
ko Tasa de reclutamiento de perros [1500,2500] PT-1!
ks Tasa de reclutamiento de garrapatas | [888000, 1041000] GT—!
" Tasa de recuperacién de los humanos [1.579, 6] T-!
1 Tasa de muerte natural del humano | [0.001108,.00111] T-1!
142 Tasa de muerte natural del perro [0.0059, 0.0069] T-1!
13 Tasa de muerte natural de la garrapata [0.1428,0.2] T-1
o Tasa de muerte por la enfermedad de los humanos [0.1,0.25] T-1
Qs Tasa de muerte por la enfermedad de los perros (0, 0.5] T T

Tabla 3.1: Rangos de valores estimados para los pardmetros del sistema.

Comprobemos el analisis que hicimos en la seccién anterior, dando valores a todos los
pardmetros y calculemos los equilibrios.
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Tomaremos los siguientes valores para los pardmetros:

e 51 = 0.000116

e 11 = 0.0011

e k1 = 600

e a1 =0.1

e v =6

e 115 =0.0064

o Ly = 2000

e ay =04

e 13 = 0.166

e k3 = 1000 000
e 33 =0.08

Y calcularemos el rango de (o, para obtener un rango donde el equilibrio libre de infeccién
sea estable. El cual esta dado por la siguiente desigualdad, teniendo en cuenta que 82 > 0,

Bo < 4.4795 x 10713, (3.9)

obtenemos que el pardmetro 3; debe estar entre [0, 4.4795x 10713). De lo contrario el valor
propio serd positivo cuando B2 estd en el rango (4.4795x 10713, 1] y cuando By = 4.4795x 10713
el valor propio A\¢ = 0.

xo = (545455, 0, 312500, 0, 6.0241 x 10°, 0)

z1 = (—0.692868, 98.343, 312573, —1.14834, 1.34893 x 107, —7.46524 x 10°).

Consideremos a 3, = 2 x 10713, ya que es uno de los valores que satisfacen la ecuacién
(3.9) y ahora obtengamos la matriz jacobiana evaluada en el equilibrio libre de infeccién.
Después, obtengamos los valores propios. La matriz jacobiana evaluada en x¢ numéricamente
es la siguiente,

—0.0011 0 0 0 0 —63.2727
0 —6.1011 0 0 0 63.2727
(o) = 0 0 —0.0064 0 0 —6.25 x 1078
0 0 0 —0.4064 0 6.25 x 1078
0 0 0 —481928 —0.166 0
0 0 0 481928 0 —0.166

Cuyos valores propios son: A\; = —6.1011, Ay = —0.497313, A3 = —0.166, \y = —0.0750874,
As = —0.0064, A\¢ = —0.0011. Como podemos observar, para el conjunto de parametros que
hemos elegido, el equilibrio libre de infeccién es asintéticamente estable. Ahora, veamos que
ocurre con el equilibrio endémico.

La matriz jacobiana J(x) en el equilibrio endémico z; es,
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J(xl) =
865.966 0 0 0 0 0.00008037
—865.967 —6.1011 0 0 0 —0.00008037
0 0 —0.006398 0 0 —6.2514 x 1078
0 0 —1.493 x 1076 —0.4064 0 6.2514 x 1078
0 0 0 —1.0791 x 106  —0.074132 0
0 0 0 1.0791 x 10 —0.091867 —0.166

Sus valores propios son: A; = 865.966, A\a = —6.1011, A3 = —0.548589, \y = —0.166,

As = 0.0680584, \¢ = —0.006401, donde podemos observar que los valores propios A1 y As
son positivos, por lo tanto, el equilibrio endémico es inestable.

Ahora veamos el caso contrario, cuando el equilibrio libre de infeccién es inestable. Con-
sideremos los mismos valores para los pardmetros excepto (2, al cual le asignaremos el valor
de 3 x 107!2, ya que vimos que cuando 32 estd en [0, 4.4795 x 10713), el equilibrio libre de
infeccién era estable, entonces 8y = 3 x 107!2 estd fuera del intervalo, por lo que ya no se
cumplira que el equilibrio libre de infeccién sea estable.

Calculemos la matriz jacobiana en el equilibrio libre de infeccién,

—0.0011 0 0 0 0 —63.2727
0 —6.1011 0 0 0 63.2727
(o) = 0 0 —0.0064 0 0 —9.375 x 1077
0 0 0 —0.4064 0 9.375 x 10~7
0 0 0 —481928 —0.166 0
0 0 0 481928 0 —0.166

Cuyos valores propios son: A\; = —6.1011, Ay = —0.969029, A3 = 0.396629, A\, = —0.166,
A5 = —0.0064, \¢ = —0.0011. Como podemos observar, tenemos que A3 es positivo, por lo

tanto, el equilibrio libre de infeccién, cuando B2 = 3/1000000000000, es inestable. Veamos la
estabilidad del equilibrio endémico.

La matriz jacobiana en el equilibrio endémico es:

—594.204 0 0 0 0 —0.000117132
594.203 —6.1011 0 0 0 0.000117132
J(21) = 0 0 —0.00641537 0 0 —9.35254 x 1077
0 0 0.0000153673  —0.4064 0 9.35254 x 10~7
0 0 0 —72132.7 —1.10907 0
0 0 0 72132.7  0.943067 —0.166
Que tiene por valores propios a: A = —594.204, Ao = —6.1011, A3 = —1.19465, Ay =
—0.320811, A5 = —0.166, A\¢ = —0.00641814. Observemos que todos los valores propios

son negativos, por lo que el equilibrio endémico es asintoticamente estable cuando [ =

3/1000000000000 y con los mismos valores para los otros pardmetros que anteriormente elegi-
mos.

Ahora comprobemos las condiciones de Sotomayor que anteriormente calculamos alge-
braicamente utilizando los siguientes valores para los parametros.

e S = 0.000116
e 4y = 0.0011
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e k1 = 600
e o1 = 0.1
ey =6
o 15 =0.0064
o iy = 2000
e oy =04
o uz = 0.166
e k3 = 1000 000
e B3 = 0.08

Bo= 4.4795 x 10~13

La primera condicién de Sotomayor que calculamos nos dice que: wDg, f(zo, 83) = 0,
sustituyendo los valores de los pardmetros en las expresiones antes calculadas, el vector propio
izquierdo queda de la siguiente manera,

w? =(0,0,0,1,0,8.4328 x 1077).

Y el vector propio derecho queda determinado de la siguiente manera.

vl = (=57525.3,10.3707, —0.0000218729, 3.4445 x 1077, —382.161, 1),

entonces
ngzf(xo,Bg) = (0,0, 0,1,0,8.4328 x 10_7) -(0,0,0,0,0, 0) =0,

por lo tanto se cumple la primera condicién que anteriormente habiamos calculado.

Chequemos la segunda w” D, f(x0, 89)(v,v), la cual debe ser distinto de cero, para
que ocurra la bifurcacién transcritica o cero para que ocurra la bifurcacién trinche, direc-
tamente utilizando las herramientas que calculamos en la seccién anterior podemos ver que,
w? Doy (0, B9)(v,v) = —11714.7, por lo tanto se cumple que la segunda condicién es distinta

de cero y por lo tanto no ocurre la bifurcacion trinche.

La tercera condicién es wTDx62 f(zo, BY)v, la cual debe ser distinto de cero para que
ocurra la bifurcacién transcritica, calculemos la matriz D,g, f(zo, £9),

Dxﬂzf(xmﬂg) =

OO O OO
OO OO oo

OO OO oo

Haciendo los célculos debidos obtenemos que

OO OO OO

OO OO OO

0
0
—312500
312500
0
0

Das, f(z0, BY)v = (—57525.3,10.3707, —0.0000218729, 3.4445 x 10~7, —382.161,1)"

Multiplicando ahora por w”, obtenemos el resultado el cual es,
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(0,0,0,1,0,8.4328 x 1077) - (0,0, —312500, 312500, 0,0)” = 312500.

Como podemos observar, es distinto de cero, por lo que se cumple la tercera condicién
para que ocurra la bifurcacién transcritica y, por lo tanto, hemos comprobado numéricamente
que el sistema presenta una bifurcacién transcritica en el equilibrio (zg, 4.4795 x 10~13).

Hemos visto numéricamente que, cuando tenemos que el equilibrio libre de infeccién es
estable, el equilibrio endémico es inestable y viceversa, ademas de que se cumplen las condi-
ciones de Sotomayor para la bifurcacién estacionaria transcritica. Utilizando estos resultados,
vamos a presentar graficamente las dindmicas de los compartimentos.

3.4 Calculo y analisis de Rj para el estudio de la
Rickettsiosis

En esta seccién, calcularemos la matriz de préxima generacién para el sistema (3.2).
Después de calcular la matriz de préxima generacion procederemos a obtener a Ry. Final-
mente haremos simulaciones del sistema (3.2) en los casos Ry < 1y Ry > 1.

3.4.1 Matriz de Pré6xima Generacién

Sin perder de vista que estamos interesados en el calculo de Ry, en esta secciéon construiremos
la matriz de proxima generacion a través de la cual se obtiene dicho parametro. Como se
vio en la seccién (2.2), para construir la matriz de préxima generacién, solamente se utilizan
aquellos compartimientos del sistema en los que la enfermedad estd presente. Asi, podemos
restringir el sistema (3.2) al sistema (3.10), en el cual solo consideraremos los compartimentos
donde esta presente la enfermedad, el cual estd dado por

Iy = BSulc— (u+o1+m)In
IP = BQSPIG — (/.Lg + O(Q)Ip (310)
Ig = pB3Sglp — pslg

Ahora, como la matriz de préxima generacién estd dada por FV !, primero debemos
obtener las funciones F y V. Separemos el sistema (3.10) en las funciones F y V), las cuales
estan determinadas de la siguiente manera:

F(z) = (B1Sulc, B2Srlc, B3Sclp)”

V(z) = ((p1 +oa + )1, (p2 + a2)lp, —psle)”

donde x = (Sy, Iy, Sp, Ip, Sg, Ig). Ahora calculemos las matrices F' y V, las cuales
obtendremos de las matrices jacobianas de las funciones F y V.

0 0 51SH o)+ 1+ 0 0
0 0 BQSP s V(IL‘) = 0 Qg + o 0
0 B3Sa 0 0 0 13

F(z) =
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Evaluando en el equilibrio libre de infeccién, la matriz V' no cambia, entonces evaluemos
a F' en el equilibrio libre de infeccién.

0 0 [l
F(zo) = |0 Ok 52%
0 sk 0

Calculemos la matriz inversa V' ~1, como V es una matriz diagonal, su inversa V! tiene
en la diagonal principal las entradas inversas de la diagonal principal de V, la cual es de la
siguiente manera.

1
. ar+pi+y1 (1) 0
Vi)™t = 0 St 0
0 0o L

Calculemos la matriz de préxima generacion, la cual estd dada por la multiplicacién
K(xo) = FV_l(JUo),

Bk
0 0 7}51%2
K=o o0 BE
Bsks 0
0 (aztp2)p3

Para obtener a Ry, debemos obtener el polinomio caracteristico de la matriz K, el cual
estd determinado por el polinomio,
kok
P(A))\(}\Z‘F ﬂ253 2R3 2)
pa (o + po) 13

Las rafces del polinomio son A\; = 0, Ao = —, /% Y A3 =4 /%. Entonces

Ry, por definicién es el valor propio de mayor norma, por lo tanto,

kok
Ry = | D2Pshaks (3.11)
po (o + po) 13

Podemos observar a partir de la expresion de Ry, que la dindmica de propagacién de la
enfermedad esta a cargo solo de los perros y las garrapatas, ya que en la expresién de Ry no
participan los pardmetros involucrados en la poblacién de humanos. Esto corrobora que el
humano es un hospedero accidental de la rickettsia.

Al analizar el modelo, podemos darnos cuenta que la dindmica de propagacion de la
enfermedad se da a través del ciclo de infeccién entre los perros y las garrapatas. Este hecho
se ve reflejado en la expresién de Ry, es decir, reescribiendo la expresion de Ry se puede
distinguir la aportacion de cada poblacién a la propagacién de la enfermedad.

_ Boks | Bsks
p2(aztu2)  p3 0

donde % es el nimero de garrapatas infectadas que produce un perro infectado, du-
Baks

rante su periodo de infecciosidad y Shates el nimero de perros infectados que produce una
3

garrapata infectada durante su periodo de infecciosidad.

De esta manera, podemos rescribir a Ry de la siguiente forma Ry =
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Ya que hemos obtenido a Ry, lo que buscaremos es reducir el valor numérico del mismo.
Esto se hace con el fin de implementar medidas de control para que la enfermedad no se
propague dentro de la poblacién. En nuestro caso, propondremos medidas de control para
reducir la propagaciéon de la rickettsia rickettsii.

Entonces analicemos a Ry que obtuvimos para la enfermedad de la rickettsia rickettsii.
Observemos que para reducir el valor de Ry, lo podemos conseguir de dos maneras: reducir
el valor del numerador del radicando B383k2ks3, o bien, aumentando el denominador del ra-
dicando pa (g + p2) 3.

Entonces para reducir el valor de [583koks, lo conseguimos reduciendo el valor de los
parametros Bs, B3, ko, k3. Para ello, biolégicamente implica disminuir la tasa de infeccion de
las garrapatas infectadas a los perros susceptibles, la tasa de infeccién de los perros infectados
a las garrapatas susceptibles y las tasas de reclutamiento de perros y garrapatas.

Analizando la viabilidad de reducir ko y k3 tenemos que, para el pardametro ko es com-
plicado reducir su valor, ya que en el modelo de la rickettsiosis solo hemos considerado a los
nacimientos de los perros domésticos y no a los que se estdn produciendo en las calles. Una
de las medidas para reducir los nacimientos de los perros es esterilizar a los perros, pero, por
la misma razon de que hay muchos en las calles, esto no resultaria muy 1til y no muchas de
las personas estan dispuestas a esterilizar a sus perros.

Por otro lado, el parametro k3 es casi imposible de disminuir. Por una parte, podemos
disminuir la poblacién de garrapatas que estan afectando a los perros domésticos pero en los
perros de la calle no, ya que ellos no se les proporciona una higiene adecuada y, por lo tanto,
tienden a estar mds en contacto con las garrapatas y de esta manera se pueden alimentar
hasta llegar a reproducirse depositando una cantidad muy grande de huevos, que para la
vista humana no son féciles de detectar. Otro factor que influye es que no estamos pensado
en las garrapatas que también estdn en la tierra, pastizales, entre otros lugares, y por lo tanto
no podemos detectar a las crias pequenas, tales como larvas, ninfas, que también pueden
transmitir la enfermedad, e incluso a los huevos que cada garrapata hembra puede depositar
en el medio ambiente.

Para disminuir los parametros 2 y (3, notemos primero que el pardmetro S3 podemos
disminuirlo dando banos con jabones antigarrapatas para que éstas mueran al momento de
picar a algin perro o dejen de alimentarse del mismo, reduciendo la poblaciéon de garrapatas
que estdn y no estan infectadas, ya que su dnica forma de infectarse de la rickettsia rickettsii
es cuando se alimentan de los perros infectados.

Para disminuir el pardmetro 2, podemos vacunar a los perros con el fin de que adquieran
inmunidad a la rickettsia rickettsii y que la enfermedad no afecte a los perros al momento de
que una garrapata pueda estar alimentandose de él. Y para aquellos perros que se detecten
que estan infectados, los cuales son dificiles de detectar, ya que presentan muchos sintomas,
los cuales pueden ser similares a la gripe, podemos darles el medicamento adecuado para
curarlos de la enfermedad y que adquieran una inmunidad temporal o total.

Por otro lado, para aumentar el valor de s (ag + p2)us, lo conseguimos mateméticamente
aumentando los valores de o, s, ps, pero, biolégicamente, aumentar el pardmetro ps implica
aumentar la rapidez con la que mueren los perros, lo cual queremos evitar, ya que implicaria
sacrificar de alguna manera a los perros.

Aumentar el valor del pardmetro p3 implica, al igual que en el caso de los perros, provocar
que el periodo de vida de las garrapatas sean menores, lo cual resulta muy dificil; esto porque
no es sencillo detectar a las garrapatas que no estan alimentandose en el perro y para aquellas
garrapatas que estan en el medio ambiente se podrian utilizar pesticidas para hacer que las
garrapatas del medio ambiente mueran, pero esto serd muy dificil, ya que no hay una zona
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bien definida donde estén las garrapatas. Por lo que no podremos aumentar los pardmetros
H2'y H3-

El pardametro g representa la tasa de muerte por la enfermedad para los perros. Aumen-
tar este parametro significaria que debemos infectar a los perros para que murieran por la
enfermedad, lo cual no queremos que pase, por lo que, biolégicamente no podemos aumentar
los pardmetros ps, ao ni ps.

Después de este andlisis de los pardmetros, podemos observar que una forma biolégicamente
aceptable para reducir el valor de Ry consiste en disminuir las tasas de infeccién representadas
por B2y fs.

Asi, una medida de prevencién para que los perros que no estdan infectados no se infecten o
que las infecciones sean las minimas posibles, es vacunarlos contra la rickettsia rickettsii. Esto
provocaré en aquellos perros que no estén infectados una inmunidad temporal o total hacia la
enfermedad y, cuando lo hagamos en los perros que estan vacunados, estos tenderan disminuir,
ya que con la vacuna van a poder recuperarse y, después de que se hayan recuperado, van a
adquirir una inmunidad temporal o total contra la enfermedad.

Otra medida para poder cesar la enfermedad es, para aquellos perros que estén infec-
tados, tratarlos con el medicamento debido para que los sintomas y la enfermedad vayan
disminuyendo en los perros infectados y, de esta manera, la poblaciéon de perros que estan
infectados disminuya, haciendo que la propagacion de la enfermedad disminuya. También,
mientras el tratamiento dura y después que haya concluido y los perros se hayan curado de
la enfermedad, para que estos no sean atacados por las garrapatas de nuevo, hay que darles
un tratamiento continuo antigarrapatas para que los perros estén mas protegidos y asi la
enfermedad tampoco se propague.

Con el tratamiento dado a los perros infectados y las vacunas a los que estan y no estan
infectados, la poblacién de garrapatas infectadas debe disminuir con el paso del tiempo, con
lo cual se disminuirian las infecciones de las garrapatas provocando que la propagacion de la
enfermedad vaya disminuyendo.

A lo largo del capitulo, se desarrollé un modelo para estudiar la enfermedad rickettsia
rickettsii, se estudié la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema probando que el
modelo puede presentar una bifurcacién del tipo transcritica, se calculé y analizé el nimero
reproductivo bésico para el modelo propuesto y se presentaron algunas medidas de control
que pudieran servir para disminuir la propagacién de la enfermedad.

Para complementar el trabajo realizado a lo largo de este capitulo, en la siguiente seccion
se presentan simulaciones de las soluciones del modelo que ilustran el comportamiento de las
distintas poblaciones que participan en nuestro modelo en el tiempo.

3.4.2 Simulacién del modelo para la Rickettsia

En esta seccién, ilustraremos con aproximaciones de las soluciones del sistema (3.2) el com-
portamiento de las poblaciones que participan en dicho modelo cuando estdn en presencia
de la enfermedad. Se presentaran simulaciones para valores de los pardmetros que generen
Ry<ly también Ry > 1.

Las primera figura 3.4 presenta las graficas del comportamiento de la poblaciéon de hu-
manos tanto susceptibles como infectados, cuando Ry = 0.66819.

En esta simulacion consideramos que las poblaciones iniciales para el compartimento de los
humanos susceptibles y los humanos infectados son: 450 humanos susceptibles y 100 humanos
infectados. Tomamos una cantidad de individuos infectados muy elevada para comprobar
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Figura 3.4: Graficas de las simulaciones de las poblaciones de humanos.

que cuando Ry < 1 estos disminuyen con el paso del tiempo y no provocan una epidemia,
mientras que los individuos susceptibles se aproximan a £ que es la poblacién maxima de
humanos. También podemos observar que en la grafica de los infectados hay un brote muy
grande, ya que hay muchos susceptibles que pueden infectarse pero con el paso del tiempo
van disminuyendo, ya que, cuando hay muchos infectados, la enfermedad es mas dificil de
trasmitir porque casi no hay contactos con individuos que sean vulnerables a la enfermedad
y, debido a esto, cada vez los individuos infectados van curdndose y adquiriendo inmunidad,
provocando que la poblacién de individuos infectados disminuya con el tiempo.
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En la figura 3.5 podemos observar el comportamiento de la poblacién de los perros para
Ry = 0.66819.
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Figura 3.5: Gréaficas de las simulaciones de las poblaciones de perros.

En esta simulaciéon consideramos que las poblaciones iniciales para los compartimentos
de los perros son: 160, 70 perros susceptibles e infectados respectivamente. Al igual que
en los humanos, podemos observar que los perros susceptibles tienden a %2 con el paso del
tiempo, lo cual representa la poblacién méaxima de perros. En la grafica de los infectados
hemos puesto también un valor inicial grande para los infectados y podemos observar que
rapidamente tiende a cero.

En la figura 3.6 se presentan las simulaciones del comportamiento de la poblacién de las
garrapatas para Rg = 0.66819.
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Figura 3.6: Graficas de las simulaciones de las poblaciones de garrapatas.

Para el caso de las garrapatas, iniciamos con 150 garrapatas susceptibles y 70 garrapatas
infectadas. Podemos observar que con el paso del tiempo la poblaciéon de garrapatas sus-
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ceptibles crece y se acerca aproximadamente a £2 y, en el caso de las garrapatas infectadas,
primero crece muy rapido y luego va decayendo debido a que los perros infectados también
disminuyen, llegando las garrapatas infectadas a tender a cero.

Como podemos observar, cuando tenemos un Ry = 0.66819, esperdbamos que las pobla-
ciones infectadas decayeran y asi sucedié. Esto nos indica que cuando tenemos un Ry < 1 la
enfermedad, con el paso del tiempo, desaparecera.

Ahora observemos la simulacién cuando tenemos que Ry > 1. Para ello, consideramos un
Ry = 2.58789, el cual lo hemos obtenido utilizando un conjunto de parametros para los cuales
el equilibrio libre de infeccién es inestable y el equilibrio endémico estable. Este conjunto de
parametro genera un cambio de estabilidad en el punto de equilibrio libre de infeccién.

En la figura 3.7 se presentan el comportamiento de la poblacién de humanos cuando
Ry > 1.
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Figura 3.7: Graficas de las simulaciones de las poblaciones de humanos.

Como podemos observar, en esta simulacién la poblacién de humanos decrece muy rapido
tendiendo a un nimero de susceptibles menor que con el que se inicié cuando transcurre el
tiempo. Para estas simulaciones, consideramos que la poblaciéon de humanos susceptibles es
4500000 y la poblacién de humanos susceptibles es 1. A la poblacién de humanos infectados,
la consideramos muy pequena debido a que tenemos un Ry > 1 y podemos observar en la
grafica que para los humanos infectados crece muy réapido y luego comienza a decrecer pero
no llega a cero, se comienza a estabilizar cerca de 100 humanos infectados.
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En la figura 3.8, presentamos el comportamiento de la poblacién de perros para Ry > 1.
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Figura 3.8: Comportamiento de las poblaciones de los perros.

Al igual que en el caso de los humanos, para Ry = 2.58789, la poblacién de perros
susceptible también tiende a decrecer y se estabiliza en un determinado valor menor a la
poblacién inicial. En el caso de los perros infectados, estos crecen rapidamente en un tiempo
relativamente corto y posteriormente empiezan a decrecer hasta alcanzar un nivel disitinto de
cero. Para estas simulaciones, se inicié con una poblacién de 1600 000 de perros susceptibles
y un solo perro infectado, lo cual nos permite observar que con un solo individuo infectado
se puede propagar la enfermedad.

En la figura 3.9, presentamos el comportamiento de la poblacién de las garrapatas para
Ry > 1.
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Figura 3.9: Graficas de las simulaciones de las poblaciones de las garrapatas.

Podemos observar en las graficas que el nimero de garrapatas inicial crece rapidamente
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pero también decrece de una manera muy rapida, haciendo que la poblacién de garrapatas
se estabilice en una cantidad muy pequena comparada con el incremento que ocurre en los
primeros intervalos de tiempo; mientras que en la grafica de las garrapatas infectadas, pode-
mos observar que crecen muy rapidamente debido a que entre més perros infectados tengamos,
maés garrapatas habra por su forma de reproducirse, pero observando bien la grafica vemos
que decrece un poco y luego se estabiliza en un valor entre los 5 millones y 6 millones de
garrapatas infectadas.

Estas simulaciones, a pesar de haber sido generadas para conjuntos de valores para los
parametros que pudiesen no ser muy realistas, nos permite corroborar que los resultados sobre
Ry presentados en este trabajo son los que se esperaban.
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Conclusion

En este trabajo se ha hecho, en su primera parte, una presentacién de los conceptos basicos
para la modelacién matemaética, asi como una descripcién de los principales tipos de mode-
los que se utilizan en la modelacién matematica en epidemiologia, utilizando ecuaciones difer-
enciales ordinarias.

En el capitulo 2, se estudié ampliamente el concepto de niimero reproductivo bésico, su
historia y las formas de calcularlo. Se presentd, como herramienta principal para el cdlculo de
Ry, el concepto de matriz de préxima generacién; se presenté el método de construccion de
dicha matriz y se aplicé a algunos ejemplos. También se presentaron en este capitulo algunos
resultados sobre estabilidad de puntos de equilibrio en modelos epidemioldgicos en términos
de Ro.

Finalmente en el capitulo 3, se propuso y se analizé un modelo SIR para el estudio de la
zoonosis Rickettsiosis. Se hizo un estudio de estabilidad de punto de equilibrio utilizando el
teorema de Sotomayor, se calculé su nimero reproductivo bésico y se propusieron medidas
de control que permiten reducir el valor de Ry y se hizo un analisis numérico, el cual permite
corroborar la estabilidad de los puntos de equilibrio pero ahora en términos de Ry y se
presentaron simulaciones sobre el comportamiento de las distintas poblaciones que participan
en el modelo para valores de Ry mayor y menor que uno.
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