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guez, mi madre. Gracias por absolutamente todo, por su apoyo incondicional, por
todo su esfuerzo para que yo pudiera estudiar sin preocupaciones, por enseñarme la
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Introducción

A lo largo de nuestra vida afrontamos situaciones en las que debemos de tomar
decisiones. Pueden ser sencillas como escoger el calzado a utilizar o mas complicadas
como escoger que carrera se quiere estudiar, no importa cual sea la desición que se
esté tomando siempre se piensa en el impacto que tendrá el llevarla a cabo, por
mas pequeño que sea dicho impacto. En veces creemos que dicho impacto es nulo
y no damos mucha importancia a la desición y otras tantas podemos pasar d́ıas
meditando algo.

En ocasiones las cosas se complican un poco más cuando no somos la única
persona afectada por dichas decisiones. En estos casos pueden existir varias formas
de organizar la toma de la desición, puede ser mediante un acuerdo, etc.

Sin embargo hay situaciones en las que competimos contra otras personas, un
ejemplo es cuando varias personas aplican a un empleo y en ese caso no creo que
se pueda llegar a algún acuerdo con los demas aplicantes. En las situaciones de
competencia existen algunas en las que hay dos personas tomando decisiones y lo
que una de ellas gane le será quitado al otro, formalmente esto se conoce como
juegos de suma cero y será el objeto de estudio de ésta tesis.

Un concepto muy importante de la Teoŕıa de Juegos es el de equilibrio. Una
situación de equilibrio es cuando ambos jugadores encontraron una estrategia en
la que no les conviene cambiar de acción, pues se arriesgan a perder una ganancia
asegurada por lo que prefieren seguir llevando a cabo la misma acción.

El área de las matemáticas que se encarga de estudiar este tipo de situaciones
de conflicto ó cooperación es conocida como Teoŕıa de Juegos. En este trabajo nos
centraremos en una clase de juegos: aquellos en los que intervienen dos jugadores y
las decisiones de uno afectan directamente al otro.

Para el estudio de este tipo de juegos se verán los denominados resultados
minimax, este tipo de resultados se puede explicar de la siguiente manera. Cuando
un jugador toma una cierta desición debe esperar la acción del otro jugador para
saber cual será el resultado del juego. Dado esto, antes de escoger su acción puede
pensar en los posibles resultados negativos y escoger el menos malo, es decir, tener
una cierta seguridad de que no perderá tanto o ver todos los posibles resultados
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favorables para escoger el que le asegure una ganancia. Por ejemplo, si tuviera que
escoger entre un billete de quinientos pesos y un boleto de loteŕıa que probablemente
me de un millón de pesos, creo que aseguraŕıa mi ganancia escogiendo el billete.

Uno de los primeros resultados minimax se atribuye a John von Neumann, quien
junto con Oskar Morgenstern, es considerado el fundador de la Teoŕıa de Juegos.
Su resultado minimax dió pie a que varios matemáticos generalizaran su teorema y
desarrollaran aún mas este campo de las matemáticas. Varios de estos resultados se
presentan a lo largo de este trabajo.

El principal objetivo de este trabajo es presentar la relación existente entre di-
chos resultados minimax, todo llevado a cabo de una manera elegante y utilizando
elementos básicos de Análisis Matemático y Topoloǵıa. El trabajo sigue el esquema
presentado en [5].

● Caṕıtulo 1. Introduce a la Teoŕıa de Juegos y resultados minimax.

Primero presenta los conceptos básicos de juegos tal como son juego de suma
cero, estrategia, equilibrio, entre otros.

Se menciona lo que es considerado un resultado minimax y presenta dos resul-
tados importante de este tipo, el de von Neumann y el de Wald, estableciendo
después una relación entre ellos.

● Caṕıtulo 2. El propósito de este caṕıtulo es presentar dos resultados minimax
más.

Comienza recordando elementos de topoloǵıa. Esto se hace para poder hablar
de convergencia en la topoloǵıa producto del espacio de las funciones real va-
luadas de un conjunto dado.

Por último se presentan dos resultados minimax, el de Gwinner-Oettli y el de
Kassay-Kolumbán.

● Caṕıtulo 3. En este capitulo se presentan resultados minimax que usan fuerte-
mente propiedades de convexidad.

Comenzamos definiendo varios tipos de convexidad, después se presentan algu-
nos resultados minimax y se relaciona a estos entre si y con los de los caṕıtulos
anteriores.

Al final se encuentra una pequeña sección mostrando un contraejemplo a una
afirmación dada en [4].

● Caṕıtulo 4. El objetivo de éste capitulo es cerrar una cadena de equivalencias
entre los resultados minimax presentados.

Primero se presenta el Teorema de Separación Fuerte de Análisis Matemático,
posteriormente se enuncian otros dos resultados minimax.

El caṕıtulo termina cerrando la cadena de equivalencias entre los 11 resultados
presentados.
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Caṕıtulo 1

Resultados Minimax

1.1. Introducción

En este caṕıtulo presentaremos los elementos necesarios para el estudio de los
resultados minimax que usaremos a lo largo de todo el trabajo, los cuales están rela-
cionados con la Teoŕıa de Juegos. Por ejemplo, se introduce el concepto de equilibrio
de un juego de suma cero y se muestra su relación con la teoŕıa minimax. Aśı mismo
presentamos un primer resultado, llamado Teorema Minimax de von Neumann y una
generalización de éste.

La Teoŕıa de Juegos es el análisis lógico de situaciones de conflicto ó cooperación,
las cuales denominaremos juegos. Un juego es cualquier situación en la que:

1. Hay al menos dos participantes(jugadores). Un Jugador puede ser un indivi-
duo, pero también puede ser una entidad mas general como una empresa, una
nación, etc.

2. Cada jugador tiene asignado un conjunto de acciones. En un juego cada jugador
elige una acción, la cual puede o no ser conocida por los otros jugadores.

3. Las acciones elegidas por los jugadores determinan un resultado del juego.

4. A cada resultado del juego se le asocia un cierto pago, uno para cada jugador.
Estos pagos representan el valor numérico del resultado para los diferentes
jugadores.

En un juego cada jugador tiene cierto control sobre el resultado, pues su decisión
lo afecta; sin embargo también lo hacen las decisiones de los demás jugadores, aqúı es
donde entra la situación de conflicto o cooperación.

La Teoŕıa de Juegos no se vio como un campo de estudio de las matemáticas
hasta que John von Neumann publicó una serie de art́ıculos en 1928 que fueron
posteriormente ampliados en su libro Theory of Games and Economic Behavior ([1])
escrito conjuntamente con Oskar Morgenstern.
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Caṕıtulo 1

1.2. Juegos de Suma Cero

En este trabajo nos centraremos en un tipo especial de juegos denominados juegos
de dos personas con suma cero (o suma nula).

Definición 1.1. Un juego de suma cero es un sistema

Γ(A,B, f)

donde A, B son conjuntos no vaciós y f una función

f ∶ A ×B → R.

En esta definición A representa el conjunto de las posibles acciones del jugador 1,
mientras que B representa el conjunto de las posibles acciones del jugador 2. La
función f es la función de pago.

En esencia, el juego se lleva a cabo de la siguiente manera:

⋅ Los jugadores 1 y 2 eligen las acciones a en A y b en B, respectivamente.

⋅ El jugador 1 recibe f(a, b) del jugador 2.

Un ejemplo sencillo de este tipo de juegos es el juego de piedra, papel o tijera.
En este juego cada jugador puede escoger una de 3 opciones, escoger la piedra, el
papel o la tijera. La acción piedra vence a la opción tijera, tijera vence a papel y
papel vence a piedra y en cada turno el ganador recibe un peso del perdedor y en
caso de empate nadie paga.

En nuestra definición de juego los conjuntos A y B pueden ser arbitrarios, sin
embargo detallaremos un poco mas el caso en que ambos conjuntos son finitos por
ser mas ilustrativo y puesto que en el teorema de von Neumann los conjuntos son
de ésta naturaleza.

Supongamos que A = {a1, a2, . . . , an} y B = {b1, b2, . . . , bm}. Definimos la matriz
de pago P = (pij)i,j donde

pij = f(ai, bj), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Un ejemplo es la matriz de pago del juego piedra, papel o tijera, con los pagos antes
mencionados.
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Resultados Minimax

Figura 1.1: Matriz de Pago.

Figura 1.2: Matriz del juego piedra, papel o tijera.

1.3. Estrategias

La estrategia de un jugador es la manera en que éste selecciona la acción que
llevará a cabo durante su “turno” en el juego, estas se clasifican en dos tipos:

1. Pura: El jugador elige su acción de modo determinista.

2. Mixta: El jugador elige su acción de modo aleatorio.

En las estrategias puras, los jugadores simplemente ven sus posibles acciones
y seleccionan una de estas. En las estrategias mixtas, el jugador elige su acción
mediante un procedimiento aleatorio. Por ejemplo, en una estrategia mixta del
jugador 1 cada posible acción ai ∈ A tiene asignada una probabilidad µi de ser
elegida. Entonces podemos representar una estrategia mixta para el jugador 1 por
µ = (µ1, µ2, . . . , µn), donde ∑n

i=1 µi = 1, µi ⩾ 0.

A continuación, tenemos un ejemplo de una estrategia mixta por parte de cada
jugador en el juego piedra, papel o tijera.

3



Caṕıtulo 1

Figura 1.3: Estrategias mixtas en piedra, papel o tijera.

1.4. Equilibrios

Cuando dos jugadores llevan a cabo el juego, ambos buscarán un buen resultado
por lo que intentarán que el resultado de dicho juego les sea favorable, pero, ¿pueden
tener cierta seguridad? Podemos acercarnos a la respuesta de dicha interrogante al
introducir el concepto de punto de equilibrio (o punto silla).

Definición 1.2. Sea Γ(A,B, f) un juego de suma cero. Se dice que un punto
(a∗, b∗) ∈ A ×B es un equilibrio para el juego si

f(a∗, b∗) ⩾ f(a, b∗) ∀a ∈ A,
f(a∗, b∗) ⩽ f(a∗, b) ∀b ∈ B.

Entonces, si el jugador 1 elige una acción distinta de a∗ y el jugador 2 elige la acción
b∗, entonces el pago para el jugador 1 será menor o igual al pago cuando elige a∗. Lo
mismo ocurre si el jugador 2 elige una acción distinta de b∗ pero el jugador 1 elige
la acción a∗.

Dado esto, se puede decir que los jugadores aseguran cierta ganancia (o una
menor pérdida) si mantienen la estrategia en el punto de equilibrio del juego.

Por ejemplo, considere un juego cuya matriz de pago es la siguiente,

tiene un punto de equilibrio en el par (a2, b2), pues se tiene que

f(a2, b2) > f(a1, b2) = f(a3, b2),
f(a2, b2) < f(a2, b1) < f(a2, b3).

4



Resultados Minimax

Cuando un juego de suma cero con conjuntos de acciones finitas tiene un punto
de equilibrio, entonces de la Definición 1.2 se sigue lo siguiente:

f(a∗, b∗) ⩾ máx
ai∈A

f(ai, b∗) ⩾ mı́n
bj∈B

máx
ai∈A

f(ai, bj),

y además tenemos que

f(a∗, b∗) ⩽ mı́n
bj∈B

f(a∗, bj) ⩽ máx
ai∈A

mı́n
bj∈B

f(ai, bj),

y por lo tanto,

mı́n
bj∈B

máx
ai∈A

f(ai, bj) ⩽ máx
ai∈A

mı́n
bj∈B

f(ai, bj).

Por otro lado tenemos que

f(ai, bj) ⩽ máx
ai∈A

f(ai, bj) ∀ai ∈ A, bj ∈ B,

⇒mı́n
bj∈B

f(ai, bj) ⩽ mı́n
bj∈B

máx
ai∈A

f(ai, bj) ∀ai ∈ A,

⇒máx
ai∈A

mı́n
bj∈B

f(ai, bj) ⩽ mı́n
bj∈B

máx
ai∈A

f(ai, bj),

y por lo anterior podemos concluir que

máx
ai∈A

mı́n
bj∈B

f(ai, bj) = mı́n
bj∈B

máx
ai∈A

f(ai, bj).

Tenemos entonces el siguiente resultado:

Teorema 1.3. En un juego de suma cero Γ(A,B, f) tal que A, B son finitos,
(a∗, b∗) ∈ A ×B es un equilibrio si y sólo si

f(a∗, b∗) = máx
ai∈A

mı́n
bj∈B

f(ai, bj) = mı́n
bj∈B

máx
ai∈A

f(ai, bj).

En general para un juego de suma cero, no necesariamente existe un equilibrio en
las estrategias puras. Por ejemplo, para el juego piedra, papel o tijera (Figura 1.2)
no existe un par que cumpla con la Definición 1.2.

Por otro lado, un juego puede tener más de un punto de equilibrio. El siguiente
resultado muestra que la combinación de ellos es también un punto de equilibrio.

Teorema 1.4. Sean (a∗1, b∗1), (a∗2, b∗2) dos puntos de equilibrio arbitrarios en un
juego de suma cero. Entonces:

1. f(a∗1, b∗1) = f(a∗2, b∗2),

2. (a∗1, b∗2), (a∗2, b∗1) también son puntos de equilibrio.

5



Caṕıtulo 1

Demostración: De la definición de punto de equilibrio tenemos que para todo a ∈ A
y b ∈ B se tiene que

f(a, b∗1) ⩽ f(a∗1, b∗1) ⩽ f(a∗1, b) (1.4.1)

f(a, b∗2) ⩽ f(a∗2, b∗2) ⩽ f(a∗2, b) (1.4.2)

Si se toma a = a∗2 en la parte izquierda de (1.4.1) y b = b∗2 en el lado derecho de la
misma, a = a∗1 en la parte izquierda de (1.4.2) y b = b∗1 en la parte derecha de ésta se
obtiene que

f(a∗2, b∗1) ⩽ f(a∗1, b∗1) ⩽ f(a∗1, b∗2) ⩽ f(a∗2, b∗2) ⩽ f(a∗2, b∗1).

De lo cual se sigue que:

f(a∗2, b∗1) = f(a∗1, b∗1) = f(a∗1, b∗2) = f(a∗2, b∗2). (1.4.3)

Para la segunda parte, tomemos el punto (a∗1, b∗2). De (1.4.1)-(1.4.3) se tiene que

f(a, b∗1) ⩽ f(a∗1, b∗1) = f(a∗1, b∗2) = f(a∗2, b∗2) ⩽ f(a∗2, b),

para todo a ∈ A, b ∈ B. La demostración es análoga para (a∗2, b∗1). ∎

Note que si el juego posee varios puntos de equilibrio, entonces el valor del juego
es el mismo en todos esos puntos.

1.5. Teorema Minimax de von Neumann

En ésta sección presentamos el resultado minimax básico debido a von Neumann.

Dados dos conjuntos no vaćıos A, B y f ∶→ R alguna función, un resultado
minimax es un teorema en el que se establecen condiciones que nos permiten asegurar
que

máx
a∈A

mı́n
b∈B

f(a, b) = mı́n
b∈B

máx
a∈A

f(a, b). (1.5.1)

En caso de que el mı́nimo/máximo no se alcance, éste puede ser sustituido por
ı́nfimo/supremo en la expresión (1.5.1).

Introducimos la siguiente notación: PF (A) es la familia de medidas de probabili-
dad con soporte finito sobre el conjunto A y δa representa la medida de probabilidad
concentrada en el punto a, es decir,

δa(B) = { 1 si a ∈ B
0 si a ∉ B.

De lo anterior tenemos que si λ ∈ PF (A) entonces existe un conjunto finito
{a1, a2, . . . , an} ⊂ A y λ1, λ2, . . . , λn ∈ R tal que

λi ⩾ 0, i = 1, . . . , n,
n

∑
i=1

λi = 1,

6



Resultados Minimax

y

λ(⋅) =
n

∑
i=1

λiδai(⋅).

Si A = {a1, a2, . . . , am} entonces cada medida de probabilidad λ ∈ PF (A) es de la
forma

λ =
m

∑
i=1

λiδai con λi ⩾ 0,
m

∑
i=1

λi = 1.

En este caso PF (A) se puede identificar con el simplejo unitario de Rm, i.e.,

PF (A) = {(λ1, λ2, . . . , λm) ∈ Rm ∶ λi ⩾ 0, ∑m
i=1 λi = 1}.

P2(A) denota el conjunto de medidas de probabilidad concentradas en dos pun-
tos, aśı λ ∈ P2(A) si y sólo si

λ(⋅) = λ1δa1(⋅) + (1 − λ1)δa2(⋅), (1.5.2)

donde a1 y a2 son elementos de A y λ1 está en el intervalo (0,1). Por último, para
cada α ∈ (0,1) denotamos por P2,α(A) al conjunto de medidas de probabilidad
concentradas en dos puntos de A tomando λ1 = α en (1.5.2).

De lo anterior se sigue inmediatamente que

P2,α(A) ⊂ P2(A) ⊂ PF (A).

En un juego de suma cero, en el que A es el conjunto de acciones del jugador
1, cualquier elemento de PF (A) representa una estrategia mixta para el jugador
1. Análogamente, un elemento en PF (B) representa una estrategia mixta para el
jugador 2.

Anteriormente consideramos una función de pago f definida en el conjunto
A × B tal que f(a, b) es el pago que el jugador 1 recibe del jugador 2 cuando el
primero elige la acción a y el segundo la acción b, es decir, cuando los jugadores usan
estrategias puras. Para considerar el caso en el que los jugadores usan estrategias
mixtas debemos extender la función de pago f al producto cartesiano de los
conjuntos PF (A) y PF (B).

Definición 1.5. Sean A, B dos conjuntos no vaćıos y f ∶ A×B → R. Definimos la
función de pago fe ∶ PF (A) ×PF (B)→ R por:

fe(λ,µ) ∶=
n

∑
i=1

m

∑
j=1

λiµjf(ai, bj). (1.5.3)

En un juego de suma cero Γ(A,B, f) , fe(λ,µ) representa el pago esperado que
el jugador 1 recibe del jugador 2 cuando el primero usa la estrategia λ y el segundo µ.

En la siguiente definición se extiende el concepto de equilibrio en un juego de
suma cero a la clase de estrategias mixtas.

7



Caṕıtulo 1

Definición 1.6. Sea Γ(A,Bf) un juego de suma cero con A y B conjuntos finitos.
El par (λ∗, µ∗) ∈ PF (A) ×PF (B) es punto de equilibrio si se cumple que

fe(λ∗, µ∗) ⩾ fe(λ,µ∗) ∀λ ∈ PF (A),
fe(λ∗, µ∗) ⩽ fe(λ∗, µ) ∀µ ∈ PF (B).

Ahora se enuncia el Teorema Minimax de John von Neumann. Este es considerado
como la piedra angular de la teoŕıa de juegos.

Teorema 1.7 (John von Neumann). Sean A y B conjuntos finitos no vaćıos y
f ∶ A ×B → R. Entonces

máx
λ∈PF (A)

mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ,µ) = mı́n
µ∈PF (B)

máx
λ∈PF (A)

fe(λ,µ),

donde fe es la función definida en (1.5.3).

Para mostrar este resultado utilizaremos un teorema básico de geometŕıa. Recor-
demos que un conjunto K ⊆ Rd es convexo si, para cualesquiera dos puntos x, y ∈K
el segmento que conecta ambos puntos,

{αx + (1 − α)y ∈ Rd ∶ α ∈ [0,1]},

está contenido en K.

Teorema 1.8 (Teorema del hiperplano separador). Supóngase que K ⊆ Rd

es cerrado y convexo. Si 0 ∉K, entonces existen z ∈ Rd y c ∈ R tales que

0 < c < z ⋅ v

para todo v ∈K.

Figura 1.4: Hiperplano z ⋅ x = c separando a K y cero.
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Resultados Minimax

Demostración: Sea R > 0 tal que BR(0)∩K ≠ ∅. La norma (x↦ ∥x∥) es una función
continua en Rd y el conjunto

K ∩ {x ∈ Rd ∶ ∥x∥ ⩽ R}

es cerrado y acotado (compacto). Entonces la función norma alcanza su ı́nfimo en
un punto de K, es decir, existe z ∈K tal que

∥z∥ = ı́nf
v∈K

∥v∥.

Sea v ∈K, como K es convexo, para cualquier α ∈ (0,1) se tiene que αv+(1−α)z ∈K
y dado que z tiene la mı́nima norma en K,

∥z∥2 ⩽ ∥αv + (1 − α)z∥2.

Recordando que la norma euclidiana es tal que ∥x∥2 = x ⋅ x, podemos escribir lo
anterior como

z ⋅ z ⩽ (αv + (1 − α)z) ⋅ (αv + (1 − α)z)
ó

z ⋅ z ⩽ α2v ⋅ v + (1 − α)2z ⋅ z + 2α(1 − α)v ⋅ z,
con lo cual se obtiene

α2(2z ⋅ v − v ⋅ v − z ⋅ z) ⩽ 2α(v ⋅ z − z ⋅ z),

y por lo tanto,
α(2z ⋅ v − v ⋅ v − z ⋅ z) ⩽ 2(v ⋅ z − z ⋅ z).

Puesto que esto último se cumple para cualquier α ∈ (0,1), haciendo α → 0 obtenemos

0 ⩽ v ⋅ z − z ⋅ z,

lo cual implica
∥z∥2 ⩽ v ⋅ z = z ⋅ v.

Tomando c = 1

2
∥z∥2, se obtiene que 0 < c < z ⋅ v para cualquier v ∈K. ∎

También nos será de utilidad el siguiente lema.

Lema 1.9. Sean X y Y subconjuntos de Rd. Si g ∶X × Y → R entonces

sup
x∈X

ı́nf
y∈Y

g(x, y) ⩽ ı́nf
y∈Y

sup
x∈X

g(x, y).

Demostración: Sea (x′, y′) ∈X × Y fijo, arbitrario. Es claro que

ı́nf
y∈Y

g(x′, y) ⩽ g(x′, y′)

y
g(x′, y′) ⩽ sup

x∈X
g(x, y′),

9



Caṕıtulo 1

por lo que
ı́nf
y∈Y

g(x′, y) ⩽ sup
x∈X

g(x, y′).

Como la desigualdad se cumple para cualquier x′ ∈X, tomando supremo sobre X en
el lado izquierdo se obtiene

sup
x∈X

ı́nf
y∈Y

g(x, y) ⩽ sup
x∈X

g(x, y′).

De modo similar, como la desigualdad anterior se cumple para cualquier y′ ∈ Y ,
tomando ı́nfimo sobre Y en el lado derecho se obtiene

sup
x∈X

ı́nf
y∈Y

g(x, y) ⩽ ı́nf
y∈Y

sup
x∈X

g(x, y).

Además, si la función g es continua y los subconjuntos son compactos el supremo
e ı́nfimo se alcanzan y se cambian por máximo y mı́nimo respectivamente. ∎

Para la prueba del Teorema de von Neumann es conveniente que observemos lo
siguiente:

Dado que A y B son conjuntos finitos, podemos identificar PF (A) con el simplejo
de Rn (∆n) y a PF (B) con el simplejo de Rm (∆m). Entonces si P = (f(i, j))n×m
es la matriz de pago del juego, la función de pago fe se puede escribir como

fe(λ,µ) = λTPµ con λ = (λ1, . . . , λn) ∈ ∆n, µ = (µ1, . . . , µm) ∈ ∆m.

Utilizando éstas herramientas podemos demostrar el Teorema Minimax de von
Neumann (1928).

Demostración del Teorema de von Neumann. Primeramente, notemos que si
A es finito entonces PF (A) (ó ∆n) es compacto como subconjunto de Rn y similar-
mente para PF (B). Además fe es continua en ambas coordenadas.

Entonces, por el Lema 1.9 se obtiene que

máx
λ∈PF (A)

mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ,µ) ⩽ mı́n
µ∈PF (B)

máx
λ∈PF (A)

fe(λ,µ). (1.5.4)

Para mostrar que se cumple la igualdad, supóngase que en (1.5.4) se cumple la
desigualdad estricta. Entonces existe α ∈ R tal que

máx
λ∈PF (A)

mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ,µ) < α < mı́n
µ∈PF (B)

máx
λ∈PF (A)

fe(λ,µ),

ó equivalentemente,

máx
λ∈∆n

mı́n
µ∈∆m

λTPµ < α < mı́n
µ∈∆m

máx
λ∈∆n

λTPµ. (1.5.5)

Def́ınase un nuevo juego con la matriz de pago P̂ tal que f̂(i, j) = f(i, j) − α. Para
este juego, de (1.5.5) se tiene que

máx
λ∈∆n

mı́n
µ∈∆m

λT P̂ µ < 0 < mı́n
µ∈∆m

máx
λ∈∆n

λT P̂ µ. (1.5.6)
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Para v = (v1, . . . , vn), w = (w1, . . . ,wn) ∈ Rn, se dice que v domina a w si vj ⩾ wj
para j = 1, . . . , n. Nótese que al multiplicar la matriz de pago P̂ y la estrategia mixta
µ ∈ ∆m del jugador 2 se obtiene un vector P̂ µ ∈ Rn. Sea K el conjunto de todos los
vectores en Rn que dominan a algún vector P̂ µ, es decir,

K = {P̂ µ + v ∶ µ ∈ ∆m, v ∈ Rn, vj ⩾ 0 j = 1, . . . , n}.
El conjunto K es cerrado y convexo, lo que se sigue directamente del hecho que

∆m es cerrado y convexo. Además, K no contiene al vector 0, pues si suponemos que
el vector cero está en K, entonces existe alguna estrategia µ ∈ ∆m y v = (v1, . . . , vn)
con vj ⩾ 0, tal que

P̂ µ + v = 0,

lo que significa que P̂ µ ⩽ 0 (es decir, todas las entradas del vector son menores o
iguales a cero) lo que implica

λT P̂ µ ⩽ 0 ∀λ ∈ ∆n,

lo cual contradice la desigualdad del lado derecho de (1.5.6).

Entonces, K cumple las hipótesis del Teorema 1.8 por lo que existe z ∈ Rn y c > 0
tal que 0 < c < z ⋅w para todo w ∈K. Es decir,

z ⋅ (P̂ µ + v) > c > 0 ∀µ ∈ ∆m, v ⩾ 0. (1.5.7)

Además, si zj < 0 para algún j = 1, . . . , n, entonces podemos escoger v ∈ Rn tal que

z ⋅ P̂ µ +
n

∑
i=1

zivi ⩽ 0, (1.5.8)

(tomando vi = 0 para i ≠ j y vj tan grande como sea necesario), lo que contradice
(1.5.7). Por lo tanto z ⩾ 0.

Como (1.5.7) se cumple para cualquier v ⩾ 0 lo hace en particular para v ≡ 0.
También se tiene, por (1.5.7), que no todos los zi pueden ser ceros. Por lo anterior
s = ∑n

i=1 zi es estrictamente positivo, aśı λ = z/s ∈ ∆n es tal que

λT P̂ µ > c
s
> 0 ∀µ ∈ ∆m.

Esto significa que existe una estrategia del jugador 1 tal que el pago esperado del
juego es positivo sin importar la estrategia del jugador 2, lo cual contradice la de-
sigualdad del lado izquierdo de (1.5.6). Por lo tanto, no existe α ∈ R tal que (1.5.5)
se cumpla, por lo que

máx
λ∈∆n

mı́n
µ∈∆m

λTPµ ⩾ mı́n
µ∈∆m

máx
λ∈∆n

λTPµ,

que es equivalente a

máx
λ∈PF (A)

mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ,µ) ⩾ mı́n
µ∈PF (B)

máx
λ∈PF (A)

fe(λ,µ) ∎

Utilizando este resultado podemos demostrar el siguiente teorema.
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Caṕıtulo 1

Teorema 1.10. Si A y B son conjuntos finitos y Γ(A,B, fe) es un juego de suma
cero, entonces existe un equilibrio (λ∗, µ∗) ∈ PF (A) ×PF (B) para el juego Γ.

Demostración: fe ∶ PF (A) × PF (B) → R es continua. Consideremos la función
g(λ) ∶= mı́nµ∈PF (B) fe(λ,µ) y veamos que es semicontinua superiormente.

Sea r ∈ R, entonces

{λ ∈ PF (A) ∶ g(λ) ⩾ r} = {λ ∈ PF (A) ∶ mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ,µ) ⩾ r}

= {λ ∈ PF (A) ∶ fe(λ,µ) ⩾ r ∀µ ∈ PF (B)}
= ∩µ∈PF (B){λ ∈ PF (A) ∶ fe(λ,µ) ⩾ r}.

Dado que para cada µ ∈ PF (B) la función λ↦ fe(λ,µ) es continua, cada uno de los
conjuntos de la intersección es cerrado, por lo tanto

{λ ∈ PF (A) ∶ g(λ) ⩾ r},

es un conjunto cerrado, lo cual implica que la función g es semicontinua superior-
mente.

Como PF (A) es compacto, entonces g alcanza el máximo en dicho conjunto, es
decir, existe λ∗ ∈ PF (A) tal que

g(λ∗) = máx
λ∈PF (A)

g(λ) = máx
λ∈PF (A)

mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ,µ).

Análogamente, la función h(µ) ∶= máxλ∈PF (A) fe(λ,µ) es semicontinua inferior-
mente y PF (B) es compacto por lo que existe µ∗ ∈ PF (B) tal que h alcanza su
mı́nimo, es decir,

h(µ∗) = mı́n
µ∈PF (B)

h(µ) = mı́n
µ∈PF (B)

máx
λ∈PF (A)

fe(λ,µ).

Entonces

máx
λ∈PF (A)

mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ,µ) = mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ∗, µ)

⩽ f(λ∗, µ∗)
⩽ máx
λ∈PF (A)

fe(λ,µ∗)

= mı́n
µ∈PF (B)

máxλ ∈ PF (A)fe(λ,µ).

Utilizando el Teorema 1.7 se obtiene que

mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ∗, µ) = f(λ∗, µ∗) = máx
λ∈PF (A)

fe(λ,µ∗),

con lo cual se cumple,

fe(λ∗, µ∗) = mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ∗, µ) ⩽ fe(λ∗, µ) ∀µ ∈ PF (B),

12
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y
fe(λ∗, µ∗) = máx

λ∈PF (A)
fe(λ,µ∗) ⩾ fe(λ,µ∗) ∀λ ∈ PF (A).

Por lo tanto, (λ∗, µ∗) es un punto de equilibrio. ∎

El siguiente resultado es una generalización del Teorema 1.7, fue demostrado por
Abraham Wald en [14].

Teorema 1.11 (A. Wald). Si A es un conjunto arbitrario no-vaćıo y B es un
conjunto finito no-vaćıo, entonces

sup
λ∈PF (A)

mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ,µ) = mı́n
µ∈PF (B)

sup
λ∈PF (A)

fe(λ,µ).

Para un conjunto Y arbitrario, denotamos por ⟨Y ⟩ al conjunto de todos los sub-
conjuntos finitos de Y , es decir

⟨Y ⟩ = {I ⊆ Y ∶ I es finito}.

En la demostracióndel Teorema de Wald utilizaremos el siguiente lema:

Lema 1.12. Si el conjunto X es compacto y la función h ∶X × Y → R es semicon-
tinua superiormente en X para todo y ∈ Y , entonces máxx∈X ı́nfy∈Y h(x, y) está bien
definido y

máx
x∈X

ı́nf
y∈Y

h(x, y) = ı́nf
Y0∈⟨Y ⟩

máx
x∈X

mı́n
y∈Y0

h(x, y). (1.5.9)

Demostración: Dado que para cualquier y ∈ Y la función h(⋅, y) es semicontinua
superiormente en X se obtiene que la función

p(x) ∶= ı́nf
y∈Y

h(x, y)

es semicontinua superiormente en X; y dado que el conjunto X es compacto la
función p alcanza su máximo en X. Por lo anterior, se tiene que máxx∈X ı́nfy∈Y h(x, y)
está bien definido. Para demostrar la igualdad en (1.5.9) probemos que

α ∶= máx
x∈X

p(x) ⩾ ı́nf
Y0∈⟨Y ⟩

máx
x∈X

mı́n
y∈Y0

h(x, y) =∶ β.

La demostración de la desigualdad α ⩽ β se sigue del hecho que

α ⩽ máx
x∈X

mı́n
y∈Y0

h(x, y)

para todo Y0 ∈ ⟨Y ⟩.
Supongamos que α < β, entonces existe γ ∈ R tal que α < γ < β lo cual implica, por
la definición de α, que

⋂
y∈Y

{x ∈X ∶ h(x, y) ⩾ γ} = ∅.
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Caṕıtulo 1

Dado que h es semicontinua superiormente en X se tiene que el conjunto

Ay ∶= {x ∈X ∶ h(x, y) ⩾ γ}

es cerrado para cada y ∈ Y y puesto que X es compacto, se obtiene que Ay es
compacto para cada y ∈ Y . Por tanto se tiene que la familia de conjuntos {Ay}y∈Y
no tiene la propiedad de intersección finita, es decir, existe algún Y0 ∈ ⟨Y ⟩ tal que

⋂
y∈Y0

Ay = ∅,

lo cual implica que
mı́n
y∈Y0

h(x, y) < γ ∀x ∈X.

Por lo tanto
máx
x∈X

mı́n
y∈Y0

h(x, y) < γ < β,

lo que contradice la definición de β. Concluimos entonces que α ⩾ β. ∎

En la demostración del Teorema de Wald usaremos el hecho de que para cada
µ ∈ PF (B) y A0 ⊆ A,

sup
λ∈PF (A0)

fe(λ,µ) = sup
a∈A0

fe(δa, µ). (1.5.10)

Para demostrar (1.5.10) fijamos µ = ∑m
j=1 µjδbj ∈ PF (B) y escribimos

α ∶= sup
λ∈PF (A0)

fe(λ,µ).

Puesto que para a ∈ A0, δa ∈ PF (A0) se obtiene inmediatamente que

α ⩾ sup
a∈A0

fe(δa, µ).

Por otro lado, para λ = λ1δa1 + . . . + λnδan ∈ PF (A0) se tiene que

fe(λ,µ) =
n

∑
i=1

λi (
m

∑
j=1

µjf(ai, bj))

=
n

∑
i=1

λife(δai , µ)

⩽
n

∑
i=1

λi sup
a∈A0

fe(δa, µ) = sup
a∈A0

fe(δa, µ),

por lo que α ⩽ supa∈A0
fe(δa, µ).

Nota: De modo análogo se demuestra que para cualquier λ ∈ PF (A) y conjunto
B0 ⊆ B

ı́nf
µ∈PF (B0)

fe(λ,µ) = ı́nf
b∈B0

fe(λ, δb). (1.5.11)
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Con esto podemos demostrar el teorema de Wald a partir del teorema de von
Neumann.

Demostración del Teorema de Wald. Sea

α ∶= sup
λ∈PF (A)

mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ,µ),

entonces, para cada J ∈ ⟨A⟩,

α ⩾ máx
λ∈PF (J)

mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ,µ),

por lo tanto

α ⩾ sup
J∈⟨A⟩

máx
λ∈PF (J)

mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ,µ).

Por otro lado, de la definición de supremo se tiene que para ε > 0 fijo, existe un
λε ∈ PF (A) tal que

α ⩾ mı́n
µ∈PF (B)

fe(λε, µ) > α − ε.

Entonces existe algún Jε ∈ ⟨A⟩ tal que λε ∈ PF (Jε) y por lo tanto

máx
λ∈PF (Jε)

mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ,µ) > α − ε,

y

sup
J∈⟨A⟩

máx
λ∈PF (J)

mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ,µ) > α − ε.

Dado que ε > 0 es arbitrario tenemos

sup
J∈⟨A⟩

máx
λ∈PF (J)

mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ,µ) ⩾ α,

y por lo tanto

α = sup
J∈⟨A⟩

máx
λ∈PF (J)

mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ,µ). (1.5.12)

Dado que los conjuntos B y J son finitos, podemos aplicar el teorema minimax de
von Neumann en (1.5.12) lo cual implica, utilizando también la relación (1.5.10), que

α = sup
J∈⟨A⟩

mı́n
µ∈PF (B)

máx
λ∈PF (J)

fe(λ,µ)

= sup
J∈⟨A⟩

mı́n
µ∈PF (B)

máx
a∈J

fe(δa, µ)

= − ı́nf
J∈⟨A⟩

máx
µ∈PF (B)

máx
a∈J

(−fe(δa, µ)) .

(1.5.13)

También dado que el conjuntoB es finito se tiene que el conjunto PF (B) es compacto
y para a ∈ A la función µ ↦ fe(δa, µ) es continua en PF (B). Entonces podemos
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aplicar el Lema 1.12 en (1.5.13) tomando X como PF (B), Y como A y h(x, y)
como −fe(δa, µ) y obtenemos

α = − máx
µ∈PF (B)

ı́nf
a∈A

(−fe(δa, µ))

= mı́n
µ∈PF (B)

sup
a∈A

fe(δa, µ).

Finalmente se aplica (1.5.10) tomando A0 como A y se tiene

α = mı́n
µ∈PF (B)

sup
λ∈PF (A)

fe(λ,µ). ∎

Con esto se ha demostrado el Teorema de Wald a partir del Teorema de von
Neumann y resultados básicos de Análisis Matemático.
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Caṕıtulo 2

Teorema de Gwinner-Oettli

2.1. Introducción

En este caṕıtulo se demuestran dos resultados minimax. El primero, Teorema de
Gwinner-Oettli ([6]), técnicamente no es un teorema minimax y aparentemente no
tiene relación con los otros resultados minimax. Sin embargo mostraremos que en los
hechos śı existe una fuerte relación. Concluimos el caṕıtulo presentando el Teorema
de Kassay-Kolumbán ([10]), el cual resulta ser una consecuencia del Teorema de
Gwinner-Oettli.
Debido a que el teorema de Gwinner.Oettli presenta condiciones topológicas un
tanto diferentes a los otros resultados minimax, recordemos algunos elementos te
topoloǵıa, en especial acerca de la topoloǵıa producto.

Una sucesión en un conjunto X es una función que va de N en el conjunto
X. Una red es una generalización de lo que es una sucesión en la cual se puede
tomar un conjunto de ı́ndices mas general que el de los naturales, sin embargo no
puede escogerse cualquier conjunto para indexar, el conjunto debe tener una cierta
propiedad llamada dirección.

Una dirección (≽) en un conjunto I es una relación binaria, reflexiva, transitiva
y con la propiedad de que cada par de elementos tiene una cota superior, es decir,
si i, j ∈ I entonces existe un k ∈ I tal que k ≽ i y k ≽ j. Un conjunto dirigido es
cualquier conjunto que este dotado de una dirección. Una red en un conjunto X es
una función x ∶ I → X en donde I es un conjunto dirigido. Cuando se considere la
red x(⋅) simplemente lo denotaremos por {xi}. Nótese que cualquier sucesión es una
red y que cualquier conjunto dirigido bajo la función identidad es también una red.
Además, del mismo modo que analizamos la convergencia de sucesiones en espacios
topológicos también se puede analizar la convergencia de una red.

Una red {xi} en un espacio topológico (X,τ) converge a un punto x ∈ X
si eventualmente la red se encuentra en cualquier vecindad de x, es decir, si pa-
ra cada vecindad V de x existe un ı́ndice i0 (que depende de V ) tal que xi ∈ V si i ≽ i0.

17
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Proposición 2.1 ([1], pág. 30). En un espacio topológico X, un punto x pertenece
a la cerradura de un conjunto A si y sólo si x es el ĺımite de una red en A.

Ahora pasaremos a los detalles de la topoloǵıa producto.

Dada una familia de conjuntos {Xi}i∈I el producto cartesiano de dicha familia
está dado por

∏
i∈I

Xi = {x ∶ I →⋃
i∈I

Xi ∣ x(i) ∈Xi ∀i ∈ I}.

A un elemento x del producto cartesiano lo denotaremos como (xi)i∈I o simplemente
como (xi).

Para cada elemento j ∈ I se define la proyección pj ∶∏i∈IXi →Xj por,

pj(x) = xj.

Si se tiene una familia de espacios topológicos {(Xi, τi)}i∈I entonces se define la
topoloǵıa producto τ como la topoloǵıa generada por la familia de proyecciones
{pi}i∈I , es decir, la topoloǵıa mas débil en el producto cartesiano que hace continuas
a las proyecciones.
Una subbase de la topoloǵıa producto consiste en los conjuntos de la forma

p−1
j (Vj) =∏

i∈I

Vi, (2.1.1)

con Vi = Xi para i ≠ j y Vj en τj. Por lo anterior se tiene que una base para la
topoloǵıa τ se compone de elementos de la forma

V =∏
i∈I

Vi, (2.1.2)

en donde Vi pertenece a τi y Vi =Xi excepto para un número finito de elementos de I.

Para un conjunto no vaćıo Y , RY es el espacio de las funciones de valores reales
de Y , es decir

RY = {u ∣u ∶ Y → R},

y está dotado con la topoloǵıa producto τ .

2.2. Resultados Minimax

Definición 2.2. Para A en Rm, la envolvente convexa de A, denotada por co(A),
es

co(A) ∶= {x ∈ Rm ∶ x =
n

∑
i=1

λix
i, n ∈ N, xi ∈ A, λi ∈ R+,

n

∑
i=1

λi = 1}.
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Para enunciar el siguiente resultado minimax es necesario introducir los siguientes
conjuntos:
Sean A, B conjuntos no vaćıos y f ∶ A ×B → R. Definimos los conjuntos:

C ∶= {v ∈ RB ∶ ∃a ∈ A tal que f(a, b) ⩾ v(b)∀b ∈ B}, (2.2.1)

y

D ∶= {u ∈ RA ∶ ∃b ∈ B tal que f(a, b) ⩽ u(a)∀a ∈ A}. (2.2.2)

Denotamos por co(C) y co(D) a las envolventes convexas de los conjuntos C
y D respectivamente, mientras que cl(co(C)) es la cerradura del conjunto co(C) en
la topoloǵıa producto τ .

Teorema 2.3 (Gwinner-Oettli). Sean A y B conjuntos no vaćıos, f ∶ A×B → R
y C, D como en (2.2.1) y (2.2.2) respectivamente. Entonces

ı́nf
u∈co(D)

sup
a∈A

u(a) = sup
v∈cl(co(C))

ı́nf
b∈B

v(b).

Antes de continuar con la demostración de este teorema se verá la relación que
tiene con los otros resultados. Si bien a primera vista los conjuntos C y D pueden
parecer extraños hay que observar lo siguiente.

Primero nótese que de la definición del conjunto D ⊆ RA se tiene que para cual-
quier µ ∈ PF (B), la función u ∈ RA dada por u(a) ∶= fe(δa, µ) pertenece a co(D) por
lo que

ı́nf
u∈co(D)

sup
a∈A

u(a) ⩽ ı́nf
µ∈PF (B)

sup
a∈A

fe(δa, µ). (2.2.3)

Además, para u ∈ co(D) existen funciones uj ∈D y constantes αj ⩾ 0, con 1 ⩽ j ⩽m,
tales que

u =
m

∑
j=1

αjuj,
m

∑
j=1

αj = 1.

Entonces, existe bj ∈ B tal que f(a, bj) ⩽ uj(a) para todo a en A. Tomando µ =
∑m
j=1αjδbj ∈ PF (B), se obtiene que u(a) ⩾ fe(δa, µ) para cada a en A. Esto implica

que

ı́nf
u∈co(D)

sup
a∈A

u(a) ⩾ ı́nf
µ∈PF (B)

sup
a∈A

fe(δa, µ), (2.2.4)

y por (2.2.3) y (2.2.4) se tiene que

ı́nf
u∈co(D)

sup
a∈A

u(a) = ı́nf
µ∈PF (B)

sup
a∈A

fe(δa, µ).

De (1.5.10) se concluye que

ı́nf
u∈co(D)

sup
a∈A

u(a) = ı́nf
µ∈PF (B)

sup
λ∈PF (A)

fe(λ,µ). (2.2.5)
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También, por la definición del conjunto C ⊆ RB se tiene que para cualquier
λ ∈ PF (A), la función v ∈ RB dada por v(b) ∶= fe(λ, δb) pertenece a co(C), por lo
que

sup
v∈co(C)

ı́nf
b∈B

v(b) ⩾ sup
λ∈PF (A)

ı́nf
b∈B

fe(λ, δb) (2.2.6)

Siguiendo el esquema que se utilizó para demostrsar la desigualdad (2.2.4) se obtiene
que

sup
v∈co(C)

ı́nf
b∈B

v(b) ⩽ sup
λ∈PF (A)

ı́nf
b∈B

fe(λ, δb) (2.2.7)

Por lo tanto, usando (2.2.6), (2.2.7) y después (1.5.10), llegamos a que

sup
v∈co(C)

ı́nf
b∈B

v(b) = sup
λ∈PF (A)

ı́nf
µ∈PF (B)

fe(λ,µ). (2.2.8)

Por último, de (2.2.5) y (2.2.8) obtenemos,

sup
v∈co(C)

ı́nf
b∈B

v(b) = sup
λ∈PF (A)

ı́nf
µ∈PF (B)

fe(λ,µ)

⩽ ı́nf
µ∈PF (B)

sup
λ∈PF (A)

fe(λ,µ) = ı́nf
u∈co(D)

sup
a∈A

u(a)
(2.2.9)

Las expresiones de los extremos de la desigualdad (2.2.9) son muy parecidas a las
que se enuncian en el Teorema de Gwinner-Oettli, las expresiones que se encuentran
en la parte central son las usuales para los resultados minimax, por lo que una
utilidad del resultado de Gwinner-Oettli es investigar bajo que condiciones se cumple
la igualdad en (2.2.9). Por ejemplo, si el conjunto co(C) es cerrado entonces

ı́nf
u∈co(D)

sup
a∈A

u(a) = sup
v∈co(C)

ı́nf
b∈B

v(b).

En la demostración del Teorema de Gwinner-Oettli se utilizan los siguientes le-
mas:

Lema 2.4. Sean A y B conjuntos no vaćıos y f ∶ A×B → R. Si el conjunto D ⊆ RA

es como en (2.2.2) entonces

ı́nf
u∈co(D)

sup
a∈A

u(a) = ı́nf
µ∈PF (B)

sup
a∈A

fe(δa, µ)

= ı́nf
I∈⟨B⟩

mı́n
µ∈PF (I)

sup
a∈A

fe(δa, µ).
(2.2.10)

Demostración: La primer igualdad se demostró en (2.2.5).

Para la segunda igualdad nótese que para cada I ∈ ⟨B⟩ la función µ ↦ fe(δa, µ) es
continua en PF (I) para cada a ∈ A y la función µ↦ supa∈A fe(δa, µ) es semicontinua
inferiormente en PF (I), por lo que mı́nµ∈PF (I) supa∈A fe(δa, µ) está bien definido. Es
sencillo ver que

β ∶= ı́nf
µ∈PF (B)

sup
a∈A

fe(δa, µ) ⩽ ı́nf
I∈⟨B⟩

mı́n
µ∈PF (I)

sup
a∈A

fe(δa, µ).
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Por otro lado, por la definición de β se tiene que dado ε > 0, existe algún µ0 ∈ PF (B)
tal que

β ⩽ sup
a∈A

fe(δa, µ0) < β + ε,

por lo que también existe algún I0 ∈ ⟨B⟩ tal que µ0 ∈ PF (I0). Por lo tanto

mı́n
µ∈PF (I0)

sup
a∈A

fe(δa, µ) < β + ε

⇒ ı́nf
I∈⟨B⟩

mı́n
µ∈PF (I)

sup
a∈A

fe(δa, µ) < β + ε.

Dado que ε > 0 es arbitrario se obtiene que

β ⩾ ı́nf
I∈⟨B⟩

mı́n
µ∈PF (I)

sup
a∈A

fe(δa, µ),

lo cual comprueba la segunda igualdad en (2.2.10). ∎

Lema 2.5. Sean A y B conjuntos no vaćıos y f ∶ A×B → R. Si el conjunto C ⊆ RB

está dado como en (2.2.1) entonces

sup
v∈cl(co(C))

ı́nf
b∈B

v(b) = ı́nf
I∈⟨B⟩

sup
v∈co(C)

mı́n
b∈I

v(b)

= ı́nf
I∈⟨B⟩

sup
λ∈PF (A)

mı́n
b∈I

fe(λ, δb).

Demostración: Para mostrar la primer igualdad fijemos I en ⟨B⟩ y definamos la
función hI ∶ RB → R por

hI ∶= mı́n
b∈I

v(b).

Recordemos, usando (2.1.1) y (2.1.2), que una base de vecindades para w0 ∈ RB en
la topoloǵıa producto τ está dada por los conjuntos

W (J, ε,w0) ∶= {w ∈ RB ∶ ∣w(b) −w0(b)∣ < ε ∀b ∈ J, J ∈ ⟨B⟩, ε > 0}. (2.2.11)

La función hI es continua en cada v ∈ RB, pues para ε > 0 y v′ ∈W (I, ε, v) existen
b1, b2 en I tales que

hI(v) = mı́n
b∈I

v(b) = v(b1),

hI(v′) = mı́n
b∈I

v(b) = v′(b2).

Entonces
hI(v) − hI(v′) = v(b1) − v′(b2) ⩽ v(b2) − v′(b2) < ε

y
hI(v′) − hI(v) = v′(b2) − v(b1) ⩽ v′(b1) − v(b1) < ε,

lo cual implica que
∣hI(v) − hI(v′)∣ < ε.
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Por la continuidad de hI se tiene que

sup
v∈cl(co(C))

hI(v) = sup
v∈co(C)

hI(v).

Entonces tomando α ∶= supv∈cl(co(C)) ı́nfb∈B v(b) se obtiene que

α ⩽ ı́nf
I∈⟨B⟩

sup
v∈cl(co(C))

hI(v) = ı́nf
I∈⟨B⟩

sup
v∈co(C)

hI(v). (2.2.12)

Para mostrar que se cumple la igualdad supongamos que

α < ı́nf
I∈⟨B⟩

sup
v∈co(C)

mı́n
b∈I

v(b).

Entonces existe algún ε > 0 tal que para cada I ∈ ⟨B⟩ podemos encontrar un vI ∈
co(C) tal que

mı́n
b∈I

vI(b) > α + ε. (2.2.13)

Dado que vI está en co(C) entonces existen constantes positivas αIj y funciones vIj
(1 ⩽ j ⩽mI = #(I) ) en C tales que

vI =
mI

∑
j=1

αIjvIj y
mI

∑
j=1

αIj = 1. (2.2.14)

Ahora, sea wI ∶ B → R la función definida por

wI ∶= mı́n{α + ε, vI},

en donde α + ε es la función constante en RB que es igual a α+ ε en todos los puntos
de B. Por la definición de wI es obvio que la función γI ∶ B → R, dada por

γI ∶= vI −wI , (2.2.15)

es no negativa. Por lo tanto, de la definición del conjunto C y el hecho de que vIj
está en C se tiene que la función vIj −γI pertenece a C para j = 1, . . . ,mI . Aplicando
(2.2.14) y (2.2.15) se tiene entonces que

wI = vI − γI =
mI

∑
j=1

αIj(vIj − γI) (2.2.16)

pertenece a co(C). El conjunto {I ∶ I ∈ ⟨B⟩} es un conjunto dirigido con orden
parcial ⊆, por lo que consideramos la red {wI ∶ I ∈ ⟨B⟩} ⊆ co(C). Para ver que la red
converge a α + ε basta con ver que para cada elemento W de la base de vecindades
de α + ε (ver (2.2.11)) existe algún I0 que pertenece a ⟨B⟩ tal que, para cada J ⊇ I0,
wJ pertenece a W .

Sea δ > 0, I0 ∈ ⟨B⟩ y W ∶=W (I0, δ, α + ε). Entonces para J ∈ ⟨B⟩, tal que I0 ⊆ J ,
se tiene por (2.2.13) que

vJ(b) > α + ε ∀ b ∈ I0,
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por lo que wJ pertenece a W (I0, δ, α + ε). De aqúı, la red {wI ∶ I ∈ ⟨B⟩} converge a
α + ε en la topoloǵıa producto τ . Por lo tanto α + ε pertenece a cl(co(C)), lo cual
implica que

α = sup
v∈cl(co(C))

ı́nf
b∈B

v(b) ⩾ α + ε,

con lo que llegamos a una contradicción, es decir se tiene la primer igualdad. La
segunda igualdad se prueba de manera similar a la primer igualdad del Lema 2.4. ∎

Con esto se tiene la herramienta necesaria para demostrar el Teorema 2.3.

Demostración del Teorema de Gwinner-Oettli.
Sea ϕ ∶= ı́nfu∈co(D) supa∈A u(a). Entonces por el Lema 2.4 y (1.5.10) se tiene que

ϕ = ı́nf
I∈⟨B⟩

mı́n
µ∈PF (I)

sup
a∈A

fe(δa, µ)

= ı́nf
I∈⟨B⟩

mı́n
µ∈PF (I)

sup
λ∈PF (A)

fe(λ,µ).
(2.2.17)

Dado que cada elemento de ⟨B⟩ es un conjunto finito se aplica el teorema minimax
de Wald, lo cual muestra que

ϕ = ı́nf
I∈⟨B⟩

sup
λ∈PF (A)

mı́n
µ∈PF (I)

fe(λ,µ)

= ı́nf
I∈⟨B⟩

sup
λ∈PF (A)

mı́n
b∈I

fe(λ, δb).

Por último se utiliza el Lema 2.5 para obtener que

ϕ = sup
v∈cl(co(C))

ı́nf
b∈B

v(b),

lo cual demuestra el teorema de Gwinner-Oettli. ∎

Para introducir el siguiente resultado minimax, el teorema de Kassay-Kolumbán,
es necesario definir la siguiente clase de funciones.

Definición 2.6. Una función f ∶ A ×B → R es débilmente cóncava en A si para
cada I ∈ ⟨B⟩ se tiene que

sup
λ∈PF (A)

mı́n
b∈I

fe(λ, δb) ⩽ sup
a∈A

mı́n
b∈I

f(a, b).

Dado que δa ∈ PF (A) se puede obtener que f es débilmente cóncava en A si y
sólo si para cada I ∈ ⟨B⟩ se tiene que

sup
λ∈PF (A)

mı́n
b∈I

fe(λ, δb) = sup
a∈A

mı́n
b∈I

f(a, b).
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Teorema 2.7 (Kassay- Kolumbán). Si A es un subconjunto compacto no vaćıo
de un espacio topológico, B es un conjunto arbitrario no vaćıo y la función f ∶ A×B →
R es débilmente cóncava en A y semicontinua superiormente en A para cada b ∈ B,
entonces

ı́nf
µ∈PF (B)

máx
a∈A

fe(δa, µ) = máx
a∈A

ı́nf
b∈B

f(a, b).

Se pudiera creer que este no es un resultado minimax, pues los ı́nfimos se toman
sobre diferentes conjuntos (B y PF (B)), sin embargo es fácil ver que para cada
a ∈ A ocurre que

ı́nf
b∈B

f(a, b) = ı́nf
µ∈PF (B)

fe(δa, µ),

por lo que el Teorema 2.7 se puede reformular utilizando la siguiente igualdad

ı́nf
µ∈PF (B)

máx
a∈A

fe(δa, µ) = máx
a∈A

ı́nf
µ∈PF (B)

fe(δa, µ).

Ahora se demuestra el último resultado minimax de éste caṕıtulo, el Teorema 2.7.

Demostración del Teorema de Kassay-Kolumbán.
Sea ψ ∶= ı́nfµ∈PF (B)máxa∈A fe(δa, µ). Entonces por el Lema 2.4 y el Teorema 2.3 se
tiene que

ψ = ı́nf
u∈co(D)

sup
a∈A

u(a)

= sup
v∈cl(co(C))

ı́nf
b∈B

v(b). (2.2.18)

Aplicando el Lema 2.5 en (2.2.18) y dado que la función f es debilmente cóncava en
A se tiene que

ψ = ı́nf
I∈⟨B⟩

sup
λ∈PF (A)

mı́n
b∈I

fe(λ, δb)

= ı́nf
I∈⟨B⟩

sup
a∈A

mı́n
b∈I

f(a, b).
(2.2.19)

Como f es semicontinua superiormente en A para cada b ∈ B y A es compacto,
entonces f alcanza su máximo. Aplicando este hecho y el Lema 1.12 a (2.2.19) se
tiene que

ψ = ı́nf
I∈⟨B⟩

máx
a∈A

mı́n
b∈I

f(a, b)

= máx
a∈A

ı́nf
b∈B

f(a, b)
(2.2.20)

Con lo cual se prueba el resultado deseado. ∎

En este caṕıtulo se demostró el resultado de Gwinner-Oettli utilizando el Teorema
de Wald del caṕıtulo anterior y después se demostró el Teorema de Kassay-Kolumbán
usando el resultado de Gwinner-Oettli. Como en el Caṕıtulo 1, se puede ver que las
demostraciones solamente utilizan resultados básicos de Análisis Matemático.
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Convexidad y Teoremas Minimax

3.1. Introducción

Entre las generalizaciones del Teorema Minimax de von Neumann existen varios
resultados en los que las propiedades de concavidad/convexidad de la función juega
el papel principal. En este caṕıtulo nos enfocaremos a analizar dichos resultados.

Primero, se definen los tipos de concavidad/convexidad utilizados, aśı como las
relaciones entre ellos. Después se demuestran algunos resultados minimax, y en la
última sección del caṕıtulo se hace una observación a [4], proporcionando un contra-
ejemplo a una afirmación de dicho art́ıculo.

3.2. Tipos de Convexidades

Recordemos que una función g que es real valuada y tiene como dominio un sub-
conjunto convexo de un espacio vectorial, digamos C, es cóncava si para cualquier
par de elementos x, y de C y cualquier α en el intervalo [0,1] se cumple que

g(αx + (1 − α)y) ⩾ αg(x) + (1 − α)g(y).

En otras palabras, si tomamos la imagen de una combinación convexa de elementos
del conjunto su valor es mayor al de la combinación convexa de las imágenes de
estos elementos.

También recordemos que una función h es convexa si −h es cóncava. Claramente
en este caso la desigualdad es la opuesta a la de la concavidad, por lo que la combi-
nación convexa de las imágenes es mayor a la imagen de la combinación convexa de
elementos.
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Un ejemplo de función cóncava, f ∶ R→ R, es la dada por f(x) = −x2.

Figura 3.1: f(x) = −x2.

Un ejemplo de función convexa es la dada por f(x) = x2.

Figura 3.2: f(x) = x2.

Si la función f ∶ A × B → R es cóncava en A para cualquier b ∈ B y además es
convexa en B para cualquier a ∈ A entonces se dice que es cóncava-convexa.

Un ejemplo de ésto es la función g ∶ R2 → R dada por g(a, b) = b2 − a2.

Figura 3.3: g(a, b) = b2 − a2.

Estas definiciones son muy limitadas, pues solo pueden aplicarse a funciones que
tienen como dominio a subconjuntos de espacio vectoriales. Existen generalizaciones
a estos conceptos, algunas de las cuales se presentan a continuación.
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Definición 3.1. Sean A y B conjuntos no vaćıos. La función f ∶ A×B → R es Ky
Fan cóncava en A si para cada a1, a2 ∈ A y λ ∈ [0,1] existe algún a0 ∈ A tal que

λf(a1, b) + (1 − λ)f(a2, b) ⩽ f(a0, b) ∀b ∈ B.

La función f ∶ A × B → R es Ky Fan convexa en B si para cada b1, b2 ∈ B y
µ ∈ [0,1] existe algún b0 ∈ B tal que

µf(a, b1) + (1 − µ)f(a, b2) ⩾ f(a, b0) ∀a ∈ A.

La función f ∶ A × B → R es Ky Fan cóncava-convexa, en el producto cartesiano
A ×B, si f es Ky Fan cóncava en A y Ky Fan convexa en B.

Si bien las definiciones anteriores están dadas para elementos de P2(A) y P2(B)
se puede probar, utilizando inducción, que dichas definiciones son equivalentes a las
que se obtienen utilizando PF (A) y PF (B) respectivamente.

Este tipo de funciones tiene un interpretación muy importante en la teoŕıa
de juegos pues cuando f es Ky Fan cóncava en A significa que para cualquier
estrategia mixta del jugador 1 existe una estrategia pura tal que el resultado del
juego es mayor, por lo tanto más conveniente para él. Por otro lado, si f es Ky
Fan convexa en B quiere decir que para cualquier estrategia mixta del jugador 2
hay una estrategia pura en la que el valor del juego sea menor, por lo que será mas
conveniente para el segundo jugador.

Es obvio que ambos tipos de concavidad(convexidad) definidos anteriormente son
diferentes, sin embargo podemos establecer una relación entre ellos.

Teorema 3.2. Sean A, B subconjuntos de un espacio vectorial. Si f ∶ A ×B → R
es cóncava-convexa entonces f es Ky Fan cóncava-convexa.

Demostración: Sea
a0 = λa1 + (1 − λ)a2,

y
b0 = µb1 + (1 − µ)b2.

Entonces a0 ∈ A y b0 ∈ B por lo que cumplen con la condición de Ky Fan concavidad
y convexidad respectivamente. ∎

Sin embargo el enunciado rećıproco no es verdadero, como lo muestra el siguiente
ejemplo.

La función f ∶ [−1,1] × [−1,1]→ R dada por f(a, b) = a2 − b2 es Ky Fan cóncava-
convexa pero no es cóncava-convexa.
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Figura 3.4: f(a, b) = a2 − b2.

Además de estas clases de funciones podemos definir una clase de funciones más
general que también nos resultará útil.

Definición 3.3. Sean A, B conjuntos no vaćıos. La función f ∶ A×B → R es casi
cóncava en A si para cada ε > 0, λ ∈ (0,1) y a1, a2 ∈ A existe algún a0 ∈ A que
satisface

λf(a1, b) + (1 − λ)f(a2, b) ⩽ f(a0, b) + ε ∀b ∈ B.
La función f ∶ A × B → R es casi convexa en B si para cada ε > 0, µ ∈ (0,1) y
b1, b2 ∈ B existe algún b0 ∈ B que satisface

µf(a, b1) + (1 − µ)f(a, b2) ⩾ f(a, b0) − ε ∀a ∈ A.

Por último, la función f es casi cóncava-casi convexa en A × B si f es casi
cóncava en A y casi-convexa en B.

Esta definición está dada sobre los conjuntos P2(A) y P2(B) sin embargo,
nuevamente, la definición es equivalente a la dada utilizando los conjuntos PF (A)
y PF (B), lo cual se muestra utilizando el principio de inducción.

De nuevo es importante notar las relaciones entre este nuevo tipo de concavi-
dad(convexidad) y los presentados anteriormente, de este modo puede ser que la
nueva definición parezca menos extraña. De las definiciones de Ky Fan cóncava-
convexa y casi cóncava-casi convexa podemos obtener el siguiente resultado.

Teorema 3.4. Si f ∶ A × B → R es Ky Fan cóncava-convexa entonces f es casi
cóncava-casi convexa.

Demostración: Dado que la función es Ky Fan cóncava en A se tiene que para λ ∈
P2(A) existe a0 ∈ A tal que

λf(a1, b) + (1 − λ)f(a2, b) ⩽ f(a0, b) ∀b ∈ B.

Entonces, si ε > 0 se tiene que

λf(a1, b) + (1 − λ)f(a2, b) ⩽ f(a0, b) + ε ∀b ∈ B,
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por lo que la función es casi cóncava en A. La prueba para ver que también es casi
convexa es análoga. ∎

De nuevo, el enunciado rećıproco de éste teorema no es verdadero, sin embargo
esta vez no es tan sencillo proporcionar un contraejemplo.

La siguiente es una función que es casi convexa en B pero no es Ky Fan convexa
en B.
Sean A y B los siguientes conjuntos

A ∶= {1,2}, B ∶= {(s, t) ∈ R2 ∶ s + t = 0, s ∈ R ∖Q},

y sea f ∶ A ×B → R tal que

f(1, (s, t)) = s, f(2, (s, t)) = t.

Sean µ = 1/2, s1 = t2 =
√

2 y t1 = s2 = −
√

2, con lo que (s1, t1), (s2, t2) ∈ B y además,

1

2
f(1, (s1, t1)) +

1

2
f(1, (s2, t2)) = 0,

1

2
f(2, (s1, t1)) +

1

2
f(2, (s2, t2)) = 0.

Por otro lado, sea (s, t) ∈ B arbitrario, entonces

f(1, (s, t)) = s,
f(2, (s, t)) = t.

Dado que s+ t = 0 tenemos ue s > 0 o t > 0 , por lo que no existe un (s, t) ∈ B tal que

0 = 1

2
f(a, (s1, t1)) +

1

2
f(a, (s2, t2)) ⩾ f(a, (s, t)) ∀a ∈ A.

Por lo tanto, f no es Ky Fan convexa en B.

Sin embargo la función śı es casi convexa en B.
Si µ ∈ (0,1) y (s1, t1), (s2, t2) ∈ B, ε > 0, y se toman

sµ = µs1 + (1 − µ)s2, tµ = µt1 + (1 − µ)t2,

entonces

µf(1, (s1, t1)) + (1 − µ)f(1, (s2, t2)) = sµ,
µf(2, (s1, t1)) + (1 − µ)f(2, (s2, t2)) = tµ.

Existe algún s0 ∈ R ∖Q tal que sµ < s0 < sµ + ε, con lo cual sµ > s0 − ε, y dado que
sµ = −tµ se tiene que t0 < tµ < tµ + ε por lo que tµ > t0 − ε y entonces

µf(1, (s1, t1)) + (1 − µ)f(1, (s2, t2)) = sµ > s0 − ε = f(1, (s0, t0)) − ε,
µf(2, (s1, t1)) + (1 − µ)f(2, (s2, t2)) = tµ > t0 − ε = f(2, (s0, t0)) − ε.

Por lo tanto f es casi convexa en B. ∎
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3.3. Resultados Minimax

Ahora tenemos las herramientas necesarias para analizar mas resultados minimax.
El siguiente teorema fue presentado en 1977 por Neumann(no confundir con von
Neumann) y en 1986 Jeyakumar proporcionó otra prueba del mismo.

Teorema 3.5 (Neumann-Jeyakumar). Si A es un subconjunto compacto no
vaćıo de un espacio topológico, B es un conjunto arbitrario no vaćıo y f ∶ A×B → R
es casi cóncava-casi convexa en A×B y semicontinua superiormente en A para cada
b ∈ B, entonces

máx
a∈A

ı́nf
b∈B

f(a, b) = ı́nf
b∈B

máx
a∈A

f(a, b).

Demostración: Primero se verá que cualquier función f ∶ A×B → R casi cóncava en A
es también débilmente cóncava en A. Por ser f casi cóncava, utilizando la definición
con PF (A), tenemos que para cada ε > 0 y λ ∈ PF (A) existe a0 ∈ A tal que

fe(λ, δb) ⩽ f(a0, b) + ε ∀b ∈ B. (3.3.1)

Esto implica que para cada n ∈ N y λ ∈ PF (A) existe an ∈ A tal que

fe(λ, δb) ⩽ f(an, b) + n−1 ∀b ∈ B,

por lo que para cada I ∈ ⟨B⟩ y n ∈ N se tiene que

mı́n
b∈I

fe(λ, δb) ⩽ mı́n
b∈I

f(an, b) + n−1 ⩽ sup
a∈A

mı́n
b∈I

f(a, b) + n−1.

Por lo tanto mı́nb∈I fe(λ, δb) ⩽ supa∈A mı́nb∈I f(a, b) y dado que λ ∈ PF (A) es arbi-
trario se tiene que f es débilmente cóncava en A. Aplicando el teorema minimax de
Kassay-Kolumbán obtenemos

máx
a∈A

ı́nf
b∈B

f(a, b) = ı́nf
µ∈PF (B)

máx
a∈A

fe(δa, µ). (3.3.2)

Como también f es casi convexa en B se obtiene, de modo análogo al de la primera
parte de la prueba, que para cada n ∈ N y µ ∈ PF (B) existe algún bn ∈ B que
satisface

fe(δa, µ) ⩾ f(a, bn) − n−1 ∀a ∈ A,
por lo que para cada n ∈ N y µ ∈ PF (B) se tiene que

máx
a∈A

fe(δa, µ) ⩾ ı́nf
b∈B

máx
a∈A

f(a, b) − n−1.

Esto muestra que
ı́nf

µ∈PF (B)
máx
a∈A

fe(δa, µ) ⩾ ı́nf
b∈B

máx
a∈A

f(a, b),

y por (3.3.2) llegamos a que

máx
a∈A

ı́nf
b∈B

f(a, b) ⩾ ı́nf
b∈B

máx
a∈A

f(a, b).
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La otra desigualdad es obvia, por lo que se demuestra el resultado deseado. ∎

Uno de los resultados minimax mas importantes es el Teorema de Ky Fan, pu-
blicado en la revista Proceedings of the National Academy of Sciences en 1953 ([3]),
el cual se presenta a continuación.

Teorema 3.6 (Ky Fan). Si A es un subconjunto compacto no-vaćıo de un espacio
topológico, B es un conjunto arbitrario no-vaćıo y f ∶ A×B → R es Ky Fan cóncava-
convexa en A ×B y semicontinua superiormente en A para cada b ∈ B, entonces

máx
a∈A

ı́nf
b∈B

f(a, b) = ı́nf
b∈B

máx
a∈A

f(a, b).

Es importante notar que las condiciones topológicas de los conjuntos y la semi-
continuidad superior de la función f en A son las mismas en el Teorema de Neumann-
Jeyakumar y en el Teorema de Ky Fan, por lo que es sencillo demostrar el Teorema
3.6.
Demostración del Teorema de Ky Fan: Puesto que f es Ky Fan cóncava-
convexa, por el Teorema 3.4 se tiene que f es casi cóncava-casi convexa, por lo que
podemos aplicar el resultado de Neumann-Jeyakumar, por lo que la igualdad

máx
a∈A

ı́nf
b∈B

f(a, b) = ı́nf
b∈B

máx
a∈A

f(a, b),

se cumple. ∎

El siguiente resultado minimax es el Teorema de Peck-Dulmage. Este teorema
fue publicado en 1957 ([11]) y al parecer los autores no conoćıan el resultado de Ky
Fan, por lo que ignoraban que éste es mas general. Sin embargo ellos concluyeron el
teorema de manera independiente de Ky Fan.

Teorema 3.7 (Peck-Dulmage). Si A es un subconjunto compacto, convexo y no
vaćıo de un espacio vectorial topológico, B es un subconjunto convexo y no vaćıo
de un espacio vectorial y la función f ∶ A ×B → R es cóncava-convexa en A ×B y
semicontinua superiormente en A para cada b ∈ B entonces

máx
a∈A

ı́nf
b∈B

f(a, b) = ı́nf
b∈B

máx
a∈A

f(a, b).

Demostración: Puesto que la función f ∶ A × B → R es cóncava-convexa, por el
Teorema 3.1 se tiene que f es también Ky Fan cóncava-convexa y además es
semicontinua superiormente en A, por lo que podemos aplicar el teorema minimax
de Ky Fan para obtener la igualdad deseada. ∎

En 1952 H. Kneser probó, en un art́ıculo de dos páginas, un resultado minimax
bastante general utilizando herramientas elementales y el resultado de que cualquier
función semicontinua superiormente sobre un conjunto compacto alcanza su máximo.
Dicho resultado se presenta a continuación.
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Teorema 3.8 (Kneser). Si A es un subconjunto no vaćıo, compacto y convexo
de un espacio vectorial topológico, B es un subconjunto no vaćıo y convexo de un
espacio vectorial y la función f ∶ A×B → R es af́ın en ambas variables y semicontinua
superiormente en A para cada b ∈ B entonces

máx
a∈A

ı́nf
b∈B

f(a, b) = ı́nf
b∈B

máx
a∈A

f(a, b).

Demostración: Dado que f es una función af́ın se tiene que existe x∗ lineal en A×B
y c ∈ R tal que

f(a, b) = x∗(a, b) + c.

De lo anterior se deduce que para λ ∈ PF (A) y µ ∈ PF (B),

f(
n

∑
i=1

λiai, b) =
n

∑
i=1

λif(ai, b)

y

f(a,
m

∑
j=1

µjbj) =
n

∑
j=1

µjf(a, bj),

lo que implica que la función es cóncava-convexa en A×B. Aplicando el Teorema de
Peck-Dulmage se obtiene que

máx
a∈A

ı́nf
b∈B

f(a, b) = ı́nf
b∈B

máx
a∈A

f(a, b). ∎

3.4. Köning concavidad-convexidad

Esta sección se dedicará, especialmente, a un tipo de convexidad que captó nues-
tra atención por una caracteŕıstica extraña con respecto a los tipos de convexidades
ya presentados. Primero se define otro tipo de concavidad/convexidad.

Definición 3.9. Sean A, B conjunos no vaćıos. La función f ∶ A × B → R es
llamada Köning cóncava en A si existe algún λ ∈ (0,1) tal que para cualesquiera
a1, a2 ∈ A existe algún a0 ∈ A que satisface

λf(a1, b) + (1 − λ)f(a2, b) ⩽ f(a0, b) ∀b ∈ B.

La función f ∶ A ×B → R es Köning convexa en B si existe algún µ ∈ (0,1) tal
que para cualesquiera b1, b2 ∈ B exsite algún b0 ∈ B que satisface

µf(a, b1) + (1 − µ)f(a, b2) ⩾ f(a, b0) ∀a ∈ A.

La función f ∶ A×B → R es llamada Köning cóncava-convexa si f es Köning cóncava
en A y Köning convexa en B.
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La primer singularidad de esta concavidad es que está definida sobre elementos
de P2,λ(A), para 0 < λ < 1 y no es equivalente a definirla sobre el conjunto PF (A).

Del mismo modo en que en la Sección 3.2 se establecieron relaciones entre
las diferentes concavidades/convexidades, podemos relacionar la Köning concavi-
dad/Köning convexidad con las anteriores. Es sencillo probar que si una función
es cóncava/convexa o Ky Fan cóncava/Ky Fan convexa entonces la función es
Köning cóncava/Köning convexa. Estos hechos se desprenden directamente de las
definiciones.

En [4] se afirma que una función Köning cóncava/Köning convexa es casi
cóncava/casi convexa y con base en esto se demuestra un Teorema Minimax en [5].
Sin embargo se encontró el siguiente contraejemplo.

La función f ∶ R ×Q → R dada por f(a, b) = ab es Köning convexa en Q pero no
es casi convexa en Q.
Primero, notemos que

fe(δa, µ) = µf(a, b1) + (1 − µ)f(a, b2)
= µab1 + (1 − µ)ab2

= a[µb1 + (1 − µ)b2].
(3.4.1)

Si se toma µ ∈ Q ∩ (0,1) y b1, b2 ∈ Q entonces b0 = µb1 + (1 − µ)b2 pertenece a Q por
lo que existe λ ∈ (0,1) tal que para cualquier b1, b2 ∈ Q existe un b0 ∈ Q tal que

fe(δa, µ) ⩾ f(a, b0),
por lo que la función es Köning convexa.

Sin embargo, la función no es casi convexa. Supongamos que si lo es y sea ε > 0
fijo, µ0 ∈ (R ∖Q) ∩ (0,1) y b1, b2 ∈ Q tal que b1 ≠ b2. Entonces para

µ = µ0b1 + (1 − µ0)b2 ∈ P2(B),
existe un b0 ∈ Q tal que

fe(δa, µ) ⩾ f(a, b0) − ε ∀a ∈ R,
es decir,

a[µ0b1 + (1 − µ0)b2] − ab0 ⩾ −ε ∀a ∈ R.
Como µ0b1 + (1 − µ0)b2 ∈ R ∖Q y b0 ∈ Q su diferencia es distinta de cero, digamos k,
entonces

ak ⩾ −ε ∀a ∈ R,
lo cual es falso, pues para algunos valores de a ocurre que ak < −ε. Por lo tanto la
función no es casi convexa.

El ejemplo anterior muestra que la demostración del Lema 2.3 en [4] no es co-
rrecta. Dicho lema afirma que si la función f ∶ A ×B → R es Köning convexa en B
entonces es casi convexa en B.
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Caṕıtulo 4

Separación Fuerte y Teoremas
Minimax

4.1. Introducción

En este último caṕıtulo se demuestran tres resultados. El primero es un resultado
del análisis, el Teorema de Separación Fuerte, el segundo es el Teorema minimax de
Ville y por último el Teorema minimax de Kakutani.

Si bien el Teorema de Separación Fuerte no es un resultado minimax, es impor-
tante pues nos permite realizar una conexión entre el Teorema de Kneser del caṕıtulo
anterior y el resultado minimax de Ville.

Al final del caṕıtulo se muestra que existe una conexión entre el resultado mini-
max de Kakutani y el Teorema Minimax de von Neumann.

4.2. Resultados Minimax

Primero se muestra el siguiente resultado utilizando el Teorema Minimax de
Kneser del caṕıtulo anterior.

Teorema 4.1 (Teorema de Separación Fuerte). Si A ⊆ Rn es un conjunto
no vaćıo, cerrado y convexo, B ⊆ Rn es no vaćıo, compacto y convexo, y además la
intersección de estos conjuntos es vaćıa, entonces existe s0 ∈ Rn tal que

sup{s0 ⋅ a ∶ a ∈ A} < ı́nf{s0 ⋅ b ∶ b ∈ B}.

Demostración: Primero demostraremos que el conjunto H ∶= A − B es cerrado y
convexo. Para probar que es cerrado, sea h un punto arbitrario en H. Entonces
existe una sucesión {hn} en H tal que hn → h y para cada n ∈ N,

hn = an − bn,

con an ∈ A y bn ∈ B. Como B es compacto, exsite unan subsucesión {bnk} de {bn}
que es convergente en B. Además se tiene que

ĺım
k→∞

ank = ĺım
k→∞

(hnk + bnk) = b + h = a,
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con a ∈ A puesto que el conjunto A es cerrado. Por lo tanto

h = a − b ∈H

lo que implica queH es cerrado. La demostración de la convexidad deH es inmediata.
Por otra parte tenemos las siguientes equivalencias,

∃s0 ∈ Rn tal que sup{s0 ⋅ a ∶ a ∈ A} < ı́nf{s0 ⋅ b ∶ b ∈ B}
⇔ sup{s0 ⋅ a ∶ a ∈ A} − ı́nf{s0 ⋅ b ∶ b ∈ B} < 0

⇔ sup{s0 ⋅ a − s0 ⋅ b ∶ a ∈ A, b ∈ B} < 0

⇔ sup{s0 ⋅ x ∶ x ∈H} < 0.

Por lo que es suficiente probar que existe s0 ∈ Rn tal que

sup{s0 ⋅ x ∶ x ∈H} < 0. (4.2.1)

Para probar la desigualdad (4.2.1) supóngase que

σH(s) ∶= sup{s ⋅ x ∶ x ∈H} ⩾ 0

para todo s ∈ Rn. Sea f ∶ cl(B1) ×H → R la función definida por

f(s, h) ∶= s ⋅ h,

donde B1 es la bola unitaria en Rn y cl(B1) su cerradura.
Entonces f es lineal en ambas variables(af́ın) y continua(en particular, semicon-

tinua superiormente) en cl(B1) para todo h ∈ H. Dado que el conjunto cl(B1) es
compacto y convexo y el conjunto H es convexo y cerrado pordemos aplicar el Teo-
rema minimax de Kneser a f , con lo que obtenemos que

sup
h∈H

mı́n
s∈cl(B1)

s ⋅ h = − ı́nf
h∈H

máx
s∈cl(B1)

(−s ⋅ h)

= − máx
s∈cl(B1)

ı́nf
h∈H

(−s ⋅ h)

= mı́n
s∈cl(B1)

sup
h∈H

s ⋅ h

⩾ ı́nf
s∈cl(B1)

σH(s) ⩾ 0.

(4.2.2)

Por otro lado tenemos que A y B son ajenos, lo que implica que 0 ∉ H, por lo
que para cada h ∈ H se tiene que −h/∥h∥ está bien definido y además pertenece a
cl(B1). Esto quiere decir que para cada h ∈H se tiene que

mı́n
s∈cl(B1)

s ⋅ h ⩽ −h ⋅ h∥h∥ = −∥h∥.

Como H es cerrado y 0 ∉H entonces ı́nfh∈H ∥h∥ > 0. De lo anterior se obtiene que

sup
h∈H

mı́n
s∈cl(B1)

s ⋅ h ⩽ sup
h∈H

(−∥h∥) = − ı́nf
h∈H

∥h∥ < 0,
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lo cual contradice (4.2.2), por lo tanto debe existir algún s0 ∈ Rn tal que σH(s0) < 0. ∎

Nota: El Teorema del hiperplano separador, del Caṕıtulo 1, es un caso particular
de este resultado en donde {0} es el conjunto compacto B. También es importante
observar que para demostrar el Teorema 1.8 no se utilizó ningún resultado minimax,
contrario a lo ocurrido en la demostración anterior.

En el año 1938 J. Ville publicó un teorema que generalizó al teorema minimax
de John von Neumann. En la demostración del Teorema de Ville se utilizarán los
siguientes resultados.

Teorema 4.2 (Teorema de Caratheodory). Sea A ⊂ Rn. Si x ∈ co(A) entonces
existen λ0, . . . , λn ∈ R con λj ⩾ 0, ∑n

j=0 λj = 1 y x0, . . . , xn ∈ A tal que

x =
n

∑
j=0

λjxj.

Es decir, x puede escribirse como combinación lineal de no mas de n+1 elementos
de A.

Lema 4.3. Si A ⊂ Rn es compacto entonces co(A) es compacto.

Demostración: Sea (xm) una sucesión en co(A). Por el Teorema de Caratheodory

xm = λm0 xm0 + . . . + λmn xmn ,

con λmj ⩾ 0, ∑n
j=0 λ

m
j = 1 y xmj ∈ A para todo m ∈ N.

Por la compacidad de [0,1] en R y la compacidad de A en Rn existe una subsu-
cesión (x(m,0)) de (xm) tal que

ĺım
m→∞

λ
(m,0)
0 = λ0, ĺım

m→∞
x
(m,0)
0 = x0,

con λ0 ∈ [0,1] y x0 ∈ A.
Usando el mismo argumento de compacidad, existe una subsucesión (x(m,1)) de

(x(m,0)) tal que

ĺım
m→∞

λ
(m,1)
1 = λ1, ĺım

m→∞
x
(m,1)
1 = x1,

con λ1 ∈ [0,1] y x1 ∈ A.

Repitiendo el proceso n − 1 veces mas obtenemos una subsucesión (x(m,n)) de
(xm), constantes λ0, . . . , λn ∈ [0,1] y x0, . . . , xn ∈ A tal que

ĺım
m→∞

λ
(m,n)
j = λj, ĺım

m→∞
x
(m,n)
j = xj.

Sea x = λ0x0 + . . . + λnxn. Entonces

ĺım
m→∞

x(m,n) = x ∈ Rn,
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además
n

∑
j=0

λj =
n

∑
j=0

[ ĺım
m→∞

λ
(m,n)
j ] = ĺım

m→∞

n

∑
j=0

λ
(m,n)
j = 1.

Entonces x ∈ co(A), por lo tanto co(A) es compacto. ∎
A continuación se demuestra el resultado minimax de Ville.

Teorema 4.4 (Ville). Si A y B son conjuntos no vaćıos y compactos en espacios
métricos y la función f ∶ A ×B → R es continua, entonces

sup
λ∈PF (A)

ı́nf
µ∈PF (B)

fe(λ,µ) = ı́nf
µ∈PF (B)

sup
λ∈PF (A)

fe(λ,µ).

Demostración: Por la primera parte del Lema 1.9 se tiene que

ı́nf
µ∈PF (B)

sup
λ∈PF (A)

fe(λ,µ) ⩾ sup
λ∈PF (A)

ı́nf
µ∈PF (B)

fe(λ,µ),

por lo que basta probar la desigualdad opuesta. Además por (1.5.10) es suficiente
probar que

ı́nf
µ∈PF (B)

sup
a∈A

fe(δa, µ) ⩽ sup
λ∈PF (A)

ı́nf
b∈B

fe(λ, δb).

Sea β ∶= supλ∈PF (A)
ı́nfb∈B fe(λ, δb) y supóngase

ı́nf
µ∈PF (B)

sup
a∈A

> β.

Entonces supa∈A fe(δa, µ) > β para todo µ en PF (B), por lo que existe algún γ > 0
tal que

sup
a∈A

fe(δa, µ) ⩾ β + γ ∀µ ∈ PF (B).

Por otra parte, dado que los conjuntos A y B son compactos y la función f es
continua en A ×B se tiene que la función f es uniformemente continua en A ×B, lo
cual implica que existe algún δ > 0 tal que

sup
b∈B

∣f(a1, b) − f(a2, b)∣ <
γ

2

para a1, a2 en A tales que ρ(a1, a2) < δ, donde ρ es la métrica en A y por lo tanto
para µ en PF (B) se tiene que

∣fe(δa1 , µ) − fe(δa2 , µ)∣ ⩽
n

∑
j=1

µi∣f(a1, bj) − f(a2, bj)∣ <
γ

2
,

y dado que µ ∈ PF (B) es arbitrario, se tiene que

sup
µ∈PF (B)

∣fe(δa1 , µ) − fe(δa2 , µ)∣ <
γ

2
, (4.2.3)
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para cualesquiera a1, a2 ∈ A tales que ρ(a1, a2) < δ. Si Br(a) denota la bola abierta
de radio r > 0 centrada en a entonces

A ⊆ ⋃
a∈A

Bδ(a),

por lo que se tiene una cubierta abierta de A. Por la ocmpacidad de A debe existir
un conjuntos finito {a1, . . . , ap} ⊆ A tal que A ⊆ ∪pk=1Bδ(ak). Dado a ∈ A entonces
a ∈ Bδ(ak) para algún k, utilizando esto y (4.2.3) se obtiene que

fe(δak , µ) > fe(δa, µ) −
γ

2
∀µ ∈ PF (B), (4.2.4)

(ak depende de a ∈ A), y utilizando (4.2.3) y (4.2.4) se obtiene que para a ∈ A,

máx
1⩽k⩽p

fe(δak , µ) ⩾ sup
a∈A

fe(δa, µ) −
γ

2
⩾ β + γ

2
∀µ ∈ PF (B). (4.2.5)

Sea S el subconjunto de Rp dado por

S ∶= {(f(a1, b), . . . , f(ap, b)) ∶ b ∈ B}.

Puesto que f es continua y B es compacto se obtiene que S es compacto, y por
el Lema 4.3 se tiene que la envolvente convexa de S es también compacta. Sea
(z1, . . . , zp) ∈ co(S), entonces

(z1, . . . , zp) =
n

∑
i=1

µi(f(a1, bi), . . . , f(ap, bi))

= (fe(δa1 , µ), . . . , f(δap , µ)),

y por (4.2.5) se obtiene que máx1⩽k⩽p zk ⩾ β +
γ

2
.

Sea V ∶= {(z1, . . . , zp) ∈ Rp ∶ máx1⩽k⩽p zk ⩽ β + γ
4}. Por lo anterior se tiene que

la intersección del conjunto convexo y compacto co(S) con el conjunto convexo y
cerrado V es vaćıa. Usando el Teorema de Separación fuerte se tiene que existe un
s0 ∈ Rp tal que

sup
v∈V

(s0 ⋅ v) < ı́nf
z∈co(S)

(s0 ⋅ z) <∞. (4.2.6)

Ahora mostramos que dicho s0 = (s1, . . . , sp) es tal que si ⩾ 0 para 1 ⩽ i ⩽ p. Supóngase
que no, que existe algún j ∈ {1, . . . , p} tal que sj < 0. Entonces si para cada n ∈ N
tomamos

vn = (β, . . . , β,−n,β, . . . , β),

donde −n esta en la posición j-ésima, entonces para todo n > −β se tiene que vn ∈ V ,
por lo que obtenemos

s0 ⋅ vn = β(s1 + . . . + sj−1 + sj+1 + . . . + sp) + sj(−n).
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Caṕıtulo 4

Haciendo n tender a infinito se tiene que

ĺım
n→∞

(s0 ⋅ vn) =∞,

lo cual contradice (4.2.6). Por lo tanto si ⩾ 0 para i ∈ {1, . . . , p}.
Tambiénocurre que si s0 es el punto que cumple que

sup
v∈V

(s0 ⋅ v) < ı́nf
z∈co(S)

(s0 ⋅ z), (4.2.7)

entonces si k > 0 se tiene que el producto escalar ks0 también cumple con (4.2.7).

Por lo tanto, debe existir un vector (λ1, . . . , λp) ⩾ 0 con ∑p
i=1 λi = 1 y tal que

sup
v∈V

[(λ1, . . . , λp) ⋅ v] < ı́nf
b∈B

[(λ1, . . . , λp) ⋅ (f(a1, b), . . . , f(ap, b))].

Como (β + γ
4 , . . . , β +

γ
4) ∈ V , para λ0 ∶= ∑p

i=1 λiδai , se tiene que

β + γ
4
< ı́nf
b∈B

fe(λ0, δb),

lo cual contradice la definición de β, puesto que se tendŕıa que

β + γ
4
< sup
λ∈PF (A)

ı́nf
b∈B

fe(λ, δb) = β.

Por lo tanto
ı́nf

µ∈PF (B)
sup
a∈A

fe(δa, µ) ⩽ sup
λ∈PF (A)

ı́nf
b∈B

fe(λ, δb),

con lo que se concluye la demostración. ∎

El siguiente resultado minimax fue probado por Kakutani en 1941, utilizando su
generalización del teorema de punto fijo de Brouwer.

Teorema 4.5 (Kakutani). Si A y B son conjuntos no vaćıos, compactos y conve-
xos en espacios lineales normados y la función f ∶ A×B → R es continua y a↦ f(a, b)
es cóncava en A para cada b ∈ B y b ↦ f(a, b) es convexa en B para cada a ∈ A,
entonces

máx
a∈A

mı́n
b∈B

f(a, b) = mı́n
b∈B

máx
a∈A

f(a, b).

Demostración: Para cada a ∈ A la función b ↦ f(a, b) es convexa en el conjunto
compacto y convexo B. Entonces para cualquier µ = ∑m

j=1 µjδbj en PF (B) se tiene
que

sup
a∈A

fe(δa, µ) ⩾ sup
a∈A

f(a,
m

∑
j=1

µjbj) ⩾ ı́nf
b∈B

sup
a∈A

f(a, b).

Lo anterior y la relación (1.5.10) implican que

ı́nf
µ∈PF (B)

sup
λ∈PF (A)

fe(λ,µ) = ı́nf
µ∈PF (B)

sup
a∈A

fe(δa, µ) ⩾ ı́nf
b∈B

sup
a∈A

f(a, b). (4.2.8)
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Separación Fuerte y Teoremas Minimax

De modo análogo se tiene que dado que la función a ↦ f(a, b) es cóncava en el
conjunto convexo y compacto A para cada b ∈ B se cumple que

sup
λ∈PF (A)

ı́nf
µ∈PF (B)

fe(λ,µ) = sup
λ∈PF (A)

ı́nf
b∈B

f(λ, δb) ⩽ sup
a∈A

ı́nf
b∈B

f(a, b). (4.2.9)

Aplicando el Teorema de Ville se tiene que

sup
λ∈PF (A)

ı́nf
µ∈PF (B)

fe(λ,µ) = ı́nf
µ∈PF (B)

sup
λ∈PF (A)

fe(λ,µ),

lo cual en conjunto con (4.2.8) y (4.2.9) deja como resultado que

sup
a∈A

ı́nf
b∈B

f(a, b) ⩾ ı́nf
b∈B

sup
a∈A

f((a, b),

y la desigualdad opuesta siempre se cumple. Además, dado que la función es continua
en A ×B se obtiene que

máx
a∈A

mı́n
b∈B

f(a, b) = mı́n
b∈B

máx
a∈A

f(a, b), (4.2.10)

con lo que el Teorema de Kakutani queda demostrado. ∎

En el Caṕıtulo 1 se demostró el Teorema Minimax de von Neumann y se
mostró un resultado minimax a partir de éste, el cual se utilizó para demostrar otro
resultado minimax y se procedió de ese modo sucesivamente hasta llegar al Teorema
Minimax de Kakutani. Finalmente observemos que el Teorema de von Neumann es
un corolario del Teorema de Kakutani.

Si A y B son finitos, digamos A = {a1, . . . , an} y B = {b1, . . . , bm}, se tiene que
PF (A) ≡ ∆n y PF (B) ≡ ∆m son conjuntos compactos y convexos en Rn y Rm

respectivamente. Además se tiene que la función

h(λ,µ) =
n

∑
i=1

m

∑
j=1

λiµjf(ai, bj)

es continua en ∆n × ∆m y lineal en ambas variables, por lo que es cóncava en A y
convexa en B. Aplicando el Teorema de Kakutani a h se obtiene que

máx
λ∈∆n

mı́n
µ∈∆m

h(λ,µ) = mı́n
µ∈∆m

máx
λ∈∆n

h(λ,µ),

lo cual es equivalente a

máx
λ∈PF (A)

mı́n
µ∈PF (B)

fe(λ,µ) = mı́n
µ∈PF (B)

máx
λ∈PF (A)

fe(λ,µ).

41



42



Conclusiones

Recordemos lo hecho a lo largo de este trabajo. En el primer caṕıtulo se presenta-
ron las definiciones necesarias de Teoŕıa de Juegos y dos resultados minimax, siendo
uno de ellos el Teorema minimax de von Neumann que fue demostrado utilizando
conceptos y resultados básicos de Análisis Matemático. Al final del primer caṕıtulo
se vio una relación entre los dos resultados minimax presentados. En el segundo
caṕıtulo se presentaron elementos de topologá necesarios y un par de resultados
minimax más, uno de los cuales no lućıa como un resultado de este tipo. Al final
de este caṕıtulo se mostró que ambos resultados estaban ligados a los del primer
caṕıtulo. El tercer caṕıtulo presenta distintos tipos de convexidades para funciones,
en general estos son importantes en problemas de optimización y en especial en
problemas minimax, y se observó la relación entre estos tipos de convexidad. Se
terminó el caṕıtulo mostrando la relación de los resultados minimax presentados
con los de secciones anteriores. Por último, en el cuarto caṕıtulo se presenta un
resultado del análisis, el Teorema de Separación Fuerte y este es utilizado como una
especie de puente entre el Teorema de Kneser y el de Ville. Al final del caṕıtulo se
mostró el Teorema Minimax de von Neumann utilizando el resultado minimax de
Kakutani.

Los cuatro caṕıtulos de esta tesis son para observar la siguiente relación entre los
once resultados presentados:

von Neumann⇒Wald⇒ Gwinner −Oettli⇒Kassay −Kolumbán
⇒ Neumann − Jeyakumar⇒Ky Fan⇒ Peck −Dulmage
⇒Kneser⇒ Separación Fuerte⇒ de V ille⇒Kakutani

⇒ von Neumann.

Se créıa que la mayoŕıa de estos resultados minimax eran una generalización del
resultado de von Neumann, sin embargo hemos concluido que todos son equivalentes.
Esto contribuye a reflexionar que distintas áreas de las matemáticas pueden tener
relaciones interesantes, como en éste caso son Teoŕıa de Juego y Análisis Matemático.
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Apéndice A

Semicontinuidad Superior

A lo largo de éste trabajo se utilizo el hecho de que ciertas funciones son semi-
continuas, éste apéndice presenta las definiciones y resultados utilizados.

Dado un conjunto X, coloquialmente se dice que una función f ∶ X → R es
semicontinua superiormente en x si los valores de la función son menores o cercanos
a f(x) en una vecindad de x. A continuación se presenta la definición.

Definición A.1. Una función f ∶X → R es semicontinua superiormente en X si,

ĺım sup
x→x0

f(x) ⩽ f(x0) ∀x0 ∈X,

cuando f(x0) > −∞, y si
ĺım
x→x0

f(x) = −∞,

cuando f(x0) = −∞.

Definición A.2. Una función f es semicontinua inferiormente si −f es semicon-
tinua superiormente.

A continuación se presentan enunciados equivalentes a A.1.

Proposición A.3. Dada una función f ∶ X → R, los siguientes resultados son
equivalentes:

1. f es semicontinua superiormente en x ∈X.

2. Si f(x0) > −∞, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que f(x0) ⩾ f(x)−ε cuando ∣x0−x∣ < δ,
y si f(x0) = −∞ entonces ĺımx→x0 f(x) = −∞.

3. El conjunto {x ∈X ∶ f(x) ⩾ α} es cerrado para cada α ∈ R.

Por último, uno de los resultados mas utilizados es el siguiente.

Teorema A.4. Sea K ⊂ R compacto y f ∶ K → R. Si f es semicontinua supe-
riormente entonces f alcanza su máximo en K. Análogamente, si f es semicontinua
inferiormente entonces f alcanza su mı́nimo en K.

Estos resultados se pueden consultar en [1] y [2].
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[6] J. Gwinner and W. Oettli. Theorems of the alternative and duality for inf-sup
problems. Mathematics of Operations Research, 19:págs. 238–256, 1994.
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