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Introduccion

A lo largo de nuestra vida afrontamos situaciones en las que debemos de tomar
decisiones. Pueden ser sencillas como escoger el calzado a utilizar o mas complicadas
como escoger que carrera se quiere estudiar, no importa cual sea la desicién que se
esté tomando siempre se piensa en el impacto que tendra el llevarla a cabo, por
mas pequeno que sea dicho impacto. En veces creemos que dicho impacto es nulo
y no damos mucha importancia a la desicion y otras tantas podemos pasar dias
meditando algo.

En ocasiones las cosas se complican un poco mas cuando no somos la tnica
persona afectada por dichas decisiones. En estos casos pueden existir varias formas
de organizar la toma de la desicion, puede ser mediante un acuerdo, etc.

Sin embargo hay situaciones en las que competimos contra otras personas, un
ejemplo es cuando varias personas aplican a un empleo y en ese caso no creo que
se pueda llegar a algiin acuerdo con los demas aplicantes. En las situaciones de
competencia existen algunas en las que hay dos personas tomando decisiones y lo
que una de ellas gane le serda quitado al otro, formalmente esto se conoce como
juegos de suma cero y serd el objeto de estudio de ésta tesis.

Un concepto muy importante de la Teoria de Juegos es el de equilibrio. Una
situacion de equilibrio es cuando ambos jugadores encontraron una estrategia en
la que no les conviene cambiar de accion, pues se arriesgan a perder una ganancia
asegurada por lo que prefieren seguir llevando a cabo la misma accién.

El area de las matematicas que se encarga de estudiar este tipo de situaciones
de conflicto é cooperacién es conocida como Teoria de Juegos. En este trabajo nos
centraremos en una clase de juegos: aquellos en los que intervienen dos jugadores y
las decisiones de uno afectan directamente al otro.

Para el estudio de este tipo de juegos se veran los denominados resultados
minimax, este tipo de resultados se puede explicar de la siguiente manera. Cuando
un jugador toma una cierta desicién debe esperar la accién del otro jugador para
saber cual sera el resultado del juego. Dado esto, antes de escoger su accién puede
pensar en los posibles resultados negativos y escoger el menos malo, es decir, tener
una cierta seguridad de que no perdera tanto o ver todos los posibles resultados
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favorables para escoger el que le asegure una ganancia. Por ejemplo, si tuviera que
escoger entre un billete de quinientos pesos y un boleto de loteria que probablemente
me de un millén de pesos, creo que aseguraria mi ganancia escogiendo el billete.

Uno de los primeros resultados minimax se atribuye a John von Neumann, quien
junto con Oskar Morgenstern, es considerado el fundador de la Teoria de Juegos.
Su resultado minimax dié pie a que varios matematicos generalizaran su teorema y
desarrollaran atin mas este campo de las matematicas. Varios de estos resultados se
presentan a lo largo de este trabajo.

El principal objetivo de este trabajo es presentar la relacién existente entre di-
chos resultados minimax, todo llevado a cabo de una manera elegante y utilizando
elementos basicos de Analisis Matematico y Topologia. El trabajo sigue el esquema
presentado en [5].

e Capitulo 1. Introduce a la Teoria de Juegos y resultados minimax.

Primero presenta los conceptos basicos de juegos tal como son juego de suma
cero, estrategia, equilibrio, entre otros.

Se menciona lo que es considerado un resultado minimax y presenta dos resul-
tados importante de este tipo, el de von Neumann y el de Wald, estableciendo
después una relacién entre ellos.

e Capitulo 2. El propdsito de este capitulo es presentar dos resultados minimax
mas.
Comienza recordando elementos de topologia. Esto se hace para poder hablar

de convergencia en la topologia producto del espacio de las funciones real va-
luadas de un conjunto dado.

Por tltimo se presentan dos resultados minimax, el de Gwinner-Oettli y el de
Kassay-Kolumban.

e Capitulo 3. En este capitulo se presentan resultados minimax que usan fuerte-
mente propiedades de convexidad.

Comenzamos definiendo varios tipos de convexidad, después se presentan algu-
nos resultados minimax y se relaciona a estos entre si y con los de los capitulos
anteriores.

Al final se encuentra una pequena seccién mostrando un contraejemplo a una
afirmacién dada en [4].

e Capitulo 4. El objetivo de éste capitulo es cerrar una cadena de equivalencias
entre los resultados minimax presentados.

Primero se presenta el Teorema de Separacion Fuerte de Analisis Matematico,
posteriormente se enuncian otros dos resultados minimax.

El capitulo termina cerrando la cadena de equivalencias entre los 11 resultados
presentados.



Capitulo 1

Resultados Minimax

1.1. Introduccidon

En este capitulo presentaremos los elementos necesarios para el estudio de los
resultados minimax que usaremos a lo largo de todo el trabajo, los cuales estan rela-
cionados con la Teoria de Juegos. Por ejemplo, se introduce el concepto de equilibrio
de un juego de suma cero y se muestra su relacion con la teoria minimax. Asi mismo
presentamos un primer resultado, llamado Teorema Minimax de von Neumann y una
generalizacion de éste.

La Teoria de Juegos es el analisis 16gico de situaciones de conflicto 6 cooperacion,
las cuales denominaremos juegos. Un juego es cualquier situacién en la que:

1. Hay al menos dos participantes(jugadores). Un Jugador puede ser un indivi-
duo, pero también puede ser una entidad mas general como una empresa, una
nacion, etc.

2. Cada jugador tiene asignado un conjunto de acciones. En un juego cada jugador
elige una accion, la cual puede o no ser conocida por los otros jugadores.

3. Las acciones elegidas por los jugadores determinan un resultado del juego.

4. A cada resultado del juego se le asocia un cierto pago, uno para cada jugador.
Estos pagos representan el valor numérico del resultado para los diferentes
jugadores.

En un juego cada jugador tiene cierto control sobre el resultado, pues su decision
lo afecta; sin embargo también lo hacen las decisiones de los demas jugadores, aqui es
donde entra la situacién de conflicto o cooperacién.

La Teoria de Juegos no se vio como un campo de estudio de las matematicas
hasta que John von Neumann publicé una serie de articulos en 1928 que fueron
posteriormente ampliados en su libro Theory of Games and Economic Behavior ([1])
escrito conjuntamente con Oskar Morgenstern.
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1.2. Juegos de Suma Cero

En este trabajo nos centraremos en un tipo especial de juegos denominados juegos
de dos personas con suma cero (o suma nula).

Definicion 1.1. Un juego de suma cero es un sistema
I'(A, B, f)
donde A, B son conjuntos no vacidés y f una funcion
f:AxB->R.

En esta definicién A representa el conjunto de las posibles acciones del jugador 1,
mientras que B representa el conjunto de las posibles acciones del jugador 2. La
funcion f es la funcion de pago.

En esencia, el juego se lleva a cabo de la siguiente manera:
- Los jugadores 1 y 2 eligen las acciones a en A y b en B, respectivamente.
- El jugador 1 recibe f(a,b) del jugador 2.

Un ejemplo sencillo de este tipo de juegos es el juego de piedra, papel o tijera.
En este juego cada jugador puede escoger una de 3 opciones, escoger la piedra, el
papel o la tijera. La accion piedra vence a la opcién tijera, tijera vence a papel y
papel vence a piedra y en cada turno el ganador recibe un peso del perdedor y en
caso de empate nadie paga.

En nuestra definicién de juego los conjuntos A y B pueden ser arbitrarios, sin
embargo detallaremos un poco mas el caso en que ambos conjuntos son finitos por
ser mas ilustrativo y puesto que en el teorema de von Neumann los conjuntos son
de ésta naturaleza.

Supongamos que A = {ay,as,...,a,} y B ={by,ba,...,b,}. Definimos la matriz
de pago P = (p;j):; donde

pijzf(ai,bj), izl,...,n,jzl,...,m.

Un ejemplo es la matriz de pago del juego piedra, papel o tijera, con los pagos antes
mencionados.
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Jugador 2
by b, b; b
a; [f(ay,by) f(ay,by) f(ay, by) f(ay, by)
a2 [f(azbi) f(azb2) f(az, b)) f(az, by)
Jugador1 ° : H : H
@ | flaiby) f(aiby) f(a;, b)) f(aiby)
@ Af(anb) f(anb,) f (@, bj) f(an, by)
Figura 1.1: Matriz de Pago.
Piedray | Papel, | Tijeraz

Piedra; 0 =i 1

Papel; 1 0 -1

Tijera; -1 1 0

Figura 1.2: Matriz del juego piedra, papel o tijera.

1.3. Estrategias

La estrategia de un jugador es la manera en que éste selecciona la accién que
llevara a cabo durante su “turno” en el juego, estas se clasifican en dos tipos:

1. Pura: El jugador elige su accién de modo determinista.

2. Mixta: El jugador elige su accién de modo aleatorio.

En las estrategias puras, los jugadores simplemente ven sus posibles acciones
y seleccionan una de estas. En las estrategias mixtas, el jugador elige su accion
mediante un procedimiento aleatorio. Por ejemplo, en una estrategia mixta del
jugador 1 cada posible accién a; € A tiene asignada una probabilidad u; de ser
elegida. Entonces podemos representar una estrategia mixta para el jugador 1 por

K= (Ml,,lL27 s 7,un)7 donde Z?:l i = 17 i 2 0.

A continuacion, tenemos un ejemplo de una estrategia mixta por parte de cada
jugador en el juego piedra, papel o tijera.
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AL =IkZE | A5 =01 | AF=04
Piedra, Papel, Tijeras

p1 = 0.2 Piedra; 0 -1 i
tr = 0.5 Papel 1 0 % |
j3 = 0,3 Tijera; -1 1 0

Figura 1.3: Estrategias mixtas en piedra, papel o tijera.

1.4. Equilibrios

Cuando dos jugadores llevan a cabo el juego, ambos buscaran un buen resultado
por lo que intentaran que el resultado de dicho juego les sea favorable, pero, ;pueden
tener cierta seguridad? Podemos acercarnos a la respuesta de dicha interrogante al
introducir el concepto de punto de equilibrio (o punto silla).

Definicion 1.2. Sea I'(A, B, f) un juego de suma cero. Se dice que un punto
(a*,b*) € Ax B es un equilibrio para el juego si

fla*;b*) > f(a,b*) VaeA,
fla*,0*) < f(a*,b) VbeB.

Entonces, si el jugador 1 elige una accién distinta de a* y el jugador 2 elige la accién
b*, entonces el pago para el jugador 1 serd menor o igual al pago cuando elige a*. Lo
mismo ocurre si el jugador 2 elige una accién distinta de b* pero el jugador 1 elige
la accién a*.

Dado esto, se puede decir que los jugadores aseguran cierta ganancia (o una
menor pérdida) si mantienen la estrategia en el punto de equilibrio del juego.

Por ejemplo, considere un juego cuya matriz de pago es la siguiente,

Jugador 2

by by bs

a; 11 0 4
Jugador1 a, IS 3 8]
az (6 0 1

tiene un punto de equilibrio en el par (as,by), pues se tiene que

flaz,b2) > f(a1,b2) = f(as, b2),
faz,b2) < f(az,b1) < f(ag,bs).
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Cuando un juego de suma cero con conjuntos de acciones finitas tiene un punto
de equilibrio, entonces de la Definicién 1.2 se sigue lo siguiente:

fla*, ) > maxf(a,,b ) > mlgmaxf(az,b ),
y ademds tenemos que

fla*,b*) < mlnf((z bj) < majfgmnf(al,b)

y por lo tanto,
ep oy (e by) i S (s by)
Por otro lado tenemos que
fai,bj) < r(géixf(ai,bj) Va; € A, b € B,
:»Hjlinf(ai,bj) g_leljrglrglgxf(az, ;) Va; €A,
:rg?j(gemf(a“b ) < mlgrg:?j(f(az,b ),

y por lo anterior podemos concluir que

maxmmf(a,,b ) = mmmaxf(al,b ).
a;€A bjeB bjeB a;eA

Tenemos entonces el siguiente resultado:

Teorema 1.3. En un juego de suma cero I'(A, B, f) tal que A, B son finitos,
(a*,b*) € Ax B es un equilibrio si y sdlo si

* * 4 . z ’
a*,b*) =maxmin f(a;,b;) = minméx f(a;,b;).
f(a%,b7) ;€A bjeB f(ai, b;) bjeB a;eA f(ai, bs)
En general para un juego de suma cero, no necesariamente existe un equilibrio en

las estrategias puras. Por ejemplo, para el juego piedra, papel o tijera (Figura 1.2)
no existe un par que cumpla con la Definicion 1.2.

Por otro lado, un juego puede tener mas de un punto de equilibrio. El siguiente
resultado muestra que la combinacién de ellos es también un punto de equilibrio.

Teorema 1.4. Sean (aj,b}), (a3,b;) dos puntos de equilibrio arbitrarios en un
Juego de suma cero. Entonces:

1. f(ai, b7) = f(a3,03),

2. (a3,b3), (a3,b]) también son puntos de equilibrio.
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Demostracion: De la definicién de punto de equilibrio tenemos que para todo a € A
y b e B se tiene que

f(a,b7) < f(a1,b7) < f(ai,b) (1.4.1)
f(a,b3) < f(az,b3) < f(a3,b) (1.4.2)
Si se toma a = aj en la parte izquierda de (1.4.1) y b = b} en el lado derecho de la

misma, a = aj en la parte izquierda de (1.4.2) y b= b} en la parte derecha de ésta se
obtiene que

f(az, b7) < f(af,07) < f(aq, b3) < f(a3,05) < f(as, b7).

De lo cual se sigue que:

f(az,07) = fa7,b7) = f(ai,b3) = f(a3,b3). (1.4.3)

Para la segunda parte, tomemos el punto (aj,b}). De (1.4.1)-(1.4.3) se tiene que
f(a,b7) < f(a1,b7) = f(ai, b3) = f(a3,b3) < f(a3,b),

para todo a € A, b e B. La demostracién es andloga para (a3, 7). [ ]

Note que si el juego posee varios puntos de equilibrio, entonces el valor del juego
es el mismo en todos esos puntos.

1.5. Teorema Minimax de von Neumann

En ésta seccion presentamos el resultado minimax basico debido a von Neumann.

Dados dos conjuntos no vacios A, B y f :—» R alguna funciéon, un resultado
minimax es un teorema en el que se establecen condiciones que nos permiten asegurar
que

médx min f(a,b) = min max f(a,b). (1.5.1)

En caso de que el minimo/méximo no se alcance, éste puede ser sustituido por
infimo/supremo en la expresién (1.5.1).

Introducimos la siguiente notacién: Zr(A) es la familia de medidas de probabili-
dad con soporte finito sobre el conjunto A y d, representa la medida de probabilidad
concentrada en el punto a, es decir,

1 st aeB
5"(3):{0 si atB.

De lo anterior tenemos que si A € &r(A) entonces existe un conjunto finito
{ai,a9,...,a,} €Ay A, Aoy .. ., A\, € R tal que
n

Ai20,i=1,...,n, Y N =1,

i=1
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AC) = é&%(-)-

Si A={ay,as,...,ay,} entonces cada medida de probabilidad A € Zr(A) es de la

forma

A= i)\iéai con \; 20, i)\i =1.
i=1 i=1

En este caso Zr(A) se puede identificar con el simplejo unitario de R™, i.e.,
QF(A) = {(/\1,/\27 .. ,Am) eR™: )\z 2 0, Z:Zl )\z = ]_}

P5(A) denota el conjunto de medidas de probabilidad concentradas en dos pun-
tos, asi A € P5(A) siy sélo si

A(G) = A0, (1) + (1= A1)y (4), (1.5.2)

donde a; y ay son elementos de A y A1 estd en el intervalo (0,1). Por tltimo, para
cada o € (0,1) denotamos por ,,(A) al conjunto de medidas de probabilidad
concentradas en dos puntos de A tomando A; = « en (1.5.2).

De lo anterior se sigue inmediatamente que

Dy o(A) € Py(A) € Pp(A).

En un juego de suma cero, en el que A es el conjunto de acciones del jugador
1, cualquier elemento de Zp(A) representa una estrategia mixta para el jugador
1. Anélogamente, un elemento en & (B) representa una estrategia mixta para el
jugador 2.

Anteriormente consideramos una funcién de pago f definida en el conjunto
A x B tal que f(a,b) es el pago que el jugador 1 recibe del jugador 2 cuando el
primero elige la accion a y el segundo la accion b, es decir, cuando los jugadores usan
estrategias puras. Para considerar el caso en el que los jugadores usan estrategias

mixtas debemos extender la funciéon de pago f al producto cartesiano de los
conjuntos Zr(A) y ZPr(B).

Definicion 1.5. Sean A, B dos conjuntos no vacios y f : Ax B - R. Definimos la
funcién de pago fo: Pr(A) x Pr(B) >R por:

fe(A 1) =37 " Nip f (@i, by). (1.5.3)
i1 j=1
En un juego de suma cero I'(A4, B, f) , fe(\, 1) representa el pago esperado que

el jugador 1 recibe del jugador 2 cuando el primero usa la estrategia A y el segundo p.

En la siguiente definicién se extiende el concepto de equilibrio en un juego de
suma cero a la clase de estrategias mixtas.
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Definicion 1.6. Sea I'(A, Bf) un juego de suma cero con A y B conjuntos finitos.
El par (A, 1*) € Pr(A) x Pr(B) es punto de equilibrio si se cumple que

JeN 1) 2 fe(X ™) VA e Pp(A),
JeONS @) < fe(ANp) - Ve Pe(B).

Ahora se enuncia el Teorema Minimax de John von Neumann. Este es considerado
como la piedra angular de la teoria de juegos.

Teorema 1.7 (John von Neumann). Sean A y B conjuntos finitos no vacios y
f:Ax B —R. Entonces

max min f.(A\pu)= min  max f.(\ ),
)\E,@F(A) IU,E,QZF(B) f ( lu) MG,@F(B) )\Ec@F(A) f ( /J,)

donde f, es la funcion definida en (1.5.3).

Para mostrar este resultado utilizaremos un teorema béasico de geometria. Recor-
demos que un conjunto K ¢ R¢ es convexo si, para cualesquiera dos puntos z,y € K
el segmento que conecta ambos puntos,

{ar+(1-a)yeR?: ae[0,1]},
esta contenido en K.

Teorema 1.8 (Teorema del hiperplano separador). Supdngase que K ¢ R¢
es cerrado 1y convezro. Si 0 ¢ K, entonces existen z € R? y c € R tales que

O<c<z-v

para todo v e K.

Figura 1.4: Hiperplano z - x = ¢ separando a K y cero.
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Demostracion: Sea R >0 tal que Br(0)n K # @. La norma (x — |z||) es una funcién
continua en R? y el conjunto

Kn{zeRe: |z| <R}

es cerrado y acotado (compacto). Entonces la funcién norma alcanza su infimo en
un punto de K, es decir, existe z € K tal que

Il = fnf Jo].

Sea v € K, como K es convexo, para cualquier « € (0, 1) se tiene que av+(1-a)z € K

y dado que z tiene la minima norma en K,
[2]? < lav + (1 - @)z|*.

Recordando que la norma euclidiana es tal que ||z|? = x -z, podemos escribir lo
anterior como
z-z< (aw+ (1-a)z) - (av+ (1 -a)z)

zoz<a®v-v+ (1-a)’z-z+2a(l -a)v- 2,

con lo cual se obtiene
22z v-v-v-2-2)<20(v-2-2-2),

y por lo tanto,
a2z-v-v-v-z-2)<2w-z-2-2).

Puesto que esto ultimo se cumple para cualquier a € (0, 1), haciendo o - 0 obtenemos
O<v-z-2-2,

lo cual implica
|2]* <v-z=2-0.

1
Tomando ¢ = 5 |z]|%, se obtiene que 0 < ¢ < z-v para cualquier v € K. m
También nos sera de utilidad el siguiente lema.
Lema 1.9. Sean X yY subconjuntos de R%. Si g: X xY — R entonces
sup inf g(z,y) < inf sup g(z,y).
zeX YeY yeY geX

Demostracion: Sea (z',y") € X x Y fijo, arbitrario. Es claro que

inf g(z',y) <g(2',y")
yeY

g(z',y") < Su)lgg(x, y'),
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por lo que
inf g(2',y) <supg(z,y’).
yeY reX

Como la desigualdad se cumple para cualquier x’ € X, tomando supremo sobre X en
el lado izquierdo se obtiene

sup inf g(z,y) <supg(z,y’).
reX YEY reX

De modo similar, como la desigualdad anterior se cumple para cualquier 3’ € Y,
tomando infimo sobre Y en el lado derecho se obtiene

sup inf g(z,y) < inf sup g(z, 1.

zeX YEY YeY geX

Ademas, si la funcién g es continua y los subconjuntos son compactos el supremo
e infimo se alcanzan y se cambian por maximo y minimo respectivamente. [

Para la prueba del Teorema de von Neumann es conveniente que observemos lo
siguiente:

Dado que A y B son conjuntos finitos, podemos identificar #r(A) con el simplejo
de R (A,) v a Zr(B) con el simplejo de R™ (A,,). Entonces si P = (f(4,7))nxm
es la matriz de pago del juego, la funciéon de pago f. se puede escribir como

foOu ) =XTPp con A=A, ) € Anpn= (g, i) € Ay
Utilizando éstas herramientas podemos demostrar el Teorema Minimax de von

Neumann (1928).

Demostracion del Teorema de von Neumann. Primeramente, notemos que si
A es finito entonces Zr(A) (6 A,) es compacto como subconjunto de R” y similar-
mente para Zr(B). Ademas f. es continua en ambas coordenadas.

Entonces, por el Lema 1.9 se obtiene que

max min f.(A\pu)< min @ max  fo(A ). 1.54
/\E,@F(A) Met@p(B)f ( M) /J,E:@F(B) )\&@F(A)f ( M) ( )

Para mostrar que se cumple la igualdad, supéngase que en (1.5.4) se cumple la
desigualdad estricta. Entonces existe a € R tal que

max min fo(\pu)<a< min  max f.(\ p),
AewF(A)He,@F(B)f( ) peﬂF(B)Ae@F(A)f( 2

6 equivalentemente,

max min AT Py < o < min max AT Pp. (1.5.5)
AeAp peAp, HEAm NeAy,

Deffnase un nuevo juego con la matriz de pago P tal que f(i,5) = f(i,7) — o. Para
este juego, de (1.5.5) se tiene que

méax min A" Py < 0 < min max AT Pp. (1.5.6)
AeA,, pelAp, HEAm Ay,

10
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Para v = (vq,...,0,), w = (wy,...,w,) € R, se dice que v domina a w si v; > w;,
para j = 1,...,n. Nétese que al multiplicar la matriz de pago P y la estrategia mixta
e A, del jugador 2 se obtiene un vector P € R™. Sea K el conjunto de todos los
vectores en R™ que dominan a algin vector Pu, es decir,

K={]5,u+v:,ueAm,veR",vj>Oj=1,...,n}.

El conjunto K es cerrado y convexo, lo que se sigue directamente del hecho que
A,, es cerrado y convexo. Ademéas, K no contiene al vector 0, pues si suponemos que
el vector cero estd en K, entonces existe alguna estrategia pe€ A, y v = (v1,...,0,)
con v; > 0, tal que

f’p +v=0,
lo que significa que ]5# < 0 (es decir, todas las entradas del vector son menores o
iguales a cero) lo que implica

MPu<0  VAeA,,
lo cual contradice la desigualdad del lado derecho de (1.5.6).

Entonces, K cumple las hipotesis del Teorema 1.8 por lo que existe z e R* y ¢ > 0
tal que 0 < c< z-w para todo w € K. Es decir,

2 (Ppu+v)>e>0 Yupel,, v>0. (1.5.7)
Ademds, si z; <0 para algtin j =1,...,n, entonces podemos escoger v € R” tal que
z-ﬁ,u+z,zm <0, (1.5.8)

(tomando v; = 0 para i # j y v; tan grande como sea necesario), lo que contradice
(1.5.7). Por lo tanto z > 0.

Como (1.5.7) se cumple para cualquier v > 0 lo hace en particular para v = 0.
También se tiene, por (1.5.7), que no todos los z; pueden ser ceros. Por lo anterior
s =Y, z es estrictamente positivo, asi A = z/s € A, es tal que

)\T]f’,u>g>0 VieA,,.
s

Esto significa que existe una estrategia del jugador 1 tal que el pago esperado del
juego es positivo sin importar la estrategia del jugador 2, lo cual contradice la de-
sigualdad del lado izquierdo de (1.5.6). Por lo tanto, no existe « € R tal que (1.5.5)
se cumpla, por lo que

max min AT Py > min max AT Py,
AeA,, pueAp, LEA, NeA,,

que es equivalente a

max min  fo(A\,p) > min - max f.(A, [

Utilizando este resultado podemos demostrar el siguiente teorema.

11
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Teorema 1.10. Si A y B son conjuntos finitos y I'(A, B, f.) es un juego de suma
cero, entonces existe un equilibrio (A\*, u*) € Pr(A) x Pr(B) para el juego T.

Demostracion: fo : Pr(A) x Pr(B) - R es continua. Consideremos la funcién
g(N) = mingep,(p) fe(A, 1) y veamos que es semicontinua superiormente.

Sea r € R, entonces
(e Zu(A): 900> 7} = e Z(A): min () >1)
KHeZF
(Ve Pr(A)s L) 2T Ve Pp(B)}
= Npep(BYIAN € Pr(A) : fe(A 1) 27}

Dado que para cada p € Zp(B) la funcién A — f.(A, 1) es continua, cada uno de los
conjuntos de la interseccion es cerrado, por lo tanto

{Ae Zp(A):g(A) 27},

es un conjunto cerrado, lo cual implica que la funcién ¢ es semicontinua superior-
mente.
Como Zr(A) es compacto, entonces g alcanza el méximo en dicho conjunto, es
decir, existe \* € Zr(A) tal que
A")= max ¢g(A)= max min A, fL).
9(\") AEWF(A)Q( ) AP (A) pePp(B) feX 1)
Analogamente, la funcién h(u) = maxycm, (a) fe(A, 1) es semicontinua inferior-
mente y Zr(B) es compacto por lo que existe pu* € Pr(B) tal que h alcanza su
minimo, es decir,

h(p*)= min h(p)= min = max f.(A p).

e p(B) neZr(B) A\ePp(A)
Entonces
max min fo(A,pu)= min fo(A\",
/\GWF(A)MEK”?F(B)JC( 2 NEWF(B)f( 2
<fOw0)
< A e >\7 ¥
Ai%?ﬁ)f( w)
= { XA e Pr(A)fe(X ).
i max F(A) fe(A 1)

Utilizando el Teorema 1.7 se obtiene que

min e )\*, = )\*, ¥)= md e )\7 *7
#E%(B)f( IDERICANTS Ae%a)f( )

con lo cual se cumple,

feWopt) = min oA 1) < (A1) Ve Pr(B),
/J,Et@p(B)

12
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Yy
* * — 4 * > *
Je(A", 1) Aggggmfe(%u ) 2 fe(A 1) VYAe Pp(A).
Por lo tanto, (A\*, 1*) es un punto de equilibrio. ]

El siguiente resultado es una generalizaciéon del Teorema 1.7, fue demostrado por
Abraham Wald en [14].

Teorema 1.11 (A. Wald). Si A es un conjunto arbitrario no-vacio y B es un
congunto finito no-vacio, entonces

sup min fo(A\,pu)= min  sup fo(\ ).
Aeng(A)ME«WF(B)f( #) ueﬁ”F(B)AeyF(A)f( 2

Para un conjunto Y arbitrario, denotamos por (Y) al conjunto de todos los sub-
conjuntos finitos de Y, es decir

(Y)Y={IcY:Ies finito}.
En la demostraciéondel Teorema de Wald utilizaremos el siguiente lema:

Lema 1.12. Si el conjunto X es compacto y la funcion h: X xY - R es semicon-
tinua superiormente en X para todo y € Y, entonces maxyex inf ey h(x,y) estd bien
definido y
ix inf h = inf maxminh : 1.5.9
méx inf h(z, y) yiud, maxmin (z,y) (1.5.9)
Demostracion: Dado que para cualquier y € Y la funcién h(-,y) es semicontinua
superiormente en X se obtiene que la funcién

p(x) = inf h(x,y)
yeY

es semicontinua superiormente en X; y dado que el conjunto X es compacto la
funcién p alcanza su maximo en X. Por lo anterior, se tiene que max,ex inf ey h(z,y)
estd bien definido. Para demostrar la igualdad en (1.5.9) probemos que

= mé > {nf méxminh = 6.
e! gleXXp(x)/Y;gY)gleXng%l (z,y) =

La demostracion de la desigualdad « < 3 se sigue del hecho que

<maxminh

o < méxmin h(z, y)

para todo Yy € (V).

Supongamos que « < 3, entonces existe v € R tal que a < v < 8 lo cual implica, por
la definicién de «a, que

Nz eX:h(z,y) 27} =2.

yeY

13



Capitulo 1

Dado que h es semicontinua superiormente en X se tiene que el conjunto

y={re X h(z,y) 2}

es cerrado para cada y € Y y puesto que X es compacto, se obtiene que A, es
compacto para cada y € Y. Por tanto se tiene que la familia de conjuntos {A,}ey
no tiene la propiedad de interseccién finita, es decir, existe algin Yy € (Y') tal que

ﬂAy:gv

yeYo

lo cual implica que
minh(z,y) <y VrelX.
y€Yo

Por lo tanto

maxmmh(x y) <v<p,
zeX yeY(

lo que contradice la definicién de 3. Concluimos entonces que « > [3. [

En la demostracion del Teorema de Wald usaremos el hecho de que para cada
pe Pr(B)y Ay C A,

sup SO ) = 5up (B ) (15.10)
XeZr(Ao) acAo

Para demostrar (1.5.10) fijamos p = Y% 1505, € Zp(B) y escribimos

a= sup  fo(Ap).
)\E,@F(Ao)

Puesto que para a € Ay, 6, € Pr(Ay) se obtiene inmediatamente que

> sup Je(0as ).

(160

Por otro lado, para A = A0, + ...+ Ayda, € Pr(Ag) se tiene que

FO =S (zmaz,b )

MSZ

fe(éau,u)

<.
I
—_

'M3

-
1l
—_

Ai sup fe((saa ,u) = Sup f6(5a7 ,u)

acAg acAg
por lo que a < sup,eq, fe(das t)-

Nota: De modo andlogo se demuestra que para cualquier A € Zr(A) y conjunto
BycB

imf (A ) = inf (N 6,). 1.5.11

Heég(BO)f (A 1) fnf f (A, 0p) ( )
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Con esto podemos demostrar el teorema de Wald a partir del teorema de von
Neumann.

Demostracion del Teorema de Wald. Sea

a:= sup min f.(\ pu),
AePp(A) HePr(B) (A 10)

entonces, para cada J € (A),

2 : { e )\7 )
2B Bl T
por lo tanto
a>sup max  min  f.(\ p).
Je(A) ANePp(J) peZr(B) ( 'u)

Por otro lado, de la definiciéon de supremo se tiene que para € > 0 fijo, existe un
Ae € Zr(A) tal que

a2 min  fo(A,pn)>a—e
#Et@F(B)f( )

Entonces existe algin J. € (A) tal que A\, € Zp(J,) y por lo tanto

max  min A >a—¢€
APy (Je) e P p(B) Je(Asp) ’

sup max min  fo(A p) >a—e.
J€<£) ANePp(J) peZr(B) f ( 'u)

Dado que € > 0 es arbitrario tenemos

sup max min A ) 2,
J€<E> \ePp(J) pe Pp (B) JeA )

y por lo tanto
a=sup max min  f.(\ p). 1.5.12
JqE) AeZp(J) peZr(B) Jes ) ( )
Dado que los conjuntos B y J son finitos, podemos aplicar el teorema minimax de
von Neumann en (1.5.12) lo cual implica, utilizando también la relacién (1.5.10), que

a=sup min  max fo(A p)

Je(A) eZp(B) AeZp(J)

= su min  max f.(dq,
Je(E)ueﬁ’p(B) aeJ Je(0a, 1) (1.5.13)

— / f 7’ /7 _ (5(1/7 .
Jler(lA) ue%?é;) max (=0, 1)

También dado que el conjunto B es finito se tiene que el conjunto Zr(B) es compacto
y para a € A la funcién p — f.(d4, 1) es continua en Zp(B). Entonces podemos

15
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aplicar el Lema 1.12 en (1.5.13) tomando X como Zr(B), Y como Ay h(z,y)
como - f.(d4, 1t) y obtenemos

a=-— max inf (-f.(0,,
#E%(B)M( Jfe(8a, 1))

= min sup fo(dq, 1t).
ueZp(B) aeff ( Iu)

Finalmente se aplica (1.5.10) tomando Ay como A y se tiene

a= min  su (A, ). [
HGWF(B))\E(@FI?A)JC( 2

Con esto se ha demostrado el Teorema de Wald a partir del Teorema de von
Neumann y resultados basicos de Anélisis Matematico.
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Capitulo 2

Teorema de Gwinner-Oettli

2.1. Introduccion

En este capitulo se demuestran dos resultados minimax. El primero, Teorema de
Gwinner-Oettli ([6]), técnicamente no es un teorema minimax y aparentemente no
tiene relacion con los otros resultados minimax. Sin embargo mostraremos que en los
hechos si existe una fuerte relacién. Concluimos el capitulo presentando el Teorema
de Kassay-Kolumban ([10]), el cual resulta ser una consecuencia del Teorema de
Gwinner-Oettli.

Debido a que el teorema de Gwinner.Oettli presenta condiciones topoldgicas un
tanto diferentes a los otros resultados minimax, recordemos algunos elementos te
topologia, en especial acerca de la topologia producto.

Una sucesion en un conjunto X es una funciéon que va de N en el conjunto
X. Una red es una generalizacién de lo que es una sucesion en la cual se puede
tomar un conjunto de indices mas general que el de los naturales, sin embargo no
puede escogerse cualquier conjunto para indexar, el conjunto debe tener una cierta
propiedad llamada direccién.

Una direccion (>) en un conjunto I es una relacién binaria, reflexiva, transitiva
y con la propiedad de que cada par de elementos tiene una cota superior, es decir,
si 7,7 € I entonces existe un k€ [ tal que k> 7y k > 7. Un conjunto dirigido es
cualquier conjunto que este dotado de una direccion. Una red en un conjunto X es
una funcién x : I - X en donde I es un conjunto dirigido. Cuando se considere la
red x(-) simplemente lo denotaremos por {z;}. Nétese que cualquier sucesién es una
red y que cualquier conjunto dirigido bajo la funcién identidad es también una red.
Ademas, del mismo modo que analizamos la convergencia de sucesiones en espacios
topologicos también se puede analizar la convergencia de una red.

Una red {x;} en un espacio topoldgico (X,7) converge a un punto = € X
si eventualmente la red se encuentra en cualquier vecindad de z, es decir, si pa-
ra cada vecindad V' de z existe un indice iy (que depende de V') tal que z; € V' si i > 4.

17



Capitulo 2

Proposicion 2.1 ([1], pag. 30). En un espacio topoldgico X, un punto x pertenece
a la cerradura de un conjunto A si y solo si x es el limite de una red en A.

Ahora pasaremos a los detalles de la topologia producto.

Dada una familia de conjuntos { X, }; el producto cartesiano de dicha familia
esta dado por

[[Xi={z:T>UX,;|2(i)eX; Viel}.

i€l iel
A un elemento x del producto cartesiano lo denotaremos como (x;);; 0 simplemente
como (x;).
Para cada elemento j € I se define la proyeccion p; : [1,.; X; = X, por,

pj(r) = ;.

Si se tiene una familia de espacios topoldgicos {(X;, 7;)}is entonces se define la
topologia producto T como la topologia generada por la familia de proyecciones
{pi}icr, es decir, la topologia mas débil en el producto cartesiano que hace continuas
a las proyecciones.

Una subbase de la topologia producto consiste en los conjuntos de la forma

p;' (V) =T1V; (2.1.1)

iel

con V; = X; para i # j y V; en 7;. Por lo anterior se tiene que una base para la
topologia 7 se compone de elementos de la forma

V=11V, (2.1.2)

iel

en donde V; pertenece a 7; y V; = X; excepto para un nimero finito de elementos de I.

Para un conjunto no vacio Y, RY es el espacio de las funciones de valores reales
de Y, es decir

RY = {u|u:Y - R},

y esta dotado con la topologia producto 7.

2.2. Resultados Minimax

Definicion 2.2. Para A en R™, la envolvente convexa de A, denotada por co(A),
es

co(A) = {z eR™ : x=z/\ixi, neN, zte A, \; e RY, Z/\'Fl}‘
=1 i=1
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Para enunciar el siguiente resultado minimax es necesario introducir los siguientes
conjuntos:
Sean A, B conjuntos no vacios y f: A x B — R. Definimos los conjuntos:

C:={veRP :3a e Atal que f(a,b) > v(b)Vbe B}, (2.2.1)

D:={ueR" :3be B tal que f(a,b) <u(a)Vae A}. (2.2.2)

Denotamos por co(C') y co(D) a las envolventes convexas de los conjuntos C
y D respectivamente, mientras que cl(co(C')) es la cerradura del conjunto co(C') en
la topologia producto .

Teorema 2.3 (Gwinner-QOettli). Sean A y B conjuntos no vacios, f: AxB - R
y C, D como en (2.2.1) y (2.2.2) respectivamente. Entonces

inf supwu(a)= su infv(b).
ueco(D) ae}l) ( ) UECl(COI()C)) beB ( )

Antes de continuar con la demostracion de este teorema se verd la relacion que
tiene con los otros resultados. Si bien a primera vista los conjuntos C' y D pueden
parecer extranos hay que observar lo siguiente.

Primero nétese que de la definicién del conjunto D € R4 se tiene que para cual-
quier p € Zr(B), la funcién u € R4 dada por u(a) := f.(d4, 1) pertenece a co(D) por
lo que

inf supu(a) < inf su Oy fh)- 2.2.3
ueco(D) aeg ( ) ueZr(B) ae}zfe( ¢ Iu) ( )

Ademés, para u € co(D) existen funciones u; € D y constantes a;; >0, con 1 <j <m,
tales que

m m
u:Zajuj, Zajzl.
j=1 j=1

Entonces, existe b; € B tal que f(a,b;) < uj(a) para todo a en A. Tomando p =
Yty by, € Pp(B), se obtiene que u(a) > fe(da, 1) para cada a en A. Esto implica
que

inf supu(a)> inf sup fo(da, ), 2.2.4
ueco(D) aef ( ) ueZr(B) aefrl)f( M) ( )

y por (2.2.3) y (2.2.4) se tiene que

inf supu(a)= 1inf su Oas ).
ueco(D) ge (@) wePr(B) aeh felGu 1)

De (1.5.10) se concluye que

inf supu(a)= inf su (A, ). 2.2.5
ueco(D) ae};) ( ) peZr(B) /\e(@pIzA)f( Iu) ( )
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También, por la definicién del conjunto C' ¢ RE se tiene que para cualquier
A e Pr(A), la funcién v € RE dada por v(b) := f.(),d,) pertenece a co(C'), por lo
que
sup info(b)> sup inf fo(A, ) (2.2.6)
veco(C) V€B AePp(A)beB
Siguiendo el esquema que se utilizé para demostrsar la desigualdad (2.2.4) se obtiene
que
sup info(b) < sup inf fo(A, ) (2.2.7)
veco(C) beB AePp(A)beB

Por lo tanto, usando (2.2.6), (2.2.7) y después (1.5.10), llegamos a que

sup info(b)= sup inf  fo(\, ). 2.2.8
veco(C) b€B ) ey (A) HePp(B) () ( )

Por dltimo, de (2.2.5) y (2.2.8) obtenemos,

sup infwv(b) = sup inf  f.(),
veco(C') b€B (®) AePp(A) MGWF(B)f( #) (2.2.9)

IN

inf su (A, )= iInf supu(a
peZp(B) AGQ@FIzA)f( M) ueco(D) ae}&) ( )

Las expresiones de los extremos de la desigualdad (2.2.9) son muy parecidas a las
que se enuncian en el Teorema de Gwinner-Oettli, las expresiones que se encuentran
en la parte central son las usuales para los resultados minimax, por lo que una
utilidad del resultado de Gwinner-Oettli es investigar bajo que condiciones se cumple
la igualdad en (2.2.9). Por ejemplo, si el conjunto co(C') es cerrado entonces

inf supwu(a)= sup infv(b).
ueco(D) aeE ( ) veco(Iz’) beB ( )

En la demostracion del Teorema de Gwinner-Oettli se utilizan los siguientes le-
mas:

Lema 2.4. Sean A y B conjuntos no vacios y f : Ax B - R. Si el conjunto D ¢ RA
es como en (2.2.2) entonces

inf supu(a)= inf sup f.(dq,
ueco(D) ae}z ( ) ueZr(B) aegf( M)

= inf min sup f.(dq, ).
Ie(B) pe 2 (I) ae}4)f ( Iu)

(2.2.10)

Demostracion: La primer igualdad se demostré en (2.2.5).

Para la segunda igualdad nétese que para cada I € (B) la funcién p — f.(dq, 1) es
continua en P (I) para cada a € Ay la funcién p — sup .4 fe(dq, pt) €s semicontinua
inferiormente en & (1), por lo que min,c 5, (1) SuPye fe(da, it) estd bien definido. Es
sencillo ver que

= inf  sup fo(dq, 1) < Inf  min sup fo(dq, 1t).
5 ueZrp(B) ae/Il)f ( Iu) Ie(B) peZr(I) ae}:l)f ( Iu)
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Por otro lado, por la definicién de [ se tiene que dado € > 0, existe algin g € Zr(B)
tal que

6 < Sugfe(éanu’()) < ﬁ+€7

por lo que también existe algin Iy € (B) tal que ug € Pr(Iy). Por lo tanto

min  sup fe(dq, ) < S +e€
Mer@F(fo)asgf( ) <p

= inf min sup fo(d,, 1) <5 +e.
Ie(B) peZp (1) aegf( H<p

Dado que € > 0 es arbitrario se obtiene que

> [ f { S 6(17 ’
B2 ol min, sup fo(da, 1)

lo cual comprueba la segunda igualdad en (2.2.10). ]

Lema 2.5. Sean A y B conjuntos no vacios y f : Ax B - R. Si el conjunto C ¢ RB
estd dado como en (2.2.1) entonces

sup infu(b) = inf sup minwv(b
vecl(co(C)) beB ( ) IE<B)veco(C) bel ( )

= inf sup min f.(\, ).
I1e(B) )\engI?A) bel f( b)

Demostracion: Para mostrar la primer igualdad fijemos I en (B) y definamos la
funcién h;: RE - R por
hy == minwv(b).
bel

Recordemos, usando (2.1.1) y (2.1.2), que una base de vecindades para wy € R en
la topologia producto 7 estd dada por los conjuntos

W (J,e,wp) == {weRE : |w(b) —wo(b)| <e VbeJ, Je(B), e>0}. (2.2.11)

La funcién h; es continua en cada v € RE, pues parae >0y v’ € W([,¢e,v) existen
bi,bs en I tales que

hi(v) = rileilnv(b) =v(by),
hr(v") = nblel’lnv(b) =0'(by).

Entonces
hi(v) = hi(v") = v(b1) = v'(b2) Sv(ba) = v'(ba) <€

hi(v) = hi(v) = 0'(b2) = v(by) <V'(br) = v(by) <e,

lo cual implica que

|h](U) - hI(UI)| <eE€.
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Por la continuidad de h; se tiene que

sup  hr(v) = sup hr(v).
vecl(co(C)) veco(C)

Entonces tomando o := SUp,(co(cy) Mfren v(b) se obtiene que

a< Inf  sup  hy(v)= inf sup h;(v). 2.2.12
1€(B) yecl(co(C)) 1) Te(B) yeco(C) 1(v) ( )

Para mostrar que se cumple la igualdad supongamos que

a< inf sup minv(b).
I€<B)’U€CO(C) bel ( )
Entonces existe algiin € > 0 tal que para cada I € (B) podemos encontrar un v; €
co(C') tal que

r?ilnvf(b) >+ e (2.2.13)

Dado que v; estd en co(C') entonces existen constantes positivas a;; y funciones vy;
(1<j<my=+#(1)) en C tales que

mr my
Vr = ZO[]jU[j Yy ZO([]‘ =1. (2214)
J=1

i=1
Ahora, sea w; : B - R la funcién definida por
wy :==min{a+¢€,vr},

en donde o + € es la funcién constante en RP que es igual a a + ¢ en todos los puntos
de B. Por la definicién de w; es obvio que la funcién v; : B - R, dada por

Yr = vy —wy, (2215)

es no negativa. Por lo tanto, de la definicién del conjunto C' y el hecho de que vy;
estd en C se tiene que la funcién vy; —~; pertenece a C para j = 1,...,m;. Aplicando
(2.2.14) y (2.2.15) se tiene entonces que

mr
Wy =0y —71 = Z(X[j(’l)[j—’}/]) (2216)
j=1

pertenece a co(C). El conjunto {I : I € (B)} es un conjunto dirigido con orden
parcial ¢, por lo que consideramos la red {w;: I € (B)} € co(C'). Para ver que la red
converge a o+ € basta con ver que para cada elemento W de la base de vecindades
de o+ € (ver (2.2.11)) existe algin Iy que pertenece a (B) tal que, para cada J 2 I,
wy pertenece a W.

Sea 6 >0, In€ (B) y W := W(ly,d,a+¢€). Entonces para J € (B), tal que Iy € J,

se tiene por (2.2.13) que
vy(b)>a+e  Vbely,
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Teorema de Gwinner-Oettli

por lo que wy pertenece a W (Iy,d,a+¢€). De aqui, la red {w;: I € (B)} converge a
a+ € en la topologia producto 7. Por lo tanto a + ¢ pertenece a cl(co(C)), lo cual
implica que
a= sup mnfu(b)>a+e,
vecl(co(C)) beB
con lo que llegamos a una contradiccion, es decir se tiene la primer igualdad. La
segunda igualdad se prueba de manera similar a la primer igualdad del Lema 2.4. m

Con esto se tiene la herramienta necesaria para demostrar el Teorema 2.3.

Demostracion del Teorema de Gwinner-QOettli.
Sea ¢ := Infyeco(p) SUP4eq u(a). Entonces por el Lema 2.4 y (1.5.10) se tiene que

= inf min sup f.(9,,
4 Ie(B) ue 7 (1) aefl)f( ,u)

= inf min su (A ).
Ie(B) ueZr(I) /\EWFI?A) f ( u)

(2.2.17)

Dado que cada elemento de (B) es un conjunto finito se aplica el teorema minimax
de Wald, lo cual muestra que

= inf su min  f.(A,
4 IE<B)/\6(@FI?A)ﬂ5<@F(1)f( #)

= inf sup min fo(\, ).

I¢(B) AGBZFI()A) bel fe(h )

Por tltimo se utiliza el Lema 2.5 para obtener que

p= sup info(d),
Uecl(co(C))bEB ( )

lo cual demuestra el teorema de Gwinner-Oettli. ]

Para introducir el siguiente resultado minimax, el teorema de Kassay-Kolumban,
es necesario definir la siguiente clase de funciones.

Definicion 2.6. Una funcion f: Ax B - R es débilmente concava en A si para
cada I € (B) se tiene que

sup min fo(\, &) <supmin f(a,b).
XeZp(A) bel acA bel

Dado que 0, € Zr(A) se puede obtener que f es débilmente céncava en A siy
sélo si para cada [ € (B) se tiene que

sup min f.(\, ) = supmin f(a,b).
AePp(A) bl acA bel
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Teorema 2.7 (Kassay- Kolumbdn). Si A es un subconjunto compacto no vacio
de un espacio topoldgico, B es un conjunto arbitrario no vacio y la funcion f: AxB —
R es débilmente concava en A y semicontinua superiormente en A para cada b e B,
entonces
inf max f.(¢ =maxinf f(a,b).

o nf fe(Oa, i) = méx inf f(a,b)
Se pudiera creer que este no es un resultado minimax, pues los infimos se toman
sobre diferentes conjuntos (B y &r(B)), sin embargo es ficil ver que para cada
a € A ocurre que

nf f(a,b) = inf fo(da: ),
inf f(a,0) = inf fe(da 1)
por lo que el Teorema 2.7 se puede reformular utilizando la siguiente igualdad

inf A e 5a7 = i inf e 5a> .
i (B)rgEaXf (0as 1) méx (B)f (0as 1)

Ahora se demuestra el iltimo resultado minimax de éste capitulo, el Teorema 2.7.

Demostracion del Teorema de Kassay-Kolumbadn.
Sea v = Inf e, (B) MaXqea fe(da, 1t). Entonces por el Lema 2.4 y el Teorema 2.3 se
tiene que

= Inf supu(a
4 ueco(D) as}é? (a)
, (2.2.18)
= sup info(d).

vecl(co(C)) beB

Aplicando el Lema 2.5 en (2.2.18) y dado que la funcién f es debilmente céncava en
A se tiene que

= inf sup min f.(\,0
v Ie<B>AeyFIzA) bel Jo(X0)

. ) ; (2.2.19)
= it iy )

Como f es semicontinua superiormente en A para cada b € B 'y A es compacto,

entonces f alcanza su maximo. Aplicando este hecho y el Lema 1.12 a (2.2.19) se

tiene que

i i Floh
V= G iy ()

it ; (2.2.20)
“h i)
Con lo cual se prueba el resultado deseado. [ |

En este capitulo se demostro el resultado de Gwinner-Oettli utilizando el Teorema
de Wald del capitulo anterior y después se demostré el Teorema de Kassay-Kolumban
usando el resultado de Gwinner-Oettli. Como en el Capitulo 1, se puede ver que las
demostraciones solamente utilizan resultados basicos de Analisis Matematico.
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Capitulo 3

Convexidad y Teoremas Minimax

3.1. Introduccion

Entre las generalizaciones del Teorema Minimax de von Neumann existen varios
resultados en los que las propiedades de concavidad/convexidad de la funcién juega
el papel principal. En este capitulo nos enfocaremos a analizar dichos resultados.

Primero, se definen los tipos de concavidad/convexidad utilizados, asi como las
relaciones entre ellos. Después se demuestran algunos resultados minimax, y en la
ultima seccién del capitulo se hace una observacion a [4], proporcionando un contra-
ejemplo a una afirmacion de dicho articulo.

3.2. Tipos de Convexidades

Recordemos que una funcién g que es real valuada y tiene como dominio un sub-
conjunto convexo de un espacio vectorial, digamos C', es concava si para cualquier
par de elementos z,y de C'y cualquier « en el intervalo [0,1] se cumple que

glax+(1-a)y) > ag(x) + (1 -a)g(y).

En otras palabras, si tomamos la imagen de una combinacién convexa de elementos
del conjunto su valor es mayor al de la combinacion convexa de las imégenes de
estos elementos.

También recordemos que una funcién h es convexa si —h es céncava. Claramente
en este caso la desigualdad es la opuesta a la de la concavidad, por lo que la combi-
nacién convexa de las imédgenes es mayor a la imagen de la combinacién convexa de
elementos.
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Capitulo 3

Un ejemplo de funcién concava, f:R — R, es la dada por f(z) = —22.

flax+ (1 - a)y)

f»

6O [ at o £ (1 - OF )

Figura 3.1: f(z) = —22.

Un ejemplo de funcién convexa es la dada por f(z) = z2

G+ fe) ] o

oo X

flax+ (1= a)y)

Figura 3.2: f(x) = 22.

Si la funcién f: Ax B - R es céncava en A para cualquier b € B y ademas es
convexa en B para cualquier a € A entonces se dice que es céncava-convexa.

Un ejemplo de ésto es la funcién g : R? - R dada por g(a,b) = b? - a?.

Figura 3.3: g(a,b) = b* - a?.

Estas definiciones son muy limitadas, pues solo pueden aplicarse a funciones que
tienen como dominio a subconjuntos de espacio vectoriales. Existen generalizaciones
a estos conceptos, algunas de las cuales se presentan a continuacién.
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Convexidad y Teoremas Minimax

Definicion 3.1. Sean A y B conjuntos no vacios. La funcion f: AxB - R es Ky
Fan céncava en A si para cada ay,as € A y A€ [0,1] existe algin ag € A tal que

Af(ay,b) +(1-X)f(az,b) < f(ag,b) VbeB.

La funcion f: Ax B - R es Ky Fan convexa en B si para cada by,by € B y
pe[0,1] existe algin by € B tal que

pf(a,br) + (1= p) fa,b2) > f(a,bp) VaeA

La funcion f: Ax B - R es Ky Fan concava-conveza, en el producto cartesiano
Ax B, si f es Ky Fan concava en A y Ky Fan convexa en B.

Si bien las definiciones anteriores estan dadas para elementos de Z25(A) y P2(B)
se puede probar, utilizando induccion, que dichas definiciones son equivalentes a las
que se obtienen utilizando Zp(A) y Zr(B) respectivamente.

Este tipo de funciones tiene un interpretacion muy importante en la teoria
de juegos pues cuando f es Ky Fan concava en A significa que para cualquier
estrategia mixta del jugador 1 existe una estrategia pura tal que el resultado del
juego es mayor, por lo tanto mas conveniente para él. Por otro lado, si f es Ky
Fan convexa en B quiere decir que para cualquier estrategia mixta del jugador 2
hay una estrategia pura en la que el valor del juego sea menor, por lo que serd mas
conveniente para el segundo jugador.

Es obvio que ambos tipos de concavidad(convexidad) definidos anteriormente son
diferentes, sin embargo podemos establecer una relacién entre ellos.

Teorema 3.2. Sean A, B subconjuntos de un espacio vectorial. Si f : Ax B - R
es concava-convezra entonces f es Ky Fan concava-conveza.

Demostracion: Sea

ag = Aay + (1 - N)ag,

b() = ,ub1 + (1 — ,u)bg

Entonces ag € A y by € B por lo que cumplen con la condicién de Ky Fan concavidad
y convexidad respectivamente. [

Sin embargo el enunciado reciproco no es verdadero, como lo muestra el siguiente
ejemplo.

La funcién f:[-1,1] x[-1,1] - R dada por f(a,b) = a®? - b? es Ky Fan céncava-
convexa pero no es concava-convexa.
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Capitulo 3

Figura 3.4: f(a,b) = a? - b.

Ademas de estas clases de funciones podemos definir una clase de funciones mas
general que también nos resultara 1til.

Definicion 3.3. Sean A, B conjuntos no vacios. La funcion f: Ax B — R es cast
concava en A si para cada € > 0, A € (0,1) y ay,a9 € A existe algin ag € A que

satisface
)\f(al,b) + (1 - )\)f(ag,b) < f(ao,b) +¢ VbeB.

La funcion f: Ax B - R es casi convexa en B si para cada € >0, p € (0,1) y
b1,by € B existe algiun by € B que satisface

pf(a,br) + (1= p)f(a,b2) > f(a,b) =€ Vae A

Por dltimo, la funcion f es cast concava-casi convexa en A x B si [ es casi
concava en A y casi-convezra en B.

Esta definicién estd dada sobre los conjuntos P5(A) y P2(B) sin embargo,
nuevamente, la definicién es equivalente a la dada utilizando los conjuntos Zr(A)
y Pr(B), lo cual se muestra utilizando el principio de induccién.

De nuevo es importante notar las relaciones entre este nuevo tipo de concavi-
dad(convexidad) y los presentados anteriormente, de este modo puede ser que la
nueva definicién parezca menos extrana. De las definiciones de Ky Fan céncava-
convexa y casi concava-casi convexa podemos obtener el siguiente resultado.

Teorema 3.4. Si f: Ax B - R es Ky Fan concava-convexa entonces f es casi
concava-casi convera.

Demostracion: Dado que la funcion es Ky Fan céncava en A se tiene que para \ €
Po(A) existe ag € A tal que

Af(alab)—"_(1_/\)f(a27b)gf(a()ab) Vbe B.
Entonces, si € > 0 se tiene que

Af(ar,b) + (1= A) f(az,b) < f(ao,b) +e VbeB,
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Convexidad y Teoremas Minimax

por lo que la funcién es casi concava en A. La prueba para ver que también es casi
convexa es analoga. ]

De nuevo, el enunciado reciproco de éste teorema no es verdadero, sin embargo
esta vez no es tan sencillo proporcionar un contraejemplo.

La siguiente es una funcién que es casi convexa en B pero no es Ky Fan convexa
en B.
Sean A y B los siguientes conjuntos

A:={1,2}, B:={(s,t)eR*:s+t=0,se R\ Q},
ysea f: Ax B — R tal que
f(17 (87t)) = S? f(2’ (S7t)) = t'
Sean p=1/2, 51 =tg = V2 7yt = s = —\/2, con lo que (s1,t1), (s2,12) € B y ademds,
1 1
§f(1a (Slatl)) + §f(1a (SQth)) =0,

1 1
§f(27 (s1,t1)) + §f(27 (s2,12)) = 0.
Por otro lado, sea (s,t) € B arbitrario, entonces

f(L,(s,1)) =,
£(2,(s,t) =t.

Dado que s+t =0 tenemos ue s >0 o0t >0, por lo que no existe un (s,t) € B tal que

0= %f(a, (51.1)) + %f(a, (52.82)) > f(a, (5.1)) VaeA.

Por lo tanto, f no es Ky Fan convexa en B.

Sin embargo la funcion si es casi convexa en B.
Sipe(0,1)y (s1,t1),(s2,t2) € B, € >0, y se toman
Su=psy+ (1= p)sa, ty=pty+(1-p)its,
entonces

pf (L, (s1,t1)) + (1= p) f(1, (s2,t2)) = sy,
“f(Qv (Slatl)) + (1 - :u)f(Qa (32’t2)) = tﬂ‘

Existe algin so € R\ Q tal que s, < sy < 5, +¢, con lo cual 5, > 59— ¢, y dado que
s, = —t, se tiene que to <1, <t,+e por lo que ¢, >ty — € y entonces

pf (1, (s1,t1)) + (L= p) f(1, (s2,t2)) = 5, > so— €= f(1,(s0,%0)) — €,
,Uf(Qv (Slvtl)) + (1 _ﬂ)f(Qv (527t2)) = t/b > Z50 —€= f(27 (307t0)) - €.

Por lo tanto f es casi convexa en B. [
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3.3. Resultados Minimax

Ahora tenemos las herramientas necesarias para analizar mas resultados minimax.
El siguiente teorema fue presentado en 1977 por Neumann(no confundir con von
Neumann) y en 1986 Jeyakumar proporcioné otra prueba del mismo.

Teorema 3.5 (Neumann-Jeyakumar). Si A es un subconjunto compacto no
vacio de un espacio topologico, B es un conjunto arbitrario no vacio y f: AxB - R
es casi concava-casi convera en A x B y semicontinua superiormente en A para cada
be B, entonces

max inf f(a,b) = mfmaxf(a b).

acA beB beB acA

Demostracion: Primero se verd que cualquier funcién f : Ax B - R casi concava en A
es también débilmente concava en A. Por ser f casi concava, utilizando la definicién
con Zr(A), tenemos que para cada € >0y A e Pp(A) existe ag € A tal que

fe(A, ) < f(ag,b) +€ VbeB. (3.3.1)
Esto implica que para cada n e Ny A e Zr(A) existe a, € A tal que
0 8) < fanb) 4071 Whe B,

por lo que para cada I € (B) y n € N se tiene que

mln fe(A,0p) < riun f(an,b) +n7' < suprlrju'ln fla,b) +n7".
acA 0¢

Por lo tanto minye; fe(A, dp) < supgey minges f(a,b) y dado que X € Zr(A) es arbi-
trario se tiene que f es débilmente céncava en A. Aplicando el teorema minimax de
Kassay-Kolumban obtenemos

Iilez}qx%)gff(a b) = e}%ﬁs)max‘fe(éa’ﬂ) (3.3.2)

Como también f es casi convexa en B se obtiene, de modo analogo al de la primera
parte de la prueba, que para cada n € Ny p € Pr(B) existe algin b, € B que
satisface

fo(Oasp) > f(a,b,) —n"t VaeA,
por lo que para cadan e Ny pe Pp(B) se tiene que

7 2 ’ f 7 _ _1.
méx f(0a, i) > mf méx f(a,b) -

Esto muestra que

f e 5(17 f b ?
HE}D(B)IilaXf( w) > 111 maxf(a )

y por (3.3.2) llegamos a que

max inf f(a,b) > mfmaxf(a b).

acA beB
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La otra desigualdad es obvia, por lo que se demuestra el resultado deseado. ]

Uno de los resultados minimax mas importantes es el Teorema de Ky Fan, pu-
blicado en la revista Proceedings of the National Academy of Sciences en 1953 ([3]),
el cual se presenta a continuacion.

Teorema 3.6 (Ky Fan). Si A es un subconjunto compacto no-vacio de un espacio
topoldgico, B es un conjunto arbitrario no-vacio y f : Ax B - R es Ky Fan concava-
conveza en A x B y semicontinua superiormente en A para cada b e B, entonces

maxinf f(a,b) = 1nfmz}4xf(a b).

acA beB

Es importante notar que las condiciones topoldgicas de los conjuntos y la semi-
continuidad superior de la funcién f en A son las mismas en el Teorema de Neumann-
Jeyakumar y en el Teorema de Ky Fan, por lo que es sencillo demostrar el Teorema
3.6.

Demostracion del Teorema de Ky Fan: Puesto que f es Ky Fan céncava-
convexa, por el Teorema 3.4 se tiene que f es casi concava-casi convexa, por lo que
podemos aplicar el resultado de Neumann-Jeyakumar, por lo que la igualdad

maxinf f(a,b) = 1nfmz}4xf(a b),

acA beB

se cumple. [

El siguiente resultado minimax es el Teorema de Peck-Dulmage. Este teorema
fue publicado en 1957 ([11]) y al parecer los autores no conocian el resultado de Ky
Fan, por lo que ignoraban que éste es mas general. Sin embargo ellos concluyeron el
teorema de manera independiente de Ky Fan.

Teorema 3.7 (Peck-Dulmage). Si A es un subconjunto compacto, convero y no
vacio de un espacio vectorial topologico, B es un subconjunto convero y mo vacio
de un espacio vectorial y la funcion f: Ax B - R es concava-convera en Ax B y
semicontinua superiormente en A para cada b€ B entonces

méx inf f(a,b) = 1nfmz}4xf(a b).

acA beB

Demostracion: Puesto que la funcién f : A x B - R es céncava-convexa, por el
Teorema 3.1 se tiene que f es también Ky Fan céncava-convexa y ademas es
semicontinua superiormente en A, por lo que podemos aplicar el teorema minimax
de Ky Fan para obtener la igualdad deseada. [

En 1952 H. Kneser probd, en un articulo de dos péginas, un resultado minimax
bastante general utilizando herramientas elementales y el resultado de que cualquier
funcién semicontinua superiormente sobre un conjunto compacto alcanza su maximo.
Dicho resultado se presenta a continuacion.
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Teorema 3.8 (Kneser). Si A es un subconjunto no vacio, compacto y convero
de un espacio vectorial topoldgico, B es un subconjunto no vacio y convexo de un
espacio vectorial y la funcion f: AxB — R es afin en ambas variables y semicontinua
superiormente en A para cada b€ B entonces

Db/ () = faf e (D)

Demostracion: Dado que f es una funcién afin se tiene que existe z* lineal en A x B
y ¢ € R tal que

fla,b) =x*(a,b) +c.
De lo anterior se deduce que para A € Zp(A) y pe Pr(B),

f(i)\z‘%b) = i/\z‘f(aub)

f(a, iﬂjbj) = iujf(aa b;),

lo que implica que la funcién es céncava-convexa en A x B. Aplicando el Teorema de
Peck-Dulmage se obtiene que

i/ ) = e (D) "

3.4. Koning concavidad-convexidad

Esta seccion se dedicara, especialmente, a un tipo de convexidad que capto nues-
tra atencién por una caracteristica extrana con respecto a los tipos de convexidades
ya presentados. Primero se define otro tipo de concavidad/convexidad.

Definicion 3.9. Sean A, B conjunos no vacios. La funcion f: Ax B - R es
llamada Kéning céncava en A si eziste algin X € (0,1) tal que para cualesquiera
ay,as € A existe algiun ag € A que satisface

Af(a1,b) + (1= \)f(as,b) < f(ao,b) VbeB.

La funcion f: Ax B - R es Kéning convexa en B si existe algun p € (0,1) tal
que para cualesquiera by, by € B exsite algun by € B que satisface

wf(a,by) +(1=p)f(a,bs) > fa,by) Vace A.

La funcion f: AxB — R es llamada Koning céncava-conveza si f es Koning concava
en A y Koning convexra en B.

32



Convexidad y Teoremas Minimax

La primer singularidad de esta concavidad es que esta definida sobre elementos
de 5, (A), para 0 < A <1y no es equivalente a definirla sobre el conjunto Zp(A).

Del mismo modo en que en la Seccién 3.2 se establecieron relaciones entre
las diferentes concavidades/convexidades, podemos relacionar la Kéning concavi-
dad/Ko6ning convexidad con las anteriores. Es sencillo probar que si una funcién
es concava/convexa o Ky Fan céncava/Ky Fan convexa entonces la funcién es
Kéning céncava/Koning convexa. Estos hechos se desprenden directamente de las
definiciones.

En [4] se afirma que una funcién Koéning céncava/Koning convexa es casi
concava/casi convexa y con base en esto se demuestra un Teorema Minimax en [5].
Sin embargo se encontré el siguiente contraejemplo.

La funcién f: R xQ — R dada por f(a,b) = ab es Kéning convexa en Q pero no
es casi convexa en Q.
Primero, notemos que

Je(8a, 1) = pf (a,b1) + (1= p) f(a, b2)
= paby + (1 - p)aby (3.4.1)
= alpuby + (1= p)bo].
Si se toma g€ Qn(0,1) y by, by € Q entonces by = by + (1 — p1)bs pertenece a Q por
lo que existe X € (0,1) tal que para cualquier by, by € Q existe un by € Q tal que
fe(0a; 1) > f(a, bo),

por lo que la funcién es Kéning convexa.

Sin embargo, la funcién no es casi convexa. Supongamos que si lo es y sea € > ()
fijo, o€ R~ Q)N (0,1) v by, by € Q tal que by # by. Entonces para

f = pob1 + (1 = p19)bz € P2(B),
existe un by € Q tal que
fe(ba, ) > f(a,bp) —€ VaeR,

es decir,
a[ﬂobl + (1 - ,UO)bZ] - abo >-€ VaelR.

Como ppby + (1 = p19)bs e RN Q y by € Q su diferencia es distinta de cero, digamos k,
entonces
ak > -€ VaeR,

lo cual es falso, pues para algunos valores de a ocurre que ak < —e. Por lo tanto la
funcién no es casi convexa.

El ejemplo anterior muestra que la demostracion del Lema 2.3 en [4] no es co-
rrecta. Dicho lema afirma que si la funcién f: A x B - R es Koning convexa en B
entonces es casi convexa en B.
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Capitulo 4

Separacion Fuerte y Teoremas
Minimax

4.1. Introducciéon

En este iltimo capitulo se demuestran tres resultados. El primero es un resultado
del analisis, el Teorema de Separacion Fuerte, el segundo es el Teorema minimax de
Ville y por tltimo el Teorema minimax de Kakutani.

Si bien el Teorema de Separacién Fuerte no es un resultado minimax, es impor-
tante pues nos permite realizar una conexion entre el Teorema de Kneser del capitulo
anterior y el resultado minimax de Ville.

Al final del capitulo se muestra que existe una conexion entre el resultado mini-
max de Kakutani y el Teorema Minimax de von Neumann.

4.2. Resultados Minimax

Primero se muestra el siguiente resultado utilizando el Teorema Minimax de
Kneser del capitulo anterior.

Teorema 4.1 (Teorema de Separaciéon Fuerte). Si A ¢ R" es un conjunto
no vacio, cerrado y convero, B € R™ es no vacio, compacto y convexo, y ademads la
interseccion de estos conjuntos es vacia, entonces existe so € R™ tal que

sup{so-a:ae A} <inf{sy-b:be B}.

Demostracion: Primero demostraremos que el conjunto H := A - B es cerrado y
convexo. Para probar que es cerrado, sea h un punto arbitrario en H. Entonces
existe una sucesién {h,} en H tal que h,, - h y para cada n € N,

hn :an_bn7

con a, € Ay b, € B. Como B es compacto, exsite unan subsucesién {b,, } de {b,}
que es convergente en B. Ademds se tiene que

A any = M (o + b, ) =0+ = a,
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Capitulo 4

con a € A puesto que el conjunto A es cerrado. Por lo tanto
h=a-beH

lo que implica que H es cerrado. La demostracién de la convexidad de H es inmediata.
Por otra parte tenemos las siguientes equivalencias,

Jso € R™ tal que sup{sp-a:aec A} <inf{sy-b:be B}
< sup{spra:ae€ A} -inf{sg-b:be B} <0
< sup{sp-a-sp-b:aecAbeB}<0
< sup{sg-z:xeH}<O.

Por lo que es suficiente probar que existe sg € R™ tal que
sup{so-x:xe H} <O0. (4.2.1)
Para probar la desigualdad (4.2.1) supéngase que
op(s)=sup{s-x:xeH}>0
para todo s € R™. Sea f:cl(B;) x H— R la funcién definida por
f(s,h)=s-h,

donde Bj es la bola unitaria en R" y ¢l(B;) su cerradura.

Entonces f es lineal en ambas variables(afin) y continua(en particular, semicon-
tinua superiormente) en cl(B;) para todo h € H. Dado que el conjunto cl(B) es
compacto y convexo y el conjunto H es convexo y cerrado pordemos aplicar el Teo-
rema minimax de Kneser a f, con lo que obtenemos que

sup min s-h=-1inf max (-s-h)
heH secl(B1) heH secl(B1)

= - méax inf(-s-h)
secl(B1) heH (4 9 2)
= min sups-h o
secl(B1) heH

> inf og(s)>0.
secl(B1) H( )

Por otro lado tenemos que A y B son ajenos, lo que implica que 0 ¢ H, por lo
que para cada h € H se tiene que —h/|h| estd bien definido y ademds pertenece a
cl(By). Esto quiere decir que para cada h € H se tiene que

h-h

min s-h<—-———=—|h].
secl(B1) Hh” H ”

Como H es cerrado y 0 ¢ H entonces infyeq || > 0. De lo anterior se obtiene que

sup min s-h <sup(—|h|)=-1inf ||h| <0,
up i s+ h<sup(-h]) = - fuf 4]
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lo cual contradice (4.2.2), por lo tanto debe existir algin sy € R™ tal que oy (s¢) <0. m

Nota: El Teorema del hiperplano separador, del Capitulo 1, es un caso particular
de este resultado en donde {0} es el conjunto compacto B. También es importante
observar que para demostrar el Teorema 1.8 no se utilizé ningin resultado minimax,
contrario a lo ocurrido en la demostracion anterior.

En el ano 1938 J. Ville publicé un teorema que generalizé al teorema minimax
de John von Neumann. En la demostracion del Teorema de Ville se utilizaran los
siguientes resultados.

Teorema 4.2 (Teorema de Caratheodory). Sea AcR". Siz € co(A) entonces
existen No,..., A\ € R con \; 20, ¥ gNj=1ymxo,..., 2, € A tal que

n
T = z )\jﬂ?]’.
j3=0

Es decir, x puede escribirse como combinacion lineal de no mas de n+1 elementos
de A.

Lema 4.3. Si AcR"™ es compacto entonces co(A) es compacto.

Demostracion: Sea (x,,) una sucesion en co(A). Por el Teorema de Caratheodory

Ty = AQ'XG + oo+ A

n'n

con A" > 0, Z?zo)\;” =1y a}' € A para todo m € N.

Por la compacidad de [0,1] en R y la compacidad de A en R” existe una subsu-
cesion (Z(m,0)) de (z,,) tal que
1m A0 =), lim 2™ = 2,
con A\g€[0,1] y zo € A.
Usando el mismo argumento de compacidad, existe una subsucesién (1)) de
(2(m,0)) tal que
m A = lim 2™ =

m—oo m—oo

con Ay €[0,1] y z; € A.
Repitiendo el proceso n — 1 veces mas obtenemos una subsucesion (z(y,,)) de
(z), constantes Ao, ..., A\, €[0,1] y xq,..., 2, € A tal que

im A =2, lim 2™ = g,
m—00 m—00
Sea x = Agxg + ...+ \,x,. Entonces

lim z(™™ =z e R,

m—>0o0
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Capitulo 4

ademds
n n n
Sy = St A=l 35 -1
=0~ j=0 i=
Entonces x € co(A), por lo tanto co(A) es compacto. ]

A continuacion se demuestra el resultado minimax de Ville.

Teorema 4.4 (Ville). Si A y B son conjuntos no vacios y compactos en espacios
métricos y la funcion f: Ax B - R es continua, entonces

sup inf  fe(A\,pu)= inf sup  fe(A p).
XePp(A) HePp(B) (A 10) 1e2r (B) xePp (A) A

Demostracion: Por la primera parte del Lema 1.9 se tiene que

inf sup  fo(A,u) > sup inf  fo(A, 1),
MEWF(B)AG,@F(A)f( H) Ae,@F(A)ueWF(B)f( 2

por lo que basta probar la desigualdad opuesta. Ademés por (1.5.10) es suficiente
probar que

inf  sup fe(04,0) < sup inf fo(\, ).
peZp(B) aeEf( 2 Aet@pﬁ()A)bEBf( 2

Sea 3 := SUP)ep,.(a) Mften fe(A,0) y supbngase

inf sup > f.
peZp(B) qeA

Entonces sup,. 4 fe(da, i) > B para todo p en &Zr(B), por lo que existe algin v > 0
tal que

suf‘)fe(éa,u) >B+vy VYue Pr(B).

Por otra parte, dado que los conjuntos A y B son compactos y la funcién f es
continua en A x B se tiene que la funcién f es uniformemente continua en A x B, lo
cual implica que existe algin 0 > 0 tal que

sup |f(a1,b) = f(as,b)| <
beB

b |2

para aj,as en A tales que p(ay,as) < d, donde p es la métrica en A y por lo tanto
para pen Pp(B) se tiene que

| fe(Oay, 1) = fe(Day, )] < iﬂi|f(a1abj) - f(a27bj)| < %v
j=

y dado que p € Zr(B) es arbitrario, se tiene que

sup [fe(80, 1) = f(Bur )| < 5. (4.2.3)
ueZrp(B)
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para cualesquiera ap,ay € A tales que p(aj,as) < 0. Si B,.(a) denota la bola abierta
de radio r > 0 centrada en a entonces

Ac | Bs(a),
acA

por lo que se tiene una cubierta abierta de A. Por la ocmpacidad de A debe existir
un conjuntos finito {as,...,a,} € A tal que A ¢ U,_,Bs(ax). Dado a € A entonces
a € Bs(ay) para algun k, utilizando esto y (4.2.3) se obtiene que

folBui ) > o) = 5 Ve Pe(B), (4.2.4)
(ax, depende de a € A), y utilizando (4.2.3) y (4.2.4) se obtiene que para a € A,
X f. (80, 1) > SUp fo (00 p) = 3 2 B+ 3 Vpe Pp(B).  (425)
1<k<p acA 2 2

Sea S el subconjunto de RP dado por

S:={(f(a1,b),..., f(ayb)):be B}.

Puesto que f es continua y B es compacto se obtiene que S es compacto, y por
el Lema 4.3 se tiene que la envolvente convexa de S es también compacta. Sea
(#1,..., %) € co(5), entonces

(21,00002) = Zn;ui(f(al,bi),...,f(ap,bi))
= (fe((sal?y’)? s 7f(5ap7:u))a

y por (4.2.5) se obtiene que maxyep 25 > 5 + %

Sea V= {(z1,...,2) € RP : méxiuep 2, < B+ 1}. Por lo anterior se tiene que
la interseccién del conjunto convexo y compacto co(S) con el conjunto convexo y
cerrado V' es vacia. Usando el Teorema de Separacién fuerte se tiene que existe un
s9 € RP tal que

sup(sp-v) < inf (sg-2) < oo. (4.2.6)
vel zeco(S)
Ahora mostramos que dicho sg = (s1,...,sp) es tal que s; > 0 para 1 <7 < p. Supéngase
que no, que existe algin j € {1,...,p} tal que s; < 0. Entonces si para cada n € N

tomamos

v =(B,...,08,-n,6,...,0),

donde —n esta en la posicion j-ésima, entonces para todo n > —f se tiene que v,, € V/,
por lo que obtenemos

So.fvn:B(Sl+...+Sj_1+8j+1+...+Sp)+8j(—n).
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Capitulo 4

Haciendo n tender a infinito se tiene que
lim (g - v,) = o0,
n—oo

lo cual contradice (4.2.6). Por lo tanto s; > 0 para i€ {1,...,p}.
Tambiénocurre que si sy es el punto que cumple que

sup(sg - v) < in(fs)(s[) - 2), (4.2.7)

veV

entonces si k > 0 se tiene que el producto escalar ksy también cumple con (4.2.7).

Por lo tanto, debe existir un vector (A1,...,A,) >0 con Y2, \; =1y tal que
sup[Oh-+: ) 0] < B[O ) (@D (0 b))

Como (B+17,...,8+72) eV, para A\g:= b A\idy,, se tiene que

Yo
g+ T <inf £.(o, ),
lo cual contradice la definiciéon de 3, puesto que se tendria que

’7 ’
b+ =< sup inf f.(\ d)=20.
4 rezp(a)beB (A.)

Por lo tanto

inf  sup fe(d4, 1) < sup inf fo(\, ),
peZp(B) ae.»g)f ( M) )\GWFI?A) bEBf ( b)

con lo que se concluye la demostracion. [ ]

El siguiente resultado minimax fue probado por Kakutani en 1941, utilizando su
generalizacién del teorema de punto fijo de Brouwer.

Teorema 4.5 (Kakutani). Si A y B son conjuntos no vacios, compactos y conve-
zos en espacios lineales normados y la funcion f : AxB - R es continua y a — f(a,b)
es concava en A para cada b € B y b~ f(a,b) es convexa en B para cada a € A,
entonces
SR (0 = i (D)
Demostracion: Para cada a € A la funcién b » f(a,b) es convexa en el conjunto
compacto y convexo 5. Entonces para cualquier p = Y7 110, en Pp(B) se tiene
que
m
sup fe(0a, 1) > sup f(a, Y, p;b;) > mfsup f(a,b).
acA acA j=1 beB geA

Lo anterior y la relacién (1.5.10) implican que

inf su (A )= inf sup fe(dg,p) > infsup f(a,b). 4.2.8
ueZr(B) )\ee@FI?A)f ( M) pe?p(B) ae}l)f ( /L) beB ae}})f( ) ( )
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De modo anélogo se tiene que dado que la funcién a ~ f(a,b) es céncava en el
conjunto convexo y compacto A para cada b e B se cumple que

sup inf  fo(A\,pu)= sup inf f(A ) <supinf f(a,b). 4.2.9
AePp(A) hePr(B) (A 10) Aegzp(A)beB( 2 aeA beB (a,0) ( )

Aplicando el Teorema de Ville se tiene que

sup inf  fo(A\,u)= inf sup  fe(A 1),
NePp(A) HeP R (B) hp) 1eZp(B) xep(A) (A 10)

lo cual en conjunto con (4.2.8) y (4.2.9) deja como resultado que

sup inf f(a,b) > inf i‘jff((“’ b),

y la desigualdad opuesta siempre se cumple. Ademas, dado que la funcién es continua
en A x B se obtiene que

méx min f(a,b) = min méx f(a,b), (4.2.10)
con lo que el Teorema de Kakutani queda demostrado. [

En el Capitulo 1 se demostré el Teorema Minimax de von Neumann y se
mostré un resultado minimax a partir de éste, el cual se utilizdé para demostrar otro
resultado minimax y se procedié de ese modo sucesivamente hasta llegar al Teorema
Minimax de Kakutani. Finalmente observemos que el Teorema de von Neumann es
un corolario del Teorema de Kakutani.

Si Ay B son finitos, digamos A = {ay,...,a,} y B = {b1,...,by,}, se tiene que
Zr(A) = A,y Pr(B) = A, son conjuntos compactos y convexos en R" y R™
respectivamente. Ademads se tiene que la funcion

h(\, p) = Zn;i)\iﬂjf(aivbj)
i=1 j=

es continua en A, x A,, y lineal en ambas variables, por lo que es céncava en A y
convexa en B. Aplicando el Teorema de Kakutani a h se obtiene que

méx min 7}, p) = min mxh(}, p),

lo cual es equivalente a

4 m f.(\pu)= mi ix o\ ).
\dx, i Je(dop) = iy max, Je(Ap)
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Conclusiones

Recordemos lo hecho a lo largo de este trabajo. En el primer capitulo se presenta-
ron las definiciones necesarias de Teoria de Juegos y dos resultados minimax, siendo
uno de ellos el Teorema minimax de von Neumann que fue demostrado utilizando
conceptos y resultados basicos de Anédlisis Matematico. Al final del primer capitulo
se vio una relacién entre los dos resultados minimax presentados. En el segundo
capitulo se presentaron elementos de topologa necesarios y un par de resultados
minimax mas, uno de los cuales no lucia como un resultado de este tipo. Al final
de este capitulo se mostréo que ambos resultados estaban ligados a los del primer
capitulo. El tercer capitulo presenta distintos tipos de convexidades para funciones,
en general estos son importantes en problemas de optimizacién y en especial en
problemas minimax, y se observé la relacion entre estos tipos de convexidad. Se
terminé el capitulo mostrando la relacion de los resultados minimax presentados
con los de secciones anteriores. Por tltimo, en el cuarto capitulo se presenta un
resultado del analisis, el Teorema de Separacion Fuerte y este es utilizado como una
especie de puente entre el Teorema de Kneser y el de Ville. Al final del capitulo se
mostré el Teorema Minimax de von Neumann utilizando el resultado minimax de
Kakutani.

Los cuatro capitulos de esta tesis son para observar la siguiente relacién entre los
once resultados presentados:

von Neumann = Wald = Gwinner — Oettli = Kassay — Kolumban
= Neumann — Jeyakumar = Ky Fan = Peck — Dulmage
= Kneser = Separacion Fuerte = de Ville = Kakutani

= von Neumann.

Se creia que la mayoria de estos resultados minimax eran una generalizacion del
resultado de von Neumann, sin embargo hemos concluido que todos son equivalentes.
Esto contribuye a reflexionar que distintas areas de las matemdticas pueden tener
relaciones interesantes, como en éste caso son Teoria de Juego y Analisis Matematico.
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Apéndice A
Semicontinuidad Superior

A lo largo de éste trabajo se utilizo el hecho de que ciertas funciones son semi-
continuas, éste apéndice presenta las definiciones y resultados utilizados.

Dado un conjunto X, coloquialmente se dice que una funcién f : X - R es
semicontinua superiormente en x si los valores de la funcién son menores o cercanos
a f(x) en una vecindad de x. A continuacién se presenta la definicién.

Definicion A.1. Una funcion f: X - R es semicontinua superiormente en X si,

limsup f(z) < f(zo) Vaxoe X,

T—T0

cuando f(xg) > —o0, y si
lim f(z) = —oo,
T—T0

cuando f(xg) = —oo.

Definicion A.2. Una funcion f es semicontinua inferiormente si —f es semicon-
tinua superiormente.

A continuacién se presentan enunciados equivalentes a A.1.

Proposicion A.3. Dada una funcion f : X — R, los siquientes resultados son
equivalentes:

1. f es semicontinua superiormente en x € X.

2. Si f(xg) > —o00, dado € > 0 existe 0 > 0 tal que f(xo) > f(x)—€ cuando |xo—z| < J,
y si f(xg) = —o0 entonces lim,_,,, f(z) = —oco.

3. El congunto {x € X : f(x) > a} es cerrado para cada o € R.
Por 1ltimo, uno de los resultados mas utilizados es el siguiente.

Teorema A.4. Sea K c R compacto y f : K - R. Si f es semicontinua supe-
riormente entonces f alcanza su mdximo en K. Andlogamente, si f es semicontinua
inferiormente entonces f alcanza su minimo en K.

Estos resultados se pueden consultar en [1] y [2].
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