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Introduccion

La topologia algebraica es una rama de las matematicas que utiliza herramientas del
algebra para estudiar los espacios topologicos. El objetivo béasico es encontrar invari-
antes algebraicos que clasifiquen los espacios topologicos almenos hasta homeomorfismos
aunque la mayoria son invariantes de los espacios hasta homotopia. En este trabajo nos
enfocamos en los espacios topologicos con una estructura topolégica de complejo C'W los
cuales son de gran interés en la topologia algébraica por la relativa facilidad que se tiene
al calcular sus grupos de homologia y homotopia, de los cuales se puede obtener gran
informacion de los espacios, sobre todo cuando tratamos con un complejo CW finito.

El pedir que un espacio tenga estructura de complejo C'W finito no es siempre sencillo,
asi que nos conformamos con que sea homotopicamente equivalente a uno. El trabajo
se enfoca en espacios llamados finitamente dominados, estos son espacios que logran ser
"casi" homotdpicamente equivalentes a complejo CW finito y nuestro objetivo es ver

cuando en efecto uno de estos espacios es homotopico a un complejo CW finito.

Entonces nuestra pregunta de interés es, ;Un espacio topologico finitamente dominado es
homotoépicamente equivalente a un complejo C'W finito? la respuesta en general es que
no, sin embargo, no es trivial demostrarlo. En 1965, C.T.C Wall [Wal65| en una serie
de articulos dio una solucién al problema en el espiritu de la topologia algebraica que
como mencionamos al principio, esto significa dar respuesta al problema en términos de
un invariante algebraico. Por otra parte en 1985 Andrew Ranicki [Ran85| desarrollo la
teoria algebraica de la obstruccion de finitud para complejos de cadenas en una categoria
aditiva, la cual ayuda a entender el paso de la topologia al algebra.

Para entender esta solucion utilizaremos herramientras teoricas de la K-teoria algebraica,
el algebra homologica, la topologia algebraica y la topologia. En este trabajo veremos un
planteamiento del problema algebraico y lo resolveremos en su totalidad, para el prob-
lema topologico se necesitardan muchas més herramientas y lenguaje, por lo que no lo
resolveremos en su totalidad en este trabajo, atin asi, desarrollaremos suficiente lenguaje
para enunciar el resultado topologico asi como dar una solucién parcial de este.

En el primer capitulo veremos teoria de modulos, sobre todo los complejos de cadenas,
sucesiones exactas, teoria de modulos libres y de modulos proyectivos, el como se relacio-
nan y se clasifican. Estas nociones nos seran de utilidad para definir aspectos en K-teoria
algebraica.

En el segundo capitulo introducimos el concepto del grupo Ky de un anillo R, establecido

mediante un cociente en las clases de isomorfismos de R-modulos proyectivos, es dentro



de esta estructura algebraica donde definiremos el invariante algebraico en el que se centra
el trabajo.

Despties de obtener nuestra estructura algebraica, en el tercer capitulo planteamos el
problema en lenguaje algebraico, definiendo un complejo de cadenas finitamente domi-
nado y cuando este es homotépicamente equivalente a un complejo de cadenas de tipo
finito conformado por R-modulos libres, lo resolvemos con herramientas del dlgebra ho-
moldgica como los complejos de cadenas, la homologia, la homotopia, entre otros.

Al haber resuelto en su totalidad el problema en un sentido algebraica queremos ver que
en efecto resuelve el problema topologico inicial. En el cuarto capitulo utilizaremos as-
pectos de la topologia algebraica y la topologia general, comenzamos definiendo el grupo
fundamental, los grupos de homotopia y los cubrientes. Para despties pasar a definir un
complejo de cadenas para los espacios topologicos, el complejo de cadenas singular y sus
respectivos grupos de homologia.

Habiendo definido un poco mas de teoria, pasamos a definir la estructura en la que nos
enfocamos, la estructura de complejo C'W, algunas operaciones en este tipo de espacios y
asignamos nuevamente un complejo de cadenas a estos espacios, el complejo de cadenas
celular el cual permite facilitar algunos calculos como se menciono anteriormente.
Teniendo lista la mayoria de nuestra teoria, por tltimo llegamos a la definiciéon de espacios
finitamente dominados y algunas implicaciones, despties de definir dos teoremas impor-
tantes en la topologia algebraica, el teorema de Whitehead y el teorema de Hurewicz,
vemos como relacionar el resultado obtenido a partir del algebra pura y dar una re-

spuesta parcial al gran problema topologico.



1 El grupo K

En este primer capitulo comenzaremos viendo la teoria necesaria para definir y entender
el grupo Ky(R). El capitulo se divide en dos secciones, el de teoria de modulos y el del
grupo K. Los R-moédulos son las estructuras bésicas en las que trabajaremos a lo largo

de los primeros tres capitulos.

1.1 Teoria de modulos

En esta seccion definiremos algunos conceptos basicos de gran importancia sobre la
teoria de modulos, mas especificamente, los conceptos para definir y trabajar los R-

modulos libres y R-modulos proyectivos.

1.1.1 Mobdulos y homomorfismos

Comenzamos definiendo la estructura de R-moédulo para un un anillo R y las funciones

que relacionan a estos, los homomorfismo de médulos.

Sea R un anillo asociativo con 1 # 0.
Definicién 1.1.1. Sea (M, +) un grupo abeliano. Decimos que M es un modulo izquierdo
sobre R o R-moédulo izquierdo si existe una multiplicaciéon por escalar n: R X M — M
escrita (r,m) — rm que satisface las siguientes propiedades:

1. (r+s)m=rm+ sm,

2. (rs)m =r(sm),

3. r(m+mn) =rm+rn,
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4. Im =m,

para todo r,s € R y para todo m,n € M.

Observacién 1.1.1. Podemos definir R-moédulo derecho mediante

v: M x R— M tal que:

L. m(r +s) = mr +ms,
2. m(rs) = (mr)s,
3. (m+n)r=mr+nr,

4. ml =m,
para todo r, s € R y para todo m,n € M.

Notemos que las definiciones de R-modulo izquierdo y R-moédulo derecho difieren en
m(rs) = (mr)sy (rs)m = r(sm). A lo largo del texto nos referiremos a los R-mo6dulos

izquierdos simplemente como R-modulos.

Ejemplo 1.1. Todo anillo R es un R-moédulo con las operaciones de suma y producto en

el anillo.

Ejemplo 1.2. El grupo Z/nZ es un Z-modulo donde las propiedades de modulo se siguen

de las propiedades de congruencia, es decir:
m - (k) = (mk) m € Z,k € Z/nZ.

Un subconjunto N de un R-moédulo M, se llama submodulo de M si N es un subgrupo
aditivo de M y para todar € R, rN = {rz |z € N} C N.

Definiremos ahora las funciones de interés en el estudio de los R-modulos.

Definicion 1.1.2. Sean M y N R-moédulos. Una funciéon f : M — N se llama
homomorfismo de R-moédulos o R-lineal si f es un homomorfismo de grupos tal que

f(az) = af(x) para todo o € Ry para todo x € M.

Si f es sobreyectiva la llamaremos epimorfismo; si es inyectiva la llamaremos monomor-
fismo. En el caso que f sea tanto epimorfismo como monomorfismo, diremos que es un
isomorfismo. Si existe un isomorfismo de R-moédulos de M a N diremos que M es isomorfo

a N y lo denotamos por M = N.
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Definicion 1.1.3. Sea f: M — N un homomorfismo, definimos
Ker(f) ={z e M | f(z) =0y} ¥
Im(f)={y € N | f(z) =y, para algin x € M}.
Proposicion 1.1.1. El homomorfimo f es monomorfismo si y sdlo si Ker(f) = {0}.

Demostracion. Sea f : M — N un monomorfismo, es decir, si f(z) = f(y) tenemos
que x =y, x,y € M. Sea x € Ker(f), como f es un homomorfismo se cumple que f(0) =

0, asi f(0) = f(z) y como f es monomorfismo debe ser que z = 0. Supongamos ahora que
Ker(f) = {0} y sean 2,y € M tales que f(z) = f(y), entonces f(z)— f(y) = f(zr—y) =0

y por lo tanto x —y € Ker(f), como Ker(f) = {0} tenemos que z —y = 0 es decir z = y.
[

Proposicion 1.1.2. La composicion de dos homomorfismos de R-mddulos es un homo-

morfismo de R-mddulos

Demostraciéon. Sean f: M' — My g : M — M” homomorfismos de R-moddulos y

x,y € M’', entonces

Ademés, (go f)(ax) = g(f(ax)) = g(af(z)) = ag(f(z)) = al(go f)(z). Por lo tanto go f
es un homomorfismo de R-modulos. [ |

Proposicion 1.1.3. Si f : M — N un monomorfismo, entonces Im(f) = M.

Demostraciéon. Sea f: M — N un monomorfismo, si restringimos f a Im(f) tenemos
que f': M — Im(f) es tanto monomorfismo como epimorfismo, por lo que f’ es un
isomorfismo y M = Im(f). |

El homomorfismo identidad en el R-mo6dulo M’ lo denotaremos por 1.

Proposicion 1.1.4. Sea h : M — N un homomorfismo de R-modulos. El homomor-

fismo h es un isomorfismo si y solo si existe g : N —> M tal que hog =1y y goh = 1y.
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Demostracién. Si h es un isomorfismo, en particular es un homomorfismo de grupos
biyectivo, por lo que existe homomorfismo de grupos g : N — M tal que hog =1,y
goh =1y, como grupos.

Falta ver que g es homomorfismo de modulos, sea a € R, entonces
plap™(z)) = ap(p™(z)) = az.

Por lo que ¢~ (ax) = ¢~} (p(ap™(2))) = ap~'(2).

Para el regreso, hay que mostrar que si existe homomorfismo de R-moédulos g : N — M
tal que hog = 1) v go h = 1y, entonces h es isomorfismo. Primero mostraremos que
h es epimorfismo, sea x € N y definimos y = g(x), entonces h(y) = h(g(z)) = = y por
tanto h es epimorfismo.

Veamos ahora que h es monomorfismo, sean z,y € M tales que h(z) = h(y), mostraremos

que z = y. Definimos 2’ = h(z) y ¥/ = g(«'), entonces

x =1p(x)
=g(h(z))
=g(x')

/

Por otra parte

Por lo tanto x = y y asi h es isomorfismo.
|

Al isomorfismo ¢ de la Proposicion anterior lo llamamos la inversa de h 'y lo denotamos

por h~ 1.

Proposicion 1.1.5. Sean f: M' — M y g : M — M" homomorfismos de R-mddulos

yh=go f la composicion, se cumple que

1. Si h es un monomorfismo, entonces f es un monomorfismo.
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2. Si h es un epimorfismo, entonces g es un epimorfismo.

Demostraciéon. 1. Sean x,y € M’ tales que f(z) = f(y), entonces
h(z) = g(f(z)) = g(f(y)) = h(y). Como h es un monomorfismo, tenemos que

x =y. Por lo tanto f es un monomorfismo.

2. Como h es un epimorfismo, tenemos que h(M') = M" | entonces
M" =g(f(M")) C g(M) Cc M",

y asi g(M) = M". Por lo tanto ¢ es un epimorfismo.

Teorema 1.1.6. (Primer teorema de isomorfismo para mddulos) Si M, N son

R-modulos y p : M — N es un epimorfismo, entonces

M /Ker(p) = N.

Demostracion. Tenemos el siguiente diagrama

M—% N

M /Kerp.

Como ¢ en partircular es un homomorfismo sobreyectivo de grupos, por el primer
teorema de isomorfismo de grupos tenemos que existe un homomorfismo biyectivo bien

definido de grupos @ : M /Ker(p) — N que hace conmutar al diagrama, i.e.
Pz + Ker(p)) = ¢(x), € M.
Falta verificar que @ es homomorfismo de modulos. Sea o € Ry x € M, se sique que

ap(z + Ker(p) = a(p(r)) = p(azr) = plaz + Ker(p)).

Por lo tanto @ es isomorfismo de R-moédulos.
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1.1.2 Suma directa y sucesiones exactas

Teniendo definida nuestra primer estructura, pasamos a definir algunas formas de rela-
cionar los R-modulos, como la suma directa y las sucesiones de R-moédulos, en particular
nos son de interés las sucesiones exactas y mas adelante nos enfocaremos en los complejos

de cadenas.

Definicién 1.1.4. Sea I un conjunto de indices y (M;);c; una familia de R-mo6dulos,

definimos

PMi={f:1— | M| f)=0Viel-JJCI|J|<o0,f(i)e€ M}
iel iel
como la suma directa de la familia (M;);c;. Equivalentemente @;c;M; se puede definir

mediante sumas formales, es decir

@Mi: {Zajxj | @j € R,z; € M;,para algtn J C I,|J| <oo}.

iel jeJ

Observacion 1.1.2. El conjunto @;c;M; tiene estructura de R-moédulo con las opera-

ciones (f +g)(¢) = f(i) + 9(i) y (af) (i) = af(i).

Denotaremos por (z;);cs a los elementos de @®;c;M;.

Teorema 1.1.7. (Propiedad universal de la suma directa) Si M es un R-mddulo
y {p; : M; — M}jer es una familia de homomorfismos, entonces existe un nico
homomorfismo ¢ : @;erM; — M tal que ¢ o i; = @; para todo j € I, donde i; : M; —

DicrM; es la inclusion natural.

Demostracion. Sea ¢ : @icrM; — M tal que p((xi)ier) = >_,c; ¢j(x;), donde z; # 0
para toda j en J. Como ) ;¢;(x;) es una suma finita, ¢ estd bien definida, veamos

que es un homomorfismo. Sean (z;)ier, (2})icr € BiesM; vy o € R.
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o((@i)ier + (27)icr) = (@i + 2})icr)

= oz + )

jeJ

= (ps(;) + @;())

jeJ

= ilz) + > @)

jed jed

= o((ws)ier) + o((2})icr)-

p(a(ri)ier) = p((ax;)ier)

=Y ¢jlax))

jed

= ap;(z))

JjeJ

=a Z vi(x;)

jeT

= ap((T:)ier)-

Veamos ahora que poi; = ¢;. Seax € M, [ € I, tenemos que 4;(z) = ((x;);er) con x; =0

sit#Flyr,=xsit=1

()
(z3)ier)
= pj(z))

o) =¢

—~ —~

por lo tanto ¢ o = .
Veamos ahora que es tnica. Sea 1 : ®;erM; — M un homomorfismo tal que ¥ oi; = ¢;

para todo j € I. Podemos escribir a todo * = (x;)ic; € DBiesM; como (z;)ier =

Zjej(ij (I)), entonces
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U((@)ier) =0 (Y is(@))

jeJ

=Y Uis(@)

jed

= pj())

jeJ

= o((zi)ier),

por lo tanto ¢ = .
[ |

Sean N, N’ submo6dulos de un R-mo6dulo M, denotamos por N + N’ al conjunto N +
N ={n+n"|neNn eN'}.

Teorema 1.1.8. Sean N, N’ submddulos de M tales que NN N' = {0} y N+ N' = M.
Entonces ¢ : N ® N' — M dado por o((y,y')) =y +y' es un isomorfismo.

Demostracion. Sean v : N — M,v¢' : N' — M las inclusiones, las cuales son

homomorfismos, por lo que existe un tnico ¢ : N & N’ — M tal que:
poi=1 y poi =1,

donde 4,7 son las inclusiones en la suma directa, falta ver que ¢ es biyectiva. Si p(y,y') =
0, tenemos que y = —y € NN N’ = {0}, es decir Ker(¢) = {0}, por lo que ¢ es un
monomorfismo. Ahora, como N+ N’ = M es claro que ¢ es un epimorfismo. Por lo tanto

 es isomorfismo. [ |

Teorema 1.1.9. Sean f: M' — M y g: M — M"” homomorfismos de mddulos tales

que g o f es isomorfismo. Entonces

M =TIm(f) & Ker(g).

Demostracion. Veamos que Im(f) + Ker(g) = M. Sea z € M y g(z) € M", como
go f: M — M" es un isomorfismo, existe y € M’ tal que (go f)(y) = g(z). Definimos
z=fly) elm(f)y 2 =z—2as1g(?) = g(x—2) = g(x)—g(2) = (90f)(y))—9(f(y)) = 0
por lo que 2’ € Ker(g) y por lo tanto z + 2 = = € Im(f) + Ker(g).
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Falta ver que Im(f) NKer(g) = {0}. Sea x € Im(f) NKer(g), entonces existe y € M’
tal que f(y) = 2y g(z) = 0y asi gf(y) = g(z) = 0.

Como go f es isomorfismo tenemos que y = 0y f(y) = 0 = x pues f es homomorfismo.
Por lo tanto M = Im(f) & Ker(g).

Definiciéon 1.1.5. Sea

fita My, fit1 M, £>Mi71 fic1

una sucesiéon de R-moédulos y R-homomorfismos, tal que Im(f;11) C Ker(f;), o bien
fjo fj+1 =0, para toda j. Una sucesion que cumple esta condicion es llamada complejo

de cadenas.
. f .
Si f: M'" — M es un monomorfismo, lo denotamos por M’ »— M ysig: M — M"
es un epimofirsmo, lo denotamos por M oM,
Definicién 1.1.6. Diremos que una sucesion es exacta si Im(f;,1) = Ker(f;) para todo
1.
A una sucesion exacta de la forma

0—MLMEM —0 (1.1)

la llamaremos sucesion exacta corta.

Observacion 1.1.3. En 1.1 tenemos que f es un monomorfismo y ¢ es un epimorfismo,

la reescribiremos como

ML S o

Ejemplo 1.3. Sea N un submoédulo de M, consideremos el R-modulo cociente M/N.
Sea i : N — M el monomorfismo de inclusion y 7 : M — M /N el epimorfismo de

proyeccion, entonces
0—NSMI M/N—0

es una sucesion exacta corta.
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Definicién 1.1.7. Diremos que una sucesion exacta corta
f g9
M — M — M",

se escinde si existe un homomorfismo ¢’ : M" — M tal que gg’ = 1.

. .l ) ! g » .
.1.10. S — —» es una sucesion exvacta corta que se escinde
Proposicion 1.1.10. Si M’ M — M" t t de,
entonces M ~ M' & M".

Demostracion. Si M’ >£> M 2 M" es una sucesion exacta corta que se escinde, entonces
existe ¢’ : M" — M tal que gg’ = 1, el cual es un isomorfismo.
Por el Teorema 1.1.9, M = Im(g’) @ Ker(g) y por la Proposicion 1.1.5 tenemos que al ser
15+ monomorfismo, ¢’ es monomorfismo, por lo que Im(g") = M".
Como la sucesion es exacta corta, Ker(g) = Im(f) y f es monomorfismo, por lo que
Im(f) = M'. Por lo tanto M = M" & M' = M' @ M". |

Denotamos el conjunto de los homomorfismos de R-moédulos de M a N mediante
Hompg(M, N).

El conjunto Hompg (M, N) es un grupo abeliano con la operacion (f + g)(z) = f(z) +
g(x), f,g € Hompg(M, N) para todo anillo R y para todo M, N R-moédulo. Ahora, sea
a € R con R un anillo conmutativo, definimos el producto escalar (af)(z) = af(x), asi
dotamos a Homp (M, N) con estructura de R-modulo.

El hecho de tomar un anillo conmutativo R nos garantiza que f € Hompg(M, N) sea en

efecto un homomorfismo de R-moédulos.

Definicién 1.1.8. Sea 1) € Homg(N’, N), definimos
Y, : Homg(M, N') — Hompg(M, N),

mediante ¥, (f) = ¥ o f para cualquier R-mo6dulo M. A 1, le llamamos el homomorfismo

inducido por .

El homomorfismo 1, estd bien definido pues composiciéon de homomorfismos es un

homomorfismo.
!

. ¥ - )
Proposicion 1.1.11. Sea N' — N s N una sucesion exacta de R-mddulos. Entonces

para cualquier R-modulo M, la sucesion inducida

0 — Homp(M, N) 5 Homp(M, N) % Homp(M, N (1.2)
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es exacta.

Demostracion. Veamos que ¢, es un monomorfismo, supongamos que 1,(f) = 0, es
decir (¢ o f)(y) = 0 para toda y € M con f € Homg(M, N').
Como v es un monomorfismo, f(y) = 0 para todo y € M, lo que implica que f = 0 y por

lo tanto 1, es un monomorfismo.

Ahora demostraremos que (1.2) es exacta en Hompg(M, N).
1. Imy, C Kery,. Sea g € Imt),, entonces g =4 o f con f € Homp(M, N'). Luego
v.(g) = og =1 oo f=0,

/ . . P !
pues 1) o1 = 0 debido a que la sucesion N’ — N Yy N" es exacta.

2. Keryp, C Imap,. Sea g € Kery),, i.e. 1. (¢g) = 0 y entonces 7' o g = 0. Queremos ver
que existe f: M — N’ tal que ¥, (f) =g=1o f.
Sea x € M, entonces 1'g(x) = 0y asi g(z) € Keryy) = Imyp por lo que existe
un dnico y € N’ tal que ¥(y) = g(z), pues ¥ es un monomorfismo. Definamos
f: M — N’ mediante f(x) =y =1 'g(z), por lo tanto ¥ (f) = g.

1.1.3 Mobdulos libres y médulos proyectivos

Habiendo definido ya los R-médulos, nos enfocaremos en algunos casos particulares de
estos, los R-moédulos libres y los R-modulos proyectivos. A partir de estos dos tipos de

R-moédulos definiremos el grupo Ky(R) en la siguiente seccion.

Definiciéon 1.1.9. Sea M un R-médulo y A C M. Diremos que M es libre sobre A (o
que A es un conjunto libre de generadores de M) si para todo x € M,z # 0, existen

ai,ao,...,04, € Ay ry,re,...,r, € R tales que
r=ria; +reas+ -+ rpa,, neN,
de manera tnica.

Sean V, W espacios vectoriales sobre un campo K con respectivas bases 3,3. Si f :

V' — W es una transformacion lineal, esta se define a partir de f(z) € Im(f),z €
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y extendiendo por linealidad. De manera similar, si L es un R-mé6dulo libre sobre A y
f: L — M un homomorfismo de R-modulos, f se define apartir de f(z) € Im(f),z € A

y extendieno por linealidad.

Teorema 1.1.12. (Propiedad universal de R-mddulos libres) Sea L un R-mddulo
libre sobre A, para cualquier R-maodulo M y funcion ¢ : A — M. FExiste un unico

homomorfismo de R-mddulos ¢ : L —» M tal que ¢ = ¢ o 1.

Demostracion. Sea x € L, entonces z es de la forma Y | r;a; y definimos

P(x) = ZUSO(%)-

Falta ver que ¢ es un homomorfismo. Sean z,y € L'y o € R.

1.
o +y) =¢ (Z ria; + Z Sjbj)
=¢(ria1 + ...y + $101 + - - + Spbp)
=rip(ar) + ... rap(an) + s10(b1) + -+ + 8mep(bm)
=(rip(ar) + ... rap(an)) + (s19(b1) + -+ - + 50 (bm))
=¢(z) + ¢(y).
2.

plar) =¢(a Z ria;)

n

= (Z(Cm')az‘)

i=1

= Z(Oﬂ”i)sﬁ(ai)

=« Z rip(a;)
=ag(z).
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Definicion 1.1.10. Sea M un R-moédulo y X C M un subconjunto. Definimos el sub-

modulo de M generado por X como

(X) = {Zaixi | a; € R, z; € X, para algun n}

1=0

Definicién 1.1.11. Sea M un R-moédulo, decimos que M es finitamente generado si
existe X C M finito tal que (X) = M.

Teorema 1.1.13. Todo R-mddulo M es cociente de un R-mddulo libre.

Demostracion. Sea M un R-moédulo y sea X C M tal que (X) = M. En particular
podemos tomar X = M. Sea L el R-modulo libre generado por X, asi el homomorfismo
inclusion f : X — M se extiende a un homomofismo ¢ : L — M. Como X = f(X) C
¢(L) C My X = M vemos que ¢(L) = M. Por lo tanto ¢ es un epimorfismo, y por el

primer Teorema de isomorfismo (1.1.6)

M = L/Ker¢.

Teorema 1.1.14. 5i L es un R-mddulo libre con base X entonces es isomorfo a @jex R;,

donde R; es isomorfo a R.

Demostracion. Sea z € L, asi © = ZjeX Az, Aj € R para todo j. Definimos 7 :
L — @;cx Rj mediante n(z) = (Aj)jex v pj : Bj — L mediante p;(A;) = A\ja;. Por la
propiedad universal de la suma directa obtenemos un homomorfismo p : ®jcxR; — L.
Asi

pon(z) = p(\)jex

=> pi(\)

jeX

= Z )\jxj

jex
=z
Por lo tanto p on = 1z, andlogamente no p = 1g, (g, =

Definicion 1.1.12. Un R-mo6dulo P se llamara proyectivo si para todo homomorfismo f :

P — N" y para todo epimorfismo ¢ : N — N” de R-mo6dulos, existe un homomorfismo
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h: P — N tal que ¢’ o h = f. En esta situacion tenemos el siguiente diagrama

P

J

N—2s N"— 0.

Teorema 1.1.15. Sea P un R-mddulo, entonces P es proyectivo si y solo si para cualquier

epimorfismo f: M — P, existe su inversa derecha, es decir, existe g : P — M tal que

fog=1,.

Demostracion. Supongamos que P es proyectivo y tomemos el siguiente diagrama

P

|

M-t.-p_. 0

Como P es proyectivo, existe g : P —> M tal que fog = 1p.
Ahora supongamos que para cualquier epimorfismo f : M — P existe g : P — M tal

que f og = 1p y supongamos que tenemos el diagrama

P
ls@
M-YsN—>0

ReemplazamosMﬂNporM@P@)N@PyPngor (p,1p) : P — N&® P

para obtener el diagrama

P

(va]-P)

MaoPY 2 NgpP— 0.

Veamos que (p,1p) es monomorfismo, sea x € P tal que (¢, 1p)(z) = (p(z),1p(x)) =
(p(x),z) = (0,0). Entonces x = 0y asi Ker(¢,1p) = 0. Ahora si reemplazamos N por
Im(p) y M por ¢~ '(Im(y)) obtenemos que (¢,1p) es un isomorfismo y f = p o :
M — P es un epimorfismo.

Como f es epimorfismo existe g tal que fog = (p~'o1)og =,y como esto es vélido

para cualquier diagrama, concluimos que P es proyectivo.
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Proposicion 1.1.16. Sea P un R-mddulo proyectivo, f : M — P un epimorfismo y
g: P — M su inversa derecha. Entonces p = go f es idempotente, es decir, po p = p.
En consecuencia M = p(M) @& (1 — p)(M).

Demostracién. Para ver que p es idempotente, hay que ver que p? = p.

pP=1(gof)o(gof)
=go(fog)of
—golpof
v

Ahora, sea x € M. Entonces z = p(z) + = — p(z) = p(z) + (1 — p)(z), por lo que
M = p(M) + (1 — p)(M). Falta ver que p(M) N (1 — p)(M) = 0, notemos que si
x € p(M)N(1—p)(M) tenemos que z = p(y) = (1 — p)(2).

Por lo que p(z) = p*(y) = p(y) = =y p(x) = p(1—-p)(2) = p(2) —p(2) = 0, asi concluimos
que x = 0.

Proposicion 1.1.17. Sea P un R-mddulo, P es proyectivo si y solo si para toda sucesion

/

¥ P L .
exacta corta N' ~— N — N”, la sucesion inducida

/

0 — Homp(P, N') £ Homp(P, N) 25 Homp(P, N”) — 0

es exacta.

Demostracion. Supongamos que P es proyectivo. Por la Proposicion 1.1.11, sélo nos
queda mostrar que 1, es un epimorfismo. Tenemos que v, es un epimorfismo si y solo
si para todo f € Homg(P, N") existe h € Homg(P, N) tal que ¢,(h) = f. Como P es
proyectivo y ¢’ es un epimorfismo, tenemos que existe h: P — N tal que f =1 oh =

Y. (h). Por lo tanto ¢, es un epimorfismo. Ahora supongamos que para toda sucesion

/

exacta corta N’ i N — N" la sucesién inducida
0 — Homp(P, N') £ Homp(P, N) 2 Homp(P, N") — 0

es exacta.

Sea f : P — N” un homomorfismo, como v, es epimorfismo tenemos que existe

h:P — N tal que ¢/ o h = f, es decir, P es proyectivo.
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Lema 1.1.18. 5i L es un R-mddulo libre, entonces L es proyectivo. Es decir para todo
f € Homg(L,N") y para todo i)' : N — N" epimorfismo, eziste un homomorfismo
h:L— N tal que f =1’ o h.

Demostracion. Sea L un R-moédulo libre con base X C L. Para todo x; € X tenemos
que f(z;) € N” y como 1’ es un epimorfismo, se sigue que para cualquier z; € X existe
g(x;) € Ncong: X — N tal que ¢'(g(x;)) = f(z;). Ahora como L eslibre, g : X — N
se extiende a un homomorfismo h : L — N con g(x;) = h(z;) para todo z; € X. Luego,
como (X) = L, podemos escribir a x como x = Y \x; con \; € R, x; € X para cada

x € L, por lo que

Por lo tanto ¢’ o h = f.

Teorema 1.1.19. P = P
para todo i € 1.

1 Pi es un R-mddulo proyectivo si y sélo si P; es proyectivo

Demostracion. Veamos el caso i € {1,2}, el caso general es anilogo. Sea P = P, & P,
un R-moédulo proyectivo, probaremos que P es proyectivo.

Sean f: P, — N" ¢/ : N — N" iy : P, — Py m : P — P homomorfismos en los
siguientes diagramas:

P-—=2-Pp

lf

N —)
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Como P es proyectivo, existe h : P — N homomorfismo que hace conmutar el diagrama,
esdecir ' oh = fomy. Seak="hoiy: Py — N

2

0 P, P,

N

NS N"— 0.

Luego
¢'ok:¢/ohoi2:f0ﬁ20i2:f,

pues my 0 19 = 1p,, es decir el siguiente diagrama conmuta:

P,

)

N —

Se sigue que P, es proyectivo. La demostracion para P; es analoga. Supongamos ahora
que P, y P, son proyectivos, sean ¢’ : N - N” h: P =P ®P, — N,h; = hoi; : P; —
N". Como P, y P, son proyectivos, existen ki, ky tales que ¢’ o ky = hy y ¢’ 0 ko = hao,
veamos el diagrama:
0—=P,—2P &P
|
k2 h
’ i1
NN

e

0 P

Por la propiedad universal de la suma directa (1.1.7) existe un tnico homomorfismo

k:P — N tal que koiy =k y koiy = ky. Luego
Y okoij=1¢'ok;=hj=hoi;.
Por la unicidad de k tenemos que ¢/ ok = h
P

J

N—N"——0.
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Teorema 1.1.20. Sea P un R-mddulo. Entonces los siguientes enunciados son equiva-

lentes:
1. P es proyectivo.
2. Toda sucesion exacta corta
0—NLNLP 0
se escinde.

3. P es un sumando directo de un R-mddulo libre.

4. Para cualquier sucesion exacta corta N' — N — N la sucesion inducida
0 — Homg(P, N') — Hompg(P, N) — Hompg(P, N") — 0

es exacta.

Demostraciéon. (1 = 2) La implicacién es inmediata del Teorema 1.1.15 y del diagrama

0 N’ N-2.p 0.

(2 = 3) Por el Teorema 1.1.13 tenemos que P es isomorfo al cociente de un R-mo6dulo
libre L y por lo tanto existe un epimorfismo g : L — P. Consideremos la sucesion exacta
corta

0 — Ker(g) — L -2 P — 0.

Por hipotesis existe h : P — L tal que 1p = goh, donde claramente 1p es un isomorfismo

y por consecuencia del Teorema 1.1.9 tenemos que:
L = TIm(h) ® Ker(g).

Ahora, como 1p es un monomorfismo, por la Proposiciéon 1.1.5 se sigue que h es monomor-

fismo. Por lo tanto

P = Im(h).

3 = 1 Usamos el Teorema 1.1.19, como todo R-moédulo libre es proyectivo y todo sumando

directo de un proyectivo es proyectivo, la implicacién es inmediata.
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1 < 4 Esta equivalencia se probo en la Proposicion 1.1.17.

Ejemplo 1.4. Tomemos el anillo Z/6Z ~ Z/27 & 7./37, entonces Z/6Z es un 7 /67Z-
modulo libre con base 1 y por tanto Z/27Z y 7/37Z son proyectivos pero no son libres

como Z/6Z-modulos.

1.2 Ky(R)

En esta seccion definiremos el grupo abeliano Ky(R) de un anillo R, grupo en el cual se
encuentra el invariante algebraico definido por C.T.C Wall. Para méas informaciéon sobre
Teoria de modulos y Ky, consulte [LP05].

Teorema 1.2.1. Sea P un R-mddulo. Tenemos que P es proyectivo y finitamente gener-
ado si y solo si es sumando directo de un R-mddulo libre finitamente generado, es decir,

P es sumando directo de R" para algin n.

Demostracion. Supongamos que P un R-moédulo proyectivo y finitamente generado

cuyo conjunto de generadores es (vq, v, ..., v,). Tomemos F' = R" y ¢ : F — P tal que

n
o(x1, Ty ..., Ty) = Z ;.
i=1

Por lo que ¢ es un epimorfismo y al ser P proyectivo, existe ¥ : P — F' tal que

po1 =1p. Como ¢ o1 es isomorfismo, usando el Teorema 1.1.9 vemos que
F=1Im(y) & Ker(y)
y como 1 es monomorfismo, Im(¢) = P, por lo tanto
F =R"= Ker(p)® P.

Supongamos ahora que P es sumando directo de R"™ para algin n y sea f: M — P un
epimorfismo, entonces f@®1g : M®Q — P®EQ = R" es también un epimorfismo. Como
R" es libre, es proyectivo, por lo que existe g tal que (f @ 1g) 0 g = 1gn, consideramos la

reestriccion de g a Py proyectamos a M, es decir (f @ 0)og|p = 1p, por lo que g|p es la
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inversa derecha de f. Si xy,xs,..., 2z, es base de R", el conjunto p(z1),...,p(x,) genera
a P, donde p = (1p,0) : P®Q — P @ Q. Por lo tanto P es proyectivo y finitamente

generado. ]

Proposicion 1.2.2. Si P,Q) son R-mddulos proyectivos finitamente generados, entonces

P & Q es finitamente generado.

Demostracién. Como P y @ son finitamente generados, existen P’y @' tales que P &
P 2Ry Q®Q = R™ Entonces

Por lo tanto P & @ es proyectivo y finitamente generado.

Definicion 1.2.1. Sea M un conjunto y + : M x M — M una operacién binaria en
M. Se dice que (M, +) es un monoide si, para todo m, my, ms, mg € M, se satisfacen las

siguientes propiedades

1. (m1 + mz) + ms = my + (m2 + mg).
2. Existe 0 € M tal que m + 0 = m.
Ejemplo 1.5. La pareja (NUO0, +) tiene estructura de monoide.

Definicion 1.2.2. Sea R un anillo, definimos Proj(R) como el conjunto de las clases de

isomorfirmos de R-mo6dulos proyectivos finitamente generados.

Lema 1.2.3. (Proj(R),®) tiene estructura de monoide abeliano con identidad el R-

modulo 0.

Demostracion.

1. La operacion @ esté bien definida: Sean P, P' € [P]y Q, Q" € [Q)], es decir P = P’
yQ=Q". Luego, PG Q=P &, 0bien [POQ| =[P & Q)

2. Suma: Claramente la suma directa de dos clases de médulos es isomorfo a la clase

de la suma directa de los representantes,

[PleQ] =[P ol
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3. Neutro: La clase del R-modulo trivial actua como neutro en nuestro monoide,

[Pl& 0] = [P&0] = [P].

4. Asociatividad:

(Fle@)elV]=[PeQlaV]=[PoQeV]=[Pla[QeV]=[Pla([]a[V]).

5. Conmutatividad:
Ple@=Ped =@ P =[Qa[P]

De esta manera logramos asociarle a un anillo R un monoide abeliano Proj(R) , nos
interesa ahora poder asociarle a R un grupo abeliano que respete la operacion en Proj(R)

, este grupo sera el que llamaremos Ky (R).

Definicién 1.2.3. Sea R un anillo, F' el grupo abeliano libre generado por Proj(R) y H

el subgrupo de F' generado por todas las expresiones de la forma

[Pl +[Q] - [P Q]
Definimos
Ko(R) = F/H = Z[Proj(R)|/{[P] + [Q] - [P & Q).
Ko (R) se llama grupo de clases proyectivas de R.

Ejemplo 1.6. Sea R = K un campo. Sabemos que un campo es un caso particular de un
anillo, asi los K-moédulos proyectivos finitamente generados son los espacios vectoriales

de dimension finita y por lo tanto tenemos que
Proj(K) = {[0], [K], [K?],[K?],...}.

Claramente existe una biyeccion entre Proj(K) y N U {0} dada por la dimension del
representante de la clase. Como la completacion del monoide N U {0} a un grupo es Z,

tenemos que

12

Ko(K) 2 7.

Veamos que efectivamente existe el isomorfismo. Denotemos por M la imagen de [M] en
Ko(K), definimos 1 : Ko(K) — Z mediante 1)(M) = dim (M), veamos que es isomorfismo.



El grupo Ky 24

Lo primero que hay que verificar es que nuestra funcién esta bien definida. Para ello

observemos el siguiente diagrama

F

|

£

donde ¢ estéa definido por ¢([M]) = dim(M), donde F, H son los como en la Definiciéon
1.2.3. Podemos ver que ¢ esta bien definido y es homomorfismo ya que si [M] = [N]
entonces dim(M) = dim(NV) y

p([M] + [N]) = o([M @ NJ)
= dim(M & N)
= dim(M) + dim(N)
— G(IV]) + (VD).

Por la propiedad universal del cociente, para que v este bien definida hay que verificar

que o(H) = {0}.
Sea [P] + [Q] — [P @ Q] en H, luego

p([Pl+[Q] = [P®Ql) = ¢([P]) + ¢([Q]) — ([P & Q)
= dim(P) + dim(Q) — dim(P & Q)
= 0.

Por lo tanto v esta bien definida. Veamos que es suprayectiva, como ¢(K) = 1 ya
acabamos pues 1 es generador de Z.
Ahora, si (M) = 0 tenemos que dim(M) = 0 y por lo tanto M = 0, asi M = 0y ¢ es

inyectiva.

El ejemplo siguiente nos ayuda a entender por qué se consideran los moédulos finita-

mente generados.

Ejemplo 1.7. (Eilenberg swindle) Sea R un anillo, definimos Proj>(R) como el
monoide de las clases de isomorfimos de médulos proyectivos generados por un conjunto

numerable. Sea R*° un modulo libre generado por una base numerable. Si P& Q) = R,
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entonces
PER*=Pa(QaeP)®d(QeP)e.. =2 (PeQ)e(PeQ)® ... = R™,

Asi, dos elementos se vuelven isomorfos al sumarlos con [R*] y por lo tanto el grupo

asociado a este monoide es el grupo trivial, es decir,
Z[Proj*(R)|/([P] +[Q] — [P ®Q]) = 0.

Teorema 1.2.4. Para cualquier grupo H y cualquier homomorfismo de monoides 1 :
Proj(R) — H existe un unico homomorfismo de grupos 0 : Ko(R) — H tal que
=00, donde ¢ : Proj(R) — Ky(R) es el homomorfismo natural. Es decir, tenemos

el stquiente diagrama conmutativo

~

Proj(R) —— Ko(R).

Demostracién. Definimos 6 : Z[Proj(R)] — H tal que 6([M]) = ¢([M]). Esta bien
definida pues Z[Proj(R)] es abeliano libre y debido a que los elementos de la imagen de v
conmutan, ya que Proj(R) es abeliano, notemos que también es un homomorfismo. Para

ver que # deciende un homomorfismo 6 : Ky(R) — H en el cociente, hay que verificar
que ([Pl +[Q] - [P Q]) C

Ker(0).

(@) — 0[P e Q)
([Q)) — ([P e Q)
+[@) —y([Ped])

[PeQ])—y(PeQ])

La unicidad de 6 viene dada por el hecho de que nuestra funcion este definida en gener-
adores, por lo que cualquier otra funcion 6’ que cumpla 1) = 0’ o ¢ debera coincidir en los

generadores y por lo tanto en todo el grupo.
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Definicion 1.2.4. Definimos el grupo K reducido de R como el cociente
Ko(R) = Ko(R)/L,

donde L es el subrgrupo de K(R) generado por las clases de isomorfismos de R-mo6dulos

libres finitamente generados.

Ejemplo 1.8. Si R = K es un campo, IA(;(K) = 0, pues todos los médulos proyectivos

finitamente generados son modulos libres finitamente generados.

Definicion 1.2.5. Sean P, () R-modulos finitamente generados. Se dice que P y () son

establemente isomorfos si existe un entero n > 0 tal que
PBaR"=ZQ®R"

Teorema 1.2.5. Sean P y Q) dos R-mddulos proyectivos finitamente generados. Tenemos

que P =Q en Ko(R) si y sdlo si P y Q son establemente isomorfos.

Demostracion. Supongamos que [P] = [Q](mod H), es decir [P] y [Q] son representantes

de la misma clase en Ky(R). Se tiene que

[P]—[Q]=> ([P]+[Q] - [Peq]) - (I —[T; @ S;)).

( J

Luego

[Pl + (Z([Tj] +[5] - [T @ 5j])> =@+ (Z([H] +Qi] - [B 69@4)) :

J %

Como (S,(IT] +[8)] = [T, 8)) v (Su([P] + [@:] — [P @ Q) son isomorfos, los xep-
resentamos por N y tenemos que P & N = Q & N. Ahora como N es suma directa de
modulos proyectivos finitamente generados, N también lo es, por lo que existe un R-
modulo M tal que N @ M = R", ya que N @& M es libre y finitamente generado. Luego
PeENOM=ZQdN&®M yporlo tanto PH R" = Q & R".

Ahora supongamos que P @ R® = () @ R™ entonces P ® R" = Q @ R", luego P + R" =
Q + R y por lo tanto P = @, pues Ky(R) es un grupo.
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Definicion 1.2.6. Un R-mo6dulo M se llama establemente libre si es establemente iso-

morfo a un R-moédulo libre, es decir
M@ R" = R™.

Teorema 1.2.6. Sea M € I?B(R), entonces M = 0 si y sélo si M es establemente libre.

Demostracién. Supongamos que M = 0, entonces [M] — [0] = [R"], por lo que M &0 =
R™, es decir, M es establemente libre.

Supongamos ahora que M es establemente libre, entonces M @& R" = R™ y asi, [M] =
[R™="]. Por lo que M = 0 en K,



2 Homologia

En este capitulo definiremos un concepto muy importante en el dlgebra homologica
y la topologia algebraica, el de homologia. Comenzaremos dando un acercamiento a la
homologia desde un punto de vista puramente algebraico, mas adelante veremos como
se relacionan estos con sus equivalentes en la topologia. Los conceptos a tratar pueden

consultarse en [Ros96]

2.1 Homologia

En esta seccion definiremos los grupos de homologia de un complejo de cadenas y las

funciones que relacionan a los complejos de cadenas, los morfismos de cadenas.

Definicién 2.1.1. Sea

dit2 dit1 d; di—1
— Ci+1 — C,L — CZ',1 —

un complejo de cadenas (ver definicion 1.1.5) de R-moédulos, al cual denotaremos por
(Ce,d). Definimos la homologia de (C,,d) mediante H.(C,) = Ker(d)/Im(d). Mas es-
pecificamente definimos los grupos de homologia H;(C,) = Ker(d;)/Im(d;;1).

Los elementos de Ker(d) son llamados ciclos y los elementos de Im(d) son llamados fron-

teras. Llamamos al complejo de cadenas aciclico si H;(C,) = 0, para todo i € Z.

Notemos que si el complejo de cadenas es aciclico, entonces la sucesion es exacta (ver
definicion 1.1.6).

Definicién 2.1.2. Sean (C,,d) y (C.,d") complejos de cadenas de R-moédulos. Un
morfismo de cadenas es un homomorfismo de modulos ¢ : C — (', definido por

vi : C; — C!, para toda i, tal que

d; 0 p; = pi10d;.
28
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De manera equivalente, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

diy2 dit1 d; di—1
=G G Ci
Pit+1 ®i j‘ﬂil
di o , ditq C d; , di_q
i+1 7 i—1

Proposicion 2.1.1. Sean ¢ : C — C" y ¢ : C" — N morfismos de cadenas, entonces
tanto ¢ como ¥ inducen homomorfismos . : H,(Cs) — H,(CL), . : H,(Cl) —
H,(N,) en homologias y

1. (pot))u = o
2. (1)s = Lo (o)

Demostracion. Para ver que inducen un homomorfismo hay que ver que la relaciéon
d) o, = ¢n_1 od, manda ciclos en ciclos y fronteras en fronteras.

Sea x € Ker(d,), entonces d,, (¢n(x)) = pn_1(d,(x)) = 0. Por lo tanto ¢, (z) € Ker(d),).
Ahorasea x € Im(d,41),i.e. dpy1(y) = x, se sigue que @, (dpt1(y)) = ©n() = d, 11 (Pnt1(y)),
asi concluimos que ¢, (z) € Im(d,, ).

La propiedad de (¢ 01)), = @, 01, se sigue inmediatamente del hecho que la composicion
de morfismos es asociativa, (p1)d = ¢(1)d), mientras que la segunda propiedad es clara

debido al comportamiento de 1,.

2.1.1 Invarianza homotépica

En el estudio de los complejos de cadenas nos interesa el conocer informacion sobre
comportamientos similares entre los complejos de cadenas. Un ejemplo de esto es la ho-
motopia de cadenas primero entre morfismos de cadenas y apartir de esta la equivalencia

homotopica entre complejos de cadenas.

En ocaciones omitiremos algunos subindices en las funciones, pero debe considerarse

que las composiciones estan definidas en los subindices donde tiene sentido realizarla.
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Definicion 2.1.3. Sean ¢ : C — " y ¢ : C — (' morfismos de cadenas. Una

homotopia entre ¢ y 1, es un homomorfismo de R-moédulos s : C — C’ tal que
sod+d os=p—1.

Lo que nos lleva al siguiente diagrama

dit2 dit1 d; di—1

- — Z+1 —_— CZ —_— OZ—l — . e .
A oo
. ! C! C!
di, U oan, T dn T d

Proposicion 2.1.2. La homotopia es una relacion de equivalencia en el conjunto de

morfismos de cadenas
{p:C —C"|d,op,=pn_10dy,, para todo n € Z}

Demostraciéon. Sea ¢ : €' — €’ un morfismo de cadenas, y tomemos 0 : C — C".
Entonces

Ood+dol0=0=¢—p,

y por lo tanto ¢ ~ .
Ahora sean ¢, ¢ : C — C" morfismos de cadenas homotopicos, i.e. ¢ ~ 1), por lo que

existe s : C — C’ tal que sod+ d o s = p — 1. Luego,
p—p=—(sod+dos)=(—s)od+d o(—s)

y esto nos dice que —s : C' — C” es una homotopia tal que 9 ~ .
Por ultimo supongamos que @, ¥, ¢ : C' — C’ son morfismos de cadenas tales que ¢ ~ 1)

y ¢ =~ ¢, asi tenemos que

p—1=sod+dos
Y—¢=tod+d ot.

Sumando las ecuaciones obtenemos que ¢ — ¢ = (s +t)od+ d o (s+t), y por lo tanto

s+t es una homotopia tal que ¢ =~ ¢. |

Definiciéon 2.1.4. Sea (C,, d) un complejo de cadenas. Si existe una homotopia entre 1¢

y 0, decimos que C' es contraible y llamamos contraccién a la homotopia .
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Teorema 2.1.3. Morfismos de cadenas homotdpicos inducen el mismo homomorfismo en

homologia, es decir, si ¢ >~ 1, entonces v, = .

Demostraciéon. Sean ¢,1 : C — ' morfismos de cadenas homotopicos y sea = €

Ker(d), entonces

p(z) —P(r) = (s o d)(z) + (d 0 5)(x) = d'(s(x)),

ya que d(x) = 0. Por lo tanto ¢(x) — ¢ (z) € Im(d’), esto nos dice que en homologia
o(x) —¢(x) = 0y asi ¢ y ¥ determinan la misma clase de homologia, i.e. ¢, y 1, son

iguales en la clase de .

Con esto nos damos cuenta inmediatamente que si (C,,d) es contraible, entonces

H,.(C,) =0, i.e. C, es una sucesion exacta.

Definicion 2.1.5. Si existen morfismo de cadenas ¢ : C — C' y ¢ : ¢! — C tales
que po ~ 1oy o =~ 1g, decimos que C'y C’ son homotopicamente equivalentes.

Llamamos a ¢ y 9 equivalencias homotdpicas.

La definiciéon anterior implica que ¢, es un isomorfismo en homologia con inversa

Teorema 2.1.4. Sean (C,,d) y (C.,d') complejos de cadenas. Si (C.,d') es contraible,
entonces (C,, d) es homotopicamente equivalente a (C,,d) ® (CL,d") = (Coe ® C}, (d,d)).

Demostracién. Tomamos las funciones 7 : C' @ ¢! — C' la proyeccion natural y i :
C — C & ' la inclusion, queremos ver que m1oi ~ lgyiom =~ loger.
Tenemos que existe s : ¢ — C' tal que sod +d os = 0 — 1¢, definimos asi s’ :

Co®C"— C @ C'" que manda (z,2) a (0, s(x')), entonces

(s'o(d,d)+ (d,d')os)(x,2")=5"o(d,d)(x,2") + (d,d') o §'(x,2)
= s'(d(z),d'(z')) + (d, d')(0, s(z"))
= (0, s(d'(2"))) + (0, d'(s(2")))
= (0,s(d'(2")) + d'(s(z)))
= ( )

0, —a’
= (2,0) — (z,2')

=io7m — loge (z, ).
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Por otra parte, tomamos 0 : C' — C'y asi

(0od+do0)(z) =00d(z)+do0(x)

—0+0
=0
=xr—z

=moi— lg(x).

2.2 Complejos de cadenas de moédulos proyectivos

Nos son de especial interés los complejos de cadenas cuyos R-moédulos son R-moédulos
proyectivos. En esta seccion definiremos y probaremos propiedades importantes de estos

complejos de cadenas.

Definiciéon 2.2.1. Sea (C,, d) un complejo de cadenas, decimos que (Cs, d) esta acotado

inferiormente si existe j € Z tal que C, = 0 para todo k < 3.

Teorema 2.2.1. Sea (C,,d) un complejo de cadenas de R-mddulos proyectivos. Si

H.(Co) =0 y (Cs,d) estd acotado inferiormente, entonces (Co,d) es contraible.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, supongamos que C; = 0 para j < 0 (basta
con reindexar). Procedemos a demostrar por induccién sobre n, queremos construir
Sp » Cp, — Chyq tal que

Sp—1 0 dn + dn—l—l O Sy = 1Cn7

y mostrar por induccion que Ker(d,) es sumando directo de C,,. Para j < 0 definamos
s; = 0, con esto solo nos falta construir sy para comenzar nuestra induccion.

El hecho de que Hyo(Co) = 0y C_; = 0 nos dice que d; : C; — Cp es un epimorfismo,
ahora como Cj es proyectivo, d; debe tener una inversa derecha sy y esta cumple s_; o
do + dy 0 sp = 1¢,. Ademaés Ker(dy) = Im(d;) = Cj es proyectivo.

Supongamos que hemos contruido s; para j < n tales que
5j—-1© dj + dj+1 0S5 = 1Cj,

y que Ker(d;) = Im(d;4+1) es sumando directo de C; y por lo tanto proyectivo, pues C; lo

es. Por hipdtesis de induccion tenemos que C,,_1 = Im(d,) ® @Q,_1 para algin R-mo6dulo
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proyectivo @, _1.
Si nos restringimos a Im(d,) = Ker(d,,_1), podemos ver que s, od,_; = 0 gracias a la
igualdad s,,_9 0od,—1 +d, 05,1 =1¢, , y ademas, d, 05,1 = 1¢, ,.

Con esto notamos que s,_; es la inversa derecha del epimorfismo
d, : C, — Im(d,) C C,_1,

y por lo tanto p = s,_1 o d, es idempotente y C,, = p(C,) & (1 — p)(C,). Veamos que
(1—p)(C,) = Ker(d,) = Im(d,11). Sea x € Ker(d,), entonces t = 2—0 = z—(5,-1)(0) =
x — (S$p—1 0dy,)(x), por lo que z € (1 — p)(C,). Ahora sea z € (1 — p)(C,,), esto nos dice
que existe y € C, tal que 1(y) — p(y) = x y entonces

dn () =dn(y — sn-1(dn(y)))

=d(y) — (dn 0 sn-1)(dn(y))

=dn(y) — (1c,_, — Sn—20dp_1)(dn(y))
=dy,(y) — du(y) + sn-2(d*(y))

=0+ s,2(0)

—0.

Asi C,, = p(C,,) & Ker(d,,). Tomamos ahora el epimorfismo
dpy1 2 Chy1 — Im(d,11) = Ker(d,) C C,,

y al ser Ker(d,,) proyectivo, existe la inversa derecha s, de d,, ;. Extendemos s, a todo

C,, haciendo s, (z) = 0si z € p(C,,). Veamos que cumple

Sp—1 0 dp + dn—i—l O Sp = 1Cn~
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Sea = € C,,, tenemos que x = y + z donde y € Ker(d,,) y z € p(C,,), recordemos que por

esto, p(z) = z. Luego,

S$n—10 dn(2) + dny1 0 8n(2) =Sp—1 0 dp(y) + dpt1 0 S (y)
+ sp—10dy(2) + dpy1 0 Sp(2)
=$p_10dp(2) + dpy1 0 5p(y)
=p(2) + 1(y)
=24y

=xT.

Definicion 2.2.2. Sea ¢ : C' — C” un morfismo de cadenas de R-médulos. Definimos

el cono de la funcion ¢ como el complejo de cadenas (C7,d”), donde C!! = C,,_1 & C!' v
d/r;(xv 33'/) = (_dnfl(x% Spnfl(x) + d;l(l'/))

Observacion 2.2.1. El cono de una funcién es, en efecto, un complejo de cadenas.

Recordemos que d, o ¢, = ¢,_1 0 d,., asi

dy_y 0 dy(x,7") = dy_ (= dn1(2), o1 (x) + d},(2))
= (dn—2 0 dy—1(2), Pp—2(—dn-1(2)) + dyy_ (pn-1(x) + d;,(2)))
= (0, —pn—2dn—1(z) + dy_1pn—1(x) +0)
— (0,0).

Definiciéon 2.2.3. Diremos que
0= (Cl,d) % (Co,d) S (Cld") =0

es una sucesion exacta corta de complejos de cadenas si a y 8 son morfismos de cadenas
y la sucesion
B
0—C 5 C;=C =0

es exacta para j.

Teorema 2.2.2. (Teorema fundamental del dlgebra homoldgica)
Sea
0= (Chd) 2 (Cod) 2 (CLd") =0
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una sucesiion exacta corta de complejos de cadenas, entonces existe una sucesion exacta
inducida
AN Bix my 95 /
= Hy(C) — H;(Co) = H;(C]) = Hja(C)) — -+

Demostraciéon. Tenemos el siguiente diagrama

/'+2 d/'+1 d; 1—1
2 / 2 / i / i—

(2

d

Qi1 (073 Qj—1
diy2 dit1 d; di—1
C’i+ 1 C’L C’7,7 1 >
Bi+1 Bi Bi—1
dl s d!! d/! d!
" i+1 " i " i—1
C’i+ 1 CZ Cif 1
0 0 0

con exactitud en cada columna. Como « y [ son morfismos de cadenas, inducen ho-
momorfismos en homologia. Definamos 0; : H;(C}) — H;_1(C.,). Sea [2"] € H;(CY),
donde 7" es un ciclo (dj(2") = 0), como f; es un epimorfismo, existe z € C; tal que
2" = Bj(z). Por lo que dj o Bj(z) = 0y al ser # un morfismo de cadenas, resulta que
Bj—10di(z) =0, ie. dj(x) € Ker(f;-1) = Im(cj_1).

Esto nos dice que existe 2’ € C_; tal que a;_1(2') = d;(z), veamos que d;_,(z") = 0, es
decir 2’ es un ciclo y representa una clase en H;_1(C,). Utilizaremos el hecho de que «

es un morfismo de cadenas, asi
ajgod;_y(z')=dj10a;1(x) =djod;(2) =0,

y como «j_p es monomorfismo, obtenemos que d'(z') = 0.

Definimos 0; : H;(C)) — H;_1(C,) mediante 0;[z"] = [2/]. Veamos que esta bien
definida,

1. Si tomamos otro representante de la la clase [2"] serfa de la forma 2" + dJ,,y".

Ahora, como y” = f;41(y) con y € Cj4; tenemos que

o +di Ly =2+ dl By = 2" + Bidia(y) = Bi(x 4+ djay),
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por lo que al tomar otro representante, sélo cambiamos x por x + dj;1y, pero

dj(z) = dj(x) + 0 = d;j(x) + dj o dj1(y) = dj(x + djr1(y))-

2. El elemento 2’ queda determinado de manera tnica por d;(z) ya que a;_; es un

monomorfismo.

3. Sitomamos y en lugar de z, tendriamos 5;(z) = 5;(y), por lo que y—x € Ker(§;) =
Im(a;), es decir y — z = (') para algin y' € C} y asi y = x + a;(y').
Notemos que el cambiar « por x + «;(y’) es cambiar 2’ por otro representante de

su misma clase ¥’ + d}(y'), ya que
di(z + a;(y') = dj(x) + dja;(y) = a1 (2") + a;1d;(y) = a1 (2" + dy).

Veamos ahora que es un homomorfismo, tomemos 0;[z]] = [z}] y O[z5] = [x}] con sus

respectivos 1, zo. Entonces f5;(z1 + x2) = Bj(x1) + Bj(z2) = 2] + 25 y
aj-1 () + 25) = o (@) + gy (25) = dj(2) + dj(a2) = dj(1 + 22).

Por lo tanto 0;([z]] + [x4]) = [2]] + [25].

Falta probar la exactitud de las columnas. Primero las contenciones de las imagenes.

1. Im(aw) C Ker(f,). Este es inmediato ya que Sa = 0 implica S.a. = 0.

2. Im(B,) C Ker(0). Sea [2"] = p.[x] para algin [z] € H;(C,), entonces d;(z) =0 =
a;j_1(z’) y por lo tanto d[z"]| = [0].

3. Im(0) C Ker(a.). La construccion de 9;[z"] nos da
051, (O412"]) = aj1, 2] = [ay 1 ()] = [d;(2)] = 0,
ya que [d;(z)] =0 € H;_1(Cl,).
Falta probar las contenciones de los ntucleos en las imagenes para tener exactitud.

1. Ker(B,) C Im(av). Sea [z] € Ker(S,), esto quiere decir que z € C; es un cicloy 5;(z)
es una frontera, i.e. B;(z) = d;,(z') con 2’ € C},,. Como B;,1 es epimorfismo,
existe y € Cjpp tal que Bj,1(y) = 2" y notemos que dj,(Bj11(y)) = dj, (7)) =
B;(z). Entonces

Bi(x — dj1(y)) = Bi(x) — Bi(dja(y)) = Bj(x) — d;‘+1(5j+1(3/>) =0.
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Y como Ker(p;) = Im(c;), tenemos que [z] € Im(a,).

2. Ker(9) C Im(B.). Sea [z"] € Ker(9), ie. 0;[z"] = [0] € H; 1(Cy), 2" € Cf y
dj(z") = 0. Siguiendo la definicién de d tenemos que z” = S;(x) con d;(z) =

aj(2) y 2" =d(y'), y' € C;. Ahora

di(e;(y')) = a1 (di(y)) = a1 (2') = dj(x).

Z

Con esto notamos que x — o (y') € Ker(d;) y como 5;(z —a;(y')) = Bi(z) —0 ==

(por exactitud en las columnas), concluimos que
[2"] = Bj.[x — oy (y)].

3. Ker(aw) C Im(0). Sea [2'] € Ker(au), es decir 2’ € C}_y, d;_,(2') =0y a.[2'] =0
en H;_1(C). Entonces o_1(2') = d;(z) para algin = € C}, ahora sea 2" = §;(x),
entonces

dj(2") = Bj-1(d;(@)) = Bj-1(a;j-1(2")) =0,

o bien, z” define una clase en H;(C,). Por la construccion de O tenemos que

d[z"] = [2], por lo que Ker(a,) C Im(9).

Teorema 2.2.3. Sea ¢ : C — C' un morfismo de cadenas y sea (C,,d") su cono.

Tenemos que ¢ es una equivalencia homotopica si y solo si (CU,d") es contraible.

Demostracion. Supongamos que (CV,d") es contraible y sea §” : C" — C” una con-

traccion, definimos s : C — C, s’ : ' — C" y @ : " — C mediante

s"(2,0) = (s(z),---)
s"(0,2") = (¥(a'), =s'(2")).

Como d"s” + §"d" = 1¢n, tenemos que

lon(z,0) = (d"s" + §"d")(z, 0)
=d"(s(x), ) + §"(—d(z), p(x) + d'(0))
= (—dos(z) +so(=d)(z) +¢P(p(x) +0),---)
— (—dos(z) —sodx) + o))



Homologia 38

Len(0,a") = (d"s" + 5"d")(0,2")
= d"(Y(a"), ='(2")) + s"(0, d'(2"))
= (=dod(2),p o (@) + d'(=5')(2)) + (Y o d'(2"), =5" 0 d'(2))
= (=do (@) +¢od (@), po(a) + d(=5)(z) — s o d'(2')).

Con esto concluimos tres cosas

1. 0=—doy(a') + 1 od(z") para todo ', es decir dop(x’) =1 od'(2’) o bien que ¢

es un morfismo de cadenas.

2. lg(z) = —do s(x) — sod(x) + ¢ o p(x) para todo z, lo que es equivalente a
dos(z)+sod(x) =1 op(r)—1lc(x) es decir pop >~ 1.

3. lor(2') = pop(a)+d'(—5")(z) — s’ od'(2') y por un argumento similar al de arriba,

vemos que ¢ o 1) =~ 1en.

En la otra direccién supongamos que ¢ es una equivalencia homotépica con inversa v y

tenemos homotopias s de o p ~ 1oy s de p o) ~ 1o/, por lo que tenemos

Yod =doy
pod=d oy
dos+sod=1op—1¢g
dos' +sod=potp—1c.

Definimos ahora s” : C" — C" mediante

s"(z,2") =(s(x) + P(2') + o 5" 0 p(z) —1hopos(x),
—s'(a') + 5 opos(x) — () 0 p(x)),
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queremos ver que d” o s” 4+ " od”" = 1cn, i.e. " es una contraccion.

Tenemos que

(d"os" + 5" od")(w,2) =d"(s(x) + ¥(2') + Yo s o p(x) =P oypos(x),
—§'(2") + 5 0pos(z) = () 0p(x))
+ 8" (=d(z), p(x) + d'(2"))

=(—d(s(z) + ¥(a) + Yo s 0 p(x) — Yo pos(x)),

p(s(z) + () +yos op(r) —Popos(z))
+d'(—s'(2)) + 5 opos(x)— () 0p(x)))

+ (s(=d(z)) + ¢(p(x) + d'(2) + ¢ o 5" 0 p(—d(x))

—popos(—d(x)), =5 (o) + d(a))

(—d(x)) = (s')? 0 p(=d(2))).

+sopos
Comencemos con la primera coordenada, despties de reagrupar nos quedamos con

=[—dos(z) — sod(x)] + [~do¢(z') + ¢ o d(z)]
+[—(doy)os op(x) —doso(pod)(w)
+[(doy)opos(z)+yoposod(x)]+1)op(r)

=[lc(z) — o p(x)] + 1o p(z) + [0]
+[-(od)os op(x) —yos o(doyp)()
+[(Wod)opos(z)+oposod(z)

=z — o p(z) + Y o p(z)
+[—po(dos' +sod)op()+[Yo(doyp)os(x)+poposod(z)

=z +[—o(poty—lc)op()+[popo(dos+sod)|(z)

=z —1poporpop(r)+Pop(x)+popo(Pop—1c)(z)]

=z —poporpop(r)+vop(x)+yoporop(r)—1ioyp(r)

=X.
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Ahora para la segunda coordenada volvemos a reagrupar y tenemos que

—lpot(r) —d o (@) — 5 od(2)

+[pos(z)+dos opos(x)—porhoypos(z)

+[=s"0p(x) —d o (s) o p(z) +podos op(a)

—soposod(x)+ (s)?opod(x)
=lpo(2') —poy(z) + le(x)]

+[lc+dos —pohopos(x)

Flolo—dos +poy]os op(r) - 5 oposod() + () o pod()
)+ [ o d] o pos(x) +[s' o] 05 0 p(x) — 5" 090 5 0 d(x) + ()7 0 9o d(a)
=r'+—so(dop)os(x)+ s odos op(r)—soposod(x)+soso(pod)(x)
=2’ +—s'o(pod)os(zx)+sodos op(r)—soposod(x)+soso(dop)x)
=1’ —sopo(dos+sod)(zx)+so(dos +sod)op(x)
il — S opo(Wop—10)@) +5 o (9o — o) 0 plz)
=1’ — s opopop(xr)+sop(r)+soporop(r)—sop()

/
=T .

Por lo tanto d" o 8" + s" od” = 1cn [ |

Teorema 2.2.4. Sean (C,,d) y (C'e,d") complejos de cadenas acotados inferiormente y
conformados por R-mddulos proyectivos. Sea p : C — C" un morfismo de cadenas y sea
(CY,d") su cono, ¢ es una equivalencia homotdpica si y sdlo si (CV,d") es aciclico.

© es una equivalencia homotdpica si y solo si ¢ induce un isomorfismo p, en homologia,

es decir ¢, : H(Cy) — Hp(CL) es un isomorfismo para toda k.

Demostraciéon. Sea ¢ : C — C’ un morfismo de cadenas y sea (C.,d”) su cono.

Definimos la sucesion
0— (CL,d) 5 (C",d") 5 (Coy, —d) — 0

donde i; : C} — C} = Cj_1 ® C} es la inclusion y 7; : CF — C;_; es la proyeccion,

veamos que la sucesion es exacta.
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Tenemos el diagrama

41

_

0 0 0
n+2 d%+1 d, dy_y
/ i n / -
Cn+1 Cz Cnfl
in+1 ’in in 1
dll d,, d//
nt2 A n+l " n " n—1
Cn+1 C Cnfl T
Tn41 Tn, Tn—1
—dnp41 —d —dp—1 —dp—2
T Oyt O R O
0 0

0

donde la exactitud de las columnas es clara, queremos ver que el diagrama conmuta
cuadro a cuadro. Comencemos con las proyecciones

j © dj (z,3") = mj(—d;(x), p(x) + dj(2"))
= —d;(x)
—djom(x,a") =

Y ahora para las inclusiones

i od;_H( ')

= ij(dj 1 (2))
= (0,d};,(2")).
d;‘/-s-l © 2.j-&-l(x/) g+1(0 ')

= (0, dj;4(2")).

) ]+1

Ahora como la sucesion es exacta, por el Teorema 2.2.2, existe la sucesion exacta

(C!) = Ho1(Co) S H,_((CL) = Hor (CV)

Volvamos a realizar la construccion de 0, sea [z] € H,,—1(C,), con d(z) = 0. Como 7
es sobreyectiva, existe (z,0)

C" tal que x = 7(x,0), ahora como 7 es un morfismo de
cadenas y d(x) = 0 se sigue que d o 7(z,0)

0 y por lo tanto 7 o d”(z,0)

= 0, es decir



Homologia 42

d"(x,0) = (=d(z), () + d'(0)) = (0, p(z)) € Ker(m) = Im(7).
Por lo que existe y € C’ tal que i(y) = (0,¢(x)) y por la definicion de i, vemos que
y = (x), asi nuestra 0 esta definida por d[x] = [p(z)], que es precisamente la definicion

de ¢, y por lo tanto nuestra sucesion es de la forma
H,(CY) — Hy 1(Co) 25 Hy 1 (CL) = Hy 1 (CY) — -+
Si ¢, es isomorfismo para toda n, utilizando la exactitud de la sucesiéon notamos que

Im(m,) = Ker(p,) =0
Ker(i.) = Im(p.) = H,—1(C,).

Como Ker(i,) = H,—1(C,), debe ser que i, = 0 y entonces tenemos la relacion Ker(7,) =
Im(i,) = 0, lo que nos dice que 7, es monomorfismo. Ahora como Im(m,) = 0, debe ser
que su dominio es 0, es decir H;(C}) = 0 para todo j, o bien, C” es aciclico.

Ahora si C" es aciclico, nuestra sucesion exacta de homologias es
e 0= Hy 1 (C)) 25 Hy y(C) =0 — - -

Por lo que ¢, es un isomorfismo para todo n.

Es facil ver que si C' 'y €’ estan acotados inferiormente y son proyectivos, C” también
es proyectivo y esta acotado inferiormente. Recordemos que si un complejo de cadenas
es contraible, entonces es aciclico y por el Teorema 2.2.1, si C” es aciclico entonces es
contraible por cadenas, por lo que (C,d”) es aciclico si y solo si es contraible, y por el

Teorema 2.2.3, es aciclico si y s6lo si ¢ es una equivalencia homotoépica.



3 Obstruccion de finitud de Wall: ver-

sion algebraica

En este capitulo veremos algunas relaciones entre los conceptos vistos hasta ahora,
complejos de cadenas, equivalencias homotoépicas, R-modulos libres y proyectivos, entre
otros.

Una pregunta importante es la siguiente: si tenemos un complejo de cadenas (Cl,d)
finitamente dominado, es decir, existe (D,,d’) complejo de cadenas de tipo finito confor-
mado por R-moédulos libres y morfismos de cadenas f : C — D, g : C' — D tales que
gf ~ 1¢, sera (C,,d) homotopicamente equivalente a un complejo de cadenas de tipo
finito de R-modulos libres?.

La respuesta en general es que no. Wall responde a esta pregunta con su teorema de la
obstrucciéon de finitud que nos dice cuando un complejo de cadenas finitamente dominado
es homotopicamente equivalente a un complejo de cadenas de tipo finito de R-mo6dulos

libres, utilizando conceptos que se definiran en esta seccion y el grupo I%O(R).

3.1 Caracteristica de Euler

En esta seccion definiremos el invariante algebraico que nos permitira caracterizar los
espacios finitamente dominado, la caracteristica de Euler. En principio esta se define
para complejos de cadenas de tipo finito conformados por R-médulos proyectivos, para
luego definirla en complejos de cadenas homotépicamente equivalentes a un complejo de

cadenas de tipo finito conformado por R-moédulos proyectivos.

Definicion 3.1.1. Un complejo de cadenas (Cs,d) de R-moédulos es llamado acotado si
C; = 0 para todo j excepto un conjunto finito y es llamado de tipo finito si es acotado y

C; es finitamente generado para todo j.

43
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Recordemos que todo R-moédulo proyectivo finitamente generado define un elemento
en Ky(R) (vease definicion 1.2.3).

Definicion 3.1.2. Sea (C,,d) un complejo de cadenas de tipo finito de mdédulos proyec-

tivos. Definimos su caracteristica de Euler mediante

o0

X(O)= Y (~1)[G)), [C)] € Ko(R).

j=—o0

Notemos que la anterior es una suma finita pues (C,,d) es de tipo finito y como [C;] €
Ko(R), x(C) € Ky(R). Definimos también x(C') como la clase de equivalencia de x(C)
en ITO(R).

Teorema 3.1.1. (Principio de Euler-Poincaré).
La caracteristica de Euler es aditiva en sucesiones exactas cortas de complejos de cadenas

de tipo finito. Es decir, si
0—C —0C"—C—0

es una sucesion exacta corta de complejos de cadenas de tipo finito de modulos proyectivos,
entonces x(C") = x(C") + x(C).
Ademds, si (C,,d) es un complejo de cadenas de tipo finito de mddulos proyectivos y todos

sus modulos de homologia son proyectivos, entonces

Demostracion. Sea

0—C —0C"—C—70

una sucesion exacta corta de complejos de cadenas de tipo finito de moédulos proyectivos.

Esto nos dice para todo j, la sucesion

0 —C, —C/ —C; —0
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es exacta, y al estar conformada por médulos proyectivos, se escinde. Por lo que C} =
C: @ Cyy [Cf] = [C]] + [C}], entonces

x(C") = jio(_l)j €]
_ ji(_ly(m +(Cy])
_ i (—1Y[C)] + i (=1Y'[C]
- ;(Cof) + x(0). o

Ahora, supongamos que (C,,d) es un complejo de cadenas de tipo finito de modulos
proyectivos y que todos sus mddulos de homologia son proyectivos. Definimos Z; =

Ker(d;) y Bj = Im(d;;;), notenemos las sucesiones exactas cortas

0— Ker(dj+1) i)Cj+1 dji) Im(de) — 0

0 — Im(d; 1) —Ker(d;) = H;(C) —> 0.

Como H;(C') es proyectivo, la sucesion se escinde y Z; = B; & H;(C). Utilizando que el
complejo de cadenas es de tipo finito podemos suponer sin perdida de generalidad que
C; = 0 para j < 0, basta con reindexar, por lo que Cy = Ker(dy) = Zp, lo que hace a Z,
proyectivo. Al ser Z, proyectivo y usando Zy = By @ Hy(C') vemos que By es proyectivo,

de esto se sigue que la sucesion exacta corta
j d
0—>Zli>01—1>BQ—>O

se escinde y C] = Z1® By. Lo que implica que Z; es proyectivo y como Z; = B; @ H,(C),
B es proyectivo.
Continuando por induccién tenemos que B; y Z; son proyectivos para todo j y todas las

sucesiones se escinden. Asi
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Calculamos ahora x(C),

\(C) = ji@(—w )
_ ji(‘”jw + (B + [By1)
= Jio(_l)j [H] +j§)o<—1)f [B;] + ]_ioo(—l)J [Bj-1]
- j_i(_”j i *J._iof‘”w - j_i;—l)f[Bﬂ
:ji@(—mﬂj}

Definicién 3.1.3. Sean (C,,d), (C.,d'), complejos de cadenas de R-modulos proyectivos
y (CL,d’) de tipo finito, supongamos que son homotdépicamente equivalentes, entonces

definimos la caracteristica de Euler de (Cs,d) por

X(C) = x(C).

Proposicion 3.1.2. La caracteristica de Euler x(C') de la proposicion anterior estd bien
definida, es invariante bajo clases de equivalencias de homotopia y es aditivo en sucesiones
exactas cortas

0— (D, ") = (Ce,d) — (D, f') — 0.

Donde (DY, f") y (D., f") son complejos de cadenas de mddulos proyectivos homotdpicos
a algun complejo de cadenas de tipo finito de mddulos proyectivos (no mecesariamente el

mismo).

Demostracion. Sea (C,,d) un complejo de cadenas de R-moddulos proyectivos homo-
topicamente equivalente a un complejo de cadenas de tipo finito de moédulos proyectivos
(c.,d).

Definimos x(C) = x(C"), hay que ver que es independiente de la eleccion de (C},d').
Sea (C7,d") otra posible eleccion de complejo de cadenas homotopicamente equivalente
a (C,,d), por lo que (C.,d') y (C7,d") son homotopicamente equivalentes.

Sea ¢ : " — C" la equivalencia homotopica y sea (D, f) su cono. Como C"y C” son de

~Y

tipo finito de médulos proyectivos, D; = C%_; & C7 también lo es para todo j. Usando
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la sucesién exacta corta
0 — (CY,d") 5 (Do, f) 5 (C_y,—d) — 0

y el Teorema 3.1.1 tenemos

(D)= 3" (1IC)+ Y (~1P(C) )
— > V- Y vy
= X(C") ~ X(C").

El cono (D, f) es aciclico pues ¢ es una equivalencia homotopica, esto nos dice que
Hj
X(C) = 3272 (1Y [H;(C)] = 0. Por lo tanto x(C") = x(C"), es decir x(C) esta bien
definido.

Este mismo calculo nos dice que cadenas homotopicamente equivalentes tienen la misma

(D) = 0 para todo j y al ser de tipo finito de modulos proyectivos tenemos que

caracteristica de Euler, o bien, es invariante bajo clases de equivalencias de homotopia.
Por dltimo la aditividad de la caracteristica de Euler se sigue de el Teorema 3.1.1 y el

hecho de que sucesiones exactas cortas de modulos proyectivos se escinden.

3.2 Obstruccion de finitud de Wall

En esta secciéon enunciaremos y demostraremos una version algebraica del Teorema de
Obstruccion de finitud de Wall. Comenzamos demostrando un Lema de gran importancia

para la demostracion del Teorema.

Lema 3.2.1. (Wall)
Sea (C,,d) un complejo de cadenas de modulos proyectivos homotdpicamente equivalente
a un complejo de cadenas de tipo finito de mddulos proyectivos. El complejo de cadenas

(Co,d) es homotdpicamente equivalente a un complejo de cadenas de tipo finito de R-
mddulos libres si y solo si X(C') =0 en Ko(R).

Demostraciéon. Supongamos que (C,, d) es homotépicamente equivalente a (C,,d') que

es de tipo finito, ambos conformados por R-mo6dulos proyectivos. Entonces x(C') = x(C’)
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y por lo tanto x(C) = x(C"). Si (C.,d') esta conformado por R-moédulos libres, entonces
(1] =0 € Ky(R) y asi X(C") =0 = X(C).

Supongamos ahora que x(C’) = 0. Basta con demostrar que (C}, d’) es homotopicamente
equivalente a un complejo de cadenas de tipo finito de modulos libres.

Supongamos que C} = 0 para j fuera del intervalo {k,k+1,k+2,..., k4+n}, es posible ya
que C" es de tipo finito. Tomamos médulos proyectivos Qq, Q1, . . ., @y tales que €}, ®Qyp
es libre, C} . ©Q,®Q,_1 es libre y en general C} ;B Q41 ®Q; es libre, con 0 <i < n,
es posible pues proyectivo implica sumando de un libre.

Definimos (77,d"™) para j € {0,1,...,n} mediante

T —

0 siitk+jhk+j—1
Q sti=k+jk+j—1

y dkﬂ =1g, : Q; — Qj, es decir, (17, d™) es el complejo de cadenas

TJ
= 0= 0 Q — G, Qi —0—=0—--

el cual claramente es contraible por el Teorema 2.2.1. Por el Teorema 2.1.4,
(C:/, d// C/ d/ @ @ T] dTJ

es homotopicamente equivalente a (C,,d') y estd conformado por R-mo6dulos libres ex-

cepto en k — 1 donde C}_; = Qy, ya que el complejo de cadenas (C.,d") es precisamente

= 0= Ollf—l-n@Qn _)Cliz—s-n—l@Qn@Qn—l _>O]/€+n_2@Qn—1®Qn_2 —
_>Cl/c+n73@Qn—2@Qn—3_>"'_>C]/€@Q1@Qo—>Qo—>0—>--'

Entonces 0 = Y(C") = X(C") = (=1)¥[C}_,] en Ko(R), 1o que nos dice que Cy_, es
establemente libre. Sea F' un R-modulo libre finitamente generado tal que C}_, @ F = F,

definimos (7, d") mediante

0 sijtk—1k—2
Tj:
Fosij=k—1k—2

condl |, =1p: F — F. El complejo de cadenas (T,d") es precisamente

df |
50202 F X5 F—-50—-50—---
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y claramente es contraible.
Por lo tanto (C?,d") es homotépicamente equivalente a (C”,d") @ (T,d"), el cual esta
conformado por R-modulos libres y asi (C,,d) es homotoépicamente equivalente a un

complejo de cadenas de tipo finito de moédulos libres.

Ejemplo 3.1. Tomemos el complejo de cadenas X, dado por
0—7Z/22 —0— Z/27 — Z]67Z — Z/3Z — 0
Es un complejo de cadenas de Z/6Z-modulos proyectivos y es de tipo finito. Luego
X(X) = [2/2Z) + [2/2Z] - [Z/6Z] + [2/3Z] = [Z/21Z],

entonces X(X) # 0 pues Z/2Z es proyectivo pero no libre. Falta ver que Z/27Z no
es establemente libre, para esto usaremos un argumento de cardinalidad. Todo Z/67Z-
modulo tiene cardinalidad alguna potencia de 6, que Z/27 sea establemente libre nos
dirfa que existe un libre con cardinalidad 6" tal que al hacer suma directa con Z/2Z,

obtenemos un libre con cardinalidad 6™, lo cual es absurdo.

Definiremos ahora uno de los conceptos més importantes de la seccion, el de un com-
plejo de cadenas finitamente dominado, esta definicion nos es de importancia pues un
complejo de cadenas finitamente dominado es "casi" homotdpicamente equivalente a un

complejo de cadenas de tipo finito de moédulos libres.

Definicion 3.2.1. Sea (C,, d) un complejo de cadenas de R-moddulos proyectivos. Lla-
mamos a (C,, d) finitamente dominado si existe un complejo de cadenas (D,,d') de tipo
finito de R-moddulos libres y morfismos de cadenas f : C' — D, g : D — C' tales que
go f ~1c. Decimos que (C,,d) es dominado por (D, f, g).

Los siguientes Lemas nos facilitaran los calculos en demostraciones futuras.

Lema 3.2.2. Sean (C,,d), (D.,d') complejos de cadenas y f : C — D, g: D — C
morfismos de cadenas tales que existe una homotopia h que satisface 1 — gf = dh + hd.

Tenemos que
[ gfg— fR"Pgfhg+ -+ fhgfh" g — fofh" g —d' fh'g = — fh'dg  (3.1)

[ gfg—fR" g fhg+- - — fhgfh" g+ fofh" g+d fh' g = — fhdg+ fh" g (3.2)
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Demostracion. Tenemos que

—d' fh"g = — f(dh)h" g
=—f(1—gf —hd)h" g
=— A" g+ fgfh" tg+ fhdh" g.

Reescribimos la ecuacion 3.1 sustituyendo —d' fh"™g,
fh " tgfg — fh"2gfhg + fR"PgfhPg — -+ fhgfh" g — fR"tg + (fhdh™'g).

Ahora, sustituyendo fhdh"'g por fh"'g — fhgfh™ 29 — fh?’gfh™ 2g, la ecuacién 3.1

se reduce a
R gfg— fR" g fhg + fR g fhPg — - — (fRPgfR" ).
De manera similar realizamos las sustituciones en 3.1

fRPgfh" g =fh" g — fRPgfh" g — fRPgfh" g

fhn73dh3g :fhnflg o fhnf?)thg o fhanthQ
_fhn—thQQ — fhn—lg + fhn—thg + fhn—ldhg
fhtdhg =fR""tg — fh" g fg — fh"dg.

Por lo que 3.1 se reduce a — fh"dg.

Para la ecuacién 3.2 realizamos las sustituciones

d fh"g =f(dh)h" g
=f(1—gf —hd)h" g
=fh""g— fgfh" g — fhdh™ g
—fhdh" g = — fR" g+ fhgfh" g + fRAAfR" g

fhn—Sdh3g :fhn—lg _ fhn—3fh2g _ fhn_2dh29
—fh"2dh*g = — fR" g+ fR" T2 fhg + fR" T dhg
fh"tdhg =fh" g — fh" g fg — fRdg.

Por lo que al reducir la ecuacién 3.2 terminamos precisamente con — fh"dg + fh" 'g. B
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Lema 3.2.3. Sean (C,,d), (D.,d') complejos de cadenas y f : C — D, g : D — C
morfismos de cadenas tales que existe una homotopia h que satisface 1 — gf = dh + hd.

Tenemos que

fhgfg— fR" " gfhg + fR" g fh*g — -

2 n—2 n—1 n n n+1 n+1 (33)
+ fhgfh" g — fhgf" g+ fgfh"g = fh"g — fR"Tdg — fdh""g

gfg— fh""gfhg "Cgfhtg—---
fh"gf fh" 1 fhg+ fh 2 fh2 (3 4)
— fRPgfh" g+ fhgf" g — fafh"g = —fh" T dg + fdh"Tyg

Demostracién. Reescribimos la ecuacién 3.3 como

fhgfg— fR" rgfhg + R 2gfhPg— -+ fRPgfR" g — fhgf" 'g+ fgfh"g =
f(R"gf =" Ygfh+h"2gfh*— -+ h*gfh" > — hg "' + gfh")g.

Luego, notemos que

higf =h" — hndh — h"ld
—h"tgfh = — A" + " 'dh* + h"dh
hn—QthZ =h" — hn—2dh3 - hn—lth

hQthn—Q :hn . thhn—l . hSdhn—2
—hgfh™t = — h™ + hdh"™ + h*dh"*
gfh"™ =h" — dh™ ™ — hdh™.

Por lo que al sustituir, la ecuacién 3.3 se reduce a fh"g — fh"*ldg — fdh"*'g. Ahora,

reescribimos la ecuacion 3.4,

fhgfg— fR" " gfhg + R 2gfh*g— - — fRPgfR" g+ fhgf" g — fgfh"g =
f(Wgf =R 'gfh+h"2gfh°— - — g fh" >+ hgf* ' — gfh")g
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y realizamos las sustituciones

hhgf =h" — h"dh — h"*'d
—h"tgfh = — h" + A" tdh* + h"dh
hn72gfh2 =hp" — handh?) _ hnflth

_hQthn—Q — hn + thhn—l + thhn—Q
hgfh"™' =+ h™ — hdh™ — h*dh™!
—gfh™ = — h" + dh™*" + hdh™.

Asf obtenemos que la ecuacion se reduce a — fh"tdg + fdh™tg. [ |

Sean (M;)f_,, (N;)j-, familias de R-moédulos y sean €P;_, M;, P}~ N; sus sumas
directas. Una funcion F: @;_, M; — €Dj-, N; es de la forma

F= (f17f27"'7fn)7
con f;: @, M; — N;. Ahora sea (z;)7, € @]_, M;, se tiene que

fil(xi)icy) = g (1) + gja(w2) + - + gjn(Tn)

donde g : My — N, y con esto representamos a F' en forma matricial de la siguiente

manera
gin gi12 g13 - Gin
.o .. g n
F— 9?1 9.22 9?3 2
9m1 9m2 Im3 *°° Gmn

Ast, F((x)y) = (fil(x)y), fa((x)y), ..., fu((x:)™)) se representa de la siguiente

manera

gii gi2 G913 - Jin T gu(w1) + -+ + gin(zn)
go1 G22 G23 - Gon T go1(x1) + - + gon ()

Im1i 9m2 9Gm3 ° Gmn Tn 9m1($1) + -+ gmn<xn)
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donde
gii(x1) + -+ ginln) fil(@i)iy)
go1(z1) + -+ + gon(2n) _ fo((zi)izy)
gm1 (1) + - + Gmn(T0) S ((@:)i1)

Sean F': @, M; — @@L, N; y H: D-, N; — @, _, M}, con representaciones

matriciales

g11 G122 G913 - Gin hiin hia hiz -+ hip
o 9?1 9?2 9?3 g?n = h'21 h?2 h?3 . h2.m
Im1 9m2 9Gm3 - Gmn hll hl2 hlS o hlm

La representacion matricial de la composicion H o F : @, M; — @,_, M, viene dada

por el producto de las matrices con composiciones en las entradas, es decir,

hinogin+ - +himogm -+ hi10gim+ -+ him O Gnmn
HOF: h210911+".'+h2mogm1 h21092n+""+h2mogmn
hnogun+- -4+ hmogm - hiuogm—+ -+ hymo gmn

Proposicion 3.2.4. Sea (C,, d) un complejo de cadenas finitamente dominado por (D, f, g).

La funcion p : @ D; — @I oD, con representacion matricial

fag d 0 O
fhg 1—fg —d 0
fh*g —fhg fg d

es idempotente, es decir, p* = p.

Demostracion. Como h es una homotopia que satisface 1 — gf = dh + hd, vemos que
f(L=gf)g = fg— (f9)* = fdhg + fhdg = d' fhg + fhgd" ya que f,g son morfismos
de cadenas. Esto nos dice que fhg es una homotopia entre fg y (fg)?, donde (fg)? =
fogofog.

Procedemos por induccién sobre la longitud del complejo de cadenas (D,, d’), es decir, el

entero ¢ mas pequeno tal que C; = 0 para todo j > i.
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Para n = 1 tenemos el diagrama

00— p, %0
lgl lgo lgl
do Ol dq CO do O d_q
lfl lfo lf—l
d’ d!
0 D20

y la matriz que representa a p esta dada por

(9)-

Asi p? viene representado por la matriz

((fg)2> :

de donde (fg)* = fg — d fihg — fhgdy = fg, pues fi =0y dy = 0.

Para n = 2 tenemos el diagrama

0—2.p, % p,f g
jgz lgh lgo l9—1
d3 02 da Cl dy CO do 0 d—1
lfz lfl lfo Lfl
d d! d,
0 D; Dy 0

y la respectiva representacion matricial de p
fg  d
fhg 1—fg

< (f9)* +d'fh fod +d —d fg ) |
fhgfg+ fhg— fgfhg fhgd +1—fg—fg+(f9)*

Por lo que p? es representada por

Analizemos entrada por entrada,

(L1) : (f9)* +d fhg = fg— fhydy = fg, pues dfy = 0.

(1,2) : fgd+d —d' fg=d, pues fg es morfismo de cadenas.
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(2,1) : fhgfg+fhg—fgfhg = f(hgf+h—gfh)g, ahora usamos la igualdad gf = 1—dh—
hd, para ver que hgf = h—hdh—h%*dyy gfh = h—hdh—d,h?. Obtenemos entonces
que la entrada (2, 1) es — fh%dog + fdah*g + fhg. Recordemos que dog = gdy =0y

fds = d' fy =0, asi concluimos que la entrada es fhg.

(2,2) = fhgd +1— fg— fg+(fg)? usamos que fg—(fg)? = d fhg+ fhgd y sustituimos
para obtener 1 — fg — d'fohg =1 — fg pues fo = 0.

Para n = 3 el diagrama es de la forma

d! d, d, dl
0 °> Dy D, Dy
LQS LQQ lgl lgo g-1
dy ds d2 dy do d—y
Cs Cy Cy Co

Lfs sz lfl
d, d, d"

0 —>> Dy —2= Dy —= D,

y p esta representada por
fg d 0
fhg 1—fg —d'|.
fh*g —fhg  fg

por lo que la representacion matricial de p? es

(fg)?+d fhy fod +d —dfg —d"”

fhgfg+ fhg — fgfhg —d' fh*g fhgd +1— fg— fg+ (fg)*+d fhg —d + fgd —dgf
fh*gfg — fhygfhg + fafh’g fh*gd — fhg+ fhgfg — fafhg fhgd + (fg)?

Para p? solo hay que revisar las entradas del segundo y el tercer renglén, pues el primer

renglén es idempotente utilizando el cason =2y d' od = 0.

(2.1) : fhgfg+ fhg — fgfhg —d fh*g = fhg + f(hgf — gfh — dh?)g, y notemos que
hgf — gfh — dh? = h2dy, por lo que entrada es fhg + fh?dyg = fhg, ya que
dog = gdj, = 0.

(2.2) : fhgd +1— fg— fg+ (fg)> +d fhg = 1 — fg, utilizando que fg — (fg)* =
d fhg + fhyd'.

(2,3) : =d' + fgd — d'gf = —d', pues fg esun morfismo de cadenas.

I
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(3.1) : fh*gfg—fhgfhg+fafh*g = f(h*gf—hgfh+gfh*)g,y tenemos que h*gf—hgfh+
gfh? = h? — h3dy — dyh3, por lo que la entrada es fh?g — fhidog — fdah®g = fh?g,
ya que dog = gdy =0y fads = d3f3 = 0.

(3,2) : fh?gd — fhg + fhgfg — fgfhg = —fhg + f(hgf + h*d — gfh)g, reduciendo
obtenemos — fhg + fdsh*g = — fhg.

(3,3) : fhgd + (fg9)* = fg —d fshg = fg.

Ahora suponemos que la matriz es idempotente para n = k, demostraremos que lo es
para n = k + 1. Tomaremos dos casos, el caso en que k es par y el caso en donde es
impar, esto se debe a que la matriz de k + 1 x k + 1 es diferente si k es par o impar.

En ambos casos tenemos el diagrama

0 Bt Dy dj, Dy d_y dy D, df Dy dg 0
Jk+1 9k jgkl Lgl lgo lg—l

R ALY, N o\ S RSN Sy S TN
jkarl \jfk jfkl Lfl lfo lf1
0 11 D dj, Dy Ay dy D, dj Dy d 0

paran = k + 1 con k par, la matriz que representa a p es

fg d’ 0
fhg  1—fg —d
fhg —fhg fg d e 0 0 0
fhEtg —fhE2g fRE g —fREt o fhg 1 fg —d'
fhkg —fhE=tg fR*2g —fR** ... fh’g —fhg fg

Por nuestra hipotesis de inducciéon tenemos idempotencia en todos los renglones excepto
el k-ésimo y el k+ 1-ésimo de la representacion matricial de p?, solo hay que revisar estos.

Para la entrada (k, 1) utilizaremos el Lema 3.2.2,

(k,1) : fRFtgfg— fR*2gfhg+ fR*2gfh?g — -+ fhgfh*2g+ fR* g — fgfhF g —
d' fh*g

Por lo que la entrada (k, 1) es fh*"tg — fh*dyg = fh* g, pues dog = 0.

Para la entrada (k, 7) con j = 2,...,k—1 consideramos dos casos, donde j es par y donde
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es impar.

Para j par tenemos

(k) = fREZIH gd — fRF T g+ fRM T g fg— fRF7 = g fhg+ fREZI=2g fR2g—- - -~ fhg fRF T~ 1g—
fHE g+ ff g + d fREIH g,

Y por el Lema 3.2.2 y obtenemos que la entrada es —fh*/g.

Para j impar tenemos

(k,g) = fR*="gd + fR*Tgfg — fR¥ T gfhg + fRE772gfR*g — -~ + fhgfR* T g +
fHE9g — fgfhh g —d fRF-I+g,

y volvemos a utilizar el Lema 3.2.2 para obtener que la entrada es fh*~7g. Pasamos a las

ultimas dos coordenadas del renglén k,

(k,k) : fhgd +1— fg— fg+ (f9)* +d fhg=1— fg.

(k,k+1) : =d' + fgd +d' fg=—d.
Pasamos ahora al tltimo renglon, para la entrada (k -+ 1, 1) utilizaremos el Lema 3.2.3

(k+1,1) : fh*gfg—fh*tgfhg+ fR*2gfh?g—- -+ fRPgfh*2g— fhgf* g+ fgfhrg =
f(RFgf — hF=tgfh + WF2gfh? — -4+ h2gfhF~2 — hgf*~! + g fh")g.

Por lo que la entrada (k + 1,1) es f(h* — h*ldy — dy 1 h* 1) g = fhFg.
De manera similar al rengléon anterior, tomaremos los dos casos de la entrada (k + 1, j)
conj=2,....k—1.

Para j par tenemos

(k+1,j) : fRh=i+2gd — fhh=it1g 4 fRh=itgfg — fRE=igfhg + - — fR2gfhF=i71g +
fhgfh*=3g — fgfh*=Ittg.

Utilizamos el Lema 3.2.3 y vemos que la entrada es — fh* =g+ fd; 1 hF=72g, | que es
igual a — fhF=I+lg.

Para j impar tenemos
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(k+1,5) « fRE7*2gd + fRF " g fg — fh* g fhg+ -+ fh2g R g — fhg fhF=Tg +
fgfht=itlg

y al utilizar el Lema 3.2.3 obtenemos fh* 7 tlg — fdy 1 hF~7T2g; | = fRE-IT1g.

Falta ver las tltimas dos columnas del dltimo renglon del caso k par.

(k+1,k) : fh?9d — fhg+ fhgfg — fgfhg = —fhg + fdx11h*g = —fhg

(k+1,k+1) : fhgd + (fg)* = fg — d fesrhg = fg.

Para el caso k impar, p esta representada por

fg d 0

fhg 1—fg —d

fh*g  —fhg fg d

fhEtg —fh*"2g fR*Sg —fRFt oo —fhg  fg  d
fhkg  —fhE=tg fR*"2g —fR*3 .. —fh%*g fhg 1— fg

De manera similar, solo hay que analizar los dos tltimos renglones de la representacion

matricial de p?, para (k,1) tenemos que

(k,1) :fhFtgfg — fRF2gfhg + fR*3gfh?g — - -+ — fhgfh*2g + fgfh* g+ d fh*g.

Usando nuevamente el Lema 3.2.2, vemos que la entrada (k, 1) es — fh*gd)+ fh*1g =
fh*~1g. Para la entrada (k,j) con j = 2,...,k — 1 analizamos de nuevo el caso par e

impar. Para j par la entrada es

(k,j) :fRF It gd — fRA=d g+ fR* T g fg— fRF T~ g fhg+ fRF T2 fh2g—- - -+ fhg fR* 1 g—
fofhf=~ig —d frr=itlg.

ahora con el Lema 3.2.3, vemos que (k,j) : —fh*g.

Para j impar tenemos

(k,j) fh"=*gd + fhIgfg — fR* " gfhg + fR¥772gfh?g — -+ — fhgfh*I 7 g +
fgfh =g +d fnr=7*g,
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y esta vez utilizamos el Lema 3.2.2 para obtener que la entrada es fh¥~7g. Ahora para

las dos ultimas columnas tenemos

(k. k) : fhgd + (fg)* +d fhg = fg.

(kk+1) : fgd +d —d fg=d.

Solo nos queda verificar el ultimo renglén, para (k + 1,1) podemos ver que

(k+1,1) :fhfgfg — fR* " gfhg + fRE2g fh2g — - — fh2g fhE=2g + fhg[*"lg + fhrg —
fofhty

y con el Lema 3.2.3 llegamos a que la entrada es fhfg — fh¥Ttdyg + fdyi1h*H1g el cual
es precisamente fh*g.
Volvemos a separar en dos casos para (k+ 1,7) con j = 2,...,k — 1, comencemos con j

par

(k+1,7) «fh**2gd — fR*=*g + fRMT g fg — fR¥Igfhg + - + fRPgfh*T g —
fhafht=ig — fRF=I" g + fg fRFItg.

Haciendo uso de el Lema 3.2.3, llegamos a que la entrada es — fh¥ =7 +g — fd,  hF7+2g =
_fhk—j+1g.

Ahora para j impar la entrada es

(k+1,7) « fR¥9%2gd + fR* Mg fg — fR*Igfhg + - — fh*gfh* " 1g + fhgfR* g +
fRETt g — fgfRtitlg

y despiies de usar el Lema 3.2.3 vemos que la entrada es fh¥7+lg + fd,, hF 729 =
fhk_j+1g.

Para finalizar, veamos las dos ultimas columnas

(k+1,k) : fRPgd + fhgfg+ fhg — fgfhg = fhg + fdy1h*g = fhy.

(k+1,k+1) : fhgd +1— fg— fg+ (f9)* = —d foxrhg+1— fg=1— fg.
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Proposicion 3.2.5. Sea (C,, d) un complejo de cadenas finitamente dominado por (De, f,g)
ysea Cl =D, ®Dyy1 ®Dpyo®---@® Dy ®D,. Sea 0; : C! — C!_, la funcion con

representacion matricial

d 0
1—fg —d 0

—fhg fg d 0
—fh*g fhg 1—fg —d

Entonces (C.,0), dado por

On On— 0! 0 1- 1-
0—=C S 2. 2050 Lo bho 5.

es un complejo de cadenas.

Demostracion. Comencemos con 0,, que viene dada por

()
1—-fg)’

y asi 0,1 es representada por

d’ 0
1—fg —d
—fhg fg

Queremos ver que 0,_1 0 0, = 0, es decir, la matriz producto

dod
d— fgd —d +dfg |,
—fhgd + fg— (fg)*

es nula.

En efecto, pues

(1,1) : d' od = 0 por definicién.
(2,1) : d — fgd —d +d fg =0 pues fg es morfismo de cadenas.

(371) : —fhgd + fg— (f9)2 = d/nJrlfn—i-lhg =0 pues fr41 = 0.
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Pasamos ahora al caso general desde n—1 hasta 1, para k par, la matriz de (k+2) x (k+1)

€S

d/
1—fg
—fhg
—fh*g

_fhk—4g
_fhk—3g
_fhk:—Qg
—fh* g
—fh*g

y la multiplicaremos por la matriz de (k + 1) x (k)

d/
1—fg
—fhg
—fh*g

_ fRED
— fRE—
— A3
— Rk
A1

@ @ @ @ «

fg d
fhg 1—fg —d

_fhk—G fhk—7

9 9 9
fRE=4g —fhk=Bg  fRE=Og
FRE=3g —fhk=ig  fRE=g
FfRE=2g  —fRE=3g  fREig
fRF=lg  —fRR2g fRE3g

0

—d

fg d

fhg  1-fg  —=d
fhk—Gg _fhk:—7g fhk—Sg
fhk:75g _fhkfﬁg fhk77g
fhkf4g _fhkfsg fhk76g
fhk—3g _fhk—4g fhk—5g
fhk—Qg _fhk:—Bg fhk—4g

o O O O

_d’
fg
Jhyg
fh?g
fh’g

o O O O

1—7fg
—fhg

—fh*q fhg 1—fg —d
—fh*g  fhig

o O O O

d/

1—fg

—fhg

—fh*g fhg 1—fg

o O O O

0
_d’
fg

0 0
0 0

0 0

0 0

0 o |’
0 0

_d/

fg &

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
d 0

—fhg fg

Analizemos las entradas de la representacion matricial de la composicion

(1,1) : d' od =0, por definicion.

(1,l) : Oparal=2,...,k+ 1.

(2,1) : d — fgd —d +d' fg =0 pues fg es morfismo de cadenas.

(2,2) : d'od = 0.

(2,l) : Oparal=3,...,k+ 1.
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Veamos el caso ahora para (j,i), donde j =3,....,k+1yi=1,...,5—1 Para (j,i), con

7 par y ¢ par, tenemos que 7 —¢ — 1 es impar.

—fh g 01
fhi=3g 02
—fhi4g :
fhi =g 01
: —d
i = fhyg = fg
1—fg fhyg
—d fhg
01 :
0, FhE=i=2g
: fhk*i*lg
Okt1-; fhE g

Entonces (j,1) : —fh/ " gd'— fR/ " 2g fg+ R/ g fhg— fRI g fhPg+- -+ fhg fR/ g+
fW=72g — fgfhi =29 —d'fhW =g y por el Lema 3.2.2 (j,1): 0

Para (j,7), con j par y i impar, tenemos que j — ¢ — 1 es par.

—fhi%g 01
[ =g )
—fh™g :
fhi=°g 01
: d
. fhyg = 1—-fg
1—fg —fhyg
—d —fh%g
01 :
0, _ fRE-im2g
: ey
Ok+1—5 —fh*g

Entonces (j,4) : —fW/ ™" tgd + fI/""2g — fW/ g fg + fR T g fhg — fIV T g fhg +
coo— fhgfh T 3g — fRIT T 2g + fofh T 2g 4+ d' fRW g v de nuevo por el Lema 3.2.2,

(7,4) : 0
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Para (j,1), con j impar y i par, tenemos que j — i — 1 es par.

—fhj_Qg 0,
fhi=3%g 02
fh=2g 01
: —d
i —fhg | . _ fg
fo | fhyg
d' fh?g
01 :
09 fhk—i—2g
: fhk—i—lg
Ok+1—; fh*g
Entonces (j, i) = —fhi~"tgd — fhW~""2gfg + fRI"3gfhg — fhW~4gfh%g + -+ —

fhgfh? = 3g+ fgfh/~"2g+d fh'~""'g y por el Lema 3.2.2, obtenemos que (7,1) : 0.

Para (j,1), con j impar y ¢ impar, tenemos que j — i — 1 es impar.

—fhi%g 01
fhi=3g 02
—fhi™yg :
f =g 0,1
: d
T —fhyg i 1—fg
fo | —fhg
d —fh*g
01 :
()2 _fhk—z‘—Qg
: _fhk—i—lg
Okt1—; —fh*g

Entonces (j,1) = —fhi=tgd + fhi=172g — fW = 2gfg+ fW " 3gfhg — fh g fh%g +
coot fhgfRI T 39— fgfh T 2g—d' fR7T" g y usando el Lema 3.2.2, vemos que (j,7) = 0.
Falta verificar cuando i = 5, j = 3,...,k, cuando i > j con j = 3,...,k — 1 y el dltimo
renglon. Para el primero, notemos que (j,i) = d o d = 0 por definicion, para el segundo

vemos directamente que es 0.
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Para (k+2,i),7=1,...,k, consideramos los casos i par y 7 impar, si 7 es impar entonces
04
)
—fhkg :
fhE g 0;—1
— fhR2g d
o= | |
: —fhg
—fh%g —fh?g
fhyg I
1— fg — fRFim2g
— fRFitlg
—fh*g

Por lo que (k + 2,1) es precisamente — fh*~lgd + fh¥~ig — fhk~igfg + fR*"""Lgfhg —
fRE =2 fh2g 4 -+ fR2gfRF=1"2g — fhgfh*~"1g — fh*~ig+ fgfh¥~g, que al reducirla
mediante el Lema 3.2.3, resulta ser — fd,,1h* g = —d,, ., f1h* g = 0, pues f, 11 =
0.

Si i es par entonces

01
02
—fhtyg :
fhF g 0;—1
_fhk:—Qg —d
k1t 2)7 = L N I
: fhyg
—fhzg fhzg
fhg :
1— fg fhk—z‘—2g
fhk—z‘—lg
fhEtg

Por lo que (k+2,14) estd dada por — fh*~ T lgd — fh* g fg+ fR* =" Lg fhg— fRF~1"2g fh2 g+
oo — fh2gfhF 29 + fhgfhETi"lg + fhF g — fgfh*~ig y por el Lema 3.2.3, es precisa-

mente fd, h¥ g = 0.



Obstruccion de finitud de Wall 65

Para el caso donde k es impar, solo hay que verificar el ultimo renglon, el resto se de-
muestra exactamente igual que en el caso donde k es par.

Para (k + 2,1), con i impar tenemos

04
02
—fh*g :
fhE g 0;—1
_fhk—2g d/
(k+2)T = 1 P
: ’ —fhg
fh?g —fh*g
—fhyg :
fg _fhk:—i—2g
_fhkfiflg
—fh*g

Y asi (k+ 2,i) es —fhE=Flgd + fhF"ig — fhEigfg + fRE""tgfhg — fRE~"2gfh%g +
coo = fR2gfhFT2g 4 fhgfRF g — fgfhh g,
Usamos el Lema 3.2.3 para obtener que (k + 2,i) es fd,, hF " 1g = 0.

Para 7 par tenemos

0q
02
—fhkg :
frF g 0;—1
_fhk72g _d/
(k+2)" = UG I B
5 fhyg
fh3g fh*g
—fhg :
fg fhk—z‘—Qg
fhk—i—lg
fhFg

Por lo que (k+2,1) estd dado por — fh* = lgd — fh*~ig fg+ fR* =" 1g fhg— fFRF~1"2g fh2 g+
o fREgfRETI2g— fhg fRETI g+ fgfRF g, el cual al reducirlo con el Lema 3.2.3 resulta
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— fdy BF g = 0,
Veamos ahora que (1 — p) o 9, = 0, notemos que si quitamos la primera columna de p
obtenemos 0;. Como p es idempotente, el producto pd; resulta ser 0, asi (1 — p)0; =
0, —poy =0, — 0, =0.

Para el resto de las composiciones utilizamos que p es idempotente y por lo tanto p(1—p) =

(I=p)p=p—p*=0,

Proposicion 3.2.6. Sean (C,,d) y (CL,0) complejos de cadenas definidos como en las

proposiciones anteriores, entonces (Cs,d) y (CL,0) son homotdpicamente equivalentes.

Demostracion. Sean ¢ : C — (' y ¢ : " — C morfismos de cadenas con repre-

sentaciones
f g
fh 0
fh? 0
h3 0
gOka—>C/: f ,w,zC,g—>Ck:
fhkfii 0
fhk:—Q
fhk—l
La composicion ¢y o ¢y, esta dada por el producto
f
fh
fn?
I
(goooo---()oo) : =<gf>,
fhk:—B
fhk72

fhk—l
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entonces ¥ o ¢ = gf y por hipétesis, gf ~ 1¢.

Ahora, definimos 7, : Cj, — C},; por la matriz

0
0010 --000
00 01 0
0
000O0--012P0
0 0

veamos que 7, es tal que my_q1 0 Op + Opy1 0 T = 10,; — Yk O V.
Realizando el producto 7,10k, obtenemos la matriz 0y sin el primer renglén, con el
producto Oky17; obtenemos la matriz 0y a la que se le agrego una columna de 0 por la

izquierda, por lo que m,_1 0 Oy + Oky1 © T Viene representado por la matriz

1—fg —-d 0 0 0 d 0 0
—fhg  fg d 0 0 1—fg —d 0
—fh*g fhg 1—fg —d ---[+]|0 —fhg fg d
—fhg fh?g —fhg fg 0 —fh*g fhg 1—fg
1—fg 0 0 0
—fhg 1 0 0
= | —fh%g 0 1 0
—fh3g 0 0 1

Por otra parte, ¢ o ¢ esta representado por la matriz

fg
fhy
fh?g
fh’g

o O o O
o O o O
o O o O
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Por lo que 1¢; — ¢y 0 ¢y viene dado por la matriz

1—fg 0 0 0
—fhg 1 0 0
—fh?*g 0 1 0
—fh3g 0 0 1

Por lo tanto p o ¢ ~ 1¢

Lema 3.2.7. Sea (C,,d) un complejo de cadenas dominado por (D, f,g), entonces
(Co,d) es homotdpicamente equivalente a un complejo de cadenas (C,0) de mddulos

libres finitamente generados

On On— 16) 0 1— 1—
(P N R NS N Ny e N A N e N

n
Demostracién. Sea p : &} D; — @, D; representada por

fg d 0 0
fhg 1—fg —d 0
fh*q —fhg fg d |’

la cual es idempotente por la Proposicion 3.2.4.
Definimos ahora C! = D, & Dyy1 ® Dyyo & - ® D1 & Dy, y 0; : C/ — CI_| con

representacion matricial

d 0
1—fg —d 0
—fhg fg d 0 -1,
—fh*g fhg 1—fg —d

por la Proposicion 3.2.5 obtenemos el complejo de cadenas

6n an— 0 0 l—p P l—p
R G e O Y @/l /A Y g/ S
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Como (D,,d') esta conformada por R-médulos libres finitamente generados, (C}, 0) tam-
bien lo estd, y por la Proposicion 3.2.6, (C.,d) y (C.,0) son homotopicamente equiva-

lentes.

Proposicion 3.2.8. El complejo de cadenas (Cl,0) dado por

anf 1

On 0 0 1— 1—
0—=-C = 2. 2050 Sobo 5.

es homotopicamente equivalente al complejo de cadenas de tipo finito de modulos proyec-
tivos (CU,0") dado por

! ___)87171 ---%C{%Ker(l—p)%().

0— C/, Oy -
Demostracion. Notemos que (C/,0") esta conformado por médulos proyectivos finita-
mente generados, pues C) es libre y finitamente generado para todo k y Ker(1 — p) es
proyectivo ya que es sumando del modulo libre Cf = Im(1 — p) & Ker(1 — p) pues 1 —p
es idempotente. Luego, (CV,d") es complejo de cadenas pues (C}, ') lo es.

Ahora tomemos el complejo de cadenas (D, h)
0—Im(l—p) —BC, S, =50 ...

y notemos que (CV,0") @ (D,,h) = (C., ), por el Teorema 2.1.4, solo hay que demostrar
que (D, h) es contraible para terminar la demostracion.

Sea s, : D, — D, ., con n <0, tal que

p si n es par,
Sn - . .
1—p sin esimpar.

Para n = 0, queremos ver que
s_1ho + h1so = lim@—p),

donde s 1 =1—p, so=py hy =1—p, hg = p. Como Im(1 — p) C Ker(p), entonces
hiso = 0, por lo que sélo hay que ver que (1 — p)(1 — p) = lim1—p) lo cual es claro pues

(1 — p) es idempotente.
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Para n < 0 queremos ver que

(P)(p) + (L =p)(L—p) =1¢y,

al ser p y 1 — p indempotentes tenemos que (p)(p) + (1 —p)(1 —p)=p+1—p=1, por

lo tanto (D, h) es contraible y asi (C},0) es homotopicamente equivalente a (C7, ).

Corolario 3.2.9. Sea (C,, d) un complejo de cadenas finitamente dominado por (D, f,g),
entonces (C,,d) es homotdpicamente equivalente a un complejo de cadenas de tipo finito

de modulos proyectivos.

Teorema 3.2.10. (Obstruccion de finitud de Wall)
Sea (C,,d) un complejo de cadenas finitamente dominado por (Da, f,g), tenemos que

(Ce,d) es homotdpicamente equivalente a un complejo de cadenas de tipo finito de R-
mddulos libres si y solo si X(C') =0 € Ko(R).

Demostracion. Sea (C,, d) un complejo de cadenas finitamente dominado por (D, f, g),
por el Colorario 3.2.9, (C,, d) es homotopicamente equivalente a un complejo de cadenas
de tipo finito de R-moédulos proyectivos y por la Proposicion 3.1.2 , x(C) estda bien
definido.

Ahora, por el Lema 3.2.1 tenemos que al ser (C,,d) homotopicamente equivalente a un
complejo de cadenas de tipo finito de R-modulos proyectivos, (C,, d) es homotopicamente

equivalente a un complejo de cadenas de tipo finito de R-moédulos libres si y solo si

X(C) =0 € Ky(R).



4 Aspectos topolbgicos

En este capitulo todos nuestros espacios los consideramos arco-conexos a menos que se
mencione lo contrario, de esta manera podemos definir caminos entre cualesquiera puntos

del espacio.

4.1 Grupo fundamental

En esté seccidon definiremos algunos conceptos muy importantes en la topologia alge-
braica, el de homotopia y grupo fundamental de un espacio topologico. Puede encontrar
maés sobre este tema en [Hat02|, [CisO1]| y [Cha05]

4.1.1 Homotopias

Definiciéon 4.1.1. Sean X y Y espacios topologicos. Definimos como homotopia a una
familia de funciones {f; : X — Y }4co,1) tal que la funcion asociada H : X x [0,1] — Y
dada por H(z,t) = fi(x) es continua.

Decimos que dos funciones fy, f1 : X — Y son homotoépicas si existe una homotopia
F: X x[0,1] — Y tal que F(z,0) = fo(z) y F(x,1) = fi(x). Denotamos que fo y fi

son homotopicas como fy >~ f.

Definicién 4.1.2. Una funciéon f : X — Y es una equivalencia homotopica si existe
una funciéon g : Y — X tal que fg >~ Idy y gf ~ Idx. Se dice que los espacios X y
Y son homotopicamente equivalentes o tienen el mismo tipo de homotopia y se denota

como X ~Y.

71
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Definicién 4.1.3. Dos funciones fy, fi : X — Y son homotopicas relativamente a un
subconjunto A de X si y solo si existe una homotopia F': X x [0,1] — Y entre fy y fi
tal que

F(x,t) = fo(z) = fi(),

para toda x € Ay todo t € [0,1]. Denotamos que fo y fi son homotopicas relativamente

por fO 2rel A fl-

Definicién 4.1.4. Sean «, 8 : [0,1] — X dos caminos en X tales que a(0) = B(0) y
a(l) = B(1). Se dice que son equivalentes si son homotopicos relativamente a {0, 1}.

Escribimos, a0 ~ 3.

Esto es, los caminos «, 3 : [0,1] — X son equivalentes si existe una funcién continua
F:[0,1] x[0,1] — X
tal que
F(t,0) = a(t), F(t,1) = A(t) y
F(0,s) = a(0) = B(0), F(1,s) =a(l) = (1),
para todo t € [0, 1] y para todo s € [0, 1].

Definiciéon 4.1.5. Sea X un espacio topologico y xy € X fijo, definimos un lazo f como
una trayectoria tal que el punto inicial coincide con el punto final, i.e. f:[0,1] — X
es continua y f(0) = f(1) = 2o € X, denotamos por L(zg) al conjunto de los lazos en X

cuyo punto inicial o base es z.

Proposicion 4.1.1. La relacion de homotopia por caminos define una relacion de equiv-

alencia en L(x), xo € X.

Demostracion. 1. Reflexiva, f ~ f mediante la homotopia f; = f para todo t €
[0, 1].

2. Simétrica, supongamos que f ~ g mediante f;, entonces g ~ f mediante la homo-

topia inversa fi_;.

3. Transitiva, supongamos que f ~ g mediante f; y g ~ h mediante g;. Definimos

i0
ht—{f% S?l
2

IA N
IA N

1
29
got—1 Sl 1,
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asi f ~ h mediante h;, queremos ver que H(z,t) = hi(x) es continua. Recordemos
que una funciéon definida en la uniéon de dos conjuntos cerrados es continua si es

continua al restringirla en cada uno de los conjuntos cerrados y como

Hr.t) Flz,t) si0<t<1
T, t) =
Gz, t) sis <t<1

donde F' y G son las funciones asociadas de f; y ¢, respectivamente. Ahora H es

continua por que F' y GG coinciden en t = %
[ |

Dadas dos trayectorias f, g : [0,1] — X tal que f(1) = ¢(0) definimos la trayectoria
producto f - ¢ mediante

IAN N
— ol

Fog= f(2t) si0<t
7\ -1 sil <t

Observacion 4.1.1. Este producto respeta las clases de homotopias, es decir si fo ~ fi

Y 9o ~ g1 entonces fo - go ~ f1- 1.

Demostracion. Supongamos que fy ~ f1 v go ~ ¢1 mediante f; y ¢; respectivamente,

que fo(1) = go(0) y f1(1) = g1(0). Asf f; - g; define una homotopia fo - go ~ f1 - g1

Definicion 4.1.6. Sea X un espacio topologico, decimos que X es contraible si es ho-

motopicamente equivalente a un punto.

4.1.2 Grupo fundamental

Definiciéon 4.1.7. Definimos (X, zg) como el conjunto de las clases de homotopias [f]

de lazos con punto base zq
Proposicion 4.1.2. m(X,zg) es un grupo con respecto al producto [f][g] = [f - g].

Demostraciéon. Tenemos, por construccion, que la asignacion del producto [f][g] = [f-9],
es correcta. Ademas, por la observacion anterior, tenemos que esté bien definida. Ahora,

sean [f], [g], [h] € m1 (X, xo), tenemos que

/1(gllA]) = [f (gh)];



Aspectos topoldgicos

([1lgD1n] = [(fg)h].

Donde, por definicion del producto de lazos con punto base xg,

f(4t) si0<t<i
flgh) = g(4t —1) si; <t <y,
h(2t —1) sig <t<1,
y
f(2t) si0<t<3,
(fg)h=q g4t —2) sig<t<i,
h(4t —3) sid <t <1
Consideremos la siguiente homotopia,
f(25) si0<t< s
H(t,s) = q g4t —s—1) si = << =2
h(1— 21y g st2 < <,
Notemos que
f(4t) si0<t<i,
H(t,0) =4 g4t —1) sii<t<i,
| (2t —1) sit<t<1,
[ f2t)  sio<t<l,
H(t,1) =4 g4t —2) sii<t<3
| h(4t—3) sij<t<l,
H(0,s) = (fg)h(0) = f(gh)(0),

H(1,5) = (fg)h(1) = f(gh)(1).

De ésto, f(gh) v (fg)h son homotépicamente equivalentes, lo que implica que

[F(gh)] = [(f9)hl,
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por lo tanto, la operaciéon es asociativa.

El elemento neutro de dicha operacion es el lazo

1W1(X’$0)2 [0,1] — X

t = Xy

Sea [f] € m (X, xo), tenemos que

~ f2t) sio<t<i
[f]lm(Xwo) = .1 2
To sl 5 <t <1,
~ 0 sio<t<i
Ir x f - ~ 2
1o /] {f@ﬁ—n sil<t<l.
Consideremos la homotopia
2t : 2—s
~ ) si0 <t <=2
H(t,s) = 1G5 T T
o sifE<t<1

Notemos que

~ {f@ si0<t<l,

To sil<t<l1,

t
To si%ﬁt

IAIA

Ademas,
H(0,5) = f(0) = (fln, (x,00))(0),
H(1,5) = f(1) = (flny(x.a0)(1).

De ésto, [flm( X,20)] = [f]. Luego, consideremos la homotopia

Notemos que
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Gt 1) = {0 si
(t.1) {f(Qt) si

o= O
IA A
IA A
=l

Ademés,

G(O? 8) = fN(O) = (17T1(X,aco)fv)(0)7

G<17 5) = f(l) = (17r1(X,aco)f)(1>‘

De ésto, [1r, (x,z0)f] = [f]- Asi,

ey xwo) f] = ] = [F Lo (x00))-

Luego, sea g € m (X, zg), definimos su elemento inverso g como g '(t) = g(1 — ¢).

Entonces,
— g(2t) 510 <t <3,
99 =93 -
g(2—2t) siz <t<l1,
y
e g(1—2t) si0<t<i,
9 9= -
g2t —1) siz <t<1
Ahora, consideremos la siguiente homotopia
g(2t sio<t<i
- {00 m0stsd
g(2s(1—t)) si3<t<1
Notemos que
g(0) =29 si0O<t <l
pny = { 90— a0st<!
g(0)=z¢ siz<t<1,
2t sio<t<i
OVES RS
g(2—2t) sis<t<1.

Ademas,
F<Oa 3) = /gwgVil(O) = <1Tr1(X,xo))(O) = X,

F<17 S) = 55_1(0) - <1W1(X,xo))(1) = Zo-

De ésto, [Eﬁ’l] = [17r1(X,:co)]'
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Ahora, consideremos la homotopia

~ g(s(1—2t o<t<d
By | 020 sio<i<y,
g(s(2t —1)) siz<t<1
Notemos que
g(0) = 0<t<
F(t,0) = g0y =mzo si0<t <y
g(0) = zg 81%§t§1,

Ademés,
F(0, 5) = §_1§<0) = <1TF1(X,960))(O) = Zo,

F<17 S) = fgvilfgv(o) = <1F1(X,$0))<1) = Zo-
De ésto, [§7'9] = [Lr, (x,20)]- Asi,

[g_lm = [17r1(X7960)] = [gg_l]

Por lo tanto, m1(X, x¢) es un grupo.

Definicion 4.1.8. Sea X un espacio topologico, decimos que X es simplemente conexo

si Wl(X,l'o) =0.

Proposicion 4.1.3. Sea ¢ : X — Y wuna funcion tal que o(xg) = yo, entonces ¢
induce un homomorfismo ¢, : m(X,x0) — m (Y, v0) definido mediante p.[f] = [¢ o f],
[f] € 7T1(X7 I'())-

Demostraciéon. Veamos primero que ¢, estd bien definido, sea f; una homotopia de
lazos basados en zy de fy a fi, entonces ¢ o f; es una homotopia de lazos basados en vy,

por lo que

e«[fo] = [pfo] = 1] = ¢li]

Luego, como ¢(f - g) = ¢(f) - ¢(g), ¢« es un homomorfismo.
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Proposicion 4.1.4. Sean ¢ : X — Y, ¥ Y — Z tales que ¢(x0) = yo y ¥(y0) = 20,

entonces

1. (1/190)* = Puipu
2. (Idx). = Ly (X,20)-

Demostraciéon. El primer inciso se sigue inmediatamente del hecho que la composicion
de funciones es asociativa, (¢)f = ¥(¢f). Y por la definicion de (Idx)., el segundo

inciso es claro.
[ |
De manera similar podemos definir el n-ésimo grupo de homotopia, denotamos el cubo

n-dimensional por I™ y su frontera por 0I".

Definicion 4.1.9. Sea X un espacio topologico y oy € X, definimos 7, (X, xy) como el
conjunto de las clases de homotopia de funciones f : I — X donde las homotopias f;

son tales que f;(0I") = ¢ para todo t.

Generalizando el producto definido para (X, z¢) definimos el producto en 7, (X, z¢)

mediante

»
=

wn
—_-

‘ B f(2s1,89,...,55)
(f-9)(s1,51,-..,5n) —{ o1 — L3 5]

@,
o= O
IA A
IA A

V)
—_

Teorema 4.1.5. Sea X un espacio topoldgico, entonces m,(X,xq) es grupo.

Para una demostracion detallada del teorema constultese [Hat02, 340].

4.1.3 Retractos

Las siguientes definiciones son utilizadas para comparar el tipo de homotopia entre un

espacio topologico X y un subespacio A.
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Definicion 4.1.10. Sea X un espacio topologico y A un subespacio de X y sear: X —

A una funcién continua, definimos r como retraccion si
rot=1dy

donde 7 denota la inclusion de A en X. A es llamado un retracto de X.

Definicion 4.1.11. Un subespacio A de X es llamado retracto por deformaciéon de X si
existe una retraccion r : X — A tal que ior ~ Idy. Esllamado retracto de deformacion

fuerte si sor ~ 1 A Idx.

Proposicion 4.1.6. Si A es un retracto de deformacion de X entonces A y X son

homotopicamente equivalentes.

Demostracion. Sea A un retracto de deformacion de X, entonces existe una retraccion

r: X — Atal queior ~ Idy, es decir, existe una funciéon r : X — A continua tal que
roit=1dy y ior=>~Idx.

En particular r oi ~ Id, y por lo tanto A y X son homotépicamente equivalentes.

4.2 Espacios cubrientes

En esta seccién veremos una definicion importante en la topologia algebraica, el de
espacio cubrientes, nos interesa principalmente la definicion de cubriente universal y la

accion del grupo fundamental sobre este espacio.

Definicion 4.2.1. Sea X un espacio topoldgico, definimos un espacio cubriente de X
CcOmo un espacio X junto con una funcién continua p : X — X que satisfacen, para
cada x € X existe una vecindad U C X de x tal que p~!(U) es una unién disjunta de
abiertos V C X tales que pp, : V — U es homeomorfismo para cada V. A la vecindad

U se le llama vecindad regular.

Veamos ahora un ejemplo clésico de un cubriente para un espacio topologico.

Ejemplo 4.1. Sea X = S*, X =R vy p: R — S tal que p(t) = exp(2mit). Podemos
pensar a R como la hélice en R? y p como la proyeccién de esta en R?, como en el siguiente
dibujo
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0= 10

Una propiedad importante de los cubrientes es la de los levantamientos que nos permite

definir una funcién en el cubriente apartir de una funcién en el espacio

Definicion 4.2.2. Sea ()? ,p)un cubriente y f : Y — X una funcién continua, definimos

un levantamiento f de f como una funcién continua f: Y — X tal que f = po ]7

Y

Y —

[lustremonos con un diagrama

Una demostracion del siguiente teorema puede encontrarse en [Hat02, 61]

Teorema 4.2.1. Sea X un espacio topoldgico, ()N(,,o) un cubriente y f Y — X una

funcion continua, con Y localmente arco-conexo. Entonces existe f: Y — X si y solo
si fi(m(Y.50)) C pu(m (X, 20)).

Proposicion 4.2.2. Sea X un espacio topoldgico, ()?,p) un cubriente y f 1Y — X
una funcion continua. Si fl, ]72 Y — X levantamientos de f coinciden en un punto de

Y, entonces ]?1, fg coinciden en todo Y .

Demostracién. Sea y € Y y U una vecindad regular de f(y) € X, por lo que p~'(U) es
una unién disjunta de abiertos que son mandados mediante homeomorfismos a U. Sean
ﬁ; y U; los abiertos que contienen a fl(y) y f; respectivamente. Por la continuidad de
fly "fVQ, existe una vecindad N de y que es mandada a ﬁ; mediante fl y f]; mediante }:2
Si ﬁ(y) + fg(]./) tenemos U, =+ /UVQ, por lo que U, y U, son disjuntos y ]?1 =+ fg en N.
Si fl(y) = };(y) resulta que U; = Us y como p es inyectiva, pues es homeomorfismo, en
ﬁ; = iJZ y pfl = pﬁ concluimos que ﬁ = J?g en N. Por lo tanto el conjunto de puntos
en los que :fvl y fg coinciden es cerrado, abierto y no vacio y como Y es conexo, el Gnico

conjunto cerrado, abierto y no vaci6 es Y.
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Definicién 4.2.3. Definimos un isomorfismo f : X; —+ X, entre cubrientes (5{1, 0), ()A(;, o)
como un homeomorfismo f tal que p = p'f. Esta condicion significa que f preserva la
estructura de cubriente, llevando p~!(z) a p/~!(x) para cada x € X. Resulta que f~' es

también isomorfismo.

Teorema 4.2.3. Sea X un espacio topoldgico y sean (3(:, ), ()/{\:2, p') cubrientes conexos

—

y localmente arco-conexos. Sean x1, 9, xg puntos bases de X1, Xo, X respectivamente con

p(x1) = p'(x9) = xo. Entonces

pu(m (X1, 1)) = pl(m1( X, 22))

st y solo si existe un isomorfismo f: X1 — Xo, i.e. p=p'f.

Demostraciéon. Si existe isomorfismo f : X; — X, tenemos las relaciones p = p'f y

pft=p ycomo f,:m (3(:, 1) — m ()A(;, x9) es isomorfismo,tenemos que

pu(m (X1, 21)) = pl(m1 (X, 22)).

Supongamos ahora que p,(m; (3{1’ r1)) = p;(m()?;, xg)), por el Teorema 4.2.1, existen los
levantamientos py p’ tales que p=p'py p' = pp'. Sea o =p'p: X, — )A(;, entonces
pe = p(p'p) = (pp)p=p'p=p
y como ¢(z1) = z1, por la proposicion 4.2.2, p'p = ¢ = Idg-. Un argumento similiar nos
lleva a que pp' = ¢' = Idg;.
[

Definicion 4.2.4. Sea X un espacio topolégico, decimos que X es semilocalmente sim-
plemente conexo si para cada x € X existe una vecindad U, tal que la funcién inducida

por la inclusion i, : 7(U,, z) — 7(X, z) es trivial.
Para la definicién de simplemente conexo véase 4.1.8
Definicion 4.2.5. Sea X un espacio topoldgico y sea X un cubriente, decimos que X es

un cubriente universal si X es simplemente conexo.

El que X sea semilocalmente simplemente conexo es una condicién necesaria para la
existencia del cubriente universal X, la demostracion de esto y del teorema siguiente

pueden encontrarse en [Hat02, 63].
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Teorema 4.2.4. Sea X un espacio topologico, si X es localmente arco-conexo y semilo-

calemente simplemente conexo, entonces X tiene un cubriente simplemente conezxo.

Proposicion 4.2.5. Sea X un espacio topoldgico localemente arco-conexo, ()?,p) un
cubriente universal de X y ()A(;, @) un cubriente arco-conezo de X, entonces X es cubri-
ente de )/(Vl

Demostracién. Como X es cubriente universal, es simplemente conexo, por lo que
(X, %) =0 C p*(m(kvl,fl)), entonces p: X —» X; existe. Luego como p = ¢ o p,
(X, ) es cubriente de Xj.

Proposicion 4.2.6. Sea X un espacio topoldgico y ()Z',p) un cubriente arco-conexo,
cambiar el punto base xo en p~t(xg) corresponde a cambiar p,(m ()?, Zg)) por un conjugado

en m (X, z).

Demostracién. Sea 7; otro punto base de p~!(zy) y sea ¥ un camino de 7y a 7;. En-
tonces 7 se proyecta a un lazo v en X representando a un elemento g € w1 (X, zg). Sea
H;, = ,0*(7T1()N(, 7;)) coni=0,1. Sea fun lazo en T, entonces 7! - f’yv es un lazo en z7,
por lo que g ' Hyg C Hy, de manera similar tenemos que gH,g~* C Hyy asi H, C g 'Hyg
y ast g 1Hyg = H;.

Ahora, para cambiar H; a un subgrupo conjugado g~'Hyg, tomamos un lazo 7 repre-
sentando a ¢, levantamos a un camino 7 que comienza en xy y definimos z7 = y(1). El

argumento anterior muestra que tenemos la relaciéon ¢ 'Hyg = H;.

4.2.1 Transformaciones de cubrientes

Definiciéon 4.2.6. Sea X un espacio topologico y sea ()N( ,p) un cubriente, denotamos el
conjunto de los isomorfismos g : X — X como G()~( ), el cual tiene estructura de grupo
con la composicién de funciones, a este grupo lo llamamos el grupo de transformaciones

cubrientes.

Definiciéon 4.2.7. Sea X un espacio topologico y sea ()? ,p) un cubriente, decimos que
el cubriente es normal si para cada x € X y cada par de levantamientos z,7' de x € X

existe una 7 € G(X) tal que 7(Z) = 7'
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Teorema 4.2.7. Sea X un espacio topoldgico localmente arco-conexo y sea ()Z',p) un

cubriente arco-conexo. Denotemos a p*(m()?,fo)) C m (X, xg) por H, entonces

1. El cubriente es normal si y sélo si H es un subrgrupo normal de m1(X, xg).

2. El grupo G(X) es isomorfo a N(H)/H, con N(H) el normalizador de H en (X, xo).

Demostracién. Vimos ya que cambiar el punto base zo € p~'(xq) por 1 € p~1(x)
corresponde precisamente a conjugar H por un elemento [y] € (X, x¢) donde 7 se
levanta a un camino 7 de Zy a 4;. Por lo que [y] € N(H) si y solo si p,(m1 (X, x0)) =
p(m (X, 21)), 1o que es equivalente a que exista 7 € G(X) tal que (i) = #1. Por lo
tanto, el cubriente es normal si y so6lo si N(H) = (X, xg), es decir, H <71 (X, xq).
Definimos ¢ : N(H) — G(X) tal que @lvy] = 7, con T que lleva g a 1 como en el parrafo
anterior (donde 7 es un levantamiento de v tal que 7(0) = zo y 7(1) = 7). Veamos que
¢ es homomorfismo, sea 7' un lazo de z con su respectiva imagen 7’ que va de 7y a ;.
Entonces 7 -7/ se levanta a 7 - (7(7)), el cual es un camino de 7y a 7(7;") = 77/(2). Por
lo que 77’ es la transformacion correspondiente a [y][y'].

El primer parrafo nos muestra que ¢ es sobreyectiva, luego Ker(p) consiste de las clases
[v] que son levantados a lazos en X , que es precisamente H, por lo que tenemos una
funcion sobreyectiva de N(H) a G(X) y Ker(p) = H y por el Teorema 1.1.6, G(X) es
isomorfo a N(H)/H.

Corolario 4.2.8. Si X es un cubriente normal, entonces G(X) es isomorfo am (X, x0)/H.

Si X es un cubriente universal, G(X) es isomorfo a m (X, xo).

El grupo de las transformaciones de cubrientes es un caso particular de las acciones
de grupo sobre un espacio, o bien, dado un grupo GG y un espacio X una acciéon de G
en el espacio X es un homomorfismo p : G — H(X), donde H(X) es el conjunto de
homeomorfismos de Y en si mismo, por lo que a cada g € G se le asocia un homeo-
morfismo p(g) : X — X. El que p sea un homomorfismo es pedir precisamente que
p(g1)(p(g2)(2)) = (p(9192))(x) para todo g1,9o € Gy v € X. ~
Nos interesa particularmente la accion de grupo natural de m (X, o) sobre el espacio X

cuando X es un cubriente universal.
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4.2.2 Complejos de cadenas singular

En esta seccion utilzaremos nuevamente el concepto de complejo de cadenas, nos in-
teresan en particular el complejo de cadenas singular de un espacio topolégico X y el de
su cubriente universal X en caso de existir.

Comenzamos definiendo los complejos simpliciales, a partir de estos definiremos un com-

plejo de cadenas y sus respectivos grupos de homologia para un espacio topologico.

Definiciéon 4.2.8. Definimos el n-simplejo como el conjunto convexo méas pequeno en
un espacio Euclidiano R™ que contiene n + 1 puntos vg, v1,...,v, no contenidos en un

hiperplano de dimensién menor que n, o bien el n-simplejo estandar definido por

A" ={(to,...,tn) € Rn+1| th’ =1 y t; >0 paratodo i},
donde v; es el vector unitario a lo largo de los ejes coordenados.

Llamamos a los puntos v; vértices, para efectos de la homologia es importante el orden
de los vértices para definir las aristas direccionadas que salen desde un vértice con indice

menor a un vértice de indice mayor.

Definicion 4.2.9. Definimos una cara de A" como el simplejo generado por n—1 vértices
que se obtienen al retirar uno de los vértices de A", la unién de las caras de A" se define
como la frontera de A" y se denota por 0A™, el simplejo abierto A" como A" — A", el

interior de A™.

Conociendo la definicién de un n-simplejo procedemos a definir un n-simplejo singular
en un espacio topologico X, a partir del cual se definiran las n-cadenas para poder definir

el complejo de cadenas singular.

Definicion 4.2.10. Definimos un n-simplejo singular en un espacio topolégico X como
una funcién continua o : A" — X, denotamos al conjunto de n-simplejos singulares en
X por S,(X).

Sea C,(X) el grupo abeliano libre con base S,(X), los elementos de C,,(X) son llamados

n-cadenas y son de la forma ), n;0;, una suma finita con n; € Z 'y o; : A" — X.

La palabra singular es usada para expresar que ¢ no necesita ser un buen encaje, que

pueda tener singularidades de manera que su imagen en X no se vea como un simplejo.
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Definiciéon 4.2.11. Sean X un espacio topolégico, definimos el homomorfismo frontera
Op : Cp(X) — Cp—1(X) mediante

On(0) = E (—1)'olvo, .-, Ty ..oy U],
i
donde ol[vo, ..., ¥;,...,v,] denota la restriccion de o al (n — 1)-simplejo generado por
A" al que se le quito el i-ésimo vértice preservando el orden de estos. Notemos que
ol[ve, ..., Ui, ..., v, puede verse como una funcién continua de A"! a X, es decir, un

(n — 1)-simplejo singular.
Teorema 4.2.9. La composicion

Co(X) 25 €1 (X) 225 0y (X)

es cero, i.e. Op_10, = 0.

Demostracion. Tenemos que 9,(c) = > ,(=1)'c|[vo, ..., U, ..., v,) v asi

On-10n(0) =Y (1) (=10 |[ve, ..., 0, Gy, vy

j<i
i i—1 ~ .
+ g (=1)(=1)Y " o|[vo, ..., Giy ooy Uy oo ).
j>i
Los sumandos se cancelan pues al cambiar ¢ por j en el segundo, obtenemos precisamente

el negativo del primero.

Estamos listos para definir nuestro complejo de cadenas

Definicion 4.2.12. Sea X un espacio topolégico, definimos el complejo de cadenas sin-

gular S,(X) como el complejo de cadenas de grupos abelianos

2 Cu(X) 2 (X)) 2 2 ay(X) 20,

Si tenemos una funciéon continua f : X — Y, esta induce un homomorfismo en
complejos de cadenas fy : Se(X) —> Se(Y') donde para cada n la funcion fu : Cp,(X) —
C,(X) esta definida por la composicion con los n-simplejos singulares o : A” — X con
f para obtener un n-simplejo singular fo : A" — Y y extender a f4 por linealidad. La

demostracion del siguiente teorema puede encontrarse en [Hat02, 111].



Aspectos topoldgicos 86

Teorema 4.2.10. Sean X,Y espacios topologicos y sean f,g: X — Y funciones con-
tinuas, si f,g son homotdpicas entonces fu y gx son homotoopicas como morfismos de

cadenas.

De manera similar a la definida en capitulos anteriores, pasamos a definir los grupos

de Homologia singular del espacio X.

Definicion 4.2.13. Sea X un espacio topolégico, definimos el n-ésimo grupo de ho-
mologia singular de X mediante H,(X) = Ker(9,)/Im(0,,+1).

Nos interesa en particular el complejo de cadenas singular de un cubriente universal
X de un espacio topoloégico X. Vimos ya que m (X, xy) tiene una acciéon natural en X )
dicha accion a su vez induce una accién natural sobre S.()Z' ).

A cada g € m (X, x0) se le asigna un homeomorfismo p(g) : X — X vy cada n-simplejo
singular es una funcién o : A" — X , por lo que definimos un nuevo simplejo mediante la
composicion op(g) : A" — X, de esta forma definimos una accion de 7, (X, z) en S, (X)
que extendemos linealemente a una accién en C’n()? ), es decir, para cada g € m (X, xo),
existe un n-simplejo o € S,(X), para cada n, de esta manera podemos notar que Cn()? )
puede verse precisamente como un Z[m; (X, zg)] médulo que ademas resulta ser libre por
el isomorfismo G()Z' ) = m(X,z0) y porque la acciéon es libre, es decir, si gr = = para

todo x € X, entonces g = 1¢, el tinico elemento que fija a todo x es la identidad.

4.2.3 Grupos de homologia relativa

En ocasiones ignorar cierta informacion o estructura nos resulta en una teoria més
sencilla y flexible, un ejemplo de esto es la arimetica de mod n, donde se ignoran los
multiplos de n y se enfoca en los residuos. Otro ejemplo de esto son los grupos de
homologia relativa, donde se ignoran las cadenas singulares de un subespacio del espacio
dado.

Definicion 4.2.14. Sea X un espacio topolégico y A C X un subespacio, definimos
Cn(X, A) como el grupo cociente C,(X)/C,,(A), asi las n-cadenas en A son triviales en
Cn(X, A).

El homomorfismo frontera 9,, : C,,(X) — C,,—1(X) manda C,,(A) en C,,_1(A), por lo

que induce en el cociente un homomorfismo frontera 9, : C,(X, A) — C,—1(X, A4) y la
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relacion 0,10, = 0 se mantiene, asi tenemos el complejo de cadenas
D Cu(X,A) 2 C g (X, A) — -

Definiciéon 4.2.15. Definimos el n-ésimo grupo de homologia relativa H, (X, A) = Ker(9,,) /Im(0,,11),
un elemento en H,, (X, A) es una n-cadena a € C,(X) tal que 0, () € C,,—1(A), llamamos

a « ciclo relativa.

Luego, « = 0 € H,(X, A) siy solo si es frontera relativa, es decir, & = 9f + 7 para algin

B € Crna(X) y v € Cp(A).

Con esto podemos tener una idea intuitiva que H,,(X, A) es la homologia de X modulo

A. Ahora, haciendo uso de el Teorema 2.2.2 tenemos la sucesion exacta

CH(A) S Hy(X) I Hy(X, A) 2 Hy((A) — - -

4.3 Complejos CW

En esta seccion definiremos una estructura topologica importante que nos permite en

algunos casos calcular con mayor facilidad los grupos de homologia del espacio.

4.3.1 Complejos CW

Las siguientes definiciones se pueden encontrar en [Han|. Comencemos recordando

algunas definiciones simples. Definimos el n-disco en R™:
D" ={zeR"| ||z <1},

donde || - ||: R — [0, 00) es la norma usual en R™.

El n-disco abierto denotado por int(D") esta definido por
int(D") ={x eR"| ||z |< 1}
y la frontera del n-disco es la (n — 1)-esfera

S ={zeR"| |z =1}
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Notemos que el 0-disco D° coincide con R? = {0} por definicion y tenemos que int(D°) =

D = {0}.

Definicién 4.3.1. Una n-célula es un espacio homeomorfo al n-disco abierto int(D™).
Una célula es un espacio tal que es una n-célula para algin n > 0. Diremos que una

n-célula tiene dimensién n.

Definiciéon 4.3.2. Una descomposicion celular de un espacio topoldgico X es una familia

E ={es| «a €I} desubespacios de X tal que e, es una célula para cada o € I 'y

X:Hea,

la unién disconjunta de conjuntos.

Definimos el n-esqueleto de X como el subespacio

X" = H €a

acl|dim(eq)<n

Definicion 4.3.3. Llamaremos a X un complejo CW, donde X es un espacio de Haus-

dorff y £ es una descomposicion celular de X si los siguientes axiomas se satisfacen:

1. Para cada n-célula e € £ existe ¢, : D™ — X que al restringirlo a int(D™) induce
un homeomorfismo ¢, | (pny: int(D™) — e y mapea S™ ' en X" ! llamados

mapeos caracteristicos.

2. Para cualquier célula e € £ la cerradura e intersecta solo un nimero finito de células

en €.

3. Un subconjunto A C X es cerrado si y sélo si ANe es cerrado en X para todo e € £

Diremos que un complejo C'W X es finito si £ es finito y que es de dimensioén finita si

existe n > 0 tal que X = X",

Definicion 4.3.4. Sea X un complejo C'W, definimos un subcomplejo de X como un
subespacio cerrado A C X que es union de células de X. La pareja (X, A) es llamada
pareja C'W.

Ejemplo 4.2. Un complejo CW de dimensién 1, X = X! es lo que se conoce como grafica
en topologia algebraica. Consiste de vértices (0-células) a los cuales se les agregan aristas

(1-células), ambos extremos de una 1-célula pueden estar adheridas a un mismo vertice.
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« T (e -

Ejemplo 4.3. La esfera S” tiene estructura de complejo CW con dos células, una 0-célula
ep y una n-célula e, donde e, es adherida mediante el mapeo constante S"~! — ¢;. Esto

es equivalente a definir la esfera como el espacio cociente D™/0D"

Ejemplo 4.4. Recordemos que el n-espacio real proyectivo RP™ puede definirse como
el espacio cociente S™/(v ~ —wv), la esfera con puntos antipodas identificados. Esto es

equivalente a definirla como el hemisferio D" con puntos antipodas de 9 D™ identificados.

Y como dD" identificada con puntos antipodas es precisamente RP"~! observamos que
RP™ se obtiene de RP"! agregando una n-célula mediante la proyecciéon S™~1 —s
RP" 1. Se sigue por inducciéon sobre n que RP™ tiene estructura de complejo CW,

eoUerUeyU---Ue,, con e; de dimension .

4.3.2 Operaciones en espacios

Los complejos CW cuentan con una agradable mezcla de rigidez y flexibilidad, rigidez
que permite utilizar argumentos de naturaleza combinatoria célula por célula y una flex-

ibilidad que permite realizar muchas construcciones de manera natural en estos espacios.

Proposicion 4.3.1. Sean X y Y complejos CW y (X, A) una pareja CW, entonces
X xY y X/A tienen una estructura natural de complejo CW'.

Demostracion. Si X y Y son complejos CW, X X Y tiene estructura de complejo CW
donde sus células son productos de la forma e, X ez y sus mapeos caracteristicos son de
la forma ¢, X g, donde e, es una célula en X y ¢, su mapeo caracteristico y eg es una
célula en Y con 13 su mapeo caracteristico.

Ahora, si (X, A) es una pareja CW, el espacio cociente X/A recibe una estructura de

complejo C'W donde sus células son las células de X — A y una nueva 0-célula, la imagen
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de A en X/A, donde los mapeos vienen dados mediante una composicion con la proyeccion
m: X — X/A. [

Es importante mencionar que en ocaciones la topologia en X X Y como complejo C'W

suele ser mas fina que la topologia producto.

Definiciéon 4.3.5. Sean X y Y complejos CW definimos f : X — Y como una funcion
celular si f(X™) C Y para toda n.

Para una demostracion del siguiente teorema, constultese [Hat02, 349]

Teorema 4.3.2. (Teorema de aproximacion celular)
Sean X y Y complejos CW y f : X — Y, entonces f es homotdpica a una funcion

celular.

Vease la definicion de cilindro y toro de una funcién en el apéndice A y constltese
[aF'S00].

Lema 4.3.3. Sean X,Y complejos CW y sean f: X — Y, g: X — X funciones

celulares, entonces My y T, tienen estructura de complejo CW .

Demostracién. Sea f : X — Y una funcién celular, la estructura CW de My viene
dada por las células de X x [0,1) y las de Y. Veamos que X x [0, 1) tiene estructura de
complejo CW, X y [0, 1] son complejos CW, por lo que X x [0, 1] es un complejo CW y
X = X X 1 es un subcomplejo, entonces X x [0,1] — X x 1 = X x [0,1) es un complejo
CW. Solo hay que verificar que en donde se pega mediante el cociente no tengamos
n-células fuera del n-esqueleto de Y pero el que f sea una funciéon celular nos garantiza
precisamente esto. Para el toro utilizamos un argumento similiar, tomando las células de
X x[0,1) y las células de X, verificando que g(X™) C X" lo cual es claro pues g es una

funcion celular. [ |

4.3.3 Complejo de cadenas celular

Primero Veamos algunas propiedades de la homologia singular en el caso que X es un

complejo CW | para ver la demostracion consultese [Hat02, 137].

Lema 4.3.4. Sea X un complejo CW , entonces
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1. Hpy(X™ X" 1) es cero para k # n, es abeliano libre para k = n con una base en

correspondencia uno a uno con las n-células de X.

2. Hi(X™) = 0 para k > n. En particular si X es de dimension finita, Hp(X) = 0
para k > dim X.

3. La funcion Hp(X™) — Hp(X) inducida por la inclusion X" — X es un isomor-

fismo para k < mn y es suprayectiva para k = n.

De esta manera las parejas (X", X™), (X", X" 1)y (X"~!, X"~2) pueden acomodarse

en el diagrama

0
/’
0 H,(X"") = H,(X)
\ -
o HAX)
ny' MTn
n+l n d-‘n—l n n-1 dn n-1 n-2
— S H, (X" X™) H,(X"X"") H, (X" X"?)—
a‘n\A Avn—l
H, (X"
/"

donde d,, 1 = 1,011 ¥ d,, = T,_10,, de esta manera la sucesion horizontal es un complejo

de cadenas pues d,11d, = 1,0p 11710, = T, 0000, = 0.

Definicion 4.3.6. Sea X un complejo C'W, definimos el complejo de cadenas celular de

X como el complejo de cadenas Co(X) dado por

e Hy (X XY I g (X, X (X XY

Ya que H,(X", X" 1) es abeliano libre con base las n-células de X, podemos pensar

en los elementos de H,(X™, X" !) como combinaciones lineales de n-células.

Definiciéon 4.3.7. Sea X un complejo CW y sea Co(X) su complejo de cadenas celular,

definimos el n-ésimo grupo de homologia celular de X como HSW (X) = Ker(d,,)/Tm(d,,1).

Teorema 4.3.5. Sea X un complejo CW, entonces HEW (X) ~ H,(X).
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Demostracion. Si observamos el diagrama anterior, podemos notar que H,,(X) se iden-
tifica con H,(X™)/Im(0,+1). Luego, por la inyectividad de 7, tenemos Im(0, ;) =~
Im(7,0,11) = Im(dyy1) y Ho(X™) ~ Im(m,) = Ker(9,). Usando ahora la inyectivi-
dad de m,_1, vemos que Ker(d,) = Ker(d,), asi 7, induce un isomorfismo del cociente
H,(X")/Im(0,11) a Ker(d,)/Im(d,,1) = HSW.

De este teorema obtenemos inmediatamente las siguientes aplicaciones:

1. H,(X)=0si X es un complejo CW sin n-células.

2. Si X es un complejo CW con k n-células H,,(X) es generado por a lo mas k elemen-
tos, ya que si H,(X™, X"~ 1) es abeliano libre con k generadores, el subgrupo Ker(d,,)
es generado por a lo mas k elementos y por lo tanto el cociente Ker(d,)/Im(d, 1)

también.

3. Si X es un complejo CW y es tal que tomando un par de células, estas no se
encuentran en dimensiones adyacentes. Entonces H, (X) es abeliano libre con base

en correspodencia uno a uno con las n-células de X, esto se debe a que d,, = 0.

Teorema 4.3.6. Sea X un complejo CW , entonces So(X) es homotopicamente equiva-
lente a Co(X).

Demostraciéon. Primero notemos que los complejos de cadenas Co(X) y Se(X) son
acotados inferiormente y por el Teorema 4.3.5, tenemos las hipotesis del Teorema 2.2.4.
Solo hay que aclarar que funcién es la que induce los isomorfismos en homologias y sera

la equivalencia homotopica, en este caso consideramos la inclusion i : Co(X) — Seo(X).
[

Vease la defincion de un espacio contraible en 4.1.6

Definicion 4.3.8. Sea X un espacio topologico, decimos que X es localmente contraible

si para todo x € X existe una vecindad U, tal que U, es contraible.

Observacién 4.3.1. Si X es localmente contraible entonces X es localmente arco-conexo

y semilocalmente simplemente conexo.

Para el siguiente teorema, vease la demostracion en [Hat02, 522].
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Teorema 4.3.7. Sea X un complejo CW, entonces X es localmente contraible.
Corolario 4.3.8. Sea X un complejo CW, entonces X tiene cubriente universal X.

Demostracion. Si X es un complejo CW entonces es localmente arco-conexo y semilo-
calemente simplemente conexo y por el Teorema 4.2.4 tenemos que existe el cubriente

universal X. [ |

4.4 Espacios finitamente dominados

Definiremos el concepto de un espacio topologico finitamente dominado, asi como unas
propiedades importantes de ellos, haremos uso de algunos resultados y definiciones enun-

ciadas en el apéndice A.

Definicién 4.4.1. Sea X un espacio topologico conexo, decimos que X es finitamente
dominado si existen K complejo CW finito y funciones X = K, K 5 X tales que

ros~ Idx.

Teorema 4.4.1. Sea X un espacio finitamente dominado, entonces X es homotdpica-

mente equivalente a un complejo CW numerable de dimension finita.

Demostraciéon. Sea X un espacio finitamente dominado por K y sean r : K — X,
s: X — K tales que r o s ~ Idyx, tenemos que X es un retracto por deformacion de
X % [0,00), por lo que X =~ X X [0,00). Luego X x [0,00) ~ Useg Mray ¥ Ujeo Mray =
UiZg M,os. Ahora utilizando A.4, tenemos que ;=) Myos = ;=g Msor, por lo que tenemos

las equivalencias
X~ X X [0,00) = UMIdX = UMTOS = UMsor-
i=0 i=0 i=0

Por el Lema 4.3.3, M, es un complejo CW y es finito, por lo que |J;2y Mo, €s un

complejo CW numerable de dimension finita. [ |

Teorema 4.4.2. (Truco de Mather)
Sea X un espacio topoldgico, entonces X es finitamente dominado si y sélo si X x St es

homotopicamente equivalente a un complejo CW finito.

Demostracion. Sea X finitamente dominado por K y seanr: K — X, s: X — K
tales que 7o s ~ Idx, tenemos que X x S' ~ Ty, v T14, =~ Tros. Por la proposicion A.6,

7’I"‘OS =~ sor Y a‘Si
1 ~
X xS ~T,
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donde T, es un complejo C'W por el Lema 4.3.3 y es finito pues K lo es.
Supongamos ahora que X x S! es homotépicamente equivalentea un complejo CW finito
K, entonces

P KX xS DX,y s: XS5 X xS K

son tales que r o s >~ Idx, por lo tanto X es finitamente dominado.

4.5 Obstruccion de finitud de Wall: versiéon topologica

Antes de enunciar el Teorema de Obstruccion de finitud de Wall, enunciaremos dos
teoremas importantes pero no los demostraremos, sus demostraciones pueden encontrarse
en [Hat02, 346,366|

Teorema 4.5.1. (Whitehead)
Sean XY complejos CW conexos, si f: X — Y induce isomorfismos f, : m,(X) —

T (Y') para todo n, entonces f es una equivalencia homotdpica.

Definiciéon 4.5.1. Sea X un espacio topologico, decimos que X es n-conexo si
m(X) ~ 0 para 1 <i<n.

Teorema 4.5.2. (Hurewicz)

Sea X un espacio topoldgico (n — 1)-conexo con n > 2, entonces

Corolario 4.5.3. Sean X,Y complejos CW simplemente conexos, si f : X — Y in-
duce isomorfismos f. : Hy(X) — H,(Y) para todo n, entonces f es una equivalencia

homotopica.

Teorema 4.5.4. (Obstruccion de finitud de Wall)
Sea X un espacio topoldgico finitamente dominado, entonces existe un invariante o(X) €

I/(V()(Z[m(X, x)]) tal que X es homotdpicamente equivalente a un complejo CW finito si y
solo st o(X) = 0.

Veamos un bosquejo de una de las direcciones de la demostracion, supongamos que X

es homotopicamente equivalente a un complejo C'W finito. Si X es un espacio topologico
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finitamente dominado dominado por un complejo C'W finito Y, por el Teorema 4.4.1, X
es homotopicamente equivalente a un complejo C'W, por lo que sin pérdida de generalidad
podemos suponer que X es un complejo C'W y podemos modificar a Y a un complejo
CW K de manera que tenga el mismo grupo fundamental que X.

Ahora, como X, K son complejos C'W, existen sus cubrientes universales X , K y por la

propiedad del levantamiento de homotopias (|[Hat02, 60]) tenemos el diagrama de cubri-

entes
X—>K—=X. X—>K—=X,
i

que es conmutativo hasta homotopia, vimos que las funciones en espacios inducen fun-
ciones en complejos de cadenas singulares, por lo que tenemos el siguiente diagrama

también conmutativo hasta homotopia

Su(X) — Su(K) —— Su(X).

~_ . 7

Idg,

Usando el Teorema 4.3.6, podemos conectar el diagrama de la siguiente forma

Co(K)
So(X) —— Su(K) — S4(X) Se(X) —= So(K) —= Co(K) — S¢(K) —= So(X)
w \L/

Donde este tltimo es un diagrama de Z[r (X, zo)]-modulos proyectivos debido a la accion
natural del grupo fundamental en el cubriente universal. De hecho C.([? ) es de modulos
libres, nos falta ver que los modulos de C’.([? ) son finitamente generados para poder
concluir que S,(X) es finitamente dominado como complejo de cadenas por Cy(K).

El que K sea un complejo C'W finito no implica que su cubriente universal sea un com-
plejo CW finito, tomemos por ejemplo S! con su cubriente universal R, pero no es dificil
notar que C,(K) es finitamente generado como Z[m (X, 2o)]-médulo (de hecho generado
por la células de K en cada dimension).

Por el Teorema 3.2.10, el complejo de cadenas S, ()N( ) es homotopicamente equivalente a un
complejo de cadenas de tipo finito de libres si y s6lo si y(S.(X)) =0 € [/(V()(Z[m (X, x0)])-

Entonces, si X es homotopicamente equivalente a un complejo C'W finito, S.()? ) es
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homotodpicamente equivalente a un complejo de cadenas de tipo finito de Z[m (X, zo)]-
modulos libres y asi su caracteristica de Euler es cero, definimos de esta manera la car-
acteristica de Euler de X y tenemos una implicaciéon del teorema.

La otra implicaciéon requiere algo mas de trabajo y lenguaje, el cual ya quedaria fuera
de nuestro alcance, es necesario definir atin més cosas y hacer uso de los teoremas de

Whitehead y Hurewicz.



A El cilindro, toro y telescopio

Definiremos y veremos algunas propiedades del cilindro, el toro y telescopio de una
funcion, estos nos seran de utilidad para demostrar que si X es un espacio topologico
finitamente dominado, entonces X es homotoépicamente equivalente a un complejo CW

de dimension finita y para demostrar el truco de Mather. Consultese [aFS00].

Definicion A.1. Sean X, Y espacios topoldgicos y sea f : X — Y una funciéon continua,

definimos el cilindro de f mediante

My = (X x [0, 1) uY))/((z,1) ~ f(2)),

o bien

Veamos ahora algunas propiedades del cilindro de una funciéon
Proposicion A.2. Sean X,Y, Z espacios topoldgicos,
a) Sea f : X — Y continua, entonces M; es homotopicamente equivalente a Y
relativo a Y.

b) Sean f,g : X — Y funciones homotopicas, entonces M; es homotdpicamente

equivalente a M, relativo a X UY'.

c) Sean f: X — Y, g:Y — Z funciones continuas y go f,h : X — Z funciones
homotopicas, entonces M) es homotopicamente equivalente, relativo a X U Z, a la

concatenacion de los cilindros My y Mj.

97



Aspectos topoldgicos 98

Demostracion. Para el primer inciso, notemos que Y es un retracto de deformacion de
My mediante la retraccion que contrae el cilindro suavemente hacia Y. Entonces Y y My
son homotopicamente equivalentes.

Ahora, sean f,g : X — Y funciones homotopicas, es decir existe una homotopia h de
[ a g, la homotopia de My a M, viene inducida por h, deformando suavemente f(X) a
g(X) y asi deformando los cilindros.

Por dltimo veamos que el cilindro de la composicién es un retracto de deformaciéon de
el cilindro concatenado, asi son homotopicamente equivalentes relativo a X U Z y por
el punto anterior, la concatenacién es homotdpicamente equivalente a M. Veamos el

retracto con una serie de dibujos,

Concatenacion Moy

Definicion A.3. Sea X un espacio topolégico y sea f: X — X continua, definimos el

telescopio de f mediante
UM =X x[ii+1]/((z,i+1) ~ (f(2),i +2)).
i=0 i=0

Proposicion A.4. Sean X,Y espacios topolégicos y sean f : X — Y, g:Y — X
continuas, entonces

U Mgof >~ U Mfog-
1=0

=0

Demostracion. Notemos que | J;°, Myos es homotopicamente equivalente a una con-
catenacion infinita y alternada de M, y My, la cual también puede pensarse como una
concatenacion infinita y alternada de My y M,. Esencialmente estamos aociando de

maneras distintas un producto infinito, veamos esto mediante un dibujo
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Mgy Myoy Mgy Mgy

X X
Idx = Idy = Idy = Idxy = lf{fx

Definicion A.5. Sea X un espacio topolégico y sea f: X — X continua, definimos el

toro de f mediante

Ty = (X x[0,1])/((2,0) ~ (f(2),1))

Proposicion A.6. Sean X,Y espacios topolégicos y sean f : X — Y, g:Y — X

continuas, entonces T ¥ Tyor son homotopicamente equivalentes.

Demostracion. Definimos f': Tyoy — Tyo, mediante f'(z,t) = (f(z),t) vy ¢’ : Thog —
T,y mediante ¢'(z,t) = (g(x),t), asi f' o g : Thog —> Tyoy €s tal que f' o ¢'(z,t) =
(f og(x),t) y por la definicion de T, es claro que f' o g =~ Idr, . Realizamos un

argumento analogo para Ty..
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