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tiempo discreto con criterio de costo descontado

T E S I S

Que para obtener el grado académico de:

Licenciado en Matemáticas
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1.3. Índices de funcionamiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.4. Problema de control minimax . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.5. Algoritmo de PD con horizonte finito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2. Criterios de costo descontado 13

2.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.2. Problema minimax con horizonte finito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3. Ecuación de Optimalidad Minimax . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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Introducción

El objetivo de este trabajo es estudiar sistemas de control minimax a tiempo

discreto, los cuales consisten en lo siguiente. En contraste con los problemas

de control óptimo estándar, en los que solo hay un único responsable de tomar

las decisiones, en los problemas de control minimax existen dos tomadores de

decisiones, el controlador mismo y un “oponente”. Su evolución en el tiempo se

puede describir de la siguiente manera. Al tiempo t, cuando el estado del sistema

es xt � x, el controlador elige una acción at � a y el oponente elige una acción bt � b.

Entonces, el controlador paga un costo c�x, a, b� al oponente, y el sistema se mueve

a un nuevo estado xt�1 � y de acuerdo a una probabilidad de transición Px,y�a, b�.
Una vez que el sistema se encuentra en el estado y, de nuevo el controlador y el

oponente eligen sus respectivas acciones y el proceso se repite una y otra vez. Los

costos se acumulan de acuerdo a un funcional de costo total considerando horizonte,

ya sea, finito o infinito. Por lo tanto el objetivo del controlador es minimizar el

máximo costo generado por el oponente.

Un caso particular de sistemas de control minimax es cuando la evolución del

sistema está determinada por una ecuación en diferencias estocástica de la forma

xt�1 � F �xt, at, bt, ξt�, t � 0,1, . . . ,

donde F es una función dada y �ξt� es una sucesión de variables aleatorias

conocido como proceso de perturbaciones aleatorias. En este caso, la probabilidad

de transición queda determinada por la función F y la distribución correspondiente

de las variables aleatorias.
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Introducción

Las decisiones tanto del controlador como del oponente se eligen por medio de

reglas llamadas estrategias o poĺıticas de control las cuales, en términos generales,

toman la forma π � �at� y γ � �bt�, respectivamente. Entonces, si K�x,π, γ� denota

el costo total (́ındice de funcionamiento) cuando el controlador y el oponente eligen

las estrategias π y γ, y el estado inicial es x0 � x, el problema de control minimax

es encontrar una estrategia π� que minimice el máximo de K�x,π, γ� sobre las

estrategias γ del oponente. Es decir, π� debe satisfacer

ı́nf
π

sup
γ
K�x,π, γ� � sup

γ
K�x,π�, γ� (0.0.1)

para todo estado inicial x. A la estrategia π� se le conoce como estrategia minimax.

En otras palabras, la estrategia minimax π� garantiza el mejor rendimiento para el

controlador, en la peor situación posible.

De acuerdo a la descripción anterior, podemos decir que un problema de control

minimax es un caso especial de un juego suma cero, en el cual solo nos interesa

encontrar la estrategia que alcance el valor superior

U�x� �� ı́nf
π

sup
γ
K�x,π, γ�,

que es precisamente la estrategia minimax π�.

Espećıficamente, en este trabajo estudiaremos sistemas de control minimax

considerando el ı́ndice de costo descontado con horizonte finito e infinito. Además

supondremos que el espacio de acciones del controlador es numerable y el del

oponente de Borel. Más aún, consideraremos que el costo es posiblemente no

acotado, lo cual se analizará en el contexto de normas ponderadas.

Una de las aplicaciones más importantes de los sistemas de control minimax, la

cual abordaremos en el presente trabajo, es en sistemas de control que dependen de

parámetros desconocidos. A este tipo de sistemas se le conoce como “juegos contra
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Introducción

la naturaleza” ya que al oponente se le puede considerar como la naturaleza, la cual

elige en cada etapa el parámetro desconocido. Espećıficamente, consideraremos un

sistema de control que evoluciona de acuerdo a una ecuación de la forma

xt�1 � F �xt, at, ξt�, t � 0,1, ... (0.0.2)

donde �ξt� es una sucesión de variables aleatorias con distribución desconocida.

Entonces una estrategia de la naturaleza γ � �bt� elegirá una distribución bt para ξt

en cada etapa t.

Al problema de encontrar una estrategia óptima en sistemas de control como

(0.0.2) con distribución desconocida se le conoce como problema de control

adaptado. Este comúnmente se analiza asumiendo que �ξt� es una sucesión de

variables aleatorias observables, independientes e idénticamente distribuidas, lo cual

permite implementar métodos de estimación estad́ıstica para la distribución común

desconocida. En nuestro caso, el análisis de este problema como un juego contra la

naturaleza permite que las variables aleatorias no necesariamente sean observables,

y más aún, ni con la misma distribución.

La teoŕıa desarrollada en el presente trabajo se basa, principalmente, en los

art́ıculos [4, 13] y en los libros [9, 2]. El resto de la bibliograf́ıa nos sirvió como

referencias para cierto material, las cuales se especificarán en su momento.
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Caṕıtulo 1

Modelo de control minimax

En este caṕıtulo introduciremos los elementos necesarios para definir un problema

de control minimax. Con este fin, primero se describe el modelo de control minimax

y se presenta el concepto de estrategia. A continuación definimos los ı́ndices de

funcionamiento que miden el comportamiento de las estrategias y planteamos el

problema de control minimax. Finalmente se introduce el algoritmo de programación

dinámica en su versión minimax para el caso de horizonte finito, el cual proporciona

una forma de resolver el problema de control minimax. Este algoritmo nos servirá

de motivación para estudiar el caso de problemas con horizonte infinito.

1.1. Descripción del modelo

Como ya mencionamos en la introducción del trabajo, un problema de control

minimax es una clase especial de juego suma cero de dos personas. Este hecho,

motiva la siguiente definición.

Definición 1.1.1. Un modelo de control minimax (MCM) en tiempo discreto, es un

arreglo

MCM �� �X,A,B,KA,K, P, c� (1.1.1)

que consiste de los siguiente elementos:

X es el conjunto de estados y suponemos que es numerable.

A es el espacio de acciones del controlador, el cual suponemos numerable.

1



Modelo de control minimax

B es el espacio de acciones del oponente, que asumimos es un espacio de Borel

(Véase Apéndice B, Definición B.1.5).

Además,

denotamos por KA ` X�A al conjunto de restricciones para el controlador. Es

decir, para cada estado x > X,

A�x� �� �a > A � �x, a� > KA�

representa el conjunto de acciones admisibles del controlador en el estado x.

Denotamos por K >B�X�A�B� al conjunto de restricciones para el oponente,

de modo que para cada par �x, a� > KA

B�x, a� �� �b > B � �x, a, b� > K�

es el conjunto de acciones admisibles para el oponente, cuando el estado es

x > X y el controlador usa la acción a > A�x�.

P representa la ley de transición entre estados. Es decir,

Px,y�a, b� �� P �xt�1 � ySxt � x, at � a, bt � b�

la cual es una distribución de probabilidades en X para cada �x, a, b� > K.

c � K� R representa la función de costo por etapa.

Obsérvese que si el conjunto de acciones B�x, a� del oponente no depende de

a > A�x�, obtenemos el usual juego de Markov de suma cero, donde los jugadores

eligen sus acciones a > A�x� y b > B�x� de manera independiente.

El modelo de control minimax (1.1.1) representa un juego dinámico que evolu-

ciona a tiempo discreto. Esto es, denotemos por xt > X, at > A�xt� y bt > B�xt, at�,
el estado del sistema, los controles aplicados por el controlador y por el oponente

al tiempo t, respectivamente. Entonces la evolución del sistema la describimos de

2



Modelo de control minimax

la siguiente manera. Si el estado al tiempo t es xt � x > X, entonces el controlador

elige una acción at � a > A�x� y el oponente elige una acción bt � b > B�x, a�. Como

consecuencia de esto, suceden dos cosas:

1. El controlador paga c�x, a, b� al oponente.

2. El sistema se mueve a un nuevo estado xt�1 � y > X con probabilidad Px,y�a, b�.
Una vez que el sistema se encuentra en el estado y, se eligen nuevos controles

a� > A�y� y b� > B�y, a�� y el proceso anterior se repite.

Al tiempo entre dos épocas de decisión consecutivas se le llama periodo o etapa.

Si el número de epocas de decisión es finito, decimos que el modelo tiene horizonte

de planeación finito y en otro caso decimos que el horizonte de planeación es infinito.

1.2. Poĺıticas de control

Definición 1.2.1. Dado un MCM y t > N0, definimos los espacios de historias

admisibles hasta la etapa t como

H0 �� X, H#
0 �� KA y

Ht �� Kt
�X y H#

t �� Kt
�KA para t > N.

Los elementos de Ht y H#
t son “historias” de la forma

ht � �x0, a0, b0, x1, a1, b1,�, xt� y h#
t � �ht, at�.

Una estrategia (poĺıtica de control) para el controlador es una sucesión π � �πt�
de funciones πt � Ht � A tal que at � πt�ht� > A�xt� ¦ht > Ht, t > N0. Denotaremos

por Π al conjunto de todas las estrategias del controlador.

Una estrategia (poĺıtica de control) para el oponente es una sucesión γ � �γt� de

funciones γt �H
#
t � B tal que bt � γt�h#

t � > B�xt, at� ¦h#
t >H#

t , t > N0. El conjunto

de todas las estrategias del oponente serán denotadas por Γ.

3



Modelo de control minimax

Definición 1.2.2. Definimos los conjuntos siguientes

FA �� �f � X� AS f�x� > A�x�, x > X� y

FB �� �g � X �A� BS g�x, a� > B�x, a�, �x, a� > KA�
La manera de elegir una acción puede depender de la historia hasta la etapa de

decisión actual o en su defecto depender solamente del estado del sistema en dicha

etapa. Espećıficamente tenemos la siguiente definición.

Definición 1.2.3.

(a) Diremos que una estrategia π � �πt� para el controlador es de Markov si existe

una sucesión de funciones ft > FA tal que πt�ht� � ft�xt�¦t > N0 y en este caso

π toma la forma π � �ft� y at � ft�xt� > A�xt�, es decir, at depende solamente

del estado actual del sistema.

(b) Si π � �ft� es una estrategia de Markov y ft � f¦t > N0, para alguna función

f > FA, entonces diremos que π es una estrategia estacionaria.

Las estrategias de Markov y estacionarias para el oponente se definen de manera

similar, solo reemplazando ft > FA por gt > FB.

Sea �Ω,F � el espacio medible que consiste del espacio muestral Ω �� �X�A�B�ª
cuyos elementos son las trayectorias ω � �x0, a0, b0, ...� con �xt, at, bt� > K y de su σ-

álgebra producto F . Para cada par de estrategias π > Π y γ > Γ, y cada estado

inicial x > X, existe una probabilidad denotada por P π,γ
x definida en �Ω,F � tal que

las variables xt, at, bt satisfacen(Véase [8]):

P π,γ
x �x0 � x� � 1

at � πt�ht�, bt � γt�h#
t �

P π,γ
x �xt�1 � ySht, at, bt� � Pxt,y�at, bt�

4



Modelo de control minimax

El operador esperanza con respecto a P π,γ
x es denotado por Eπ,γ

x . Además, para una

función v � X� R,

Eπ,γ
x �v�xt�1�Sht, at, bt� �Q

y>X
v�y�Px,y�at, bt�, ¦t > N0.

1.3. Índices de funcionamiento

Un ı́ndice de funcionamiento, el cual define el criterio de optimalidad, es una

función que “mide” el comportamiento del sistema al utilizar diferentes poĺıticas de

control, dado el estado inicial.

A continuación definimos los ı́ndices de funcionamiento más comunes.

Definición 1.3.1. Sea α > �0,1� un número positivo dado, x > X, π > Π y γ > Γ.

Definimos:

El Costo α- descontado en n etapas con horizonte finito n > N por

Vn,α�x,π, γ� �� Eπ,γ
x �n�1

Q
t�0

αtc�xt, at, bt�	 .
Para α � 1 denotaremos Vn,1�x,π, γ� � Jn�x,π, γ�.

El Costo α�descontado con horizonte infinito y α > �0,1� como

Vα�x,π, γ� �� Eπ,γ
x �ª

Q
t�0

αtc�xt, at, bt�	 ,
El Costo promedio esperado con horizonte infinito

J�x,π, γ� �� ĺım sup
n�ª

1

n
Jn�x,π, γ�.

En este trabajo estudiaremos el Modelo de Control Minimax con ı́ndice de costo

en n-etapas e ı́ndice de costo α-descontado.
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Modelo de control minimax

1.4. Problema de control minimax

Con los elementos descritos anteriormente podemos ahora plantear el problema

de control minimax(PCM).

Dado un MCM �X,A,B,KA,K, P, c�, una familia de poĺıticas de control admi-

sible Π para el controlador y Γ para el oponente, junto con uno de los ı́ndices de

funcionamiento de la Definición 1.3.1 al cual representaremos por

K�x,π, γ�,

y denotamos

K#�x,π� �� sup
γ>Γ

K�x,π, γ�,
el problema de control minimax consiste en encontrar una poĺıtica π� > Π tal que

minimice K#�x, ��. Espećıficamente tenemos la siguiente definición.

Definición 1.4.1. Sea K�x,π, γ� cualquier función de costo en la Definición 1.3.1

y sea

K#�x,π� �� sup
γ>Γ

K�x,π, γ� (1.4.1)

Una estrategia π� > Π (para el controlador) se dice ser una estrategia minimax con

respecto al ı́ndice K si π� minimiza K#�x, �� sobre Π para todo x > X, ésto es,

K#�x,π�� � ı́nf
π>Π

K#�x,π� � ı́nf
π>Π

sup
γ>Γ

K�x,π, γ� ¦x > X. (1.4.2)

Observación 1.4.2. En terminoloǵıa de teoŕıa de juegos, la función en el lado

derecho de (1.4.2), i.e.,

U�x� �� ı́nf
π>Π

sup
γ>Γ

K�x,π, γ�
se llama valor superior del juego de suma cero (con respecto a K). Por lo tanto, una

estrategia minimax es aquella que alcanza el valor superior del juego. Por otro lado,

uno podŕıa considerar el problema “dual” en el cual (1.4.1) es reemplazado con

K#�x, γ� �� ı́nf
π>Π

K�x,π, γ�
6



Modelo de control minimax

Entonces el valor inferior del juego (con respecto a K) es

L�x� �� sup
γ>Γ

K#�x, γ� � sup
γ>Γ

ı́nf
π>Π

K�x,π, γ�

y γ� > Γ es llamado una estrategia maximin si

K#�x, γ�� � L�x� ¦x > X. (1.4.3)

En general L��� B U���, y si la igualdad se cumple, entonces a L��� � U��� se le llama

función de valor del juego. Si además π� y γ� satisfacen (1.4.2) y (1.4.3), entonces

se dice que el par �π�, γ�� es un equilibrio no cooperativo.

1.5. Algoritmo de PD con horizonte finito

Para cerrar este caṕıtulo, a continuación veremos el conocido algoritmo de

Programación Dinámica con horizonte finito en su versión minimax, el cual motivará

el análisis del caso con horizonte infinito de los siguientes caṕıtulos.

Antes de continuar, tengamos en cuenta que analizaremos el problema con ı́ndice

de costo total esperado JN�x,π, γ�:

JN�x,π, γ� � Eπ,γ
x �N�1

Q
n�0

c�xn, an, bn� �CN�xN�	 ,

al cual le estamos añadiendo un costo terminal dado por CN���. El objetivo es

encontrar una poĺıtica π� > Π tal que

sup
γ>Γ

JN�x,π�, γ� � ı́nf
π>Π

sup
γ>Γ

JN�x,π, γ� � J��x�.

La función J� es la que conocemos como función de valor minimax.

Ahora bien, prosigamos enunciando el teorema del algoritmo de Programación

Dinámica.
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Modelo de control minimax

Teorema 1.5.1. Sean J0, J1, ..., JN funciones en X definidas (hacia atrás de t � N

a t � 0) por

JN�x� �� CN�x�
Jt�x� �� mı́n

a>A�x�
sup

b>B�x,a�

�c�x, a, b� �Q
y>X

Jt�1�y�Px,y�a, b�¡
Si para cada t � N � 1,N � 2, ...,0 existe ft > FA tal que

Jt�x� � sup
b>B�x,ft�x��

�c�x, ft�x�, b� �Q
y>X

Jt�1�y�Px,y�ft�x�, b�¡ ¦x > X,

entonces π� � �f0, f1, ..., fN�1� es una estrategia minimax y

J��x� � J0�x� � sup
γ>Γ

JN�x,π�, γ�.

La demostración de este teorema requiere algunos resultados preliminares, los

cuales veremos a continuación.

Lema 1.5.2. Sean ε A 0 y π > Π fijos. Para γ > Γ definimos en X

Ct�x,π, γ� �� Eπ,γ �N�1

Q
n�t

c�xn, an, bn� �CN�xN�Sxt � x	 y

CN�x,π, γ� �� Eπ,γ �CN�xN�SxN � x� � CN�x�
entonces existe Çγ � �Çγ0, ...,ÇγN�1� tal que

¦x CN�1�x,π,ÇγN�1� � ε A C#
N�1�x,π� y (1.5.1)

¦x C0�x,π,Çγ0, ...,ÇγN�1� �Nε A C#
0 �x,π� (1.5.2)

donde

C#
t �x,π� � sup

γ>Γ
Ct�x,π, γ�

Demostración.

La demostración sera utilizando inducción hacia atrás.
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Modelo de control minimax

(1.5.1) se sigue de la definición de supremo. Ademas, existe ÇγN�2 tal que

CN�2�x,π,ÇγN�2,ÇγN�1� � ε A sup
γN�2

CN�2�x,π, γN�2,ÇγN�1�.

Entonces

CN�2�x,π,ÇγN�2,ÇγN�1� � 2ε A sup
γN�2

CN�2�x,π, γN�2,ÇγN�1� � ε
� sup

γN�2

�c�x,πN�2, γN�2� �Q
y>X

CN�1�y, π,ÇγN�1�Px,y�π, γN�2�	 � ε
� sup

γN�2

c�x,πN�2, γN�2� �Q
y>X

�CN�1�y, π,ÇγN�1� � ε�Px,y�π, γN�2�
C sup

γN�2

c�x,πN�2, γN�2� �Q
y>X

C#
N�1�y, π�Px,y�π, γN�2�.

Tenemos que

C#
N�2�y, π� C CN�1�y, π, γN�1� ¦γN�1

entonces

CN�2�x,π,ÇγN�2,ÇγN�1� � 2ε C sup
γN�2

c�x,πN�2, γN�2� � sup
γN�1

Q
y>X

CN�1�y, π, γN�1�Px,y�π, γN�2�
� sup

γN�1,γN�2

CN�2�x,π, γN�2, γN�1�
� C#

N�2�x,π�.

Similarmente

CN��k�1���� � �k � 1�ε A C#
N��k�1�

��� implica

CN�k��� � kε A C#
N�k���.

Corolario 1.5.3. Sea π > Π. Entonces existe una sucesión γ�j� b Γ tal que

Ct�x,π, γ�j�� A C#
t �x,π� � N

j
¦x > X

para todo t � 0,1, ...,N � 1.

9



Modelo de control minimax

A continuación demostramos el Teorema 1.5.1.

Demostración. (Teorema 1.5.1)

Sea π arbitraria. Para γ > Γ definimos

Ct�x,π, γ� �� Eπ,γ �N�1

Q
n�t

c�xn, an, bn� �CN�xN�Sxt � x	

y

CN�x,π, γ� �� Eπ,γ �CN�xN�SxN � x� � CN�x�.
En particular, notemos que

JN�x,π, γ� � C0�x,π, γ�,

pues,

C0�x,π, γ� � Eπ,γ �N�1

Q
n�0

c�xn, an, bn� �CN�xN�Sx0 � x	
� Eπ,γ

x �N�1

Q
n�0

c�xn, an, bn� �CN�xN�	
� JN�x,π, γ�.

Ahora bien, definamos

C#
t �x,π� � sup

γ>Γ
Ct�x,π, γ�.

Mostraremos que para todo t � 0,1, ...,N ,

C#
t �x,π� C Jt�x�, (1.5.3)

y en el caso que π � π� se tiene que C#
t �x,π�� � Jt�x�. Esto es suficiente para la

demostración debido a que para t � 0 tendŕıamos

J0�x� B C#
0 �x,π� y J0�x� � C#

0 �x,π��.

10



Modelo de control minimax

Entonces,

J0�x� � sup
γ>Γ

C0�x,π�, γ�
� sup

γ>Γ
JN�x,π�, γ�.

(1.5.4)

Por otro lado

J0�x� B C#
0 �x,π� � sup

γ>Γ
C0�x,π, γ�,

es decir

J0�x� B sup
γ>Γ

C0�x,π, γ� � sup
γ>Γ

JN�x,π, γ� ¦π > Π.

En particular

J0�x� B ı́nf
π>Π

sup
γ>Γ

JN�x,π, γ� � J��x� (1.5.5)

Por lo que de (1.5.4) y (1.5.5) se sigue que

J0�x� � J��x� � sup
γ>Γ

JN�x,π�, γ�.

Ahora bien, para la demostración de (1.5.3) utilizaremos inducción matemática.

El caso t � N se sigue por definición, pues

C#
N �x,π� � CN�x� � JN�x�.

Supongamos que (1.5.3) se cumple para t � k � 1, i.e.,

C#
k�1�x,π� C Jk�1�x� con igualdad si π � π�. (1.5.6)

Notemos que

C#
k �x,π� � sup

γk,...,γN�1

Ck�x,π, γk, ..., γN�1�
� sup

γk

�c�x,πk, γk� � sup
γk�1,...,γN�1

Q
y>X

Ck�1�y, π, γk�1, ..., γN�1�Px,y�πk, γk�¡
(1.5.7)
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Por otro lado, sea j > N y �γ�j�� b Γ como en el Corolario 1.5.3, entonces

sup
γk�1,..,γN�1

Q
y>X

Ck�1�y, π, γk�1, ..., γN�1�Px,y�πk, γk� C Q
yinX

Ck�1�y, π, γ�j��Px,y�πk, γk�
CQ
y>X

�C#
k�1�y, π� � Nj �Px,y�πk, γk�

CQ
y>X

Jk�1�y�Px,y�πk, γk� � N
j
.

Luego

C#
k �x,π� C sup

γk

�c�x,πk, γk� �Q
y>X

Jk�1�y�Px,y�πk, γk�¡ � N
j

� sup
b>B�x,a�

�c�x,πk, b� �Q
y>X

Jk�1�y�Px,y�πk, b�¡ � N
j

C mı́n
a>A�x�

sup
b>B�x,a�

�c�x, a, b� �Q
y>X

Jk�1�y�Px,y�a, b�¡ � N
j

� Jk�x� � N
j
.

Haciendo j �ª, obtenemos C#
k �x,π� C Jk�x�. Si π � π�, entonces por (1.5.7)

y (1.5.6)

C#
k �x,π�� B sup

γk

�c�x,π�k , γk� �Q
y>X

C#
k�1�y, π��Px,y�π�k , γk�¡

� sup
b>�x,fk�x��

�c�x, fk, b� �Q
y>X

Jk�1�y�Px,y�fk, b�¡
� Jk�x�.

Por lo tanto C#
k �x,π�� � Jk�x�.

Observación 1.5.4. Es importante observar que el algoritmo anterior es válido

cuando los costos son no estacionarios, es decir, en cada etapa inducimos un costo

ct�x, a, b�. La demostración es prácticamente la misma.
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Caṕıtulo 2

Criterios de costo descontado

2.1. Introducción

En este caṕıtulo analizaremos problemas de control minimax bajo el criterio de

costo descontado, introducidos en la Definición 1.3.1, considerando el problema con

horizonte finito y con horizonte de planeación infinito.

Para el análisis del problema con horizonte de planeación finito utilizaremos el

algoritmo de Programación Dinámica, mismo que se abordó en el Caṕıtulo 1, para

lo cual será necesario realizar algunos cambios. Para el caso de costo descontado,

analizaremos el problema por medio de la ecuación de optimalidad minimax, donde

demostraremos que la función de valor óptimo es la única solución.

Consideraremos primero el problema con ı́ndice de costo en n-etapas Vn,α�x,π, γ�,
que consiste en encontrar una poĺıtica π� > Π tal que

sup
γ>Γ

Vn,α�x,π�, γ� � ı́nf
π>Π

sup
γ>Γ

Vn,α�x,π, γ� �� V �

n,α�x�.

A la función V �

n,α se le llama función de valor minimax en n-etapas.

De manera similar se tiene el Problema de Control Minimax para el caso descon-

tado. Se considera el ı́ndice de costo α-descontado con horizonte infinito Vα�x,π, γ�,

13



Criterios de costo descontado

y similarmente, el problema consiste en encontrar una poĺıtica π� > Π tal que

sup
γ>Γ

Vα�x,π�, γ� � ı́nf
π>Π

sup
γ>Γ

Vα�x,π, γ� �� V �

α �x�.

Ahora bien, el estudio de estos problemas se realizará asumiendo costo por

etapa posiblemente no acotado dentro del contexto de normas ponderadas. Con tal

objetivo supondremos que se cumplen las siguientes condiciones:

Hipótesis 2.1

(a) Existe una constante c C 0 y una función w��� C 1 en X tal que

Sc�x, a, b�S B cw�x� ¦�x, a, b� > K.

(b) Existe una constante β A 0 tal que

Âw�x, a, b� B βw�x� ¦�x, a, b� > K

donde

Âw�x, a, b� ��Q
y>X

w�y�Px,y�a, b�.
(c) Para cada �x, a� > KA, B�x, a� es σ-compacto (Vease Apéndice B, Definición

B.2.4).

Observación 2.1.1. Si c es acotada, entonces la función w��� puede ser tomada

como una constante, por ejemplo, w � 1, entonces la Hipóteis 2.1(b) puede ser omi-

tida.

2.2. Problema minimax con horizonte finito

Sea w��� C 1 como en la Hipótesis (2.1). Denotaremos por Bw�X� al espacio

lineal normado (Véase Apéndice Teorema A.0.9) de las funciones u en X que tienen

w-norma finita YuYw @ª, definida como

YuYw �� sup
x>X

Su�x�S
w�x� . (2.2.1)
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Para cada u > Bw�X�, 0 @ α B 1, y �x, a, b� > K, sea

Hα�u;x, a, b� �� c�x, a, b� � αQ
y>X

u�y�Px,y�a, b� (2.2.2)

H#
α �u;x, a� �� sup

b>B�x,a�

Hα�u;x, a, b� (2.2.3)

Tαu�x� �� ı́nf
a>A�x�

H#
α �u;x, a� (2.2.4)

Es decir,

Tαu�x� � ı́nf
a>A�x�

sup
b>B�x,a�

�c�x, a, b� � αQ
y>X

u�y�Px,y�a, b�	 .

El operador Tα se conoce generalmente como operador de programación dinámica.

Obtendremos la solución al problema de control minimax mediante el algorit-

mo de programación dinámica, estudiado en el caṕıtulo anterior, pero adaptado al

presente contexto, tal como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 2.2.1. Sea α A 0 fijo y definamos la siguiente sucesión de funciones

v0,α � 0

vn,α �� Tαvn�1,α � T
n
α v0,α ¦n � 1,2, ... (2.2.5)

Entonces para cada n > N

(a) vn,α > Bw�X�.

(b) Existe fn > FA tal que

vn,α�x� �H#
α �vn�1,α;x, fn�x�� ¦x > X,

es decir,

vn,α�x� � sup
b>B�x,fn�x��

�c�x, fn�x�, b� � αQ
y>X

vn�1,α�y�Px,y�fn�x�, b�	 ,
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(c) vn,α es el costo óptimo en n-etapas, esto es,

vn,α�x� � ı́nf
π>Π

sup
γ>Γ

Vn,α�x,π, γ� ¦x > X.

(d) La poĺıtica de Markov πn �� �fn, fn�1, ..., f1� es una estrategia minimax para el

problema de n-etapas; esto es,

vn,α�x� � sup
γ>Γ

Vn,α�x,πn, γ� ¦x > X.

Antes de demostrar el Teorema 2.2.1 introduciremos primero algunos resultados

preliminares. Observemos en particular que el siguiente lema nos da la existencia de

estrategias minimax para una problema minimax de una etapa con función de costo

v�x, a, b�.
Lema 2.2.2. Sea v � K� R una función tal que

Sv�x, a, b�S B vw�x� ¦�x, a, b� > K (2.2.6)

para alguna constante v C 0. Sea

v#�x, a� �� sup
b>B�x,a�

v�x, a, b� y v��x� �� ı́nf
a>A�x�

v#�x, a�.
Entonces

(a) Sv#�x, a�S B vw�x� ¦�x, a� > KA;

(b) v� > Bw�X� y además existe f > FA tal que

v��x� � mı́n
a>A�x�

v#�x, a� � v#�x, f�x�� ¦x > X,

y por lo tanto,

v��x� � sup
b>B�x,f�x��

v�x, f�x�, b� ¦x > X.
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Demostración.

(a) La desigualdad se sigue claramente de (2.2.6).

(b) De (a) tenemos que

Sv#�x, a�S B vw�x� ¦�x, a� > KA,

y por lo tanto, tenemos que

Sv����S B vw���.

De aqúı podemos concluir que v� > Bw�X�. Ahora, recordemos que A�x� es

finito, por lo que podemos asegurar que existe f > FA tal que minimice el lado

derecho

v��x� � mı́n
a>A�x�

v#�x, a�,
i.e.,

v��x� � v#�x, f�x�� ¦x > X.

En (a) del siguiente lema reemplazaremos la función v de (2.2.6) por la función

Hα�u; �� de (2.2.2), con u > Bw�X�. De aqúı tenemos, que el operador Tα mapea

Bw�X� en śı mismo. Espećıficamente se obtiene el siguiente resultado.

Lema 2.2.3. Sea u una función arbitraria en Bw�X�, y sea Tαu como en (2.2.4).

Entonces:

(a) SHα�u;x, a, b�S B �c � αβYuYw�w�x�, ¦�x, a, b� > K,

(b) Tαu > Bw�X� y más aún, existe f > FA tal que, para toda x > X

Tαu�x� � sup
b>B�x,f�x��

�c�x, f�x�, b� � αQ
y>X

u�y�Px,y�f�x�, b�	 .
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Demostración.

(a) De (2.2.1) y la Hipótesis 2.1(b), tenemos que

Q
y>X

Su�y�SPx,y�a, b� B YuYwQ
y>X

w�y�Px,y�a, b� B YuYwβw�x�

para todo �x, a, b� > K. De la desigualdad anterior junto con la Hipótesis 2.1(a)

y (2.2.2) obtenemos

SHα�u;x, a, b�S � Sc�x, a, b� � αQ
y>X

u�y�Px,y�a, b�S
B Sc�x, a, b�S � αQ

y>X
Su�y�SPx,y�a, b�

B cw�x� � αYuYwβw�x�
B �c � αYuYwβ�w�x�.

(b) Se sigue de (a) y del Lema 2.2.2(b) con v��� �Hα�u; ��. En efecto, de (a) tenemos

que Hα�u; �� cumple la hipótesis del Lema 2.2.2 ,por lo tanto, se tiene que

v� > Bw�X�, donde en este caso, tenemos que v� toma la forma:

v��x� � ı́nf
a>A�x�

sup
b>B�x,a�

Hα�u;x, a, b� � Tαu�x�,

es decir, Tαu > Bw�X�. Del Lema 2.2.2(b) se observa también que existe f > FA
tal que

Tαu�x� � sup
b>B�x,f�x��

Hα�u;x, a, b� ¦x > X.

� sup
b>B�x,f�x��

�c�x, a, b� � αQ
y>X

u�y�Px,y�a, b�	 .

Tomando en cuenta los lemas anteriores, a continuación demostramos el Teorema

2.2.1.
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Demostración. (Teorema 2.2.1)

(a) Procedemos por inducción. Como v0,α��� � 0 entonces (a) se sigue trivialmente

para n � 0.

Supongamos ahora que vn�1,α > Bw�X� para alguna n C 1. Ahora, debemos

mostrar que vn,α > Bw�X�. Por definición tenemos que

vn,α � Tαvn�1,α,

de la hipótesis de inducción tenemos que vn�1,α > Bw�X�, entonces del Lema

2.2.3 tenemos que Tαvn�1,α > Bw�X�.
(b) Se sigue inmediatamente de (a) y Lema 2.2.3(b).

(c) y (d) Se siguen de (b) y el algoritmo de programación dinámica descrito en el

Teorema 1.5.1. En efecto, cuando el costo esperado es de la forma

JN�π, γ, x� � Eπ,γ
x �N�1

Q
t�0

αtc�xt, at, bt� � αNCN�xN�	

con función de costo

ct�x, a, b� �� αtc�x, a, b�
las ecuaciones de PD seŕıan:

JN�x� �� αNCN�x�,

Jt�x� �� mı́n
a>A�x�

sup
b>B�x,a�

�αtc�x, a, b� �Q
y>X

Jt�1�y�Px,y�a, b�¡ .
Reescribiendo estas funciones en términos de las funciones vt,α �� α��N�t�JN�t,

t � 0, ..N obtenemos

v0,α�x� �� CN�x�
vt,α�x� �� mı́n

a>A�x�
sup

b>B�x,a�

�c�x, a, b� � αQ
y>X

vt�1�y�Px,y�a, b�¡ ,
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las cuales cumplen las conclusiones del Teorema 1.5.1, es decir, los puntos (c)

y (d).

2.3. Ecuación de Optimalidad Minimax

Ahora estudiaremos el problema usando el ı́ndice en costo α- descontado con

horizonte infinito, para lo cual, recordemos que el ı́ndice de funcionamiento en este

caso está definido como

Vα�x,π, γ� �� Eπ,γ
x �ª

Q
t�0

αtc�xt, at, bt�	

y la función de valor minimax como

V �

α �x� �� ı́nf
π>Π

sup
γ>Γ

Vα�x,π, γ�.

Antes de establecer el resultado principal, veamos el teorema siguiente.

Teorema 2.3.1. Supongamos que se cumple la Hipótesis 2.1, y que además la cons-

tante β en (b) satisface que

1 B β @
1

α
. (2.3.1)

Entonces existe una función v� � X � R que es la única en Bw�X� que satisface

v� � Tαv�. Más aún, se satisface

ĺım
n�ª

αnEπ,γ
x �v��xn�� � 0 ¦π > Π, γ > Γ, x > X,

y Yvn,α � v�Yw B c
�αβ�n
1 � αβ

¦n C 0,

con c y vn,α como en la Hipótesis 2.1(a) y (2.2.5), respectivamente y con v0,α � 0.

Para demostrar el teorema previo, primero estableceremos algunos resultados

generales.

Lema 2.3.2. Sea T un operador que mapea Bw�X� en si mismo. Supongamos que
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(i) T es monótono, i.e., u B u� implica Tu B Tu�.

(ii) Existe una constante 0 @ τ @ 1 tal que

T �u � rw� B Tu � τrw ¦u > Bw�X� y r C 0.

Entonces T es un mapeo de contracción módulo τ , es decir,

YTu � Tu�Yw B τYu � u�Yw ¦u,u� > Bw�X�,

y por lo tanto, existe una única función u� > Bw�X� que satisface

�a�u� � Tu� y �b�YT nu � u�Yw B τnYu � u�Yw ¦u > Bw�X�, n C 0. (2.3.2)

Además, si existe una constante k C 0 tal que

YTuYw B k � τYuYw ¦u > Bw�X�,

entonces

Yu�Yw B
k

1 � τ
.

Demostración.

Por (2.2.1), se tiene que para cada par u,u� > Bw�X�

u B u� � Yu � u�Yww.

Por lo tanto, de �i� y �ii� con r �� Yu � u�Yw se deduce que

Tu B T �u� � Yu � u�Yww�
B Tu� � τYu � u�Yww.

Entonces

Tu � Tu� B τYu � u�Yww.
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Similarmente

Tu � Tu� C �τYu � u�Yww
. Por consiguiente

YTu � Tu�Yw B τYu � u�Yw ¦u,u� > Bw�X�.

Para finalizar, nótese que (2.3.2) se sigue del Teorema del Punto fijo de Banach

(Véase apéndice A, Teorema A.0.11), y entonces

Yu�Yw � YTu�Yw B k � τYu�Yw
de aqúı,

Yu�Yw � τYu�Yw B k.

Factorizando Yu�Yw obtenemos que

Yu�Yw�1 � τ� B k,

es decir

Yu�Yw B
k

1 � τ
.

Antes de pasar a la demostración del Teorema 2.3.1, veremos que para todo

u > Bw�X�, π > Π, γ > Γ y x > X,

ĺım
n�ª

αnEπ,γ
x �u�xn�� � 0. (2.3.3)

En efecto, usando la Hipótesis 2.1 (b) tendremos que

Eπ,γ
x �w�xn�1�Sht, at� �Q

y>X
w�y�Pxn,y�an, bn�

B β�w�xn��,
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de modo que, calculando esperanza Eπ,γ
x en ambos lados

Eπ,γ
x �w�xn�1�� B βEπ,γ

x �w�xn�� ¦n > N0.

Luego, iterando esta desigualdad obtenemos

Eπ,γ
x �w�xn�1�� B βEπ,γ

x �w�xn��
B β�βEπ,γ

x �w�xn�1���
� β2Eπ,γ

x �w�xn�1��
B β3Eπ,γ

x �w�xn�2��
�

B βn�1w�x�,

esto es, para toda n > N0 por lo que se satisface

Eπ,γ
x �w�xn�� B βnw�x�.

Por lo tanto, de (2.3.1)

ĺım
n�ª

αnEπ,γ
x �w�xn�� � 0.

Esto implica (2.3.3), ya que de (2.2.1) se tiene que

Eπ,γ
x �u�xn�� B YuYwEπ,γ

x ��w�xn�� ¦u > Bw�X�.

Teniendo esto en consideración prosigamos con la demostración del Teorema

2.3.1.

Demostración. (Teorema 2.3.1)

Primero usaremos el lema anterior para demostrar que Tα es un mapeo de contracción

en Bw�X� módulo τ �� αβ @ 1, esto es

YTαu � Tαu�Yw B τYu � u�Yw ¦u,u� > Bw�X�. (2.3.4)

Por el Lema 2.2.3, Tα mapea Bw�X� en si mismo. Por otro lado, es evidente que Tα
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es monótono. Entonces, para obtener (2.3.4) es suficiente verificar que Tα satisface

�ii� del lema anterior. Para esto, nótese que de la Hipótesis 2.1(b),

sup
b>B�x,a�

Q
y>X

w�y�Px,y�a, b� B βw�x� ¦�x, a� > KA.

Esta desigualdad y (2.2.4) implican �ii� para T � Tα y τ �� αβ. En efecto,

Tα�u � rw� � ı́nf
a>A�x�

sup
b>B�x,a�

�c�x, a, b� � αQ
y>X

�u � rw��y�Px,y�a, b�	
� ı́nf

a>A�x�
sup

b>B�x,a�

�c�x, a, b� � αQ
y>X

u�y�Px,y�a, b� � αQ
y>X

rw�y�Px,y�a, b�	
B ı́nf

a>A�x�
� sup
b>B�x,a�

�c�x, a, b� � αQ
y>X

u�y�Px,y�a, b�� � αβrw�x�	
� Tαu � τrw.

Entonces se cumple (2.3.4). Por lo tanto, existe una única función v� > Bw�X� tal

que satisface v� � Tαv� y más aún, (tomando u � v0,α en (2.3.2)(b))

Yvn,α � v�Yw B τnYv�Yw ¦n C 0, τ � αβ. (2.3.5)

Finalmente, observe que el Lema 2.2.3(a) nos da

YTαuYw B c � τYuYw ¦u > Bw�X�.

En particular, si u � v�, entonces

Yv�Yw B
c

1 � τ
.

Ahora, por la desigualdad anterior y (2.3.5):

Yvn,α � v�Yw B τnYv�Yw
B
τnc

1 � τ
.
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Por lo tanto, como v� satisface que

ĺım
n�ª

αnEπ,γ
α �v��xn�� � 0 ¦π > Π, γ > Γ, x > X,

la prueba está completa.

Para finalizar con este caṕıtulo, veamos el siguiente teorema, ya que nos propor-

ciona la solución a nuestro problema de control minimax.

Teorema 2.3.3.

(a) La función de valor minimax V �

α es la única función en Bw�X� que satisface

V �

α � TαV
�

α .

(b) Para cada n > N,

Yvn,α � V �

α Yw B
c�αβ�n
1 � αβ

.

(c) Existe f� > FA tal que

V �

α �x� � sup
b>B�x,f��x��

�c�x, f�, b� � αQ
y>X

V �

α �y�Px,y�f�, b�	 .

Además π� � �f�� es minimax, i.e.

V �

α �x� � sup
γ>Γ

Vα�x,π�, γ�.

Demostración.

(a) y (b) Primeramente nótese que,

vn,α�x� � Tαvn�1,α�x� � T nα v0,α, x > X, n > N.

Por otro lado del Teorema 2.3.1, sabemos que existe v� > Bw�X� tal que

v��x� � Tαv��x� y Yvn,α � v�Yw B
c�αβ�n
1 � αβ

.
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Entonces lo que debemos mostrar es que v� � V �

α . En tal situación, sea f > FA
tal que

v��x� � ı́nf
a>A�x�

sup
b>B�x,a�

�c�x, a, b� � αQ
y>X

v��y�Px,y�a, b�	
� sup

b>B�x,f�x��

�c�x, f, b� � αQ
y>X

v��y�Px,y�f, b�	 ,

la cual existe debido a que A�x� es finito. Entonces, para todo b > B�x, f�x��,

v��x� C c�x, f, b� � αQ
y>X

v��y�Px,y�f, b�. (2.3.6)

Sea γ > Γ una estrategia arbitraria y consideremos la estrategia estacionaria

π � �f�. Entonces iterando (2.3.6) se obtiene

v��x� C Ef,γ
x �n�1

Q
k�0

αkc�xk, f, bk�	 � αnEπ,γ
x v��xn�. (2.3.7)

Ahora, tomando ĺımite cuando n�ª en (2.3.7) se observa que

v��x� C Ef,γ
x � ª

Q
k�0

αkc�xk, f, bk�	
� Vα�x,π, γ� ¦x > X, γ > Γ.

Puesto que esto es valido para toda γ > Γ, en particular se tiene que

v��x� C sup
γ>Γ

Vα�x,π, γ�
C ı́nf
π>Π

sup
γ>Γ

Vα�x,π, γ�
� V �

α �x�, x > X.
(2.3.8)

Entonces v��x� C V �

α �x�.
Con el fin de demostrar la desigualdad opuesta, nótese que como B�x, a� es

σ-compacto entonces para cada ε A 0 existe g � KA � B con g�x, a� > B�x, a� y
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tal que

v��x� � ı́nf
a>A�x�

�c�x, a, g� � αQ
y>X

v��y�Px,y�a, g�	 � ε
B c�x, a, g� � αQ

y>X
v��y�Px,y�a, g� � ε ¦x > X, a > A�x�.

(2.3.9)

Iterando (2.3.9)

v��x� B Eπ,g
x �n�1

Q
k�0

αkc�xk, ak, g�	 � αnEπ,g
x v��xn� � ε

1 � α
.

Haciendo n�ª,

v��x� B Vα�x,π, g� � ε

1 � α
.

Y puesto que ε es arbitrario,

v��x� B Vα�x,π, g�, x > X, π > Π.

Por otro lado, como FB ` Γ,

Vα�x,π, g� B sup
g>FB

Vα�x,π, g� B sup
γ>Γ

Vα�x,π, γ�,

es decir

v� B sup
γ>Γ

Vα�x,π, γ�, x > X, π > Π.

Finalmente, dado que π > Π es arbitrario, entonces

v��x� B ı́nf
π>Π

sup
γ>Γ

Vα�x,π, γ� � V �

α �x�.

Por lo tanto v� � V �

α .

(c) De (a) y Lema 2.2.3 (b) tenemos que existe f� > FA tal que

V �

α �x� � sup
b>B�x,f��x��

�c�x, f�, b� � αQ
y>X

V �

α �y�Px,y�f�, b�	 .

Aplicando argumentos similares a los utilizados para la demostración de (a) y
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(b) (Véase (2.3.8)) se tiene que

V �

α �x� �� ı́nf
π>Π

sup
γ>Γ

Vα�x,π, γ� C sup
γ>Γ

Vα�x,π�, γ�, ¦x > X.

En consecuencia,

V �

α �x� � sup
γ>Γ

Vα�x,π�, γ� ¦x > X.

Es decir, la poĺıtica π� � �f�� es minimax.
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Caṕıtulo 3

Sistemas de control estocástico

con distribución desconocida

3.1. Introducción

En este caṕıtulo analizaremos una aplicación de la teoŕıa de control minimax al

estudio de sistemas de control estocástico que dependen de parámetros desconocidos.

En este caso, el oponente es considerado como la “naturaleza”que de cierta manera

elige el parámetro desconocido en cada tiempo t. Espećıficamente, trataremos siste-

mas de control estocástico que evolucionan de acuerdo a una ecuación en diferencias

de la forma

xt�1 � F �xt, at, ξt�, t > N0 (3.1.1)

donde xt y at representan el estado del sistema y el control al tiempo t respectiva-

mente, y �ξt� es una sucesión de variables aleatorias independientes con distribución

desconocida. Entonces, las estrategias de la naturaleza toman la forma γ � �bt� con

la cual elige una distribución bt de la variable aleatoria ξt en cada tiempo t > N0.De

modo que, el problema del controlador es minimizar el máximo costo que genera la

naturaleza, es decir, encontrar una poĺıtica π� que garantice el mejor rendimiento

en la peor situación posible. A este tipo de problemas de control minimax se les

conoce como juegos contra la naturaleza.
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Sistemas de control estocástico con distribución desconocida

Comúnmente sistemas como (3.1.1), en los que la distribución de las variables

aleatorias ξt es desconocida, se estudian con técnicas de control adaptado que invo-

lucran procesos de estimación y control. Esto último es posible siempre y cuando

�ξt� sea una sucesión de v.a. i.i.d. observables. Ahora bien, modelarlo como un jue-

go contra la naturaleza nos permite considerar que �ξt� sean v.a. no necesariamente

observables y no necesariamente con la misma distribución. Con el fin de establecer

claramente ambos casos, daremos una exposición general de los sistemas de control

adaptado, para después introducir los juegos contra la naturaleza.

3.2. Sistemas de control estocástico

Sea

µc � �X,A,S,F, θ, ĉ� (3.2.1)

un modelo de control estocástico con espacio de estados y de control X y A, respec-

tivamente, y S el espacio de perturbaciones aleatorias (todos los espacios se suponen

numerables). Además F � X � A � S � X es la función que define la dinámica del

sistema, esto es

xt�1 � F �xt, at, ξt�, t > N0, (3.2.2)

donde �ξt� es una sucesión de variables aleatorias i.i.d. que toman valores en S con

función de probabilidad común θ > P�S�, es decir

θ�k� � P �ξt � k�, ¦t > N0, k > S.

Finalmente, ĉ � X �A � S � R representa la función de costo.

El modelo (3.2.1) tiene la siguiente interpretación:

Al tiempo t, cuando el sistema se encuentra en el estado xt � x > X el controlador

elige un control at � a > A y se presenta un ruido aleatorio ξt. Entonces, se genera un
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costo ĉ�xt, at, ξt� y el sistema avanza a un nuevo estado de acuerdo a la probabilidad

P �xt�1 � ySxt � x, at � a� � Q
k>SF

θ�k�,

donde

SF � �s > S � F �x, a, s� � y�.
Luego el proceso se repite una y otra vez.

Las acciones se eligen mediante las poĺıticas de control definidas en el Caṕıtulo

1. Además, los costos se acumulan de acuerdo al criterio de costo descontado. Es

decir, para cada estado inicial x > X , cada poĺıtica π > Π y α > �0,1�,

V �π,x� � Eπ
x �ª

Q
t�0

αtĉ�xt, at, ξt�	 (3.2.3)

El problema de control óptimo es encontrar una poĺıtica π� > Π tal que

V �π�, x� � ı́nf
π>Π

V �π,x� �� V ��x�, x > X. (3.2.4)

A la poĺıtica π� se le llama poĺıtica óptima y a la función V � función de valor óptimo.

El esquema general para resolver el PCO es el siguiente:

Bajo condiciones apropiadas se demuestra que V � satisface la ecuación de optimali-

dad. Esto es, para cada x > X

V ��x� � mı́n
a>A�x�

�Q
s>S

�ĉ�x, a, s� � αV ��F �x, a, s���θ�s�	 . (3.2.5)

Y como A�x� es finito, existe f� > FA tal que

V ��x� �Q
s>S

�ĉ�x, f��x�, s� � αV ��F �x, f��x�, s���θ�s�. (3.2.6)

Entonces, la poĺıtica estacionaria π� � �f�� es óptima.
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3.2.1. Control adaptado

Consideremos un sistema de control estocástico como (3.2.2) donde �ξt� es una

sucesión de v.a. observables i.i.d., con distribución desconocida θ. Observe que en

este caso no es posible seguir el procedimiento estándar dado en (3.2.3)-(3.2.6) para

resolver el Problema de Control Óptimo, ya que la ecuación de optimalidad depende

de θ. Por lo tanto, en este caso se aplican técnicas de estimación estad́ıstica de

θ combinados con el proceso de control para construir poĺıticas, y al problema de

control correspondiente se le llama Problema de Control Adaptado. Este nombre

viene del proceso de estimación y control el cual consiste en lo siguiente.

En cada etapa, antes de elegir el control, el controlador determina un estimador

θt de θ, y entonces el controlador adapta su decisión a tal estimador para obtener el

control at � f
θt
t �xt�.

Uno de los procedimientos para resolver el problema de control adaptado es como

sigue. Sea θt un estimador de θ, por ejemplo la distribución emṕırica:

θt�k� � 1

t

t�1

Q
j�0

I�k��ξj�, t > N.

Es conocido, por la Ley Fuerte de los Grandes Números, que

θt�k�� θ�k� c.s., cuando t�ª.

Consideremos el modelo de control estimado

µt � �X,A,S,F, θt, ĉ�,

y denotemos por Vt la función de valor correspondiente. Entonces, bajo ciertas con-

diciones se tiene que para cada t > N (Véase (3.2.5)),

Vt�x� � mı́n
a>A�x�

�Q
s>S

�ĉ�x, a, s� � αVt�F �x, a, s���θt�s�	 , (3.2.7)
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y más aún (ver (3.2.6)), existe ft � f
θt
t > FA tal que

Vt�x� �Q
s>S

�ĉ�x, ft, s� � αVt�F �x, ft, s���θt�s�.

El objetivo es estudiar la optimalidad de la poĺıtica adaptada π � �ft�.

Debido a las caracteŕısticas del ı́ndice de costo descontando, en general, una

poĺıtica adaptada no es óptima. En tal situación, su optimalidad se estudia en sentido

asintótico, lo cual significa que

ĺım
t�ª

Eπ
xΦ�xt, ft� � 0,

donde

Φ�x, a� �Q
s>S

�ĉ�x, a, s� � αV ��F �x, a, s���θ�s� � V ��x�, x > X.

La teoŕıa y desarrollo de este tipo de problemas se puede consultar en [14, 5, 8, 13] .

3.3. Sistemas de control con ruidos aleatorios no

observables

Considérese nuevamente un modelo de control estocástico como en (3.2.1). En

este caso supondremos que �ξt� es una sucesión de variables aleatorias independien-

tes, no necesariamente idénticamente distribuidas ni observables que toman valores

en S, es decir, la distribución puede cambiar de periodo a periodo y es desconocida,

pero está restringida a pertenecer a cierta clase B ` P�S�. Suponemos que el estado

inicial x0 es independiente de la sucesión �ξt�.

Es importante notar que en este caso no es posible aplicar el proceso de

estimación y control como en los problemas de control adaptado contemplados

en la sección anterior, ya que la hipótesis de que el proceso �ξt� es observable es

necesaria para construir estimadores, como en el caso de la distribución emṕırica.
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La condición de observabilidad se presenta en muchas situaciones. Por ejemplo,

en control de inventarios, colas y control de presas, donde las perturbaciones son,

respectivamente, la demanda del producto, el tiempo entre arribos y la entrada

de agua, las cuales podemos suponer observables. Sin embargo, hay otros casos

donde las perturbaciones son ruidos realmente aleatorios y es imposible observarlos.

Por ejemplo, en economı́a, finanzas, control de poblaciones (pesca, epidemias,

etc), existen tantos factores externos que influyen en el sistema dinámico que es

prácticamente necesario modelar las perturbaciones como un ruido aleatorio que no

es observable. Esta es precisamente la clase de situaciones que estamos interesados

en estudiar en esta sección, para lo cual tendremos que el oponente será la “naturale-

za”, quien en cada periodo t elegirá (de un conjunto dado B) una distribución para ξt.

Espećıficamente, nuestro objetivo es proponer un modelo de control minimax pa-

ra modelar la situación anteriormente mencionada. Para ello, introduciremos algunas

definiciones y resultados, que nos serán de utilidad.

Definición 3.3.1. Sea Z un espacio de Borel. Denotamos por P�Z� a la familia de

medidas de probabilidad de Z, dotada con la convergencia de la topoloǵıa débil. Es

decir, una sucesión �θn� ` P�Z� converge débilmente a θ si

S
Z
udθn � S

Z
udθ

para cada función u continua y acotada.

Lema 3.3.2. Sea Z un espacio de Borel. Entonces

(a) P�Z� es un espacio de Borel (Véase [10], página 91).

(b) Si ademas Z es compacto, entonces P�Z� es compacto (Véase [15], Teorema II

6.4).

(c) Si Z es σ-compacto entonces

P0�Z� �� �θ > P�Z� � S
Z
YsYdθ�s� @ª�
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es σ-compacto (Véase [11]).

Sea θt > P�S� la función de probabilidad de la variable aleatoria ξt, es decir,

θt�k� � P �ξt � k�, t > N, k > S.

El objetivo es estudiar el problema de control planteado, como un problema

de control minimax. Entonces, el procedimiento será definir un modelo de control

minimax como en (1.1.1) tal que satisfaga la Hipótesis 2.1. Por lo tanto, los

resultados del caṕıtulo anterior serán válidos.

Consideremos el modelo de control estocástico µc definido en (3.2.1)

µc � �X,A,S,F, θ, ĉ�,

y supongamos que existe w � X� �1,ª� tal que la función de costo ĉ � X�A�S � R

satisface que

Sĉ�x, a, s�S B cw�x� ¦�x, a, s� > KA � S.

Definimos la distribución condicional de xt�1 dado que �xt, at, θt� � �x, a, θ�, don-

de �x, a� > KA y θt > P�S� representa la distribución de las v.a’s ξt, como

Px,y�a, θ� �� P �xt�1 � ySxt � x, at � a, θt � θ� � Q
s>SF

θ�s�, (3.3.1)

con

SF �� �s > S � F �x, a, s� � y�.
Supondremos que para alguna constante β > �1, 1

α� se cumple que

Q
y>X

w�y�Px,y�a, θ� B βw�x�. (3.3.2)

Con estos elementos es posible definir el modelo de control minimax asociado al
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modelo de control (3.2.1) como

µ �� �X,A,B,KA,K, P, c�

donde

B �� P�S�,
K �� ��x, a, θ�S�x, a� > KA, θ > B�

y c � K� R es una función definida como

c�x, a, θ� ��Q
s>S

ĉ�x, a, s�θ�s�. (3.3.3)

Observemos que por el Lema 3.3.2(a) el conjunto B es un espacio de Borel. Más

aún, si S es finito entonces B será compacto y que S sea numerable implica que

el conjunto de medidas con esperanza finita sobre S será σ- compacto. Entonces,

independientemente de la forma del conjunto S, el conjunto B � P�S� entra en el

contexto de nuestro trabajo.

El modelo µ se puede considerar como un juego contra la naturaleza en el

siguiente sentido: En cada tiempo t > N el controlador observa el estado x � xt > X,

elige una acción a � at > A�x� y la naturaleza (oponente) elige una distribución

θt > B de la variable aleatoria ξt. Entonces se genera un costo dado por (3.3.3) y el

sistema avanza a un nuevo estado de acuerdo a la ley de transición (3.3.1), luego se

repite el proceso. Ahora bien, el objetivo del controlador es minimizar el máximo

costo que genera la naturaleza.

Obsérvese que la relación (3.3.2) toma la forma

Q
s>S

w�F �x, a, s��θ�s� B βw�x�, x > X, a > A�x� con β > �1, 1

α
�. (3.3.4)

De donde, con el fin de aplicar los resultados del caṕıtulo anterior, es suficiente

demostrar que el costo c definido en (3.3.3) satisface la Hipótesis 2.1(a), lo cual se
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deduce de las relaciones siguientes:

Sc�x, a, θ�S � SQ
s>S

ĉ�x, a, s�θ�s�S
BQ
s>S

Sĉ�x, a, s�θ�s�S
BQ
s>S

cw�x�Sθ�s�S
� cw�x�Q

s>S

θ�s�
� cw�x�.

En consecuencia, esta clase de juegos contra la naturaleza es posible resolverlos

utilizando los métodos tratados en el Caṕıtulo 2.

3.4. Ejemplo: Proceso de control autorregresivo

Consideremos un proceso de control que evoluciona de acuerdo a la ecuación en

diferencias

xt�1 � atxt � ξt, t > N0,

con x0 conocido, y donde el espacio de estados es X � N0,para cada x > X el conjunto

de acciones A�x� � A finito, con a � máxA, y �ξt� es una sucesión de v.a. no

observables ni idénticamente distribuidas y con distribución desconocida, definidas

en un conjunto S, todos con esperanza acotada por ξ.

Sea x� > X un estado fijo. Suponga que el objetivo del controlador es seleccionar

acciones dirigidas a que el proceso �xt� permanezca lo más cerca posible del estado

x�. Bajo este objetivo, definimos la función de costo por etapa como sigue

ĉ�x, a, s� � Sx � x�S, �x, a, s� > KA � S.
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Definiendo para cada x > X la función w�x� � x � x� � 1 se tiene que

Q
s>S

w�F �x, a, s��θ�s� �Q
s>S

w�ax � s�θ�s�
�Q
s>S

�ax � s � x� � 1�θ�s�
B ax � x� � 1 �Q

s>S

sθ�s�
� ax � x� � 1 � ξ

B a�x � x� � 1� � x� � 1 � ξ

B aw�x� � x� � 1 � ξ

B �a � x� � 1 � ξ�w�x�, x > X.

Por lo tanto, la relación (3.3.4) se cumple para

α B
1

a � x� � 1 � ξ
y β � a � x� � 1 � ξ.

Este ejemplo satisface las condiciones necesarias para modelarse como un pro-

blema de control minimax. Por lo que para su resolución basta aplicar los métodos

vistos en el caṕıtulo 2. Es decir es una clase de juego contra la naturaleza que es

posible resolver gracias a la teoŕıa desarrollada en este trabajo.
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Apéndice A

Teorema del Punto fijo

Definición A.0.1. Una norma en un espacio vectorial es una función Y �Y : X � R,

que satisface las siguientes propiedades:

(i) YxY C 0,

(ii) YxY � 0 śı y sólo si x � 0,

(iii) YαxY � SαSYxY,

(iv) Yx � yY B YxY � YyY.
donde x, y >X son vectores arbitrarios y α es cualquier escalar.

Definición A.0.2. Un espacio normado X es un espacio vectorial con una norma

definida en él.

Definición A.0.3. Un espacio métrico es un par �S, d�, donde S es un conjunto no

vaćıo, y d � S �S � R es una función tal que, para x, y, z > S arbitrarios satisface las

siguientes propiedades:

(i) d�x,x� � 0,

(ii) d�x, y� A 0 si x x y,

(iii) d�x, y� � d�y, x�,

(iv) d�x, y� B d�x, z� � d�z, y� (desigualdad del triángulo).
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A la función d se le conoce como métrica.

Teorema A.0.4. Una norma en X define una métrica d en X dada por

d�x, y� � Yx � yY ¦x, y > X,

que es llamada la métrica inducida por la norma.

Demostración. Debemos ver que satisface las 4 propiedades de una métrica. Sean

x, y, z >X arbitrarios.

(i) Por la propiedad (ii) en la Definición A.0.1 se tiene

d�x,x� � Yx � xY � Y0Y � 0.

(ii) Si x x y entonces x� y x 0, y por las propiedades (i) y (ii) en la Definición A.0.1

se observa que

d�x, y� � Yx � yY A 0.

(iii) Nótese que de la propiedad (iii) en la Definición A.0.1

d�x, y� � Yx � yY � Y��1��y � x�Y,
� � S � 1SYy � xY � Yy � xY,
� d�y, x�.

(iv) Finalmente, de la propiedad (iv) en Definición A.0.1 se sigue que

d�x, y� � Yx � yY � Y�x � z� � �z � y�Y,
B Yx � zY � Yz � yY,
� d�x, z� � d�z, y�.

Definición A.0.5. Sea �S, d� un espacio métrico. Se dice que �S, d� es un espacio

métrico completo si cualquier sucesión de Cauchy en S converge en S.
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Teorema del Punto fijo

Definición A.0.6. Un espacio de Banach es un espacio normado completo con la

métrica inducida por la norma.

Definición A.0.7. Sea B�X� el espacio de las funciones acotadas definidas en X

con la norma del supremo

YuY �� sup
x>X

Su�x�S.
Es decir, u > B�X� si YuY @ª.

Teorema A.0.8. El espacio de las funciones acotadas B�X� es un espacio de Ba-

nach.

Demostración. Véase [16], Teorema 7.15, página 151.

Teorema A.0.9. El espacio Bw�X� de las funciones u en X que tienen w-norma

finita YuYw @ª, donde w �X � �1,ª� y

YuYw � sup
x>X

Su�x�S
w�x�

es de Banach.

Demostración. Sea �un� una sucesión de Cauchy en Bw, entonces �unw � es de

Cauchy en B�X� con la norma del supremo. Puesto que B�X� es un espacio de

Banach, entonces �unw � converge a una función f > B�X�, es decir,

Yun
w

� fY @ ε ¦ε A 0

De aqúı se obtiene que

Yun
w

� fY � sup
x>X

�un�x�
w�x� � f�x�	

� sup
x>X

�un�x �w�x�f�x��
w�x� 	

� Yun �wfYw
@ ε.
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Es decir,

Yun � fwYw @ ε,

lo cual implica que �un� converge a fw. Finalmente, como fw pertenece a Bw,

demostramos lo que se queŕıa.

Definición A.0.10. Sea �S, d� un espacio métrico. Se dice que un operador

T � S � S

es de contracción módulo α > �0,1� , si

d�Tx,Ty� B αd�x, y�¦x, y > S.

Teorema A.0.11. (Teorema del Punto Fijo de Banach) Si �S, d� es un es-

pacio métrico completo y T � S � S es un operador de contracción en S, entonces:

(a) Existe un único x > S tal que

Tx � x.

(b) Para cada x0 > S,

ĺım
n�ª

T nx0 � x.

Demostración. (a) Primero construiremos una sucesión �xn� en S y demos-

traremos que es Cauchy, es decir tendremos que converge en S; posteriormente

demostraremos que el ĺımite x de la sucesión es un punto fijo de T y finalmente

demostramos que dicho punto es único.
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Sea x0 > S arbitrario, definimos la “sucesión iterativa” �xn� por

x0 ,

x1 � Tx0,

x2 � Tx1 � T
2x0,

� (A.0.1)

xn � T nx0,

�

La cual es la sucesión de imágenes de x0 al aplicar el operador T repetidas veces.

Veamos que es Cauchy.

Como T es un operador de contracción, existe α > �0,1� tal que para todas a, b > S

d�Ta,Tb� B αd�a, b�. (A.0.2)

Luego, por (A.0.1) y (A.0.2)

d�xm�1, xm� � d�Txm, Tm�1�,
B αd�xm, xm�1�,
� d�Txm�1, Txm�2�, (A.0.3)

B α2d�xm�1, xm�2�,
� B αmd�x1, x0�.

Entonces, por la desigualdad del triángulo y la fórmula para la suma de una sucesión

geométrica, para n Am obtenemos

d�xm, xn� B d�xm, xm�1� � d�xm�1, xm�2� � . . . � d�xn�1, xn�,
B �αm � αm�1

�� � αn�1�d�x0, x1�,
� αm

1 � αn�m

1 � α
d�x0, x1�.
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Como α > �0,1�, en el numerador tenemos 1 � αn�m @ 1. Aśı,

d�xm, xn� B αm

1 � α
d�x0, x1� (n Am). (A.0.4)

Obsérvese que, en el lado derecho de la desigualdad (A.0.4) tenemos que α > �0,1�
y d�x0, x1� son fijos, entonces es posible hacer el lado derecho de (A.0.4) tan

pequeño como se quiera tomando m lo suficientemente grande (dado que n A m).

Esto demuestra que �xm� es de Cauchy, y como S es completo, se tiene que �xm�
converge, digamos a x, es decir, xm � x.

Veamos que ese ĺımite x es un punto fijo de T .

Por la desigualdad del triángulo y (A.0.2) se tiene que

d�x,Tx� B d�x,xm� � d�xm, Tx�,
B d�x,xm� � αd�xm�1, x�,

y la última suma se puede hacer tan pequeña como cualquier ε A 0 dado, pues

xm � x. Entonces, concluimos que d�x, Tx� � 0, y de aqúı que Tx � x. Esto

demuestra que x es un punto fijo de T .

Además, x es el único punto fijo de T ya que si existieran dos puntos fijos, Tx � x

y T x̄ � x̄, por (A.0.2) se tendria que

d�x, x̄� � d�Tx,T x̄� B αd�x, x̄�,

lo cual implica que d�x, x̄� � 0 pues α > �0,1� , y aśı x � x̄.

(b) En la demostración del inciso anterior demostramos que para x0 > S arbi-

trario, la sucesión formada por �xn �� T nx0� converge al único punto fijo x. Por lo

tanto, ĺımn�ª T ny � x.
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Observación A.0.12. Una consecuencia del teorema anterior es la siguiente:

d�T nx0, x� B αnd�x0, x�, ¦n > N. (A.0.5)

Demostración. En efecto, primero observemos que

d�Tx0, x� � d�Tx0, Tx� B αd�x0, x�.

Ahora, supongamos que (A.0.5) se cumple para n � k, es decir,

d�T kx0, x� B αkd�x0, x�. (A.0.6)

Entonces,

d�T k�1x0, x� � d�T �T kx0�, Tx�,
B αd�T kx0, Tx�,
B αk�1d�x0, x�,

donde la última desigualdad es por (A.0.6). Esto demuestra (A.0.5).
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Apéndice B

Espacio medible, espacio de Borel

y espacio de probabilidad

B.1. Espacio medible y espacio de Borel

El material de este apéndice puede ser consultado en distintos libros ([Véase

[1, 6, 7]]). Sin embargo, para fácil referencia presentamos algunas definiciones y

resultados de utilidad.

Definición B.1.1. Una familia A de subconjuntos de X se dice ser una σ-álgebra

si:

(i) X > A .

(ii) Si A > A , entonces Ac > A .

(iii) Si A1,A2,A3, ... > A , entonces �ªn�1An > A .

A un par ordenado �X,A � que consiste de un conjunto X y una σ- álgebra de

subconjuntos de X se le llama espacio medible. Cualquier conjunto en A es lla-

mado conjunto A -medible, pero cuando la σ- álgebra es fija y no exista confusión

se dice que el conjunto es medible.

Definición B.1.2. Sea X un conjunto arbitrario no vaćıo y sea C una colección

de subconjuntos de X. Definimos σ-álgebra generada por C , denotada por σ�C �,
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Espacio medible, espacio de Borel y espacio de probabilidad

mediante

σ�C � ����Aα � C ` Aα y Aα es σ � álgebra en X�.
Observación B.1.3. σ�C � es la mı́nima σ- álgebra que contiene a C .

Definición B.1.4. Sea X un espacio métrico y C la colección de todos sus conjuntos

abiertos. A σ�C � se le llama la σ- álgebra de Borel en X y se denota por B�X�.

Definición B.1.5. Un conjunto de Borel es un elemento de la llamada σ-álgebra de

Borel. Además un subconjunto de Borel de un espacio métrico completo y separable

es llamado un espacio de Borel.

Un subconjunto de Borel de un espacio de Borel es un espacio de Borel.

B.2. Espacio de probabilidad

Definición B.2.1. El espacio muestral de un experimento aleatorio es un conjunto

Ω tal que:

a) cada posible resultado del experimento se identifica con un elemento de Ω;

b) resultados distintos del experimento corresponden a elementos distintos de Ω.

Definición B.2.2. Sea F una σ-álgebra de Ω. Una medida de probabilidad definida

en F es una función que a cada evento A > F le asocia un número P �A� que satisface

las siguientes condiciones:

(i) 0 B P �A� B 1.

(ii) P �Ω� � 1.

(iii) Si A1,A2,A3, ... > F colección numerable de eventos disjuntos, es decir Ai9Aj �

g para i x j, entonces

P �ª�
i�1

Ai� � ª

Q
i�1

P �Ai�
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Definición B.2.3. Un espacio de probabilidad es una arreglo de la forma �Ω,F , P �,

compuesto por un conjunto Ω, una σ-álgebra F de subconjuntos de Ω y una medida

de probabilidad P en �Ω,F�.

Dado un espacio X denotamos por P�X� a la familia de medidas de probabilidad

en X, dotada con la convergencia de la topoloǵıa débil. Es decir, una sucesión �θn� `
P�X� converge débilmente a θ si

S
X
udθn � S

X
udθ

para cada función continua y acotada u.

Definición B.2.4. Un conjunto se dice ser σ-compacto si es la unión numerable de

conjuntos compactos.

Lema B.2.5. Sea X un espacio de Borel. Entonces,

(a) P�X� es un espacio de Borel (Véase [10], página 91).

(b) Si ademas X es compacto, entonces P�X� es compacto (Véase [15], Teorema II

6.4).

(c) Si X es σ-compacto entonces,

P0�X� �� �θ > P�X� � S
X
YsYdθ�s� @ª�

es σ-compacto (Véase [11]).

B.2.1. Ley Fuerte de los grandes números

Teorema B.2.6. Sean X1,X2, ...,Xn variables aleatorias (i.i.d) con media finita µ.

Entonces

Xn �
1

n

n

Q
i�1

Xi

converge a µ casi seguramente, es decir,

P � ĺım
n�ª

Xn � µ� � 1.
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Demostración. Véase [3], Teorema 3.30.
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Apéndice C

Glosario de śımbolos y

abreviaturas

Śımbolos

N : Números naturales.

N0 : N 8 �0�.

R : Números reales.

B��� : σ- álgebra de borel.

Bw�X� : Espacio lineal normado de las funciones con w-norma finita.

Abreviaturas

Modelo de Control Minimax (MCM).

Programación Dinámica (PD).

Problema de Control Minimax (PCM).

Problema de Control Óptimo (PCO).

Independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.).

Es decir (i.e.).

50
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Variable aleatoria (v.a).

Casi seguramente (c.s).
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