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Introduccion

El objetivo de este trabajo es estudiar sistemas de control minimax a tiempo
discreto, los cuales consisten en lo siguiente. En contraste con los problemas
de control 6ptimo estandar, en los que solo hay un tnico responsable de tomar
las decisiones, en los problemas de control minimax existen dos tomadores de
decisiones, el controlador mismo y un “oponente”. Su evolucién en el tiempo se
puede describir de la siguiente manera. Al tiempo ¢, cuando el estado del sistema
es x; = x, el controlador elige una acciéon a; = a y el oponente elige una accion by = b.
Entonces, el controlador paga un costo c¢(x,a,b) al oponente, y el sistema se mueve
a un nuevo estado xyq = y de acuerdo a una probabilidad de transicién P, ,(a,b).
Una vez que el sistema se encuentra en el estado y, de nuevo el controlador y el
oponente eligen sus respectivas acciones y el proceso se repite una y otra vez. Los
costos se acumulan de acuerdo a un funcional de costo total considerando horizonte,
ya sea, finito o infinito. Por lo tanto el objetivo del controlador es minimizar el

maximo costo generado por el oponente.

Un caso particular de sistemas de control minimax es cuando la evolucién del

sistema esta determinada por una ecuacién en diferencias estocastica de la forma
xt+1:F($taat7bt7€t)7 t:()?la"'v

donde F es una funcién dada y {&} es una sucesién de variables aleatorias
conocido como proceso de perturbaciones aleatorias. En este caso, la probabilidad
de transicion queda determinada por la funcién F' y la distribucién correspondiente

de las variables aleatorias.
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Introduccién

Las decisiones tanto del controlador como del oponente se eligen por medio de
reglas llamadas estrategias o politicas de control las cuales, en términos generales,
toman la forma 7 = {a;} y 7 = {b; }, respectivamente. Entonces, si K(z,7,7) denota
el costo total (indice de funcionamiento) cuando el controlador y el oponente eligen
las estrategias m y v, y el estado inicial es zy = x, el problema de control minimax
es encontrar una estrategia 7* que minimice el maximo de K (z,7, ) sobre las

estrategias v del oponente. Es decir, 7* debe satisfacer
inf sup K (x,m,v) = sup K (z,7*,7) (0.0.1)
T v ¥

para todo estado inicial z. A la estrategia 7* se le conoce como estrategia minimax.
En otras palabras, la estrategia minimax 7* garantiza el mejor rendimiento para el

controlador, en la peor situacién posible.

De acuerdo a la descripcién anterior, podemos decir que un problema de control
minimax es un caso especial de un juego suma cero, en el cual solo nos interesa

encontrar la estrategia que alcance el valor superior
U(z) = infsup K (z,7,7),
T v
que es precisamente la estrategia minimax 7*.

Especificamente, en este trabajo estudiaremos sistemas de control minimax
considerando el indice de costo descontado con horizonte finito e infinito. Ademas
supondremos que el espacio de acciones del controlador es numerable y el del
oponente de Borel. Mas atin, consideraremos que el costo es posiblemente no

acotado, lo cual se analizara en el contexto de normas ponderadas.

Una de las aplicaciones més importantes de los sistemas de control minimax, la
cual abordaremos en el presente trabajo, es en sistemas de control que dependen de

pardmetros desconocidos. A este tipo de sistemas se le conoce como “juegos contra

X



Introduccién

la naturaleza” ya que al oponente se le puede considerar como la naturaleza, la cual
elige en cada etapa el pardmetro desconocido. Especificamente, consideraremos un

sistema de control que evoluciona de acuerdo a una ecuacion de la forma

T4l :F(l't,at,ft), t:(),]_,... (002)

donde {&} es una sucesién de variables aleatorias con distribucién desconocida.
Entonces una estrategia de la naturaleza v = {b;} elegird una distribucién b; para &,

en cada etapa t.

Al problema de encontrar una estrategia éptima en sistemas de control como
(0.0.2) con distribucién desconocida se le conoce como problema de control
adaptado. Este cominmente se analiza asumiendo que {{;} es una sucesién de
variables aleatorias observables, independientes e idénticamente distribuidas, lo cual
permite implementar métodos de estimacién estadistica para la distribuciéon comin
desconocida. En nuestro caso, el analisis de este problema como un juego contra la
naturaleza permite que las variables aleatorias no necesariamente sean observables,

y mas aun, ni con la misma distribucién.
La teoria desarrollada en el presente trabajo se basa, principalmente, en los

articulos [4, 13] y en los libros [9, 2]. El resto de la bibliografia nos sirvié como

referencias para cierto material, las cuales se especificaran en su momento.
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Capitulo 1

Modelo de control minimax

En este capitulo introduciremos los elementos necesarios para definir un problema,
de control minimax. Con este fin, primero se describe el modelo de control minimax
y se presenta el concepto de estrategia. A continuacién definimos los indices de
funcionamiento que miden el comportamiento de las estrategias y planteamos el
problema de control minimax. Finalmente se introduce el algoritmo de programacion
dindmica en su version minimax para el caso de horizonte finito, el cual proporciona
una forma de resolver el problema de control minimax. Este algoritmo nos servira

de motivacién para estudiar el caso de problemas con horizonte infinito.

1.1. Descripcion del modelo

Como ya mencionamos en la introduccién del trabajo, un problema de control
minimax es una clase especial de juego suma cero de dos personas. Este hecho,

motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.1.1. Un modelo de control minimazxz (MCM) en tiempo discreto, es un

arreglo

MCM = (X, A, B, Ky, K, P, c) (1.1.1)
que consiste de los siguiente elementos:
= X es el conjunto de estados y suponemos que es numerable.

s A es el espacio de acciones del controlador, el cual suponemos numerable.
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» B es el espacio de acciones del oponente, que asumimos es un espacio de Borel

(Véase Apéndice B, Definicion B.1.5).
Ademas,

s denotamos por Ky c X x A al conjunto de restricciones para el controlador. Es

decir, para cada estado x € X,

A(x)={aec A: (x,a) e Ky}

representa el conjunto de acciones admisibles del controlador en el estado x.
» Denotamos por K e B(Xx Ax B) al conjunto de restricciones para el oponente,
de modo que para cada par (r,a) € K4
B(zx,a):={be B:(x,a,b) e K}
es el conjunto de acciones admisibles para el oponente, cuando el estado es
z € X y el controlador usa la accion a € A(x).

= P representa la ley de transicion entre estados. Es decir,

P, (a,b) = Pz = ylry =2, a4 = a, by = b]

la cual es una distribucion de probabilidades en X para cada (x,a,b) € K.

s ¢: K > R representa la funcion de costo por etapa.

Obsérvese que si el conjunto de acciones B(x,a) del oponente no depende de
a € A(x), obtenemos el usual juego de Markov de suma cero, donde los jugadores

eligen sus acciones a € A(z) y be B(x) de manera independiente.

El modelo de control minimax (1.1.1) representa un juego dindmico que evolu-
ciona a tiempo discreto. Esto es, denotemos por z; € X, a; € A(x,) y by € B(xy, ay),
el estado del sistema, los controles aplicados por el controlador y por el oponente

al tiempo ¢, respectivamente. Entonces la evolucion del sistema la describimos de
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la siguiente manera. Si el estado al tiempo t es x; = € X, entonces el controlador
elige una accién a; = a € A(x) y el oponente elige una accién b; = b € B(x,a). Como

consecuencia de esto, suceden dos cosas:
1. El controlador paga c¢(x,a,b) al oponente.
2. El sistema se mueve a un nuevo estado 41 = y € X con probabilidad P, ,(a,b).
Una vez que el sistema se encuentra en el estado y, se eligen nuevos controles

a'e€ A(y) y b’ € B(y,a’) y el proceso anterior se repite.

Al tiempo entre dos épocas de decisién consecutivas se le llama periodo o etapa.
Si el numero de epocas de decision es finito, decimos que el modelo tiene horizonte

de planeacion finito y en otro caso decimos que el horizonte de planeacion es infinito.

1.2. Politicas de control

Definicién 1.2.1. Dado un MCM y t € Ny, definimos los espacios de historias

admisibles hasta la etapa t como
Hy =X, Hgf =Ky vy

H:=K'xX y Hf=K'xK, para teN.
Los elementos de H; y Ht# son “historias” de la forma
h‘t = (x07a0760ax17a17b17”'7'It) Yy h’t# = (ht7at)'

Una estrategia (politica de control) para el controlador es una sucesién 7 = {m; }
de funciones 7, : H; > A tal que a;, = m;(hy) € A(xy) Vh, € Hy,t € Ng. Denotaremos

por IT al conjunto de todas las estrategias del controlador.

Una estrategia (politica de control) para el oponente es una sucesién v = {~,} de
funciones vy, : Hf - B tal que b, = v,(hi") € B(xy,a;) VYhi € Hf \t € Ny. El conjunto

de todas las estrategias del oponente seran denotadas por I'.
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Definicién 1.2.2. Definimos los conjuntos siguientes
Fa={f:X> Al f(z)eAx),zeX} y

FB = {gXXA—>3| g(mja)eB(x,a),(x,a)GKA}

La manera de elegir una acciéon puede depender de la historia hasta la etapa de
decision actual o en su defecto depender solamente del estado del sistema en dicha

etapa. Especificamente tenemos la siguiente definicion.

Definicién 1.2.3.

(a) Diremos que una estrategia ™ = {m} para el controlador es de Markov si existe
una sucesion de funciones f, € F 4 tal que m(hy) = fi(x,)Vt € Ny y en este caso
7 toma la forma 7= {f;} ya; = fi(x;) € A(xy), es decir, a; depende solamente

del estado actual del sistema.

(b) Sim={fi} es una estrategia de Markov y f; = f¥t € Ny, para alguna funcion

f eF4, entonces diremos que 7 es una estrategia estacionaria.

Las estrategias de Markov y estacionarias para el oponente se definen de manera

similar, solo reemplazando f; € F4 por g; € Fp.

Sea (2, .%) el espacio medible que consiste del espacio muestral Q := (Xx Ax B)>
cuyos elementos son las trayectorias w = (xo, ag, by, ...) con (xy, a4, b;) € Ky de su o-
algebra producto .#. Para cada par de estrategias w € Il y v € I', y cada estado
inicial = € X, existe una probabilidad denotada por P;'" definida en (€2, %) tal que

las variables x, a;, by satisfacen(Véase [8]):
Prifzg=x]=1

Qg = Wt(ht)7 by = %(hf&)

P;W[xtﬂ = y|ht7 Ay, bt] = th,y(au bt)
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El operador esperanza con respecto a P,"" es denotado por E;”. Ademés, para una

funcion v: X - R,

E;F’V[U(xt+1)|ht,at,bt] = Z U(y)PLy(CLt, bt), Vit e No.

yeX

1.3. Indices de funcionamiento

Un indice de funcionamiento, el cual define el criterio de optimalidad, es una
funcion que “mide” el comportamiento del sistema al utilizar diferentes politicas de
control, dado el estado inicial.

A continuacién definimos los indices de funcionamiento mas comunes.

Definicién 1.3.1. Sea « € (0,1] un namero positivo dado, v € X, m € Il y v € T.

Definimos:

= El Costo a- descontado en n etapas con horizonte finito n € N por

n—1
Vialz,m,7) = B3 lZ ate(xy, ay, bt)l :
=0
Para a =1 denotaremos V,,1(z,m,7v) = Jo(z,7,7).

s El Costo a—descontado con horizonte infinito y o € (0,1) como

VQ(ZE, 7T,’7) = E;rﬁ [Z atc(l‘b Qt, bt)l )
t=0

s El Costo promedio esperado con horizonte infinito
, 1
J(ZE, T, ’7/) := lim sup _Jn(I7 , ’Y)
n—oo N

En este trabajo estudiaremos el Modelo de Control Minimax con indice de costo

en n-etapas e indice de costo a-descontado.
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1.4. Problema de control minimax

Con los elementos descritos anteriormente podemos ahora plantear el problema

de control minimax(PCM).

Dado un MCM (X, A, B,K4,K, P, ¢), una familia de politicas de control admi-
sible I para el controlador y I' para el oponente, junto con uno de los indices de

funcionamiento de la Definicién 1.3.1 al cual representaremos por
K (x7 7T7 ’y) )

y denotamos

K#(z,7) :=sup K (z,,7),
vyel'

el problema de control minimax consiste en encontrar una politica 7* € II tal que

minimice K#(z,-). Especificamente tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.4.1. Sea K(z,7,7) cualquier funcion de costo en la Definicion 1.5.1
y sea

K#(z,7) = sup K (x,,7) (1.4.1)
yel’

Una estrategia 7 € 11 (para el controlador) se dice ser una estrategia minimax con

respecto al indice K si 7 minimiza K#(x,-) sobre I para todo x € X, ésto es,

K#(x,7%) = inlg K#(z,7) = infsup K (z,7,v) VzeX. (1.4.2)

mell el

Observacion 1.4.2. En terminologia de teoria de juegos, la funcion en el lado
derecho de (1.4.2), i.e.,
U(x) = inf sup K(z,7,7)

mell el

se llama valor superior del juego de suma cero (con respecto a K). Por lo tanto, una
estrategia minimax es aquella que alcanza el valor superior del juego. Por otro lado,
uno podria considerar el problema “dual” en el cual (1.4.1) es reemplazado con

Ky(z,v) = inf K(z,m,7)

mell
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Entonces el valor inferior del juego (con respecto a K) es

L(x) =sup K4 (x,v) =supinf K(z,m,7)
~el' el well

yv* el es llamado una estrategia maximin si
Ky(x,v)=L(z) VreX (1.4.3)

En general L(-) <U(-), y si la igualdad se cumple, entonces a L(-) = U(-) se le llama
funcion de valor del juego. Si ademds 7 y v* satisfacen (1.4.2) y (1.4.3), entonces

se dice que el par (m*,7*) es un equilibrio no cooperativo.

1.5. Algoritmo de PD con horizonte finito

Para cerrar este capitulo, a continuacién veremos el conocido algoritmo de
Programacion Dindamica con horizonte finito en su versiéon minimax, el cual motivaré

el andlisis del caso con horizonte infinito de los siguientes capitulos.

Antes de continuar, tengamos en cuenta que analizaremos el problema con indice

de costo total esperado Jy(x,m,7):

N-1

In(x,m,v) = EXY Z (T, an,by) + On(zN) |,

n=0

al cual le estamos anadiendo un costo terminal dado por Cy(-). El objetivo es

encontrar una politica 7* € II tal que

sup JN(:BJT*)PY) = 1/nfsup JN(xa’/TafY) = J*([B)
yel’ mell ~vel’

La funcién J* es la que conocemos como funcién de valor minimax.

Ahora bien, prosigamos enunciando el teorema del algoritmo de Programacion

Dindmica.
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Teorema 1.5.1. Sean Jy,Ji, ..., Jn funciones en X definidas (hacia atrds de t = N

at=0) por
Jy(x) = Cpy(x)
Ji(x) == min  sup {c x,a,b) + Z J1(y (a b)}
aeA(x) beB(z,a) yeX

St para cadat=N-1,N-2,....0 existe f; € F4 tal que

Ji(x) = sup { (z, fi(x + 3 J1(y) Poy (fe(), )} VreX,

beB(z, ft(x)) yeX

entonces ™ = { fo, f1, ..., [n_1} es una estrategia minimazx y

J*(2) = Jo(w) = sup I (z, 7, 7).

~el’

La demostracion de este teorema requiere algunos resultados preliminares, los

cuales veremos a continuacion.

Lema 1.5.2. Sean € >0 y 7w ell fijos. Para v el definimos en X
N-1
Ci(w,m,y) = BT 3 (T, an,bn) + On(an)|zr = 2|y
n=t

Cy(z,m,7y) = E™ [Cn(xn)|zy = 2] = Cn(2)

entonces existe 7 = (Fo, ..., Yn-1) tal que

Vo CN_l(ZU,W,”\}//N_l)+6>Oﬁ_1($,ﬂ') Y (151)
Vo C’O(:L‘,ﬂ,%,...,’iN_l)+N6>C’f($,7r) (1.5.2)
donde
CY (z,m) = sup Cy(z,m,7)
~el’
Demostracion.

La demostracion sera utilizando induccién hacia atras.
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(1.5.1) se sigue de la definicién de supremo. Ademas, existe Fy_o tal que

CN—Z(xa WaffVN—%;?N—l) +¢€ > sup CN—Q(xa,/Taf)/N—Za;yN—l)-
YN-2

Entonces

Cn=o(x, ™, An_2, FN-1) + 26 > sup Cn_o(x, 7, YN_2, TN-1) + €
TYN-2

sup | e(x, Tn-a, Yn-2) + Z CN—l(yﬂTﬁN—ﬂPx,y(W,’YN—Q) +e€
YN-2 yeX

= sup c(x, Tn-a, YN-2) + Z(CN—1(?J77T,7N—1) + E)Px,y(WﬁN—Q)
TN-2 yeX

sup ¢(z, Tn-_2, YN-2) + Z Cﬁ_1(ya W)Pm,y(WﬁN—Q).
TN-2 yeX

v

Tenemos que

O#z_g(yﬁ) > Cnoi(y, mynv-1)  Yynar

entonces

Cno(, ™, N2, Fn-1) + 26 > sup (@, Tn_2, Yn-2) + sup > Cn-1(y, T, Yv-1) Poy (7, ynv-2)

YN-2 TN-1 yeX

sup CN—2($77T,’YN—27’YN—1)
YN-1,YN-2

C}J‘é_z (z,7).

Similarmente

Cn--1)(-) + (k= 1)e > C’ﬁ_(k_l)(-) implica

Cyai() +ke > CF_().

Corolario 1.5.3. Sea 7 € II. Entonces existe una sucesion v9) c T tal que

ct<x,w,v<j>>>0?<xm>—7].v VeeX

para todo t=0,1,...,N — 1.
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A continuacién demostramos el Teorema 1.5.1.
Demostracién. (Teorema 1.5.1)

Sea 7 arbitraria. Para v € I' definimos

N-1
Ct(xaﬂ-v’)/) =E"7 Z C(Inaana bn) + CN(ZL'N)|£Ut =T

n=t
Cy(z,m,7) = E™ [Cy(zy)ley = 2] = On(2).
En particular, notemos que

JN(:E’W>7) = OO(I77T77)7

pues,

—_

N-—
Co(z,m,v) = E™ l c(@p, an, by) + Cn(xn) |20 = lEl

3
o

=z

x

:E’Wl c(xn,an,bn)+CN(xN)l

0

n

= JIn(z,7m,7).

Ahora bien, definamos

Cf (,m) = sup Gy, 7).
~vyell

Mostraremos que para todo t=0,1,..., N,
CH(x,7) 2 Jy(2), (1.5.3)

y en el caso que m = m* se tiene que C’f(x,ﬁ*) = J;(z). Esto es suficiente para la

demostracion debido a que para t = 0 tendriamos

Jo(z) < CF(x,m) vy Jo(x) = CF(x, 7).

10
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Entonces,

JO(:L‘) = SupOO(:L‘77T*77)

i (1.5.4)
=sup Jn(x, 7, 7).
~vyel'
Por otro lado
Jo(l') < C(?é(xﬂﬂ) = SupCO(I',’ﬂ'?’}/),
~el’
es decir
Jo(z) <sup Co(z,m,7v) =sup Iy(z,m,vy) Vrell
vyel' vyel'
En particular
Jo(z) < inf sup Jy(x,7,7) = J* () (1.5.5)

mell ~el

Por lo que de (1.5.4) y (1.5.5) se sigue que

Jo(z) = J*(x) = sup In(x, 7, 7).
~e

Ahora bien, para la demostracién de (1.5.3) utilizaremos induccién matematica.

= Kl caso t = N se sigue por definicién, pues

C¥(x,7) = On(x) = Jy(x).

» Supongamos que (1.5.3) se cumple para t =k +1, i.e.,
C¥ (x,7) 2 Jp(z) conigualdad si 7= 7" (1.5.6)
Notemos que
C’,f(x,ﬂ) = sup Cy(z, 7,V - YN-1)

Vheoeees YN-1

= sup {C($>7Tk,7k) + sup Y. Crat (Y, 7, Yirt, ---,’YN—l)Px,y(Wk,’Yk)}
V41505 TIN-1 yEX

(1.5.7)

11



Modelo de control minimax

Por otro lado, sea j € Ny {~()} €T como en el Corolario 1.5.3, entonces

sup ch+1(y,7777k+1,---7’YN—1) x,y(ﬁk,%) 2 Z Ck+1(y,7f77(j))Px,y(7Tk7’Yk)
Vk+15-YN-1 yEX yznx
N
2 Z C+1(y7 __.)Pl‘,y(ﬂ-ka’yk)
yeX J
N
2 ZJkH Py (T, 1) = —-
yeX J
Luego
# N
Ok (I’,ﬂ') 2 sup C(w7ﬂ—k77/€ Z Jk;+1 y)PaE y(ﬂ-kh’Wﬁ) Dy
Yk yeX j
N
= sup {C € ﬂ-k? Z Jk+1 xy 7Tk:7b)} - =
beB(z,a) yeX J
> min  sup {c z,a,b) + > Ji1(y) Pryla, b)} N
acA(z) beB(x,a) yeX .7
N
= Jk(l’) - —.

Haciendo j — oo, obtenemos C} (x,7) > Ji(2). Si m = 7*, entonces por (1.5.7)

y (1.5.6)

leé(xaﬂ*) < sup {C(%W;a%) +

Tk

Z Clil(y?

yeX

W*)Px,y(ﬂzvvk)}

=  sup {c(x,fk,b) + %Jkﬂ(y)Pa:,y(fkab)}

be(z,fr(x))

Por lo tanto C’,fé(x,ﬂ*) = Ji(x).

Observacion 1.5.4. Es importante observar que el algoritmo anterior es vdlido

cuando los costos son no estacionarios, es decir, en cada etapa inducimos un costo

¢i(x,a,b). La demostracion es prdcticamente la misma.
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Capitulo 2

Criterios de costo descontado

2.1. Introducciéon

En este capitulo analizaremos problemas de control minimax bajo el criterio de
costo descontado, introducidos en la Definicién 1.3.1, considerando el problema con
horizonte finito y con horizonte de planeacién infinito.

Para el andlisis del problema con horizonte de planeacion finito utilizaremos el
algoritmo de Programacion Dindmica, mismo que se abordé en el Capitulo 1, para
lo cual serd necesario realizar algunos cambios. Para el caso de costo descontado,
analizaremos el problema por medio de la ecuacién de optimalidad minimax, donde
demostraremos que la funcién de valor éptimo es la tinica solucién.

Consideraremos primero el problema con indice de costo en n-etapas V,, o (z,7,7),

que consiste en encontrar una politica 7* € Il tal que
sup Vo oz, 7%, 7) = inf sup V,, o (2, 7,7) =2 V7, (2).

~el’ mell yer

A la funcién V¥, se le llama funcién de valor minimaz en n-etapas.

De manera similar se tiene el Problema de Control Minimax para el caso descon-

tado. Se considera el indice de costo a-descontado con horizonte infinito V., (z,7,7),

13



Criterios de costo descontado

y similarmente, el problema consiste en encontrar una politica 7* € II tal que

sup V, (z,7*,7v) = inf sup V,, (z, 7, v) =: V2 (x).
yel' mell ~ell

Ahora bien, el estudio de estos problemas se realizarda asumiendo costo por
etapa posiblemente no acotado dentro del contexto de normas ponderadas. Con tal

objetivo supondremos que se cumplen las siguientes condiciones:

Hipdtesis 2.1

(a) Existe una constante ¢ > 0 y una funcién w(-) > 1 en X tal que
lc(z,a,b)| < cw(x) VY(z,a,b) e K.

(b) Existe una constante > 0 tal que
W(x,a,b) < pw(x) VY(z,a,b) e K

donde
W(z,a,b) =Y w(y)Pry(a,b).

yeX
(c) Para cada (z,a) € K4, B(z,a) es o-compacto (Vease Apéndice B, Definicién

B.2.4).

Observacion 2.1.1. Si ¢ es acotada, entonces la funcion w(-) puede ser tomada
como una constante, por ejemplo, w = 1, entonces la Hipdteis 2.1(b) puede ser omi-

tida.

2.2. Problema minimax con horizonte finito

Sea w(-) > 1 como en la Hipdtesis (2.1). Denotaremos por B, (X) al espacio
lineal normado (Véase Apéndice Teorema A.0.9) de las funciones u en X que tienen
w-norma finita ||ul|, < oo, definida como

|u(z)]

W = SUp —— 2.2.1
e =g ) .

14



Criterios de costo descontado

Para cada u e B,(X), 0<a <1,y (z,a,b) €K, sea

Ho(u;z,a,b) =c(z,a,b) +a Y u(y)Puy(a,b) (2.2.2)
yeX
H#(u;r,a):= sup H,(u;z, a,b) (2.2.3)
beB(x,a)
Tou(x) = iﬁl(f)Hf(u;x,a) (2.2.4)

Es decir,

Tou(z) = inf  sup |c(z,a,b) +a ) u(y)Psy(a,b)].
acA(z) beB(z,a) yeX

El operador T, se conoce generalmente como operador de programacion dindmica.

Obtendremos la solucién al problema de control minimax mediante el algorit-
mo de programacién dinamica, estudiado en el capitulo anterior, pero adaptado al

presente contexto, tal como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 2.2.1. Sea a >0 fijo y definamos la siguiente sucesion de funciones
Vo,a = 0

Una = ToUpo10=Tovon Yn=1,2,.. (2.2.5)
Entonces para cada n € N
(a) Vna€B,(X).
(b) Euiste f, € F4 tal que
Un,a(x) :Hjﬁ(vn—l,a;xafn(x)) VZ’EX,

es decir,

Una(z) = sup |c(z, fu(2),b) + @ > vno1,a(y) Poy (fulx),b) |
beB(x,fn(z)) yeX

15



Criterios de costo descontado

(c) Una es el costo optimo en n-etapas, esto es,

Uno(z) =fsupV,, o(z,m,v) VreeX
mell ~el

(d) La politica de Markov 7™ := { fpn, fu-1,---, J1} €s una estrategia minimazx para el

problema de n-etapas; esto es,

Una(z) =sup V,o(z,7",y) VreX
vell

Antes de demostrar el Teorema 2.2.1 introduciremos primero algunos resultados
preliminares. Observemos en particular que el siguiente lema nos da la existencia de
estrategias minimax para una problema minimax de una etapa con funcién de costo

v(z,a,b).

Lema 2.2.2. Sea v:K - R una funcion tal que
|v(z,a,b)| <vw(z) VY(x,a,b)eK (2.2.6)
para alguna constante v > 0. Sea

v#(z,a) = sup v(z,a,b) y v(x):= Wf v¥(x a).
beB(z,a) acA(x)

Entonces
(a) [v#(z,a)| <Pw(x) V(v,a)€Ka;

(b) v* € B, (X) y ademds existe f € Fy tal que

v*(z) = Iril'(n) v (z,a) =v7 (z, f(z)) VzeX,

y por lo tanto,

v*(z)= sup oz, f(z),b) VreX
beB(z,f(x))
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Criterios de costo descontado

Demostracion.

(a) La desigualdad se sigue claramente de (2.2.6).

(b) De (a) tenemos que
v# (z,a)] <Tw(z)  V¥(z,0) €Ky,

y por lo tanto, tenemos que

De aqui podemos concluir que v* € B, (X). Ahora, recordemos que A(z) es

finito, por lo que podemos asegurar que existe f € F4 tal que minimice el lado

derecho

* _ ’ #
v\ \r)= mn v"(r,a),
(z) min, (z,a)

i.e.,

v (x) =v¥(x, f(2)) VYreX

]
En (a) del siguiente lema reemplazaremos la funcién v de (2.2.6) por la funcién
H,(u;-) de (2.2.2), con u € B,(X). De aqui tenemos, que el operador T, mapea

B, (X) en si mismo. Especificamente se obtiene el siguiente resultado.

Lema 2.2.3. Sea u una funcion arbitraria en B, (X), y sea T,u como en (2.2.4).

Entonces:
(a) |Ho(u;x,a,b)| < [e+ af|ul|lo]w(z), V(r,a,b)cK,

(b) TyueB,(X) y mds atin, existe f € Fy tal que, para toda x € X

To(r)=  sup |e(e. f(£),0) +a Y u(y) Py (f(2),0) .

beB(x,f(x)) yeX
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Criterios de costo descontado

Demostracion.

(a) De (2.2.1) y la Hipdétesis 2.1(b), tenemos que

> W) Pey(a,b) < lullw 3 w(y) Poyla,b) < Jullwfw(z)

yeX yeX

para todo (z,a,b) € K. De la desigualdad anterior junto con la Hipétesis 2.1(a)
y (2.2.2) obtenemos

[ Ho(u;2,0,0)] =le(z, a,b) + & ) u(y) Poy(a,b)|
yeX

<|e(z,a,b)|+a > Ju(y)|Pey(a,b)
yeX

<cw(x) + oflul,fw(z)
< [e+ allull,S]w(z).

(b) Sesigue de (a) y del Lema 2.2.2(b) con v(-) = H,(u;-). En efecto, de (a) tenemos
que H,(u;-) cumple la hipdtesis del Lema 2.2.2 por lo tanto, se tiene que

v* € B, (X), donde en este caso, tenemos que v* toma la forma:

v*(z)= inf sup Hy(u;z,a,b)=T,u(zx),
aeA(x) beB(x,a)

es decir, T,,u € B, (X). Del Lema 2.2.2(b) se observa también que existe f e Fy

tal que

Tou(z)=sup H,(u;x,a,b) VreX.

beB(z,f(x))
= sup |c(z,a,b)+a ) u(y)Pry(a,b)].
beB(z,f(x)) yeX

|
Tomando en cuenta los lemas anteriores, a continuacion demostramos el Teorema

2.2.1.
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Criterios de costo descontado

Demostracién. (Teorema 2.2.1)

(a) Procedemos por induccién. Como vg4(+) = 0 entonces (a) se sigue trivialmente

para n = 0.

Supongamos ahora que v,_1, € B, (X) para alguna n > 1. Ahora, debemos

mostrar que vy, o € B, (X). Por definicién tenemos que
Un,a = Tavn—l,aa

de la hipdtesis de induccién tenemos que vy,_1 4 € B, (X), entonces del Lema

2.2.3 tenemos que T,v;,_1 4 € B, (X).
(b) Se sigue inmediatamente de (a) y Lema 2.2.3(b).

(c) v (d) Se siguen de (b) y el algoritmo de programacién dindmica descrito en el

Teorema 1.5.1. En efecto, cuando el costo esperado es de la forma
N-1

JN(T“’%:E) = E;r,'y Z atc(xtaatabt) +aNCN(xN)

t=0

con funcién de costo

ci(z,a,b) = a'c(x,a,b)

las ecuaciones de PD serian:
In(z) =™ Cy(2),

Ji(x) = min  sup {a c(x,a,b) + ZJHl P, ,(a b)}

acA(x) beB(x,a) yeX

Reescribiendo estas funciones en términos de las funciones v, ,, := a0 Jy_,,

t=0,..N obtenemos
Voo(z) = Cn(z)

Vto(x) == min  sup {c(as, a,b) + « Z V-1 (y) Py oy (a, b)},

aeA(x) beB(x,a) yeX
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Criterios de costo descontado

las cuales cumplen las conclusiones del Teorema 1.5.1, es decir, los puntos (c)

y (d).

2.3. Ecuacion de Optimalidad Minimax

Ahora estudiaremos el problema usando el indice en costo a- descontado con
horizonte infinito, para lo cual, recordemos que el indice de funcionamiento en este

caso esta definido como

Va($7 T, ,7) = E';r,’y lZ atc($t7 Qg bt)l
t=0
y la funcién de valor minimax como

V() = inf sup V(x, m,7).
mell ~el

Antes de establecer el resultado principal, veamos el teorema siguiente.

Teorema 2.3.1. Supongamos que se cumple la Hipdtesis 2.1, y que ademds la cons-
tante B en (b) satisface que
1
1<f<—. (2.3.1)
!

Entonces existe una funcion v* : X - R que es la unica en B,(X) que satisface

v* =T, w*. Mds aun, se satisface

lim o"E7 7 [v*(2,)] =0 Vmell,yel xeX|

n—oo

(@B)" . ¢

Y ||’Un7a—’l}*||w Sam 2

CONT Y Vpo como en la Hipdtesis 2.1(a) y (2.2.5), respectivamente y con vg 4 = 0.

Para demostrar el teorema previo, primero estableceremos algunos resultados

generales.

Lema 2.3.2. Sea T' un operador que mapea B, (X) en si mismo. Supongamos que
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Criterios de costo descontado

(i) T es mondtono, i.e.,u <u' implica Tu <Tu'.

(ii) Ewxiste una constante 0 <7< 1 tal que

T(u+rw)<Tu+trw YueB,(X) y r>0.

Entonces T es un mapeo de contraccion modulo T, es decir,

|Tu—Tu | < Tllu -] Vu,u' € B, (X),

y por lo tanto, existe una unica funcion u* € B, (X) que satisface

(a)u*=Tu* y DT u—-u*||p < T |u-u*|w VYueB,(X),n>0.

Ademas, si existe una constante k >0 tal que

1Tullw <k +7|u]w YueB,(X),

entonces

k

1-7

e <

Demostracién.

Por (2.2.1), se tiene que para cada par u,u’ € B,,(X)

u<u' + ||lu-u|,w.

Por lo tanto, de (i) y (ii) con r:= |u—u'||, se deduce que

Tu<T(u' +||u-u],w)

<Tu + 7|u—u'||,w.

Entonces

Tu-Tu < 7|u-u,w.

(2.3.2)
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Criterios de costo descontado

Similarmente

Tu-Tu > -7|u-u'||,w

. Por consiguiente

[Tu=Tu | < 7llu—u|lw Vu,u €B,(X).

Para finalizar, nétese que (2.3.2) se sigue del Teorema del Punto fijo de Banach

(Véase apéndice A, Teorema A.0.11), y entonces

lu* o = 1Tu* o < &+ 7lu*]w

de aqui,

lu*lhw = 7wl < k-

Factorizando |u*||,, obtenemos que

Ju*llwlt - 7] < &,

es decir
k

*
< .
o < T

Antes de pasar a la demostracion del Teorema 2.3.1, veremos que para todo

ueB (X)), mell,yel'y xeX|

lim o E7 " [u(z,)] = 0. (2.3.3)

n—o00

En efecto, usando la Hipdtesis 2.1 (b) tendremos que

E:Zcrﬁ[w(xn+1)|ht7a’t] = Z w(y)P:Bn,y(anabn)

yeX

< Blw(za)],

22



Criterios de costo descontado

de modo que, calculando esperanza E;’ en ambos lados

El 7 w(xna)] < BED [w(x,)] VneN.
Luego, iterando esta desigualdad obtenemos
ET w(2pe1)] < BEF [w(z,)]
<BIBE; [w(wy-1)]]

= B E7 [w(@n)]

< BPEF[w(zn-2)]

< B w(x),

esto es, para toda n € Ny por lo que se satisface

Epw(en)] < frw(z).

Por lo tanto, de (2.3.1)

lim o"E7 " [w(z,)] = 0.

n—oo

Esto implica (2.3.3), ya que de (2.2.1) se tiene que

Exu(en)] < Julw EZ 7 [(w(zn)] Vu e By (X).

Teniendo esto en consideraciéon prosigamos con la demostracion del Teorema
2.3.1.
Demostracién. (Teorema 2.3.1)
Primero usaremos el lema anterior para demostrar que T, es un mapeo de contraccion

en B, (X) médulo 7:= aff < 1, esto es

[Tow—Tot | £ T|u -t Yu,u €B,(X). (2.3.4)

Por el Lema 2.2.3, T,, mapea B,,(X) en si mismo. Por otro lado, es evidente que T,
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Criterios de costo descontado

es mondtono. Entonces, para obtener (2.3.4) es suficiente verificar que T, satisface

(7i) del lema anterior. Para esto, ndtese que de la Hipétesis 2.1(b),

sup Z w(y)Pyy(a,b) < pw(x) V(z,a)eKy.
beB(z,a) yeX

Esta desigualdad y (2.2.4) implican (ii) para T' =T, y 7 := a3. En efecto,

Tou + rw)

inf  sup [c(x, a,b) +a Y (u+rw)(y)Psyla, b)]

aeA(x) beB(z,a) yeX

= inf sup lc(a:, a,b) +a > u(y)Puy(a,b) +a Y rw(y) Puy(a, b)l

acA(x) beB(z,a) yeX yeX

< inf l sup [c(z,a,b) +a Y u(y)Ppy(a,b)] + aﬁrw(m)l
aeA(z) beB(z,a) yexX
= Tyu+T1rw.

Entonces se cumple (2.3.4). Por lo tanto, existe una tnica funcién v* € B,,(X) tal

que satisface v* = T,v* y més ain, (tomando u = vy, en (2.3.2)(b))

”Un,a - U*”w < Tn”U*Hw Vn2>0,7=afb. (2.3.5)

Finalmente, observe que el Lema 2.2.3(a) nos da

1 Tou)w <+ 7lul, YueB,(X).

En particular, si u = v*, entonces

ol

*
< .
o < ——

Ahora, por la desigualdad anterior y (2.3.5):

”Un,a =V | € TV |u

T"C

IN

1-7
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Criterios de costo descontado

Por lo tanto, como v* satisface que

lim o"E7 7 [ (2,)] =0 Vmell,yel',zeX,

n—o00

la prueba esta completa. [ |

Para finalizar con este capitulo, veamos el siguiente teorema, ya que nos propor-

ciona la solucién a nuestro problema de control minimax.

Teorema 2.3.3.

(a) La funcion de valor minimax V¥ es la unica funcion en B, (X) que satisface

Vi =T,Vy.

(b) Para cadaneN,
c(aB)"
1-ap

”Un,a -Vy ”w <

(c) Exziste f*e€F, tal que

V;($)= sup C(I,f*,b)+OéZV(:(y)Pm7y(f*7b) .
beB(z,f*(z)) yeX

Ademas 7 = {f*} es minimaz, i.e.

V¥ (x) =sup Vo(z,7*, 7).
~yel’

Demostracioén.
(a) y (b) Primeramente nétese que,

Una(2) = Tavn-10(x) =THv0a, xeX,neN.

Por otro lado del Teorema 2.3.1, sabemos que existe v* € B, (X) tal que

c(ap)”
1-aB’

v'(r) =T (x) y ”Un,a_v*”wS
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Criterios de costo descontado

Entonces lo que debemos mostrar es que v* = V*. En tal situacién, sea feFy

tal que

4
*
—~

S
~—

I

inf  sup lc(x, a,b) +a > v*(y) Py ya, b)l

acA(x) beB(z,a) yeX

sup lc(x, f,0) +« Z v*(y) Poy(f, b)l ,

beB(z, f(x)) yeX

la cual existe debido a que A(z) es finito. Entonces, para todo b € B(z, f(x)),

v*(z) > c(z, f,b) + o Y v (y) Puy(f, D). (2.3.6)

yeX

Sea v € I' una estrategia arbitraria y consideremos la estrategia estacionaria

7 ={f}. Entonces iterando (2.3.6) se obtiene

k=0

v (x) 2 B lnz—:l ez, f, bk)l +a"ETv*(x,). (2.3.7)

Ahora, tomando limite cuando n - oo en (2.3.7) se observa que

[\

vt (x)

EQJ:’PY [Z Oékc(l'k? f7 bk‘)l
k=0
Volx,m,v) VeeX yel.

Puesto que esto es valido para toda v € I', en particular se tiene que

v*(x) 2 sup Vo (2, 7,7)
vel’

> inf sup V,(z, m,7) (2.3.8)

mell ~el'

=Vi(zx),zeX.

Entonces v*(x) > V().

Con el fin de demostrar la desigualdad opuesta, nétese que como B(x,a) es

o-compacto entonces para cada € > 0 existe g: K4 - B con g(x,a) € B(x,a) y
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tal que

v*(x) = inf lc(m,a,g) +ay, v*(y)vay(a,g)l +e

acA(x) yeX

<c(mya,g)+a > v (y)Pryla,g)+e VreX aeAz).

yeX
Iterando (2.3.9)
n-1 €
v*(x) < EDY [Z oFe(xy, ak,g)l +a"ED9v* (x,) + .
k=0 l-a

Haciendo n — oo,
€

* < )
v(z) < Valemg) + —

Y puesto que € es arbitrario,
U*(Q:)SV&(JJ,TF,Q), QZEX,WEH.
Por otro lado, como Fg c T,

Va(x,ﬁ,g) S Sup Va(x77T7g) S Supva(xaﬂ7’7)7
geFp vyel'

es decir

v* <sup Vo (x,m,v),x e X, mell.
~vyel'

Finalmente, dado que 7 € Il es arbitrario, entonces

v*(x) < inf sup Vo (z,7,7v) = Vi (x).

mell el

Por lo tanto v* = V*.

(c) De (a) y Lema 2.2.3 (b) tenemos que existe f* € F4 tal que

Va(z) = sup |e(z, f,0) +a ) Va(y)Puoy(f*,0) .

beB(z,f*(z)) yeX

(2.3.9)

Aplicando argumentos similares a los utilizados para la demostracién de (a) y
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(b) (Véase (2.3.8)) se tiene que

VX (x) = infsup Vo (x,m,v) 2sup Vo (z,7*,7), VreX.
mell el ~el'

En consecuencia,

Vi(x) =sup Vo(z,7*,v) VreX.

~yel'

Es decir, la politica 7* = { f*} es minimax.
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Capitulo 3

Sistemas de control estocastico

con distribucion desconocida

3.1. Introducciéon

En este capitulo analizaremos una aplicacion de la teoria de control minimax al
estudio de sistemas de control estocastico que dependen de parametros desconocidos.
En este caso, el oponente es considerado como la “naturaleza” que de cierta manera
elige el parametro desconocido en cada tiempo t. Especificamente, trataremos siste-
mas de control estocastico que evolucionan de acuerdo a una ecuacién en diferencias
de la forma

Tl :F(xt,at,&), tGNO (311)

donde z; v a; representan el estado del sistema y el control al tiempo ¢ respectiva-
mente, y {£} es una sucesion de variables aleatorias independientes con distribucién
desconocida. Entonces, las estrategias de la naturaleza toman la forma ~ = {b;} con
la cual elige una distribucién b; de la variable aleatoria & en cada tiempo t € Ny.De
modo que, el problema del controlador es minimizar el maximo costo que genera la
naturaleza, es decir, encontrar una politica 7* que garantice el mejor rendimiento
en la peor situacién posible. A este tipo de problemas de control minimax se les

conoce como juegos contra la naturaleza.
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Comunmente sistemas como (3.1.1), en los que la distribucién de las variables
aleatorias &; es desconocida, se estudian con técnicas de control adaptado que invo-
lucran procesos de estimacion y control. Esto ltimo es posible siempre y cuando
{&;} sea una sucesién de v.a. i.i.d. observables. Ahora bien, modelarlo como un jue-
go contra la naturaleza nos permite considerar que {&} sean v.a. no necesariamente
observables y no necesariamente con la misma distribucion. Con el fin de establecer
claramente ambos casos, daremos una exposicion general de los sistemas de control

adaptado, para después introducir los juegos contra la naturaleza.

3.2. Sistemas de control estocastico

Sea

e = (X, A,S,F,0,¢) (3.2.1)

un modelo de control estocéstico con espacio de estados y de control X y A, respec-
tivamente, y S el espacio de perturbaciones aleatorias (todos los espacios se suponen
numerables). Ademds F': X x A x § - X es la funcién que define la dindmica del
sistema, esto es

Tyl = F(.Z't, at,&), te N(), (322)

donde {&;} es una sucesién de variables aleatorias i.i.d. que toman valores en S con

funcién de probabilidad comun 6 € P(S), es decir

0(k) = P[& =k], VteN, FkeS.

Finalmente, ¢: X x A x S — R representa la funcién de costo.
El modelo (3.2.1) tiene la siguiente interpretacion:

Al tiempo t, cuando el sistema se encuentra en el estado z; = x € X el controlador

elige un control a; = a € A y se presenta un ruido aleatorio &. Entonces, se genera un
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costo ¢(xy, ar, &) y el sistema avanza a un nuevo estado de acuerdo a la probabilidad

P[l’t+1 = Z/|37t =T, = a] = Z 9(@»
k‘ESF

donde
Sp={seS:F(x,a,s)=y}.

Luego el proceso se repite una y otra vez.
Las acciones se eligen mediante las politicas de control definidas en el Capitulo
1. Ademss, los costos se acumulan de acuerdo al criterio de costo descontado. Es

decir, para cada estado inicial x € X | cada politica 7 € IT 'y ac € (0, 1),

V(m,x)=ET lz alé(xy, at,ft)l (3.2.3)
t=0
El problema de control éptimo es encontrar una politica 7* € II tal que

V(r*,z)=inf V(r,z) =V*(z), zeX (3.2.4)

mell

A la politica 7* se le llama politica 6ptima y a la funcién V* funciéon de valor 6ptimo.

El esquema general para resolver el PCO es el siguiente:
Bajo condiciones apropiadas se demuestra que V* satisface la ecuacion de optimali-

dad. Esto es, para cada x € X

V*(x) = min Z{é(m,a,s)+on*[F(x,a,s)]}9(s) ) (3.2.5)
acA(x) 5e5

Y como A(zx) es finito, existe f* € F4 tal que

V*(x) = Z{é(m,f*(z),s) +aV*[F(x, f*(x),s)]}0(s). (3.2.6)

seS

Entonces, la politica estacionaria 7* = {f*} es éptima.
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3.2.1. Control adaptado

Consideremos un sistema de control estocastico como (3.2.2) donde {&;} es una
sucesion de v.a. observables i.i.d., con distribucién desconocida 6. Observe que en
este caso no es posible seguir el procedimiento estandar dado en (3.2.3)-(3.2.6) para
resolver el Problema de Control C,)ptimo7 ya que la ecuacion de optimalidad depende
de 6. Por lo tanto, en este caso se aplican técnicas de estimacion estadistica de
f combinados con el proceso de control para construir politicas, y al problema de
control correspondiente se le llama Problema de Control Adaptado. Este nombre
viene del proceso de estimacion y control el cual consiste en lo siguiente.

En cada etapa, antes de elegir el control, el controlador determina un estimador
0y de 6, y entonces el controlador adapta su decision a tal estimador para obtener el
control a; = f* ().

Uno de los procedimientos para resolver el problema de control adaptado es como

sigue. Sea #; un estimador de 6, por ejemplo la distribucién empirica:
1 t—1
0(k) == Tuy(&), teN
Es conocido, por la Ley Fuerte de los Grandes Numeros, que
0,(k) > 0(k) c.s., cuando t— oo.
Consideremos el modelo de control estimado

He = (X7A757F70t76)7

y denotemos por V; la funcién de valor correspondiente. Entonces, bajo ciertas con-

diciones se tiene que para cada t € N (Véase (3.2.5)),

Vi(x) = ag}ll/(rml) Z;{é(x, a,s)+aVi[F(z,a,s)]}0:(s)]|, (3.2.7)
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y mas atin (ver (3.2.6)), existe f, = f7* e F4 tal que

Vi(z) = Y Aé(w, fi,8) + aVil F (z, fi, 5)]}0e(s).

seS

El objetivo es estudiar la optimalidad de la politica adaptada 7 = { f;}.
Debido a las caracteristicas del indice de costo descontando, en general, una
politica adaptada no es 6ptima. En tal situacion, su optimalidad se estudia en sentido

asintotico, lo cual significa que

lim qu)(xta ft) =0,

t—o0

donde

&(x,a) = Z;{é(x, a,s) +aV*[F(x,a,s)]}0(s) - V*(z), zeX

La teorfa y desarrollo de este tipo de problemas se puede consultar en [14, 5, 8, 13] .

3.3. Sistemas de control con ruidos aleatorios no
observables

Considérese nuevamente un modelo de control estocéstico como en (3.2.1). En
este caso supondremos que {&;} es una sucesién de variables aleatorias independien-

tes, no necesariamente idénticamente distribuidas ni observables que toman valores

en S, es decir, la distribucion puede cambiar de periodo a periodo y es desconocida,
pero estd restringida a pertenecer a cierta clase B c P(S). Suponemos que el estado

inicial z( es independiente de la sucesion {& }.

Es importante notar que en este caso no es posible aplicar el proceso de
estimacion y control como en los problemas de control adaptado contemplados
en la seccién anterior, ya que la hipétesis de que el proceso {&} es observable es

necesaria para construir estimadores, como en el caso de la distribucién empirica.
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La condicién de observabilidad se presenta en muchas situaciones. Por ejemplo,
en control de inventarios, colas y control de presas, donde las perturbaciones son,
respectivamente, la demanda del producto, el tiempo entre arribos y la entrada
de agua, las cuales podemos suponer observables. Sin embargo, hay otros casos
donde las perturbaciones son ruidos realmente aleatorios y es imposible observarlos.
Por ejemplo, en economia, finanzas, control de poblaciones (pesca, epidemias,
etc), existen tantos factores externos que influyen en el sistema dindmico que es
practicamente necesario modelar las perturbaciones como un ruido aleatorio que no
es observable. Esta es precisamente la clase de situaciones que estamos interesados
en estudiar en esta seccién, para lo cual tendremos que el oponente serd la “naturale-

za” , quien en cada periodo t elegira (de un conjunto dado B) una distribucion para &;.

Especificamente, nuestro objetivo es proponer un modelo de control minimax pa-
ra modelar la situacién anteriormente mencionada. Para ello, introduciremos algunas

definiciones y resultados, que nos seran de utilidad.

Definicién 3.3.1. Sea Z un espacio de Borel. Denotamos por P(Z) a la familia de
medidas de probabilidad de Z, dotada con la convergencia de la topologia débil. Es

decir, una sucesion {0,} c P(Z) converge débilmente a 0 si

f udf,, — f udl
z z

para cada funcion u continua y acotada.
Lema 3.3.2. Sea Z un espacio de Borel. Entonces
(a) P(Z) es un espacio de Borel (Véase [10], pagina 91).

(b) Si ademas Z es compacto, entonces P(Z) es compacto (Véase [15], Teorema I1
6.4).

(c) Si Z es o-compacto entonces

Py(Z) = {0 e P(Z) - fZ Isld6(s) < oo}
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es o-compacto (Véase [11]).

Sea 6; € P(S) la funcién de probabilidad de la variable aleatoria &, es decir,
O,(k)=P[&=k], teN, keS.

El objetivo es estudiar el problema de control planteado, como un problema
de control minimax. Entonces, el procedimiento serd definir un modelo de control
minimax como en (1.1.1) tal que satisfaga la Hipétesis 2.1. Por lo tanto, los

resultados del capitulo anterior seran validos.

Consideremos el modelo de control estocastico p,. definido en (3.2.1)
e = (X,A,S, F707é)7

y supongamos que existe w : X — [1, 00) tal que la funcién de costo ¢: Xx Ax S - R
satisface que

|é(z,a,8)| <cw(z) V(z,a,s) e Ky xS.

Definimos la distribucién condicional de x4, dado que (x4, a;,6;) = (x, a,0), don-

de (z,a) e K4 y 0; € P(S) representa la distribucién de las v.a’s &, como

P, y(a,0) = Play =yl =x,a,=a,0,=0] = > 0(s), (3.3.1)

SESF

con

Spi={seS:F(x,a,s)=y}.

Supondremos que para alguna constante [ € [1, é) se cumple que

Z w(y) Py y(a,8) < fw(x). (3.3.2)

yeX

Con estos elementos es posible definir el modelo de control minimax asociado al
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modelo de control (3.2.1) como
M= (X,A,B,KA,K,P,C)

donde
B :=P(S5),

K:={(z,a,0)|(x,a) e K4,0 € B}

y ¢: K — R es una funcién definida como

c(z,a,0):=> &(x,a,s)0(s). (3.3.3)

seS

Observemos que por el Lema 3.3.2(a) el conjunto B es un espacio de Borel. Més
ain, si S es finito entonces B sera compacto y que S sea numerable implica que
el conjunto de medidas con esperanza finita sobre S serd o- compacto. Entonces,
independientemente de la forma del conjunto S, el conjunto B = P(S) entra en el

contexto de nuestro trabajo.

El modelo p se puede considerar como un juego contra la naturaleza en el
siguiente sentido: En cada tiempo t € N el controlador observa el estado x = x; € X,
elige una accién a = a; € A(z) y la naturaleza (oponente) elige una distribucion
0, € B de la variable aleatoria &;. Entonces se genera un costo dado por (3.3.3) y el
sistema avanza a un nuevo estado de acuerdo a la ley de transicién (3.3.1), luego se
repite el proceso. Ahora bien, el objetivo del controlador es minimizar el maximo

costo que genera la naturaleza.

Obsérvese que la relacion (3.3.2) toma la forma

z;qw[F(x,a,s)]Q(s) <pw(z), zeXaeA(x) con [ell, é) (3.3.4)

De donde, con el fin de aplicar los resultados del capitulo anterior, es suficiente

demostrar que el costo ¢ definido en (3.3.3) satisface la Hipdtesis 2.1(a), lo cual se
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deduce de las relaciones siguientes:

le(z,a,0)| = | Z c(x,a,s)0(s)|

seS

[é(x; a,5)0(s)]

IN
n

»

€

<) cw(z)|0(s)]

€

9]

»

=tw(z) Y 6(s)

seS

=cw(x).

En consecuencia, esta clase de juegos contra la naturaleza es posible resolverlos

utilizando los métodos tratados en el Capitulo 2.

3.4. Ejemplo: Proceso de control autorregresivo

Consideremos un proceso de control que evoluciona de acuerdo a la ecuacién en
diferencias

Teo1 = agry + &, t € Ny,

con x( conocido, y donde el espacio de estados es X = Ny,para cada = € X el conjunto
de acciones A(x) = A finito, con @ = max A, y {§} es una sucesiéon de v.a. no
observables ni idénticamente distribuidas y con distribuciéon desconocida, definidas
en un conjunto S, todos con esperanza acotada por €.

Sea x* € X un estado fijo. Suponga que el objetivo del controlador es seleccionar
acciones dirigidas a que el proceso {z;} permanezca lo més cerca posible del estado

x*. Bajo este objetivo, definimos la funcion de costo por etapa como sigue

Az,a,8)=|r-x*|, (x,a,s) e KyxS.
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Definiendo para cada z € X la funcién w(z) =z + x* + 1 se tiene que

Y w[F(z,a,s)]0(s) = > wlaz + s]0(s)

seS seS

= Y [az +s+a* +1]6(s)
seS

<ar+zt+1+ ) s0(s)
seS

=ar+r*+1+€

<a(z+r*+1)+x*+1+€

IN

w(z) +x* +1+€

<(@+2*+1+8w(x), zeX

Por lo tanto, la relacién (3.3.4) se cumple para

1 _ _
o —— y Sb=a+x"+1+¢&.
a+xr+1+¢&
Este ejemplo satisface las condiciones necesarias para modelarse como un pro-
blema de control minimax. Por lo que para su resolucién basta aplicar los métodos

vistos en el capitulo 2. Es decir es una clase de juego contra la naturaleza que es

posible resolver gracias a la teoria desarrollada en este trabajo.
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Apéndice A
Teorema del Punto fijo

Definicién A.0.1. Una norma en un espacio vectorial es una funcion ||| : X - R,

que satisface las siguientes propiedades:

(i) [=] >0,

(ii) |z =0 sty sélo si x =0,

(iii) [oz| = |af]],

(iv) [l +yl <] +yl.

donde x,y € X son vectores arbitrarios y a es cualquier escalar.

Definicién A.0.2. Un espacio normado X es un espacio vectorial con una norma

definida en él.

Definiciéon A.0.3. Un espacio métrico es un par (S,d), donde S es un conjunto no
vacio, y d: SxS — R es una funcion tal que, para x,y,z € S arbitrarios satisface las

siguientes propiedades:

(i) d(z,z) =0,

(ii) d(z,y) >0 siz vy,

(i) d(z,y) = d(y, ),

(iv) d(z,y) <d(z, z)+d(z,y) (desigualdad del triangulo).
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A la funcion d se le conoce como métrica.

Teorema A.0.4. Una norma en X define una métrica d en X dada por

d(z,y) = v -yl Vr,yeX

que es llamada la métrica inducida por la norma.

Demostracion. Debemos ver que satisface las 4 propiedades de una métrica. Sean
x,y,z € X arbitrarios.

(i) Por la propiedad (ii) en la Definicién A.0.1 se tiene

d(x,x) = |z x| = 0] = 0.

(ii) Si z # y entonces x -y # 0, y por las propiedades (i) y (ii) en la Definicién A.0.1
se observa que

d(z,y) = |l -yl >0.

(iii) Nétese que de la propiedad (iii) en la Definicién A.0.1

d(z,y)

lz =yl = [(-1)(y - )],
= ==y -z[ =y -z,
= d(y,x).

(iv) Finalmente, de la propiedad (iv) en Definicién A.0.1 se sigue que

d(z,y) = le-yl=1(z-2)+(z-y)l,

IN

|z =z + 1z =yl

d(z,z) +d(z,y).

Definicién A.0.5. Sea (S,d) un espacio métrico. Se dice que (S,d) es un espacio

métrico completo si cualquier sucesion de Cauchy en S converge en S.
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Definicién A.0.6. Un espacio de Banach es un espacio normado completo con la

métrica inducida por la norma.

Definicién A.0.7. Sea B(X) el espacio de las funciones acotadas definidas en X
con la norma del supremo

[ull := sup |u()].
xTe€

Es decir, ue B(X) si ||Juf < oo.

Teorema A.0.8. El espacio de las funciones acotadas B(X) es un espacio de Ba-

nach.
Demostracién. Véase [16], Teorema 7.15, pagina 151. u

Teorema A.0.9. El espacio B, (X) de las funciones u en X que tienen w-norma

finita |ulw < 00, donde w: X - [1,00) y

ju(z)
Ul = su
= sup 3

es de Banach.

Demostracién. Sea {u,} una sucesién de Cauchy en B, entonces {“*} es de
Cauchy en B(X) con la norma del supremo. Puesto que B(X) es un espacio de

Banach, entonces {%*} converge a una funciéon f € B(X), es decir,
122~ fl<e Ve>0
w

De aqui se obtiene que

w(x)

lun(x—w(x)f(l’))l

2 - =sup | ) 7o)

=sup
reX

= |lun = wflw

<E.
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Es decir,

lwn = fwlw <e,

lo cual implica que {u,} converge a fw. Finalmente, como fw pertenece a B,,

demostramos lo que se queria. [ |

Definicién A.0.10. Sea (S, d) un espacio métrico. Se dice que un operador

T:S -5

es de contraccion modulo € (0,1) , si

d(Tx,Ty) < ad(x,y)Vx,y € S.

Teorema A.0.11. (Teorema del Punto Fijo de Banach) Si (S,d) es un es-

pacio métrico completo y T : S — S es un operador de contraccion en S, entonces:

(a) Ewiste un tnico x € S tal que

(b) Para cada xy € S,

lim T"xg = x.

n—oo

Demostracién. (a) Primero construiremos una sucesiéon {z,} en S y demos-
traremos que es Cauchy, es decir tendremos que converge en S; posteriormente
demostraremos que el limite z de la sucesiéon es un punto fijo de T y finalmente

demostramos que dicho punto es tnico.
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Sea xg € S arbitrario, definimos la “sucesién iterativa” {z,} por

Zo )
1y = T,
xy = Txy =T,
(A.0.1)
T, = T"xg,

La cual es la sucesion de imagenes de z al aplicar el operador T' repetidas veces.
Veamos que es Cauchy.

Como T es un operador de contraccién, existe a € (0,1) tal que para todas a,b e S

d(Ta,Tb) < ad(a,b). (A.0.2)

Luego, por (A.0.1) y (A.0.2)

A( a1, ) = d(Txp, Ther),

IN

ad( T, Tm-1),

= d(TZEm_l,TZL‘m_Q), <A03)

IN

A d(Tpm1,Tm-2),

IN

a™d(x1,xq).

Entonces, por la desigualdad del triangulo y la férmula para la suma de una sucesién

geométrica, para n > m obtenemos

d(l‘m, xn) < d(xm7-rm+1) + d(Im+17xm+2) +...+ d(xn—hxn)’

< (@™ +a™t ko Y d (0, 1),
ml—anm

= am——d(xg,11).
l-«
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Como «a € (0,1), en el numerador tenemos 1 - a™™ < 1. Asi,

am

l-«

(T, Ty) < d(zg,x1) (n>m). (A.0.4)

Obsérvese que, en el lado derecho de la desigualdad (A.0.4) tenemos que « € (0,1)
y d(zg,x1) son fijos, entonces es posible hacer el lado derecho de (A.0.4) tan
pequenio como se quiera tomando m lo suficientemente grande (dado que n > m).
Esto demuestra que {z,,} es de Cauchy, y como S es completo, se tiene que {z,,}

converge, digamos a z, es decir, z,, - x.

Veamos que ese limite = es un punto fijo de 7.

Por la desigualdad del tridngulo y (A.0.2) se tiene que

d(z, Tx)

IN

d(z,xy) +d(z,, Tx),

IN

d(z, x) + ad(Tmy,-1, 1),

y la 1ltima suma se puede hacer tan pequena como cualquier € > 0 dado, pues
Tm — x. Entonces, concluimos que d(x, Tx) = 0, y de aqui que Tx = z. Esto

demuestra que x es un punto fijo de 7.

Ademas, x es el tinico punto fijo de T" ya que si existieran dos puntos fijos, Tz = x

y TZ =Z, por (A.0.2) se tendria que

d(z,z) =d(Tx,Tz) < ad(z,T),

lo cual implica que d(x,Z) =0 pues a€ (0,1) , y asi x = .

(b) En la demostracién del inciso anterior demostramos que para zg € S arbi-
trario, la sucesién formada por {z, :=T"x¢} converge al tinico punto fijo x. Por lo

tanto, lim,, 0o 77y = . [ |
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Observacion A.0.12. Una consecuencia del teorema anterior es la siquiente:

d(T"zo,x) < a"d(xo,x), VneN. (A.0.5)

Demostracion. En efecto, primero observemos que

d(Txo,z) =d(Txy, Tx) < ad(xg, ).

Ahora, supongamos que (A.0.5) se cumple para n =k, es decir,

d(T*zo, ) < a*d(z0, 7). (A.0.6)
Entonces,
d(T" 2o, 2) = d(T (T ), Tx),
< ad(T*x, Tx),
< a*ld(xg, 2),
donde la 1ltima desigualdad es por (A.0.6). Esto demuestra (A.0.5). |
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Apéndice B

Espacio medible, espacio de Borel

y espacio de probabilidad

B.1. Espacio medible y espacio de Borel

El material de este apéndice puede ser consultado en distintos libros ([Véase
[1, 6, 7]]). Sin embargo, para facil referencia presentamos algunas definiciones y

resultados de utilidad.

Definicién B.1.1. Una familia <7 de subconjuntos de X se dice ser una o-dlgebra

Si:
(i) Xeo.
(ii) S1 Ae.of, entonces A¢e of .

(iii) Si Ay, As, As, ... € o, entonces Upey Ay € .

A un par ordenado (X, &) que consiste de un conjunto X y una o- élgebra de
subconjuntos de X se le llama espacio medible. Cualquier conjunto en o es lla-
mado conjunto .«/-medible, pero cuando la o- algebra es fija y no exista confusién

se dice que el conjunto es medible.

Definicién B.1.2. Sea X un conjunto arbitrario no vacio y sea € una coleccion

de subconjuntos de X. Definimos o-dlgebra generada por €, denotada por o(%),
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mediante

o(€)=({Ao:Ccy y A, eso-dlgebraenX}.
Observacion B.1.3. o(%) es la minima o- dlgebra que contiene a € .

Definicién B.1.4. Sea X un espacio métrico y € la coleccion de todos sus conjuntos

abiertos. A o(%€) se le llama la o- dlgebra de Borel en X y se denota por B(X).

Definicién B.1.5. Un conjunto de Borel es un elemento de la llamada o-dlgebra de
Borel. Ademds un subconjunto de Borel de un espacio métrico completo y separable

es llamado un espacio de Borel.

Un subconjunto de Borel de un espacio de Borel es un espacio de Borel.

B.2. Espacio de probabilidad

Definicién B.2.1. El espacio muestral de un experimento aleatorio es un conjunto

Q tal que:
a) cada posible resultado del experimento se identifica con un elemento de €);
b) resultados distintos del experimento corresponden a elementos distintos de Q.

Definicién B.2.2. Sea F una o-dlgebra de 2. Una medida de probabilidad definida
en F es una funcion que a cada evento A € F le asocia un numero P(A) que satisface

las siguientes condiciones:
(i) 0<P(A)<1.
(ii) P(2)=1.

(iii) Si Ay, A, As, ... € F coleccion numerable de eventos disjuntos, es decir A,nA; =

@ para v * j, entonces
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Definicién B.2.3. Un espacio de probabilidad es una arreglo de la forma (0, F, P),
compuesto por un conjunto ), una o-dlgebra F de subconjuntos de Q2 y una medida

de probabilidad P en (2, F).

Dado un espacio X denotamos por P(X) a la familia de medidas de probabilidad
en X, dotada con la convergencia de la topologia débil. Es decir, una sucesién {6,,} c

P(X) converge débilmente a 6 si

/ ud, - f udd
X X

para cada funcién continua y acotada wu.

Definicion B.2.4. Un conjunto se dice ser o-compacto si es la union numerable de

conjuntos compactos.
Lema B.2.5. Sea X un espacio de Borel. Entonces,
(a) P(X) es un espacio de Borel (Véase [10], pagina 91).

(b) Si ademas X es compacto, entonces P(X) es compacto (Véase [15], Teorema 11
6.4).

(c) Si X es o-compacto entonces,

Py(X) := {QEP(X):[X||5||d9(s)<oo}

es o-compacto (Véase [11]).

B.2.1. Ley Fuerte de los grandes nimeros

Teorema B.2.6. Sean X, X, ..., X,, variables aleatorias (i.i.d) con media finita j.

Entonces
n

2 Xi

i=1

X_n:

S|

converge a | casi sequramente, es decir,

Pllim X, = pu] =1.
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Demostracién. Véase [3], Teorema 3.30. u
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Apéndice C

Glosario de simbolos y

abreviaturas

Simbolos

N : Ndmeros naturales.

N() . N @] {0}
s R : Nlimeros reales.

» B(-) : o- éalgebra de borel.

B.(X) : Espacio lineal normado de las funciones con w-norma finita.

Abreviaturas

Modelo de Control Minimax (MCM).

Programacién Dindmica (PD).

Problema de Control Minimax (PCM).

Problema de Control Optimo (PCO).

Independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.).

Es decir (i.e.).
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» Variable aleatoria (v.a).

» Casi seguramente (c.s).
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