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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo, es realizar una revisién y presentacién de los conceptos
bésicos de la teoria de grafos, que permita adentrarnos a la teoria combinatoria de especies de es-
tructuras de una manera mas amigable que la comtinmente abordada en los libros especializados
en el rea.

Para lograr este objetivo, las definiciones y conceptos se presentan acompanados de una
representacién visual, una descripciéon detallada de los elementos que la estructuran, asi como
ejemplos para lograr una conceptualizacién clara, esperando con esto que, aquellas personas que
comienzan el estudio en el area de grafos y especies de estructuras encuentren una guia clara en
este trabajo.

FEl documento lleva una secuencia de lo méas bésico o particular a lo méas abstracto o ge-
neral comprendido en cuatro capitulos: El Capitulo 1 abarca la teoria de grafos, comenzando
por los elementos bésicos de un grafo hasta su construccién. Ademaés, se establecen diferentes
clasificaciones de grafos que permiten entender toda su estructura. Una vez que el concepto de
grafo y algunas de sus caracteristicas y/o propiedades quedaron claras, se avanza al Capitulo 2
donde se presentan las relaciones (funciones) entre grafos; con el andlisis de este tema se pueden
comenzar a “manipular” los grafos, un tema de mucha utilidad en las aplicaciones de esta teoria.
En este capitulo se incluye también una breve presentacion del tema de “conteo de aristas”. Para
abordar los temas presentados en los Capitulos 1 y 2 de forma m&s exhaustiva de la que aqui
se presenta, se recomienda al lector consultar las referencias [2]| y [3]. El Capitulo 3 comienza
con el estudio del concepto de especies de estructuras que consiste basicamente en considerar
estructuras y morfismos para establecer relaciones con otras estructuras y morfismos mediante
biyecciones [5]. En 1981 A. Joyal [4] mostré que el concepto de especie de estructura es efectivo
en el tratamiento combinatorio de series formales de potencias. Finalmente, en el Capitulo 4
se asignan series formales de potencia a especies de estructuras y se realiza un andlisis sobre
estas series, para introducir el estudio de especies de una manera algebraica. En las conclusiones
se incluye el problema que dio origen a la teoria de grafos: El problema de los 7 puentes de
Konigsberg, donde, utilizando parte de la teoria discutida a lo largo de la tesis, se presenta una
solucion a este problema con el objetivo de que el lector pueda visualizar el amplio campo de

aplicacién de la Teoria de Grafos.



Capftulo 1 Grafos

En este capitulo se presenta una breve introduccién a la teoria de grafos. La cual parte de
la idea principal de representar de forma visual conjuntos de objetos abstractos en forma de
vértices y la relacion que estos pueden tener o no con otros vértices por medio de aristas. Se
comienza presentando la definicion formal de los elementos fundamentales de esta teoria que
son los vértices y las aristas, con estos objetos se define el concepto de grafo y se realizan
caracterizaciones y clasificaciones a lo largo del capitulo, los cuales seran de utilidad para los

capitulos posteriores.

1.1. Grafos

Definicion 1.1.1. Vértice: Es cualquier elemento representado por un punto. Se denotard con

vi, donde i € N. En la Figura 1.7 se ilustra a un vértice etiquetado como v1.

®)

Figura 1.1: Vértice.

Definicién 1.1.2. Arista: Es cualquier linea que se utiliza para unir dos vértices que se deno-
minan extremos de la arista, la arista puede ser cerrada formando un ciclo (lazo o bucle), en
este caso se dice que los extremos de la arista comparten el mismo vértice. Se denota con a; a
la arista donde @ € N. En la Figura 1.2 se ilustra una arista etiquetada como ay, unida con dos

vértices y otra arista az unida con un vértice formando un lazo.

az

——0 &

Figura 1.2: Ejemplo de aristas unidas a vértices.
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Definicion 1.1.3. Funcidn de incidencia @: Es una regla de correspondencia que a cada ele-
mento a; de un conjunto de aristas A, le asigna un conjunto o subconjunto (elementos de un

conjunto Vi2) que consta de uno o dos vértices v; de un conjunto de vértices V.

Note que la funcién de incidencia ¢ tiene como dominio un conjunto A de aristas y como
contradominio un subconjunto de V', denotado por Vi o; es decir, V12 C V y estd formado por
subconjuntos de 1 o 2 elementos de V' que son extremos de las aristas; de aqui que ¢ : A — V o.
Es importante senalar que ¢ puede o no ser sobreyectiva, es decir, puede o no asignar aristas

del conjunto A a todos los vértices de V.

Conjunto Vi,2

Conjunto A Conjunto V

Figura 1.3: Ejemplo de dominio y contradominio de la funcién de incidencia.

En la Figura 1.3 se muestra en particular a una funcién ¢ que tiene como dominio un conjunto
A compuesto por 6 elementos (seis aristas); como contradominio, se muestra a un conjunto
V1,2 que es un subconjunto de V' y contiene cuatro vértices (vy, ve, v3, v4), los cuales forman
los subconjuntos de Vi 2. En este mismo ejemplo, el conjunto V; 2 estd compuesto por cinco
subconjuntos de 1 6 2 elementos de V' los cuales se muestran encerrados por 6valos de colores:
el subconjunto encerrado de color café esta formado por los vértices vy, v3. El subconjunto
encerrado de color verde tiene a los elementos vo, v4. Los subconjuntos encerrados de color
naranja y morado tienen un solo vértice, v y vs respectivamente. Por ltimo el subconjunto que

esta encerrado de azul contiene a vq, va.
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Definicién 1.1.4. Un grafo G es una estructura' no vacia formada por un conjunto de vértices
(nodos) V', un conjunto de aristas (arcos) A y una funcion de incidencia ¢. Se denotard con la

siguiente terna. [7]

G:(V,A,QO)

A manera ilustrativa se puede decir que un grafo es: un vértice o una arista con vértice en
sus extremos o todas las combinaciones posibles entre las dos opciones anteriores tal y como se
muestra en la Figura 1.4 donde también se presentan ejemplos de figuras que no cumplen con

la definicién de grafo, porque sus aristas no tienen vértice en todos sus extremos.

Grafo 1 @
No

grafo 1 a.
Grafo 2 . a. .
w | @
Qa: grafo 2 a:
Grafo 3 @’

§

a:

a:

N
&
5
QL
§
O

GRAFOS NO GRAFOS

Figura 1.4: Ejemplo de grafos y de no grafos.

Es ttil imaginar el siguiente escenario: Se tiene un conjunto de aristas A y un conjunto de
vértices V' y se desea construir algunos grafos con ellos, la funcién de incidencia es la regla que
indica cémo construir esos grafos uniendo qué aristas con que vértices o dejando vértices

aislados.

1Una estructura matemética se define como un conjunto de operaciones definidas sobre un conjunto de objetos
y las relaciones o propiedades que se cumplen (o no) al operar los elementos del conjunto bajo las operaciones

definidas.
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Conjunto Vi,2

Conjunto A Conjunto V

Figura 1.5: Correspondencia entre el conjunto A y el conjunto V' por medio de la funcién .

Ejemplo 1.1.1. Dado un conjunto de aristas A, un conjunto de vértices V' y una funcién de

incidencia ¢ se puede construir un grafo utilizando la Figura 1.5.

1.-

Sea A un conjunto de aristas. 2.- Sea V un conjunto de vértices.
A ={a1,a2,a3,a4,a5,a6} V' = {v1,v2,v3,04,05}
Sea ¢ la funcién de incidencia que relaciona los elementos del conjunto de aristas A con el

conjunto Vi 2 = {v1,v2,v3,v4, } CV de la siguiente manera:

w(a1) = {v1,v2}, esto quiere decir, si se aplica la funcién de incidencia a la arista a; (color

azul) tendrd en sus extremos a los vértices v1, vy (subconjunto azul).

p(ag) = {v1,v2}, esto quiere decir, si se aplica la funcién de incidencia a la arista as (color

azul) tendra en sus extremos a los vértices v, vy (subconjunto azul).

o(ag) = {va,v4}, esto quiere decir, si se aplica la funcién de incidencia a la arista ag (color

verde) tendrd en sus extremos a los vértices ve, v4 (subconjunto verde).

©v(aq) = {v1,v3}, esto quiere decir, si se aplica la funcién de incidencia a la arista a4 (color

café) tendra en sus extremos a los vértices vy, vs (subconjunto café).

v(as) = {v2}, esto quiere decir, si se aplica la funcién de incidencia a la arista as (color

naranja) tendra en sus extremos al vértice va (subconjunto naranja).

v(ag) = {v3}, esto quiere decir, si se aplica la funcién de incidencia a la arista ag (color

morado) tendré en sus extremos al vértice vs (subconjunto morado).
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Figura 1.6: Grafo.

El grafo se puede estructurar como se muestra en la Figura 1.6. Observe que la funcién ¢
toma todos los elementos del conjunto de aristas A, pero en su contradominio (conjunto Vj )
no necesariamente se eligen todos los elementos del conjunto de vértices V; ya que, el vértice
v no estd relacionado con la funcién de incidencia . También observe que se puede relacionar
una arista con un solo vértice o con dos vértices (de ahi el subindice 1,2). La funcién ¢ de este
ejemplo construye la Figura 1.6 al relacionar aristas con vértices especificos, si se toman otros
vértices se tiene un grafo diferente. El diagrama de la Figura 1.6 cumple con la definicién de

grafo ya que, todas sus aristas tienen vértice en sus extremos.

Definiciéon 1.1.5. Un grafo singletén consta de un conjunto V con un solo vértice y un

conjunto de aristas A que es vacio.

®)

Figura 1.7: Grafo singleton.

La Figura 1.8 muestra ejemplos de grafos donde el conjunto de aristas es vacio, los cuales

pueden estar estructurados por 1, 2, 3 o mas vértices.
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Figura 1.8: Grafos sin aristas.

Definicion 1.1.6. Un grafo etiquetado es un grafo con todos sus vértices y aristas etiquetados,
es decir, nombrados de diferente manera, ya sea con numeros, letras o alguna otra asignacion

que los distinga; normalmente se representan con numeros enteros.

Hasta ahora, los grafos que se han presentado en las Figuras 1.4 y 1.6 estan etiquetados, sin
embargo, un grafo puede estar no etiquetado, es decir que sus elementos (vértices y aristas) no

tengan nombres, como se muestra en la Figura 1.9.

Figura 1.9: Grafo etiquetado y no etiquetado.

Utilizando el grafo de la Figura 1.6, se definirdn y ejemplificaran algunas caracteristicas que

lo forman.

Definicion 1.1.7. Se llaman vértices adyacentes, a los vértices que estdn unidos por una

arista.

En el grafo de la Figura (1.6)

v1 es adyacente a vo y v3
vg es adyacente a vi, va y Uy
vs es adyacente a v1 y v3

vy es adyacente a vo



1.1. Grafos

vs no es adyacente a ningin vértice.

Observe que los vértices ve y v3 son adyacentes a si mismos, ya que tienen una arista (bucle)

que incide en ellos mismos.

Definiciéon 1.1.8. A los vértices que no son adyacentes a mingin otro se les conoce como

vértices aislados.

En el grafo de la Figura 1.6 vs es aislado.

Definicion 1.1.9. Las aristas incidentes en un vértice son aquellas que tienen a dicho

vértice por extremo.

En el grafo de la Figura 1.6

a1, as y a4 son incidentes en el vértice v;

a1, ag, a3 y as son incidentes en el vértice vy

a4 y ag son incidentes en el vértice v

as es incidente en el vértice vy

Ninguna arista incide en el vértice vs

Definicion 1.1.10. Las aristas que tienen un unico

centes.

En el grafo de la Figura 1.6

ai

a2

ai

ay

a2

a2

as

a4

Yy a4

y a4

y a3

Yy as

Yy a3

Yy as

Yy as

Yy ae

son

son

son

SOo1n

son

son

son

son

adyacentes ya que
adyacentes ya que
adyacentes ya que
adyacentes ya que
adyacentes ya que
adyacentes ya que
adyacentes ya que

adyacentes ya que

el Unico

el tnico

el inico

el Unico

el tnico

el Uinico

el tnico

el inico

vértice

vértice

vértice

vértice

vértice

vértice

vértice

vértice

vértice en

c1n
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Definicion 1.1.11. Las aristas paralelas son aristas que en ambos extremos tienen los mismos

vértices.

En el grafo de la Figura 1.6
Las aristas a1 y ag son paralelas ya que tienen los vértices v; y v2 en comun. Estas aristas

(a1 y az) también son un ejemplo de aristas no adyacentes.

Definicion 1.1.12. Como se menciond en la definicion de arista, los bucles o lazos son aristas

con ambos extremos en el mismo vértice.

En el grafo de la Figura 1.6

as y ag son lazos. La arista as tiene sus extremos en el vértice vy y en la arista ag ambos
extremos inciden en el vértice vs.

El grafo de la Figura 1.10 estd formado con un solo vértice y dos aristas que son lazos que

inciden sobre el mismo vértice.

a:

a:

Figura 1.10: Grafo con dos lazos.

Observe que, en este grafo el inico vértice (v;) cumple con ser un vértice adyacente a él
mismo y las aristas a1 y ae cumplen con ser aristas paralelas ya que la funcién de incidencia
en este grafo se define como: p(a1) = {v1} y p(a2) = {v1}, ambas funciones tienen el mismo
contradominio (subconjunto que tiene como unico elemento a v1) lo que cumple con la definicién

de aristas paralelas.

Definicién 1.1.13. El grado de un vértice v; denotado por g(v;), indica la cantidad de aristas

que inciden en v;. Los lazos se cuentan dobles.

En el grafo de la Figura 1.6
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g(vs) =3
g(vg) =1
g(vs) =0

Definicion 1.1.14. Un camino o trayectoria es una sucesion de aristas adyacentes que llevan
de un vértice a otro. Si todos los vértices del camino son distintos se le llama camino simple
y si algun vértice se repite entonces el camino es no simple. Para cuantificar la longitud de

un camino se cuentan la cantidad de aristas que llevan de un vértice a otro.

Figura 1.11: Caminos.

Ejemplo 1.1.2. La Figura 1.11 muestra dos posibles caminos del vértice vy al vértice v4 (lineas
de color verde). Para el primer camino se utilizan las aristas adyacentes a; y ag y se denotard
CA; = (v1;a1;v92;a3;v4), este camino es un camino simple ya que su trayectoria no repite
ningin vértice. Para el segundo camino se utilizan las aristas adyacentes aq, a5 (lazo) y as y se
denota C'As = (v1;a1;v2; as;ve; as; vy), este camino es un camino no simple ya que se repite
el vértice vs.

La longitud del primer camino es 2, ya que estd compuesto por las aristas a; y as. La

longitud del segundo camino es 3, ya que, las aristas aj, as y ag forman el camino (trayectoria).

Definicion 1.1.15. Un ciclo es un camino cerrado, es decir, es un camino que comienza y
termina en el mismo vértice. Si todos los vértices del camino son distintos se le llama ciclo

simple y si algin vértice se repite entonces el ciclo es no simple.
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Figura 1.12: Ciclos.

Ejemplo 1.1.3. La Figura 1.12 nos muestra dos posibles ciclos que comienzan y terminan en el
vértice v; (lineas de color verde). El primer ciclo se denota C'I; = (v1; a1;v9; as; ve; az;vy), este
ciclo es un ciclo no simple ya que este camino repite el vértice vo. El segundo ciclo se denota
Cly = (v1;a1;v2;a92;v1), este ciclo es un ciclo simple ya que su trayectoria no repite ningin

vértice.

1.1.1. Representaciones matriciales de los grafos

Se veran dos formas matriciales de almacenar informacién de los grafos que son de mucha
utilidad a la hora de utilizar la teoria de grafos en la resolucién de problemas.

La matriz de adyacencia de un grafo G, denotada por M,(G), es una representacién
matricial de los vértices de un grafo G. Tanto las filas como las columnas representan a los
vértices de G; por tanto, la matriz es cuadrada (n xn). Las entradas son exclusivamente ceros (0)
cuando los vértices no son adyacentes entre si o unos (1) cuando ambos vértices son adyacentes,

de modo que se trata de una matriz booleana.
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Ejemplo 1.1.4. Se obtendra la matriz de adyacencia del grafo de la Figura 1.12.

V1 V2 V3 V4 Vs

vy | 0 1 1 0 0

vo | 1 |1 ] 0| 11]0
Ma<G):

vy | 1 0 1 0 0

vg | O 1 0 0 0

vs | O 0 0 0 0

Observe que la primera columna indica que el vértice v; es adyacente a los vértices vy y vs,
esto quiere decir que existe una arista de v; a ve y también una arista de v; a wvs. Las otras
entradas de la primera columna tienen 0 ya que el vértice v1 no es adyacente a los vértices vy,

v4 y vs, es decir, no hay una arista que una a v; con alguno de estos vértices.

La matriz de incidencia de un grafo G, denotada por M;(G), es una representaciéon ma-
tricial de vértices y aristas de un grafo G. En esta matriz, las filas representan los vértices y
las columnas representan las aristas de G. Es una matriz que no necesariamente cumple con ser
cuadrada (como la matriz adyacente) pero si es una matriz booleana donde sus entradas son

uno (1) si el vértice es extremo de la arista, y cero (0) en caso contrario.

Ejemplo 1.1.5. Se construira la matriz de incidencia del grafo de la Figura 1.12.

ap | az | a3 | a4 | a5 | ae

vr| 1| 1]0[1 0|0

vp| 1 (1|10 1]0

M;(G)=
vy | O 0 0 1 0 1
vg | O 0 1 0 0 0
vs | O 0 0 0 0 0

Observe que la primera columna indica que la arista a; tiene en sus extremos a los vértices
v1 ¥ v2, la segunda columna ao tiene valor uno en los vértices v; y v2, eso quiere decir que la
arista ag tiene en sus extremos a esos vértices. La arista ag tiene en sus extremos a los vértices
Vo ¥ v4, la arista a4 tiene en sus extremos a los vértices vy y v3, como las aristas as y ag son
lazos solo tienen un 1nico 1 en sus entradas.

Observe que la fila del vértice V5 es una fila donde sus entradas son todos ceros, ya que este

vértice es aislado.
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1.2. Grafos simples
Definicion 1.2.1. Un grafo G es simple si y solo si no tiene lazos ni aristas multiples o paralelas.

Observe que el grafo de la Figura 1.13 es un grafo no simple, ya que tiene una arista de

color verde (az) que es un lazo.

Figura 1.13: Grafo con lazo.

El grafo de la Figura 1.14 es un grafo no simple, ya que las aristas as y as (lineas de color

verde) son aristas paralelas o aristas multiples.

Figura 1.14: Grafo con aristas multiples.

La Figura 1.15 es un ejemplo de grafos simples, es decir son grafos que no tienen bucles ni

aristas paralelas.

Figura 1.15: Grafos simples.
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1.3. Subgrafos

Definicién 1.3.1. Dado G = (V, A, ¢) un grafo. Un subgrafo de G es un grafo G' donde su
terna estd formada por un conjunto de vértices V' que cumple con ser un subconjunto de V' esto
es V! CV, un conjunto de aristas A’ que es un subconjunto de A esto es A’ C A y una funcion

de incidencia @ 4.
G'= (Vla Ala par )

Una forma de obtener un subgrafo G’ a partir de un grafo G es suprimiendo o eliminando
vértices y/o aristas. Cuando se eliminan o suprimen uno o varios vértices de un grafo,
también se tienen que suprimir las aristas que inciden en esos vértices para que, la estructura
obtenida cumpla con la definicién de grafo (subgrafo). Cuando se suprime una o varias aristas
de un grafo, no se necesitan quitar los vértices que inciden, ya que si quedan vértices sin aristas

entonces se tienen vértices aislados en el nuevo grafo (subgrafo).

Ejemplo 1.3.1. La Figura 1.16 muestra tres ejemplos de subgrafos del grafo de la Figura 1.6.
Observe que, para obtener el primero subgrafo (Figura 1.16 lado izquierdo) se suprimié un vértice
(v3) y con ello las aristas que incidian en él, es decir las aristas a4 y ag. Para obtener el subgrafo
ubicado al centro de la Figura 1.16 se le suprimieron los vértices v; y v3 y con ellos las aristas
ai, az, ag y ag. Al dltimo subgrafo (Figura 1.16 lado derecho) se le suprimieron 3 vértices (ve,

v4 y v5) y las aristas que incidian en esos vértices.

. Qas Qs
a: @ Qas . @

o =  e® Twr

Figura 1.16: Tres subgrafos.

@)

Ejemplo 1.3.2. La Figura 1.17 muestra también dos ejemplos de subgrafos del grafo de la
Figura 1.6. El primer subgrafo (Figura 1.17 lado izquierdo) se obtuvo al suprimir solamente a la
arista ao, con esta modificacién ahora se tiene un grafo que no tiene aristas paralelas. Al segundo
subgrafo (Figura 1.17 lado derecho) también se le suprimié una sola arista (ag), y ahora el nuevo

grafo (subgrafo) tiene dos vértices aislados que son el vy y vs.
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Figura 1.17: Dos subgrafos.

1.4. Grafos conexos

Definicién 1.4.1. Un grafo G = (V, A, p) es conexo si y sélo si cada par de vértices estd
conectado por un camino (trayectoria), es decir, si para cualquier par de vértices (vi,v;) de G,

existe al menos una arista que los conecta.

Figura 1.18: Grafo no conexo y grafo conexo.

Ejemplo 1.4.1. La Figura 1.18 (lado izquierdo) nos muestra un ejemplo de un grafo no conexo
ya que no hay un camino del vértice vs a cualquier otro vértice del grafo.

Si se agrega una nueva arista a; (linea verde) a la Figura 1.18 (lado derecha) que conecta al
vértice aislado (vs) con cualquier vértice del grafo, en este caso se conecté con el vértice vy se

obtiene un grafo conexo, ya que para cualquier par de vértices del grafo existe al menos un
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camino que los conecta.

Definicién 1.4.2. Sea V el conjunto de vértices no vacio de un grafo G = (V, A, ¢). Tomando

v;,vj € V. Se define la relacion de conectividad R en V' como:
v; R vj < 3 un camino de v; a v; V V;=Vj;

Esto se lee: V; estd conectado con Vj o Vj esta conectado con V; (ya que no se ha establecido
direccién en el grafo por lo que se dird que es un grafo no dirigido) si existe un camino de V;
a VjosiV;esigual aVj.

Esta funciéon R cumple con las propiedades de relacion de equivalencia sobre V', es decir,

cumple:

= Reflexividad: Todo vértice de V esta relacionado consigo mismo. Es decir,

V v eV vy Ry

= Simetria: Si un vértice de V estd relacionado con otro, entonces ese otro vértice también

se relaciona con el primero. Es decir,

Vvi,UjEV:SiUiRUjéijUi

= Transitividad: Si un vértice de V estd relacionado con otro, y ese otro a su vez se relaciona
con un tercer vértice, entonces el primero estard relacionado también con este ultimo. Es

decir,

Vv, vj,vp €V i Siv; Roj Avj Rop = v R o
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Ejemplo 1.4.2. Se usara el grafo de la Figura 1.19 para ejemplificar las propiedades de equi-

valencia definidas anteriormente.

Vs, V2,

@ @

Figura 1.19: Ejemplo de relaciéon de equivalencia.

= Reflexividad: Cada vértice del grafo esta relacionado consigo mismo, ya que no es nece-

sario que exista un camino para poder llegar a el mismo.

v1 R 11
'UQRUQ
U3RU3
v4 R vy

'U5RU5

= Simetria: Si un vértice del grafo esta conectado a otro vértice mediante una arista entonces

estan relacionados entre si.

v1 R vy = v3 R vy
vy Rvg = v4 R vy
v9 R v5 = v5 R v
vy R vy = v4 R v

v3 R v5 = v5 R vg

= Transitividad: Si un vértice del grafo estd conectado con otro mediante una arista, en-
tonces estén relacionados, y si ese otro vértice a su vez se relaciona con un tercero (estan

conectados por una arista), entonces el primero estard relacionado también con este tltimo.
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Tomando vy, vs, vs del grafo. Entonces

v1 Rvg Avg Rvs = v1 R vs

Esto significa que el vértice vy estd conectado (relacionado) con el vértice vs mediante
un camino (trayectoria) que estd formado por 2 aristas. Observe que no se necesitaron

etiquetar las aristas para poder probar estas propiedades.

Como R cumple con ser una relacion de equivalencia sobre el conjunto de vértices V' de los

grafos no dirigidos entonces se puede determinar las clases de equivalencia.

Definicién 1.4.3. Sea R una relacion de equivalencia sobre un grafo G = (V, A, ). El conjunto
de todos los vértices de V' que estdn relacionados (conectados por un camino) a un vértice v}

coni=1,2,3...n deV, es llamado clase de equivalencia de G y se denota por [v}]. Es decir:
[vf] = {vi € V|v;Rv}} donde [v]] es una particién de G.

Ejemplo 1.4.3. Se obtendran las clases de equivalencia del grafo de la Figura 1.20.

Figura 1.20: Grafo para ejemplo de clases de equivalencia.

En este caso las clases de equivalencia son:

[v1] = {v1,v2,v3,v4} = [va] = [v3] = [v4]
[vs] = {vs}

[ve] = {ve,vr,vs} = [vr] = [vs]
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Observe que la clase de equivalencia de vy, que se denota [v;], representa al subconjunto que
tiene como elementos a todos los vértices que estan conectados a v; mediante un camino. Las
clases [vg], [vs] v [v4] son iguales a la clase [v1] ya que todos los vértices estan relacionados entre
si, es decir [v1] = [v2] = [v3] = [v4].

La clase de vs ([vs]) estd formada solo por el vértice vs, ya que es un vértice aislado y no
esta conectado con otro vértice por algiin camino.

La clase de vg ([vg]) representa al subconjunto que tiene como elementos a todos los vértices
que se pueden conectar con vg mediante un camino o trayectoria. Las clases [v7], [vg] son iguales
a la clase [vg] ya que todos los vértices estan relacionados entre si.

Se obtuvieron tres clases de equivalencia distintas del grafo de la Figura 1.20, la clase [v]
que serd la que representa a los elementos v1, vo, v3 ¥ v4, ya que las otras son equivalentes a la
clase de v;. La segunda clase serd [vs] que es la que representa solo al elemento vs y la clase [vg]
que es la que representa a los vértices vg, vy y vs.

Graficamente las tres clases de equivalencia del grafo de la Figura 1.20 se representan de la

siguiente manera (ver Figura 1.21):

as

© ®
“ o @

a:

Figura 1.21: Componentes conexas.

Observe que las clases de equivalencia hacen una particién en el grafo original, es decir parte
al conjunto de vértices con sus aristas incidentes, en subconjuntos disjuntos de G (subcon-
juntos que no tienen ningin vértice en comin), llamados componentes conexas de G. Estas
componentes conexas son subgrafos que cumplen con ser conexos y ademds son los subgrafos
conexos mas amplios posibles, es decir, son subgrafos conexos que no estan estrictamente con-
tenidos en ningun otro subgrafo conexo. Todo grafo se puede descomponer en sus componentes

conexas y al unirlas forman el grafo original G.



1.5. Caminos y ciclos eulerianos 20

1.5. Caminos y ciclos eulerianos

Definiciéon 1.5.1. A un camino que recorre todas las aristas de un grafo G solo una vez se le

conoce como camino de Fuler o camino euleriano.

Una condicién necesaria para que un grafo G tenga un camino euleriano es que sea un grafo

conexo y todos sus vértices tengan grado par, o a lo mas dos vértices tengan grado impar.

Ejemplo 1.5.1. Observe el grafo de la Figura 1.22.

Figura 1.22: Grafo con camino de Euler.

Este grafo cumple con la condicién mencionada anteriormente, ya que todos los vértices
estan conectados o tienen un camino entre ellos, esto quiere decir que es un grafo conexo y los

grados de sus vértices son los siguientes:

Este grafo tiene 3 vértices de grado par (vi, ve, v 2 vértices de grado impar
1y U2y Uh

(vs, v4), entonces tiene un camino euleriano. El camino euleriano se comienza y se termina

en los vértices de grado impar, si se comienza por el vértice vs, se terminard en el vértice vy.

El camino euleriano no puede repetir aristas, pero si vértices, si repite algin vértice se dice que
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es un camino euleriano no simple y si no repite vértices se tiene un camino euleriano
simple.

Camino euleriano del grafo de la figura (1.22):
CAg = (vs; az; v2; a1; V15 G55 U5} 4 V43 A73 V25 A6 Us; G835 V3] A3 V4)

Definicion 1.5.2. Un ciclo que pasa o recorre todas las aristas de un grafo G solo una vez, se

le conoce como ctelo de FEuler o ciclo euleriano.

Una condicién necesaria para que un grafo G tenga un ciclo euleriano es que sea un grafo

conexo y todos sus vértices tengan grado par.

Ejemplo 1.5.2.

Figura 1.23: Grafo con ciclo de Euler.

La Figura 1.23 es un grafo que cumple con ser conexo y los grados de sus vértices son:

Todos los vértices de este grafo tienen grado par entonces tiene un ciclo euleriano. El

ciclo euleriano comienza y termina en el mismo vértice, si se comienza por el vértice vo, se
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terminard en el vértice vg. El ciclo euleriano no puede repetir aristas, pero si vértices, si repite
algin vértice entonces se le llama ciclo euleriano no simple, si no repite vértice entonces es

un ciclo euleriano simple.

Ciclo euleriano del grafo de la figura (1.23):

Clg = (v2; ag; v3; as; V4; a4; Us; a8} U3; A10; Ue; G55 Us; Ag; V2; A7 U6} Ag; V13 A1; V2)
Definicion 1.5.3. Un grafo con un ciclo de Euler es un grafo de Euler.

Proposicion 1.5.1. Sea G un grafo. Entonces si G tiene un ciclo de Euler, el grado de cada
vértice es par, mientras que si G tiene un camino de Fuler, G tiene exactamente dos vértices de

grado impar (exactamente los vértices donde empieza y termina el camino).

Demostracion. Sea G un grafo en el que se tiene un ciclo de Euler. Suponga que se quiere conocer
el grado de un vértice v;, es decir, contar cudntos lados inciden en dicho vértice. Para esto, se
toma el ciclo de Euler, y se recorre empezando en un vértice diferente al considerado. Conforme
se recorre el ciclo de Euler se van contando las aristas que son incidentes en v;. Ahora bien, cada
vez que se pasa por v; se tienen dos aristas incidentes en él, aquella por la que se llega a v; y
aquella por la que se sale de v;, por tanto, el nimero total de aristas incidentes en v; serd el
doble del niimero de veces que, al recorrer el ciclo se pase por el vértice v;, dicho de otra manera,
el grado de v; es g(v;) = 2k, donde k es el numero de veces que se pasé por el vértice v; por lo
que siempre es un numero par. Si se tiene un camino de Euler que empieza en v; y termina en
vj, se anade al grafo una arista que une los vértices v; y v;. Con esta nueva arista se tiene un
ciclo de Euler en el nuevo grafo. El grado de cada vértice es entonces par. Al eliminar la arista
que se ha anadido, el grado de todos los vértices se mantiene igual, salvo el de los vértices v;
y v;j que disminuye en 1. Por tanto, estos dos vértices tendran grado impar, y el resto tendrdn

grado par, lo que hace un camino de Euler. O
Se ha visto hasta el momento que existen condiciones necesarias para que un grafo tenga un
ciclo o un camino de Euler. La siguiente condicion es también suficiente.

Teorema 1.5.1. Sea G un grafo conexo. Entonces G es un grafo de Euler si, y solo si, el grado

de cada vértice es par.

Antes de pasar a la demostracién del teorema, veasé el siguiente lema:
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Lema 1.5.2. Sea G un grafo en el que cada vértice tiene grado mayor que 1. Entonces G

contiene un ciclo.

Demostracion. Se elige un vértice cualquiera de V', por ejemplo, vg. Puesto que el grado de
vg es mayor que 1, se toma una arista que incida en vg. Sea esta ag , y sea v; el otro vértice
sobre el que incide ag. Podria darse el caso de que vy = v1, en cuyo caso se tiene un lazo y ese
representa el recorrido. Si vy # v1 y dado que v; tiene grado mayor que 1, debe haber otra arista
incidente con wvy; sea esta a1 y sea v9 el otro vértice sobre el que incide a;. Se tiene entonces
el camino dado por C= (vg;ap; v1;a1;v2). Se continta el proceso comenzando ahora con vy y
recorriendo la arista que incide en vy y que sea distinta de a; hasta que se repita algtin vértice
(sin haber repetido ninguna arista). En cuanto esto ocurra, ya se habra encontrado el ciclo que

se busca. O

Nota: Los grafos que se estan considerando son aquellos con un nimero finito de vértices y

de aristas.

Teorema 1.5.1. Se hara la demostracién por induccion sobre el niimero de aristas. El primer
caso es para grafos con una sola arista. Como el grafo es conexo y tiene una sola arista, el grado
del tnico vértice debe ser par, por definicién, por lo que, la dnica posibilidad es que el grafo
tenga un lazo, es decir, como el de la figura 1.24, en cuyo caso, hay un ciclo de Euler ya que se

comienza y termina en el mismo vértice (camino v;v;) y por lo tanto es un grafo de Euler.

ai

Figura 1.24: Ciclo de Euler v;v;.

Suponga que se tiene ahora un grafo conexo con n aristas, donde el grado de cada vértice es
par, y suponga también que el resultado es cierto para cualquier grafo conexo con menor nimero
de aristas. Por el lema precedente 1.5.2 se deduce que el grafo tiene un ciclo (C'), puesto que el
grado de cada vértice es mayor a 1.

Si se eliminan del grafo G todas las aristas que intervienen en el ciclo C;, nos queda un grafo

en el que todos los vértices tienen grado par (pues de cada vértice se han eliminado un nimero
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par de lados que inciden en él). El grafo resultante no tiene que ser conexo necesariamente (ya
que puede tener vértices aislados), pero cada una de sus componentes conexas si lo es. Cada
componente conexa debe tener al menos un vértice por el que se recorre el ciclo C. Para cada una
de ellas que tenga al menos una arista, se tiene un ciclo de Euler. Sean estos ciclos C1,Co, . .., C;.
Para cada uno de estos ciclos C}, se tiene un vértice v; que también estd en el ciclo C. Se recorre
entonces el ciclo C'. En cuanto se llegue a algin vértice v; y se inserta el ciclo C;, se continua
con el ciclo C. De esta forma, al cerrar el ciclo C' se habra recorrido todos las aristas del grafo

G una sola vez, es decir, se tiene un ciclo de FEuler y por lo tanto es un grafo euleriano. O

1.6. Caminos y ciclos hamiltotianos

Definicién 1.6.1. Un camino que recorre todos los vértices de un grafo G sélo una vez (camino
simple, donde el vértice de partida es distinto al vértice de llegada) se le conoce como camino

de Halmzilton o camino hamiltoniano.

Definicién 1.6.2. Un ciclo que recorre todos los vértices de un grafo G sélo una vez (ciclo
simple, donde el vértice de llegada coincide con el vértice de partida) se le conoce como ciclo

de Halmzalton o ciclo hamtltoniano.

Ejemplo 1.6.1.

Figura 1.25: Grafo con camino y ciclo de Hamilton.

Observe que la Figura 1.25, es el mismo grafo que el de la Figura 1.23. Este grafo tiene

camino y ciclo euleriano y también camino y ciclo hamiltoniano.
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Camino y ciclo hamiltoniano del grafo de la Figura 1.25:
CAp = (v1; a1; v2; az; v3; as; va; as; vs; as; v6)

Cly = (Ul§a1§U2§a2§v3§a3§U4§a4§v5;a5§7)65(16§Ul)

En el caso de los caminos y ciclos hamiltonianos no necesariamente tienen que recorrer todas
las aristas del grafo G (como en los ciclos y caminos de Euler), en el ejemplo anterior Figura
1.25 en el caso del camino se recorrieron 5 aristas y en el caso del ciclo 6 aristas de las 10 que

lo estructuran.

1.7. Grafos dirigidos

Definicién 1.7.1. Un grafo dirigido Gp es una estructura (terna) formada por un conjunto de
vértices V' (nodos), un conjunto de aristas (arcos) dirigidas Ap y una funcion de incidencia 3.

FEsta estructura no debe ser vacia, es decir debe tener al menos un vértice.
Gp = (V,Ap, )

Donde el conjunto de aristas dirigidas Ap consta de todas las lineas que en uno de sus
extremos tiene una flecha, es decir, son aristas que tienen una direccién. Estas lineas unen a dos
vértices y permite identificar el vértice inicial del vértice final (de cada arista) como se ilustra

en la Figura 1.26.

Figura 1.26: Arista.

En este caso, la funciéon de incidencia 8 tiene como dominio al conjunto de aristas Ap y
como contradomio a un conjunto v; X v; de V', donde a cada arista le hace corresponder un par
ordenado (v; X vj) de vértices que son los extremos de las aristas. Esta funcién § nos permite

realizar el diagrama o la estructura de un grafo dirigido.
ﬁ:ai—>(vi><vj)

donde v; es el extremo inicial (origen) de la arista a; y vj es el extremo final de la arista a;.
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Conjunto Ao Conjunto V

Figura 1.27: Ejemplo de dominio y contradominio de grafos dirigidos.

Observe la Figura 1.27, la funcién 8 va del conjunto de aristas dirigidas a un par ordenado
(vi, vj) de (v; x v;) de V. Los colores de las aristas estan relacionadas con el par ordenado de
vértices que les asigna la funcién 3, lo que no se puede apreciar con este diagrama de conjuntos
es el orden de los vértices, es decir no se puede identificar cudl es el vértice inicial y final de las

aristas.
Ejemplo 1.7.1. Utilizando la Figura 1.27 se construira un grafo dirigido.
1.- Sea Ap un conjunto de aristas dirigidas. 2.- Sea V un conjunto de vértices.
A ={ai,a2,a3,a4,a5,a6,ar} V = {v1,v2,v3, 04,05}

3.- Sea f la funcién de incidencia que relaciona los elementos del conjunto de aristas Ap con

el conjunto v; X v; de la siguiente manera:
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Si se toma [3(a1) = (v1,v2), esto quiere decir, que si se aplica la funcién de incidencia a la
arista a; tendrd en sus extremos a los vértices vy, ve, con v; como vértice inicial (extremo sin
flecha) y a va como vértice final (extremo con flecha).

El grafo se estructura parecido al de los grafos no dirigidos, solo que la diferencia es que en
estos grafos se tienen extremos inicial y final de las aristas. Una manera de realizar el diagrama

del grafo dirigido es la siguiente (ver Figura 1.28):

Figura 1.28: Grafo dirigido.

Ejemplo 1.7.2. Utilizando el grafo de la Figura 1.28 (anterior), se definirdn y ejemplificaran

algunas caracteristicas de los grafos dirigidos.

Definicién 1.7.2. Se define extremo inicial de una arista al vértice origen (sin flecha) y

extremo final de una arista al vértice final (con flecha).
= Extremo inicial de a; es vy y el final es v
= Extremo inicial de a9 es vo y el final es vg
= Extremo inicial de ag es vy y el final es vy
= Extremo inicial de a4 es vo y el final es vy
» Extremo inicial de a5 es v3 y el final es v
» Extremo inicial de ag es v4 y el final es v5

» Extremo inicial de a7 es v3 y el final es vs
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Los bucles en los grafos dirigidos se definen igual que en los grafos no dirigidos. En este

grafo dirigido (Figura 1.28) no hay bucles.

Definicion 1.7.3. Las aristas paralelas son las que estdn definidas entre los mismos vértices

y apuntan en el mismo sentido.

Las aristas a3 y a4 son paralelas ya que tienen los vértices vy v v4 en comun y las dos aristas

tienen como vértice inicial (origen) ve y como vértice final vy.

Definicion 1.7.4. Las aristas antiparalelas son las que tienen vértices en comin y apuntan

en sentido contrario.

Las aristas a1 y a9 son antiparalelas ya que tienen los vértices v1 y v2 en comun, donde la

arista a1 apunta al vértice vy y la arista ao apunta al vértice v;.

Definicion 1.7.5. Los grafos dirigidos tienen cuatro tipos de grados: Grado positivo, grado

negativo, grado total y grado neto.

1. Grado positivo es la cantidad de aristas que entran al vértice.

g+(v1) =2
g+(v2) =1
g+(v3) =0
g+(v4) =2
g+(vs) =2

g-(v1) =1
g-(v2) =3
g-(v3) =2
g-(va) =1
g-(v5) =0

3. Grado total es la suma de los grados positivos y negativos. Si se quitardn los sentidos

(flechas de las aristas) seria el grado de los grafos no dirigidos.
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gt (v1) =3
gt (v2) = 4
gt (v3) = 2
gt (v4) =3
gt (vs) = 2

4. Grado neto es la diferencia entre los grados positivos y negativos.

In (1) =1
gn (v2) = -2
gn (v3) = -2
In (v4) =1
In (v5) = 2

Definicién 1.7.6. El pozo es un vértice v; que su grado negativo es igual a cero (g—(v;) =0),

esto quiere decir que v; no es extremo inicial de ninguna arista.

El vértice vs es un pozo, ya que las aristas ag y a7 inciden en él de manera positiva (no hay

aristas que salen del vértice).

Definicién 1.7.7. Se considera fuente a un vértice v; que su grado positivo (grado entrada) es

igual a cero (g4 (v;) = 0), esto quiere decir que v; no es extremo final de ninguna arista.

El vértice v es una fuente, ya que las aristas as y a7 inciden en él de manera negativa (no

hay aristas que llegan al vértice).

Definicion 1.7.8. Grafo asociado a un grafo dirigido es el grafo que resulta cuando se
elimina el sentido o la direccion de las aristas de un grafo dirigido. Las aristas paralelas o

antiparalelas se deben representar con una sola arista.
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Ejemplo 1.7.3.

Uy v Vg,

@

®) @)

Figura 1.29: Grafo asociado a Gp.

Observe que la Figura 1.29 es el grafo asociado del grafo dirigido de la Figura 1.28, donde
las aristas no tienen sentido y las aristas paralelas y antiparalelas se representan con una sola

arista que no tienen flecha.

1.8. Estructuras arboreas

Las siguientes estructuras de arboles son grafos particulares, es decir cumplen con algunas

caracteristicas de los grafos.

Definicion 1.8.1. Un arbol es un grafo en el que todo par de vértices estdn conectados por
un unico camino y ademds no debe de tener caminos cerrados. Es decir, un drbol es un grafo

conexo y sin ciclos (aciclico).

Figura 1.30: Arbol y no érbol.
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Observe que la Figura 1.30 (lado izquierdo) es una estructura o grafo que cumple con la
definicién de arbol, ya que, al ser conexo, se puede llegar de un vértice a otro mediante una
sucesion de aristas. El grafo de la Figura 1.30 (lado derecho) no cumple con la definicién de
arbol ya que hay un ciclo o camino cerrado, lo que implica que, se puede iniciar y terminar en

el mismo vértice.

Definicion 1.8.2. Un bosque es un grafo no conexo, el cual estd formado por varios drboles.

f&«é

Figura 1.31: Bosque.

El grafo de la Figura 1.31 estd compuesto por tres componentes conexas, que cumplen con

ser arboles, es decir, cada componente es conexa y no tiene ciclos.

Definicién 1.8.3. Un grafo dirigido simple (sin lazos, sin aristas paralelas y sin aristas

antiparalelas) es un drbol dirigido si su grafo asociado es un drbol.

El grafo de la Figura 1.28 no es un arbol dirigido, ya que su grafo asociado (Figura 1.30)

tiene ciclo y entonces no cumple con la definicién de arbol.

Definicion 1.8.4. Un arbol con raiz es un drbol dirigido donde cada vértice tiene grado

positivo 1, excepto un vértice que tiene grado positivo cero (fuente), llamado raiz del drbol.

Ejemplo 1.8.1. Sea V' = {wyg, v1, v2, v3, v4, 5, Vg, U7, U, V9, V10, V11 } €l conjunto de vértices del

grafo G. Ver Figura 1.32.
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Figura 1.32: Arbol con rafz.

Observe que el vértice vy (raiz) estd conectado con todos los vértices de G mediante una
trayectoria o camino (tinico). Una trayectoria puede componerse de varias aristas, por ejemplo,
el vértice vs esta conectado a la raiz (vy) mediante dos aristas, la que une vg con v; y la que une
v1 con vy . El vértice once (v11) estd conectado a la raiz vy mediante una trayectoria compuestas
de tres aristas (ver Figura 1.32).

Se dice que G es un arbol con raiz (G, Vg) y se denota (G, vp), donde vy se denomina raiz

del arbol G y cualquier otro vértice de V' es un vértice en G.

Definicién 1.8.5. Un arbol con raiz (G, Vg) es n-ario si y sdlo si, todo vértice de V' es un
drbol con n vértices, con uno de ellos como raiz (Vg ), el cudl estd conectado con todos los demdas

vértices mediante una trayectoria unica. En este drbol al menos un vértice tiene n subdrboles

(hijos).
Un ejemplo particular de un arbol n-ario es el drbol binario o el arbol 2-ario.

Definicién 1.8.6. Un arbol binario es un drbol (conexo y aciclico), en el que ningin vértice
puede tener mds de dos subdrboles (hijos, ramificaciones o sucesores). A cada subdrbol se le
llama grado, es decir, el vértice que tenga el mayor nimero de hijos (subdrboles) definird el
grado del grafo. En los drboles binarios el grado de cada vértice es a lo sumo dos. Si en un grafo

hay al menos un vértice que tiene tres subdrboles (hijos) entonces es un drbol ternario.
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Ejemplo 1.8.2. Sea G = {v1,v2,v3, v4, V5, Vg, V7, Vs, Vg } un arbol (ver Figura 1.33).

Observe que el vértice v1 es la raiz porque estd conectado con todos los vértices de G
mediante una trayectoria o camino (tnica). El vértice vy tiene dos hijos (ve y v3). Los vértice vy
y vs también tienen dos hijos (Ver Figura 1.33), los vértices v3 y vg tienen un solo hijo, observe
que el vértice v3 tiene como hijo el vértice vg y el vértice vg tiene como hijo el vértice vg. Los
vértices vy, v7, Vs ¥ Vg no tienen hijos, en alguna literatura se le llaman hojas. Como el nimero
maximo de hijos que se tienen en algin vértice es dos, entonces el grafo es de grado dos y se le

llama arbol binario.
v1

V3

Vo

(%]

Figura 1.33: Arbol binario.

Hasta aqui se han construido algunos conceptos que permiten tener un panorama bésico de
la teoria de grafos y algunas de sus propiedades. En el siguiente capitulo se ampliard el panorama

revisando parte de la teoria de grafos que involucra el estudio de funciones entre grafos.



Capftulo 2 Funciones entre grafos

En el Capitulo 1 se caracterizaron y clasificaron los grafos, en este capitulo se construyen
herramientas que permitan manipular grafos ya sea modificando su estructura, transformandolos
o comparandolos con otros, lo que se conoce como funciones entre grafos. Ademas, se incluye
una breve seccion donde se aprende a cuantificar la cantidad de aristas que debe tener un grafo

que se denomina completo.

2.1. Permutaciones

Definicién 2.1.1. Una permutacion P,(v;) de un conjunto' V es una funcién biyectiva de dicho
conjunto en si mismo, es decir P, : v; CV — V| que establece un orden en los elementos v; del

congunto V. Donde n € N es un nimero que etiqueta a cada ordenacion de los elementos de V.

Se puede notar que dado un grafo G(A,V, ¢) al aplicarle una permutacién P, a sus corres-
pondientes elementos de V' se terminard con un grafo en general distinto que se denota por
G'(A,V,¢"). Observe que la diferencia entre G y G’ radica en que la permutacién P, modi-
fica indirectamente a la funcién de incidencia; la cambia de ¢ a ¢'. Tal y como se ilustra a

continuacién.

Ejemplo 2.1.1. Sea G un grafo donde V = {vj,vs,v3} es el conjunto de vértices, A =
{a1,a2,a3} el de aristas y ¢(vi) = {vi,Vit1(moas)} = @i la funcién de incidencia. Utilizando
la permutacién P, (v;), i = 1,2 6 3. Se encontraran las formas diferentes de ordenar los elemen-

tos del conjunto V.

'En general se aplica sobre un conjunto numerable de elementos, como por ejemplo, se puede usar el conjunto
de aristas. Se elige el conjunto de vértices ya que conviene para el andlisis que se hard en el Capitulo 3 del tema

de especies.

34
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Se comenzara por construir el grafo G considerando la funcién de incidencia ¢ dada, es decir

FUNCION DE INCIDENCIA GRAFO RESULTANTE
P(vi) ={vi, Vissmoan} = Qi a
@P(v1) ={v1,v2} = asx as a:
@P(v2) ={v2,v3} = Q-
@P(vs) ={vs,v1} = Qs
G(A\V, 9)

Figura 2.1: Grafo construido a partir de la funcién de incidencia.

Ahora se analizaran las posibles formas de permutar los vértices de G.

Una posible primera permutacién (n = 1) es

Pl(’UZ') TV = U1
V2 > U9

V3 — U3

A esta primera permutacién que deja fijos a los elementos v; se le llama permutacion identidad
de V. En la Figura 2.2 se comienza (de izquierda a derecha) mostrando al grafo inicial, la

permutacion identidad y el grafo final.

P:

Y

\i

<|® ® ®|
\
<|® ® ®|

G(A\V, @) G'(A\V,@)

Grafo inicial Grafo final

Figura 2.2: Permutacion Py aplicada a V' de G.

Una segunda permutacion seria el conjunto de pares {(v1,v1), (ve,v3), (v3,v2)} que permuta

la terna (v1,va,v3) en la terna (vy,vs, va).
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a: ] P: ] a:
@2 P P @2
a:? as Qa: as
%) @><:@ /%)
® ®
G(A\V, @) _V _V G'(A,\V,)
Grafo inicial Grafo final

Figura 2.3: Segunda permutacion.

Observe la Figura 2.3 que nos muestra que la permutacién solo deja fijo a el vértice vy e

intercambia a los vértices vo v v3. La cual se denotara de la siguiente manera:

PQ('UZ‘) TV = U1
Vo — U3

V3 = U9

En general, el total de permutaciones que se pueden obtener de V sobre V son 6 ya que son
las permutaciones posibles sobre el conjunto V' que tiene 3 elementos, estas permutaciones son
3! =6 y son igual al nimero de ordenaciones posibles sobre el conjunto V. Estas permutaciones

se presentan como las siguientes 6 ternas:

(’1)1,’11277)3), (Ul,Ug,UQ), (’UQ,’U]_,’Ug), (U25U35U1)7 (/U37/l)27/01)7 (7)377)1,1)2).

Las primeras dos permutaciones ya se ilustrarén en las figuras anteriores 2.2 y 2.3. En la
Figura 2.4 se ilustran el resto. Con dichas figuras se observa que ninguna terna o grafo se repite,

asi una permutacion es un caso particular de una variacién sin repeticion.
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P: a:
@ @)
\/ [0 %) as
® ®
G(AV, ¢) v v G'(AV.p)
Grafo inicial Grafo final

P.
® ®
® ®
® ®
G(AV, ¢) v 4 G'(A V)
Grafo inicial Grafo final
Ps
® ®
® @
@) @)

G(AV, ¢) 4 14 G(AV.9)
Grafo inicial Grafo final
Ps
® ®
@ ®
® ®

G(AV, ¢) v v G(AV.9)
Grafo inicial Grafo final

Figura 2.4: Permutaciones con grafos parte 1.
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2.1.1. Permutaciones ciclicas

Definicién 2.1.2. Una permutacion ciclica (o ciclo) es un tipo de permutacion que fija cierto
nimero de elementos (o quizd ninguno) mientras que mueve ciclicamente el resto de forma

reciproca. En caso de no fijar ninguno, se denomina permutacion circular.

Figura 2.5: Permutacion circular.

El grafo de la Figura 2.5 es un ejemplo de una permutacién circular, cada uno de los

vértices se permuta hacia otro vértice sin dejar ninguno fijo.
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2.2. Homomorfismo entre grafos

Definicién 2.2.1. Dados G y G’ dos grafos. Un homomorfismo entre G y G’ es una funcion
v: G — G’ que satisface lo siguiente: Para cada par de vértices adyacentes en G, sus imdgenes
Y(vi) y v(v;) son vértices adyacentes de G'. Es decir, v denominado homomorfismo de G y G’

preserva la adyacencia en el conjunto de vértices.
Un homomorfismo 7 es una funcién inyectiva ? pero no necesariamente sobreyectiva.

Ejemplo 2.2.1. A continuacién se presenta un ejemplo de homomorfismo entre el grafo G
cuyo conjunto de vértices estd denotado como F' = { fi, fa, f3, f4, f5} v el de aristas como A =
{a1,a9,a3,a4,a5} y €l grafo G’ con su respectivo conjunto de vértices representado por H =
{hi1,ha, h3, ha, hs, he} y el de aristas como A’ = {a}, ab, a§, alj, ak, ag}.

En este caso se define al homomorfismo v como sigue:

Y({f1, f2}) = v(a1) = {h1, ho} = a}
Y{f1, f3}) = v(a2) = {h1, hs} = aj
Y({f2; f3}) = v(a3) = {ha, h3} = aj
Y({ f2, fa}) = 7(as) = {h2, ha} = d))
Y{f1, fs}) = v(as) = {ha, hs} = ag

Se ilustra la accién de v en la Figura 2.6 donde, si se observa al grafo G’ se puede notar que la
funcién v no manda ninguna arista o par de vértices del grafo G a la arista ag, que corresponde
al par de vértices {hs, h¢} en G'. Esto ilustra que la funcién + es una funcién inyectiva pero no

sobreyectiva.

2Sea f una funcién cuyo dominio es el conjunto X, se dice que la funcién f es inyectiva si para todo a y b en

X, si f(a) = f(b) entonces a = b, esto es f(a) = f(b) implica a = b.
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Figura 2.6: Homomorfismo.

Si un homomorfismo v de los grafos G y G’ cumple con ser una funcién biyectiva, es de-
cir inyectiva y sobreyectiva entonces se dice que los grafos son isomorfos, lo cual se define a

continuacién (Seccién 2.3).

2.3. Isomorfismo entre grafos

Definicién 2.3.1. Se dice que dos grafos G y G’ son isomorfos, denotado por G ~ G’', si y solo
si existe una funcion biyectiva o entre los conjuntos de sus vértices que preserva la relacion de
adyacencia. Esto es, G ~ G’ si y sdlo si existe o : V(G) — V(G') tal que {vi,vj} € G si y sdlo
si {o(v;),o(v;)} € G.

Considerando la definicion de homomorfismo, se puede decir que un isomorfismo es un ho-

momorfismo que admite un inverso, esto significa que hay una funcién biyectiva entre los grafos.

Con el siguiente anélisis se puede verificar si dos grafos son isomorfos:
1. Deben tener la misma cantidad de vértices.
2. Deben tener la misma cantidad de aristas.

3. Deben tener el mismo grado, de manera que la funcién biyectiva envie un vértice a otro

vértice con el mismo grado.
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Ejemplo 2.3.1. Utilizando los grafos de la Figura 2.7 se verificara si cumplen con la Definiciéon

2.3.1.

Figura 2.7: Isomorfismo.

Primero se verificard que cumplen con las tres condiciones:

1. Tiene la misma cantidad de vértices (ambos grafos tienen 5 vértices).
2. Tiene la misma cantidad de aristas (ambos grafos tienen 8 aristas).

3. Tienen el mismo grado (ambos son de grado 16).
La funcién biyectiva o hace corresponder los vértices de la siguiente manera:

1, ambos tienen grado 4

2, ambos tienen grado 3

(fi) =h
(f2) =h

o(fs) = hs, ambos tienen grado 2
(f4) = hg, ambos tienen grado 4
(fs) =h

5, ambos tienen grado 3
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Para verificar si la relacién de adyacencia se preserva, se utiliza la matriz de adyacencia de

cada grafo.

Matriz adyacente del grafo G:

il fe | fs| fal fs
Alil1]1]o

0
fol1l0]1]1]0
0

11 ]1l0]o0
flol 1 o] 1|1
5100011

Matriz adyacente del grafo G':

hi | ha | hg | ha | hs
hy 1 1 1 0

0
hy | 110|110
0

hs | 1 | 1100
hgy | O | 11011
hs| O 0|0 | 1]1

Observe que las matrices adyacentes coinciden, esto quiere decir que los grafos G'y G’ son
isomorfos, en estos grafos solo varia la apariencia, estos conservan sus propiedades, es decir, se
mantiene: la adyacencia, grados, estructura, caminos y ciclos.

Un isomorfismo entre dos grafos define una relacién de equivalencia (reflexiva, transitiva y

simétrica).
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2.4. Automorfismo

Definicion 2.4.1. Un automorfismo X de un grafo G es un isomorfismo de G con el mismo.

Ejemplo 2.4.1. Observe el automorfismo que cumplen los grafos de la Figura 2.8.

X :V(G)-V(G)
A o

Figura 2.8: Automorfismo.

La Figura 2.8 se permuta de la siguiente manera:

DN V1 — U1
Vg > V2
V3 — U3
V4 — V4
V5 — Uy
Vg > Vg
V7 — U8
vg — U7

Observe que la funcién ¥ manda al vértice vy al vértice vg y al vértice vg al vértice v7. Se
puede notar que los pares de vértices que se modificaron siguen unidos a los mismos vértices en

la imagen G, por lo que, conservan el mismo grado y la adyacencia, es decir:

{v1,v2} su imagen es {X(v1), X(v2)}
{v1,v3} su imagen es {X(v1), X (vs3)}
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{v2,v4} su imagen es {X(v2),
{v2,v5} su imagen es {X(vs),
{vs,v7} su imagen es {X

{vs,vs} su imagen es {¥(vs),

Los automorfismos no son tinicos, en la Figura 2.8 solo nos muestra una posible permutacion

que se puede obtener con estos grafos, estas permutaciones no deben cambiar las propiedades

que tiene el grafo, ya que los automorfismos son isomorfismos que van sobre el mismo conjunto

de vértices.

Existe una segunda permutacién que se puede realizar a esta estructura que es la funcion

identidad (ver Figura 2.9).

% : V(G)- V(G)

U,

Figura 2.9: Funcién identidad de automorfismo.

Esta permutaciéon ¥ manda cada vértice en si mismo y se denota de la siguiente manera:

v
vy
v3
V4
U5
vg
vy

U8

1131 1 1T 11

<
i

U2

U3

V4

U5

V6

v

Ug
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Para saber cuantos automorfismos tiene cierta estructura, primero se analizan los grados y
las adyacencias de los vértices para saber cudles se pueden permutar y cudles quedan fijos. En
la Figura 2.8 se observa que solo se puede intercambiar dos vértices para que la estructura siga
cumpliendo con sus propiedades. Utilizando la férmula n! sobre el conjunto de vértices que se

pueden permutar, dos en este caso, se obtiene el nimero de automorfismos sobre un grafo 2! = 2.

2.5. Involuciones

Definicién 2.5.1. Una involucién sobre un grafo G, es un automorfismo ¥: V(G) — V(G) que

cumple lo siguiente: para todo v; en G, la funcion de la funcion de v; es v;. Es decir:

V v eG:X(E(v)=uy
Esto implica que, es un automorfismo que cumple con la propiedad de ser su propia inversa.

Ejemplo 2.5.1. Sean Gy G’ dos grafos tales que G = {v1, va, v3, v4, V5, Vg, V7, U8} ¥

G’ = {b1,ba,bs, by, b5, bg, b7, bg}. Considérese el siguiente isomorfismo X

E:Uli—>b1 USHb5
by — 1 bs — vs
UQ'-)bQ U6'_>b6
bgl—>’U2 bﬁ’_>vﬁ
U3r—>b3 U7r—)b7
by — v3 by — v7
v4 > by vg = bg
by — vy bg +— vg

En la Figura 2.10 se ilustra que, en este caso, X resulta ser un automorfismo que es su propia

inversa, por tanto es una involucién, lo que implica que G = G'.
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z (V(G)) Z (Z(V(G))

V1

GRAFO G GRAFO G’ GRAFO G

Figura 2.10: Involucién.

2.6. Conteo de aristas

Dado un conjunto de n vértices, se puede contar el nimero de aristas que tiene un grafo
simple que cumple con la condicién de que todos los vértices estén conectados entre
si, por una arista, al cual se llamara grafo completo. Una forma de calcular el niimero de
aristas para un grafo completo, serfa con una suma que indica el nimero de aristas que hay en
los n vértices dados.

Para motivar la forma explicita de dicha suma, se hara el siguiente ejemplo en el que se
llegard al caso general de un grafo completo con n vértices, partiendo desde el caso del grafo
con un vértice y agregando, paso por paso, un nuevo vértice a la vez y contando la cantidad de
aristas que implica la condicién mencionada sobre los grafos completos. En cada caso se dird

que la cantidad de aristas que implica esta condicién se generan por agregar vértices.
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Ejemplo 2.6.1. Se comenzara con el conjunto V' = {v;} que consta de un elemento o vértice

(ver Figura 2.11).

®)

Figura 2.11: Un solo vértice.

El nimero de aristas que hay en este grafo con V = {v;} es cero, ya que no hay otro
vértice para conectar con el vértice vy.
Si se agrega un nuevo vértice al conjunto anterior V', el grafo cuenta ahora con los vértices

V = {v1,v2}, observe la Figura 2.12:

©e@
Figura 2.12: Dos vértices.

Se puede considerar a este grafo como el resultado de incluir un vértice v2 en el conjunto del
caso anterior. En color rojo se marca el vértice que ya se tenia (v1) y en color verde se identifica
el vértice anadido (v2). El nuevo vértice se une al vértice anterior por una arista que los conecta
(a1).

Entonces, se puede visualizar el conteo de aristas como sigue: sumando las aristas del grafo
correspondiente al conjunto V' = {v;} y las aristas del nuevo grafo, es decir 0 + 1 = 1, se tiene
que el nimero de aristas del grafo con vértices V = {v;,v2} es 1.

Al agregar un nuevo vértice vs al conjunto V', de igual manera se utiliza el color verde para
representarlo en la Figura 2.13, este genera dos nuevas aristas as y as, que resultan de conectar
el nuevo vértice vs con los vértices anteriores (de color rojo) para que el grafo cumpla con la

propiedad de ser completo.
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Figura 2.13: Tres vértices.

Nuevamente el conteo de aristas se puede visualizar como: 0 + 1 + 2 = 3. Esto es, grafo
completo con tres vértices y tiene tres aristas.

Continuando con el ejemplo se agrega un nuevo vértice vy (ver Figura 2.14).

Figura 2.14: Cuatro vértices.

Se obtienen tres aristas a4, a5 y ag nuevas, que son las que resultan de conectar al nuevo

vértice vy4 con cada uno de los vértices anteriores.

0+14+24+3=6

Es decir, el nimero de aristas que se generan con V = {v1,v9,v3,v4} = 6.
Para finalizar, se agrega un tltimo vértice vs, de manera que el conjunto sea V' = {v1, va, v3,v4, v5}

(ver Figura 2.15).

Figura 2.15: Cinco vértices.
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Se obtienen cuatro aristas nuevas, que son las uniones del nuevo vértice con los vértices

anteriores. Esto se escribe asi
0+1+2+ 3+ 4 =10,

Es decir, el ndmero de aristas que se generan con V = {vy, vy, v3,v4,v5} = 10.
El patréon que se puede observar en este procedimiento permite concluir que si se generaliza
el procedimiento anterior para n vértices, la cantidad de aristas resultantes seria la suma de

Gauss de 0 a n — 1, donde n es el nimero de vértices, esto es:

(n— 1)n.

142+3+..+(n—1)= 5

(2.1)

Ahora, dado que la combinacién de n objetos en k formas distintas viene dada por

<Z> B k:'(nnlk)' (2.2)

y considerando el hecho de que dos vértices se unen por una arista, se puede concluir que

se tendra ( 2) combinaciones posibles para unir todos los pares de vértices cada uno con una

arista. Es decir (2>, indica que el nimero n de vértices que tiene un grafo se pueden unir en
pares por seleccién aleatoria de dos vértices del conjunto V', para generar una arista que los
conecte.

De modo que, por la ecuacién (2.2) se tiene que:

n\ n! _nn—1)(n—-2)! (n—1)n
(5) = o = i = (23)

Lo cual corresponde a la ecuacién (2.1) de la suma de Gauss.
Es decir, las siguientes tres maneras de obtener el nimero de aristas dado un conjunto de n
vértices son equivalentes: Se pueden sumar las aristas obtenidas al agregar un nuevo vértice, se

pueden utilizar la suma de Gauss o utilizar combinaciones de n en 2.
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2.7. Conjunto potencia

Como ya se vio, dado un grafo completo con n vértices, la cantidad de aristas N que tiene

_ n . .
es N = n(n2 D _ ( 2) . Para obtener el nimero de grafos simples que se pueden construir con

esa cantidad de aristas IV, serfa:

n
oN _ o5 _ 2<2> (2.4)

Esto permite obtener el nimero de grafos dado un conjunto de n vértices; estos grafos forman

un conjunto que se conoce como conjunto potencia y esta denotado por P(V).

Definiciéon 2.7.1. Dado un conjunto V de vértices, se define el conjunto potencia como el
conjunto formado por todas los subconjuntos (grafos simples) que se pueden obtener con la

combinacion de estos vértices (dos a dos).

Ejemplo 2.7.1. Para este ejemplo se consideraron tres conjuntos distintos de vértices:
V ={uv}, V! = {v1,va} y V" = {v1,v2,v3} con ellos se construirdn los subconjuntos de cada
uno de estos conjuntos distintos. Primero, se debe obtener el nimero de aristas que se pueden
generar con los elementos de cada conjunto utilizando las combinaciones de n en 2, es decir

2
con n = 1,2,3. Como ya se menciono anteriormente esto se lee como, tomar 2 elementos del
conjunto V para generar la arista que los conecta.

Para obtener el nimero de subconjuntos (grafos simples) se eleva 2 al nimero de aristas
n

2> , para indicar que este conjunto de aristas se va a unir

generadas anteriormente, es decir 2<
de dos en dos (vértices).

El primer conjunto V' = {v; }, es un conjunto que consta de un solo elemento (vértice). Como
se puede observar no se puede generar una arista con un solo vértice, por lo que <;) = 0.

El ntimero de aristas del conjunto V es igual a 0, es decir no hay candidatos a ser

aristas. Se puede construir un conjunto que se denota de la siguiente manera:
Ay = {{0}} conjunto de cero aristas.

El subconjunto (grafo simple) que se puede obtener seria 2° = 1, que se define como G =
(V, Ay), formado por el conjunto V' y con el conjunto A; que es vacio y se ilustra de la siguiente

manera (ver Figura 2.16):
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Gi=(V, A1)

Figura 2.16: Grafo G.

Observe que (G tiene al vértice v1 y no tiene aristas, en este caso se llamard conjunto vacio.

El conjunto potencia del conjunto V' = {v;} es:
PV)={G} ¢ PV)={{0}}

El segundo conjunto es V' = {wvy,v}, un conjunto que consta de dos vértices. Se puede
seleccionar dos elementos donde hay dos elementos y se puede hacer solo una vez <§> =1.

El nimero de aristas del conjunto V es igual a 1, es decir hay un candidato a ser
arista, entonces se pueden obtener dos conjuntos: la arista vacia y la nueva arista

generada, los cudles se denotan de la siguiente manera:

Ay = {{0}} conjunto de cero aristas.

Ag = {{v1,v2}} conjunto que tiene a la arista que une a los vértices vy y va.

El ntimero de subconjuntos (grafos simples) que se puede obtener serfa 2! = 2, que se definen

como G1 = (V, A1) y G2 = (V, Ag) y se ilustran de la siguiente manera (ver Figura 2.17):
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® ®

Gi=(V, A1) G2=(V, A2)

- J

Figura 2.17: Grafos con dos vértices.

El conjunto potencia del conjunto V' = {vy,va} es:
P(V)={G1,G2} ¢ P(V)={{0},{vi,v2}}

El tercer y ultimo conjunto que se ejemplifica es V' = {v1,v2,v3}. Un conjunto que consta
3
de tres vértices, las aristas que se pueden generar en V son <2> = 3, es decir hay 3 candidatos

a ser arista y son {v1,ve}, {v1,v3} y {ve,vs}.

Los posibles conjuntos que se pueden obtener con la combinacion de estas tres
aristas son:

Ay = {{0}} conjunto que no tiene aristas.

Ag = {{v1,v2}} conjunto que tiene solo una arista que conecta los vértices v1 con vs.

Az = {{v1,v3}} conjunto que tiene solo una arista que conecta los vértices v; con vs.

Ay = {{v2,v3}} conjunto que tiene solo una arista que conecta los vértices vy con vs.

As = {{v1,v2},{v1,v3}} conjunto que tiene dos aristas que conecta a los tres vértices de la

siguiente manera vy con vz y v1 con vs .

Ag = {{v1,v2},{v2,v3}} conjunto que tiene dos aristas que conecta a los tres vértices de la

siguiente manera v; con vz y vz con vs .
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A7 = {{v1,v3},{v2,v3}} conjunto que tiene dos aristas que conecta a los tres vértices de la

siguiente manera vy con vs y ve con vs .

Ag = {{v1,va}, {v1,v3},{v2,v3}} conjunto que tiene tres aristas que conecta a los tres vérti-

ces de la siguiente manera vy con vg, v1 CON V3 y V2 CON V3 .

El ntimero de subconjuntos que se pueden obtener es 23 = 8, es decir son 8 grafos simples

que se pueden construir dadas 3 aristas y se ilustra de la siguiente manera (ver Figura 2.18):

e
@ @ Gs=(V, As)
© g o

@ Gs=(V, A3) Ga=(V, As) @ @ @

@ Ge=(V, As)
Gi1=(V, A1)

5 O
\ G2=(V, Az) G7=(V, A7)

Figura 2.18: Grafo con tres vértices.

El conjunto potencia del conjunto V' = {vy, v, v3} es:

P(V) ={G1,G2,G3,G4,G5,Ge, Gr, Gg }

O~

P(V) = {{w}v{{Ul’UQ}}v{{01703}}7{{U27U3}}’{{U17U2}7{01703}}7{{Ubv?}?{v?)v?’}}v
{{2}1’2}3}7{02703}}’{{vl’UQ}’{Ulvv3}’{v2av3}}}
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En la Figura 2.18 se puede observar que G1 = (V, A1) es un grafo formado por cero aristas,
los grafos Go = (V, A2), Gs = (V, As), G4 = (V, A4) son 3 subconjuntos (grafos simples) que
estdn construidos con una sola arista, los grafos G5 = (V, As), G¢ = (V, 4g), G7 = (V, A7) estan
formados por 2 aristas cada uno y por ultimo el grafo Gg = (V, Ag) esté formado por las 3 aristas
que genera el conjunto V que es la que une a los 3 vértices.

Estos son grafos simples no dirigidos, entonces se cumple:

{vr,v2} = {v2,u1}
{v2,v3} = {vs,v2}
{v,v3} = {v3, 1}
En particular observe que el grafo G5 = (V, As) se puede ver de cualquiera de estas formas

(ver Figura 2.19):

Lo que implica que

Hor,vah {1, 03t} = {{vz, v}, {v1,v3}} = {{v1, va}, {vs, v1}} = {{v2, v1}, {vs, v1}}

®
®
®
@
®

®)

Gs=(V, As)

Figura 2.19: Formas de un grafo.

En general si el conjunto tiene n vértices, por ejemplo V' = {vy,va,v3,...,v,}, entonces se
tiene:

’ . n . .
#{ntmero de aristas generadas de {v1,va,v3,...,v,}} = <2> candidatos para ser aristas.
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n
#{ntmero de grafos distintos con vértices {v1,va, v3, ..., vp}}=2 (2) tantos como subcon-
n
juntos se puedan seleccionar de {1,..., <2> .

Dado un conjunto de cuatro vértices V' = {vy, va, v3,v4}, el niimero de grafos simples que se

pueden obtener son:

P(V)=25=64

El exponente se obtiene de las combinaciones de (;) = 6, que se interpreta como todas
las combinaciones posibles para unir todos los pares de vértices con una arista de cuatro que
se tienen disponibles. Observe que el nimero de subconjuntos crece de manera exponencial a
medida que se agregan vértices, para un subconjunto de cinco vértices el niimero sera (Z) =10
donde P(V) = 20 = 1,024.

Todos los grafos simples del conjunto potencia se denotan por una pareja de la siguiente

manera.:
G = (V, A)

donde V' es un conjunto de vértices y A el subconjunto de aristas que generan una construccién
llamada grafo que se realiza sobre el conjunto V.
Note que se ha omitido a la funcién de indicencia ¢ para denotar a estos grafos, es decir, la

forma de representar a los grafos serd como el par G = (V, A).

Ejemplo 2.7.2. Se presentan a continuacion 3 ejemplos de grafos donde se utilizara esta nota-

cién de su construccion.

Figura 2.20: Tres vértices.
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La Figura 2.20 nos muestra un grafo simple que se denotard como la pareja G = (V, A)

donde
V = {v1,v2,v3}
A = {{v1,va}, {v1,v3}, {v2,v3}} = {a1, a2, a3}

Un arbol con raiz es la pareja G = (A, Vg) donde

VR = {U07U17U2,U37U4,U5,U6,U7,Us,vg,vlo7v11}
A = ({vo}, {{vo,v1}, {vo, v2}, {vo, vs}, {v1,va}, {v1, 05}, {v1,v6},
{UQ) U7}7 {7)37 7)8}, {037 09}7 {U67 U10}7 {U97 Ull}})

Figura 2.21: Arbol con rafz.

Recuerde que este tipo de estructura recibe el nombre de arbol con raiz si hay un vértice

fuente (cuyo grado positivo es cero), en este caso caso la raiz de la Figura 2.21 es {vo}, ademds

las aristas tienen una orientacién natural hacia o desde la raiz, en este caso se tiene un grafo

dirigido cuyas aristas tienen una orientacién hacia abajo.
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Definicion 2.7.2. Un grafo ciclo o ciclo orientado es un camino simple cerrado, es decir, en
el que no se repite ningin vértice, salvo el primero con el dltimo. Un grafo ciclo con n vértices

tiene n aristas, es decir el numero de vértices es igual al nimero de aristas.

Para este caso se tiene la pareja G = (A,V) donde

= {v1,v2,v3, 04,05}

A = {(01704)7 (U4’ 1}5)7 (1}5,1}2), <U27U3)) (U37 Ul)}

Figura 2.22: Ciclo orientado.

En los capitulos anteriores se menciona qué es un ciclo y cudndo un grafo tiene un ciclo, pero
no se habia definido un grafo ciclo hasta este punto. Con las bases de la teoria de grafos que se
revisaron en los dos primeros capitulos se puede incursionar en el tema de teoria de especies que

se abordard en el siguiente capitulo.



Capftulo 3 FEspecies de estructuras

El capitulo comienza con la definicién del concepto de especie de estructuras y se (analizan)
presentan algunos ejemplos con el objetivo de desarrollar elementos de la teoria de especies que
sirvan para analizar estructuras discretas, tanto etiquetadas como no etiquetadas, entre las que
se pueden encontrar: drboles, grafos y permutaciones, entre otras.

3.1. Especies de estructuras
Definicion 3.1.1. Una especie de estructuras es una regla F que produce,
i) para cada conjunto finito V', un conjunto finito F[V],
it) para cada biyeccion entre conjuntos finitos o : V — U, una funcion
Flo]: F[V]— F[U].
Las funciones F|o] deben satisfacer ademds las siquientes propiedades funtoriales':

a) Para las biyecciones o : V - U y7:U — W,
Flroo] = F[r]o F[o].
b) Para la funcion identidad Idy : V — V,
Flldy] = Idppy-

Un elemento s € F[V] se llama una F-estructura sobre V. o una F-especie de estructura
sobre V' (también se conoce como una estructura de especies F' en V). La funcion Flo] se
llama transporte de F-estructuras a lo largo de o. Las tres expresiones siguientes se consideran

equivalentes:

= s es una estructura de especie F en V;

1Un funtor o functor es una funcién de una categoria a otra que lleva objetos a objetos y morfismos a morfismos

de manera que la composicién de morfismos y las identidades se preserven.

o8
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» s€ F[V];
m s es una F-estructura en V.

Para explicar de forma detallada la Definicién 3.1.1, se definird primero una estructura y se

dard un ejemplo, seguido de esto se usara otro ejemplo para mostrar el transporte de estructuras.

Definicion 3.1.2. Una estructura s es como se denomina a cualquier resultado de aplicar una
construccion y sobre un conjunto V, donde V' es el conjunto subyacente de la estructura s, o s

es una estructura construida desde (o etiquetada por) el conjunto V' y se denota por el par

s=(V,7).

Un grafo G = (V, A) es un ejemplo de estructura o una construccién que se realiza en un

conjunto V' de vértices.
Ejemplo 3.1.1. Un ejemplo de estructura

Sea G = (V, A) un arbol con raiz donde:

= {’U(], V1, V2, V3, V4, U5, Ug, U7, U8, V9, U10, ’U11} es el conjunto subyacente.

({U0}7 {{1)0, 1)1}, {U()v U2}7 {U07 U3}v {vla ’1)4}, {Ula U5}>

{v1,v6}, {va,v7},{vs,vs}, {vs, v}, {ve,vi0}, {vg,v11}}) es la construccién sobre V.

Figura 3.1: Estructura s: Arbol con rafz.

Observe que el grafo G representa a la estructura s que se menciona en la Definicién 3.1.2.

También existen estructuras que son lineales (grafos lineales), estas tienen la forma de linea

recta, comienzan en un vértice y va dirigido vértice a vértice hasta llegar al ultimo.
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Ejemplo 3.1.2. Ejemplo de estructura lineal

Sea G = (V, A) un grafo, donde V' = {wvy,va,v3,v4,v5,06} y A = {(v1,v2),{ve,v3}, {vs, va},

{v4,v5},{vs,v6}}, con él se construye la estructura lineal mostrada en la Figura 3.2.

[ @0~ |

Figura 3.2: Estructura lineal.

Una forma de generalizar los ejemplos anteriores es mediante un enfoque al transporte de

las estructuras a lo largo de biyecciones.

3.2. Transporte de estructuras

Una estructura s se puede transportar a otra estructura r mediante un isomorfismo o que
toma a los elementos de la primer estructura (dominio) y los manda a los elementos de la segunda

estructura (contradominio), es decir:
gis—T

Observe que graficamente se puede describir el transporte de estructuras a través de o, donde
los elementos de las estructuras se denotan como s;,s; € s y 7;,7; € r. El siguiente diagrama

conmutativo mostrado en la Figura 3.3 es un ejemplo.

S ———> O-(Sz) =T
gl o(v)

8 ——> 0(s))=r

Figura 3.3: Diagrama de transporte de estructuras.
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Este diagrama muestra el transporte de la estructura s a la estructura r» mediante la funciéon
o, donde o toma los elementos s;,s; € s y los manda a los elementos r;,r; € r de la siguiente
manera:

o(s;) = r;, quiere decir, que la funcién o toma al elemento s; y lo manda al elemento r;.

o(s;) = rj, quiere decir, que la funcién o toma al elemento s; y lo manda al elemento r;.

Ejemplo 3.2.1. Se transportard un arbol con raiz G; = (V, A) donde su conjunto de elementos
son los vértices V' = {vy, va, v3, v4,v5, 6, U7, U8}, & otro arbol con raiz Go = (W, A) donde su

conjunto de vértices es W = {w1, wo, ws, wy, ws, we, wy, wg} mediante la funcién o.

Figura 3.4: El transporte de estructuras como re-etiquetado de vértices.

Observe en la Figura 3.4 que la funcién o transporta cada vértice (elemento) de la primera
estructura a la segunda, ademas el vértice vy es la raiz del arbol en la primera estructura y es
transportado al vértice wg que es la raiz del arbol de la segunda estructura. Los demds vértices

se transportan de la siguiente maneras:

o(v1) = ws o(vs) = wy
o(v2) = wry o(ve) = w3
o(vs) = wg o(vr) = wo
o(vs) = ws o(vs) = w1

Esta correspondencia que realiza o sobre los vértices de la primera estructura, permite con-

servar los grados y la adyacencia de los vértices, entonces se dice que el arbol con raiz G se ha
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transportado a un arbol con raiz Gs a través del isomorfismo o, donde el arbol con raiz Gy se

ha obtenido de la siguiente manera:
Gy =o0-Gj.

El transporte de estructuras es un re-etiquetado de vértices del conjunto V de Gy en el
conjunto de vértices W de Ga.
Observe en la Figura 3.5 que graficamente se puede describir el transporte de grafos a través

de o, con el siguiente diagrama conmutativo:

Vi— (V) =W:
g o(v)

Vj—— o(V;))=W;

Figura 3.5: Diagrama de transporte de grafos.

Se dice que los arboles con raiz G; y G2 son isomorfos, y o se le llama un isomorfismo
de G; a Gs.

Se utilizard la Figura 3.6 para ejemplificar las dos estructuras anteriores G1 y G sin etiquetar.

0:G:-G:

Figura 3.6: Tipo de isomorfismo.

Observe que las estructuras o grafos de la Figura 3.6 muestran dos estructuras idénticas

cuando se eliminan las etiquetas, a este tipo de estructura se le conoce como tipo de isomor-
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fismo, es decir los grafos o arboles con raiz G; y G2 comparten la misma estructura o tienen el
mismo tipo de isomorfismo.

Un tipo de isomorfismo no tan obvié se analiza en la Figura 3.7.

Figura 3.7: Grafos G y Go.

Intuitivamente no se puede ver a simple vista si los dos grafos de la Figura 3.7 tienen la
misma estructura, es decir, el mismo tipo de isomorfismo. Se utilizaran etiquetas y la definicién
de isomorfismo (Definicién 2.3.1) para verificar si son o no del mismo tipo de isomorfismos.

Primero note que el conjunto de vértices del grafo G1 es
V = {v1,v2,v3,v4,v5,v6, V7, V8, V9, v10} ¥ €l conjunto de vértices del grafo Gy es
Z = {z1,29, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 210 } - Aplicando la funcién o a los vértices del G; de esta

manera:

(1) = = o (ve)
(v2) = 2 a(v7)
o(vg) = 23 o(vg) = zg
(va) = 2z o ()
(vs) (

= 2z o(vio) = 210

Este isomorfismo o sobre el conjunto V permite el transporte del grafo G; sobre el grafo Gs,
reemplazando cada vértice v; € V' por el correspondiente vértice o(v;) € Z. Se dice que el grafo

G2 se ha obtenido transportando el grafo G a lo largo del isomorfismo o, y se denotaréd como:
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GQZO"Gl.

Ademsds esta funcién mantiene la adyacencia entre cada par de vértices.

Ahora observe la Figura 3.8 a la cual se le colorearon algunas de sus aristas.

Figura 3.8: Tipo de isomorfismo con etiqueta.

Si se recorren todos los vértices del grafo (G; iniciando desde el vértice vy hacia el vértice
vo, es decir en sentido de las manecillas del reloj, y se recorren todas las aristas de color negro
se llegard al mismo vértice v1, obteniendo un ciclo hamiltoniano; este mismo ciclo se puede
observar en la estructura G, si se recorren todas las aristas de color negro iniciando desde z;
hacia el vértice z9 se finalizard en el mismo vértice z.

Los demads colores de las aristas permiten observar los vértices correspondientes en ambas
estructuras, mostrando que, efectivamente son del mismo tipo de isomorfismo.

Hasta este momento ya se ha explicado el concepto de estructura utilizando grafos, también
se reviso el concepto de transporte, el cual fue ilustrado con un ejemplo, de manera natural se

abordard el concepto de conjunto de estructuras que se conoce como especie.

3.3. Especie §

La especie G es una regla que toma a los elementos del conjunto V' y produce un conjunto
G[V] formado por todos los grafos simples (G-estructuras) que se pueden formar sobre V. En
este caso el conjunto V es finito y la naturaleza de sus elementos son vértices etiquetados. Se

denota al conjunto G[V] como

GVl ={G|G = (V,A) , es un grafo simple}.
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Hablando naturalmente, la especie de grafos simples G es una funcién que convierte un

conjunto de etiquetas en el conjunto de grafos con esas etiquetas.

Ejemplo 3.3.1. Dado el conjunto V' = {wvj,v2,v3}, se obtendra el conjunto G[V] de todos
los grafos simples posibles que se pueden formar con 3 vértices. En este caso en particular, el
conjunto G[V] estd formada por 8 grafos simples que se pueden formar en el conjunto dado V'

como ya se explicé en la Seccién 2.7 (ver Figura 3.9).

)

F e @

© o
Gs=(V, A3) Ga=(V, As) @ @ @

@ @ @ Ge=(V, As)
Gi1=(V, A1)

) O—w)—v)
\ G2=(V, A2) G7=(V, A7)

Figura 3.9: Elementos del conjunto G[V].

En este caso particular los elementos de la especie G[V] son:
GVl = G[{V1, V2, Va}] = {G1, Ga, G3, G4, G5, G, G, Gis }-

Es importante destacar que ahora los grafos son elementos de la especie G[V], donde G[V] es
un conjunto finito.

Observe que las siguientes expresiones de los elementos del conjunto G[V] son equivalentes:

» G = (V,A) es un grafo simple que se puede formar con el conjunto dado V.
» G =(V,A) es un elemento de G[V], es decir G € G[V].

» G =(V,A) es una G-estructura en V.

Cada isomorfismo o : V' — U induce, por transporte de estructura, una funcién

Glo]:GlV] — gG[U]
G — o-G
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que describe el transporte de grafos a lo largo de o. Si se tiene un grafo G (elemento) de la
especie G, es decir, G = (V, A) € G[V] entonces G[o|(G) = (V,0 - A) donde o - A es el conjunto
de pares {o(v;),0(v;)} que forman una arista en U, que son las imégenes de las aristas {v;,v;}

de V. Por tanto, cada arista {v;,v;} de G esta re-etiquetada como {o(v;),o(v;)} en U por o-G.

Ejemplo 3.3.2. Dados dos conjuntos V' = {vy,v2} v U = {u1,us}, se obtiene la especie de

grafica simple que se puede formar con cada uno de ellos.

Glo] : GIV] — g[U]

/@@ G“LG&@@\

Gi=(V, A1) Ga=( U, A3)
@ Gs 5| 0- G2
-
G2=(V, Az) Ga=( U, As)

\ Especie G[V] Especie G[U] /

Figura 3.10: Elementos de la especie G[V] y de la especie G[U], respectivamente.

En la Figura 3.10 se puede observar que los conjuntos V y U tienen la misma cantidad de
elementos (vértices) entonces las especies tienen también la misma cantidad de elementos (grafos
simples), es decir:

Especie 1: G[V] = G[{v1,v2}] = {G1 = (V, 41),G2 = (V, A2)}
Especie 2: G[U]| = G[{u1,u2}] = {Gs = (U, A3),G4 = (U, A4)}
Observe ademdas que, como existe un isomorfismo ¢ entre los conjuntos V' y U, entonces

se puede transportar cada elemento (grafo) de la primer especie a otro elemento (grafo) de la

segunda especie, este transporte de estructuras induce la funcién:

Glo] : G[V]—=G[U]
G — oG
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Entonces como este transporte de grafos es solo un re-etiquetado de vértices y aristas por

o, se puede tener otro isomorfismo 7 que lleve al conjunto U en W re-etiquetando de nuevo los

vértices y las aristas:

c:V-oUyrt:U—->W

Entonces se cumple que:

glr o o] = Glr] o G[o].

Ademsds esta funcién o manda la identidad de un conjunto a otro, es decir:

Idy : V=YV,

Glldy] = Idgy,

se tiene

Estas dos igualdades expresan la funtorialidad de los transportes de las estructuras Glo].

Observe la Figura 3.11. La especie G envia un conjunto de etiquetas a un conjunto de estruc-

turas G[V]. Este esquema ilustra la definicién dada, particularmente con la especie G, asi como

sus propiedades funtoriales.

V= {’b:’l,’U:z,’U:3} J g[vl =
(o)

vy v

U= {ta,u2,us} —— Gl -
T

N T

g
W = {fwi,w2,w3} — GIW] =

® 4 e—0—®
® 6 @ atvie @
Gs=(V, As) Ga=(V, As) @ @ @ ‘
® ® e | —
Gi=(V, A1) @ @ @ @ Go=(V, As)
Ge=(V, Az) Gr=(V, A7)
Y g[o-] Y Y
® B—w—w
® o & S| 80| o
@) o A%L) @j‘:( e Gs:As ) @‘@
Gi=(U, A1) Go=(U, As)
Ge=(U, Az) © G’:“’ ’
Y g[T] Y Y
@ @ @\@ wr—w—w)
@ @ @ Gs=(W, As)
@ G3=(W, As) Ga=(W, As) @ @ @
@ Ge=(W, As)
Gi=(W, A1) @ @ @ Ge=(W, As)
Go=(W, Az) Gr=(W, A7)

Figura 3.11: Esquema que ilustra la definiciéon de especie de estructura G.
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Usando transporte de especies, se puede permutar las etiquetas de los grafos de la Figura

3.9, como se muestra a continuacién:

g: V1 — U9
Vg — U3

V3 — U1

El transporte G[o] mapea el grafo sin aristas en si mismo y el grafo completo (grafo con
tres aristas) también en si mismo. Ademds, crea un ciclo de longitud tres entre los grafos con
exactamente una arista, un ciclo también de longitud tres entre los grafos con exactamente dos

aristas, representados en la Figura 3.12.

/® 1 o )

/V

Gi=(V, A1)

(v
@‘@ 00— +— @) +— o)—0)—©

G7=(V, A7) Ge=(V, As ) Gs=(V, As)

N Bl

Figura 3.12: Aplicando G [(123)] a los ocho grafos etiquetados en tres vértices.

Existen diferentes formas de obtener especies de estructuras: 1) Usando axiomas tedricos de
conjuntos, 2) Mediante una descripcién explicita de los conjuntos F[V] y las funciones de trans-
porte Fo], 3) Mediante la aplicacién de operaciones a especies conocidas y 4) Describiéndolas

mediante ecuaciones funcionales.
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3.4. Ejemplos de las diferentes formas de obtener especies de

estructuras

3.4.1. Especies definidas usando los axiomas tedricos de conjuntos

En las tablas 3.1 y 3.2 se listan varios ejemplos de especies que estan definidas por medios
de axiomas tedricos de conjuntos. Ademds, se da a conocer su notacién, una breve descripcion

de cada una de ellas y un ejemplo de sus elementos (estructuras).
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Especies definidas usando los axiomas tedéricos de conjuntos

Especie Descripciéon Ejemplo

Esta especie representa a los arboles

con raiz, que son un tipo de grafo

Especie A
en el cual un vértice se distingue del
resto.
Esta especie representa a las grafos
simples, que son los que a lo sumo
Especie G

tienen una arista uniendo dos vérti-

ces cualesquiera.

Esta especie representa a los grafos
simples conexos, es decir a los grafos
Especie G¢ | simples que cumplen que, para todo
par de vértices v; y v; de G existe

una trayectoria de v; a v;.

Esta especie representa a los arbo-
Especie a | les, es decir a los grafos simples co-

nexos y sin ciclos.

Esta especie representa a los grafos
dirigidos, es decir a los grafos en los
Especie D
cuales sus aristas tienen un sentido

definido.

Cuadro 3.1: Especies definidas usando los axiomas teéricos de conjuntos.
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Especies definidas usando los axiomas tedricos de conjuntos

lineales o totales.

Especie Descripcién Ejemplo
Esta especie representa al conjunto
potencia de un conjunto V, que es
. C g | 0
otro conjunto formado por todos los ® Ol I @)
Especie p ) . ® W @, O—6—6 ‘
subconjuntos del conjunto V, ® ® vy | @—®
G1=(V, A1) @ Go=(V, As)
& O—o—®
Ga(V, Az) Gr=(V, A7)
p(VI ={S|ScV}
Esta especie representa a las invo-
Especie luciones, es decir, a las funciones /I/ V\XX . I/ V\X — ' \
Inv (endofunciones) que son su propia AN ; k %
inversa.
Esta especie representa a las permu- o2 @ a0 e—a@
Especie S | taciones, es decir, endofunciones bi- “ ' ” H><H “ ' “
® ®
yectivas. stave) v v Stave)
Grafo inicial Grafo final
Esta especie representa a las permu-
Especie C
taciones ciclicas o ciclos orientados.
Esta especie representa a los 6rdenes
Especie L [ O~~~ ]

Cuadro 3.2: Especies definidas usando los axiomas teéricos de conjuntos.
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Existen dos especies méas: 1) La Especie Par, la cual representa a las particiones de con-
juntos, que cumplen con estar formados por subconjuntos tales que, al unirlos son iguales al
conjunto inicial. 2) La Especie End, la cual representa a las endofunciones, aquellas funciones

cuyo dominio es igual a su contradominio,
End[V]={¢ | ¢: V= V}

3.4.2. Construccién explicita de especies

Algunas especies de estructuras se pueden definir con una descripcion explicita, si la estruc-
tura de la especie F' es particularmente simple o no es muy numerosa, tal descripcién se hace
con los conjuntos F[V] y la funcién transporte F[y].

Se muestran a continuacién algunos ejemplos de este tipo de especies.

1. La especie de conjuntos F. Dado un conjunto V, la especie F es igual al conjunto V'

y se denota por:

EV]={V}

SR & oN
© © 5 l@ ®°

® @ ® @

\ Conjunto V Especie E [V] j

Figura 3.13: Especie E.

Ejemplo 3.4.1. La Figura 3.13 nos muestra a los elementos del conjunto V', es decir, se tiene

V = {v1,v2,v3,v4, v5, 06, v7} donde la especie E sobre V es:

E[V] - E[{’Ula’UQaU37U4>U57U67U7}] - {V} - {{UlaUQaU3aU47U57U67U7}}
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Para cada conjunto finito V', existe una tnica E-estructura sobre V' (elemento de la especie

E) por lo tanto la cardinalidad de la especie E es 1, es decir |[E(V)| = 1.

2. La especie de elementos e. Dado un conjunto V', la especie € es igual a los elementos
de V', es decir las estructuras en e son simplemente los elementos del conjunto V' y se denota

por:

eV]=V.

(o @ © ©
@@@@

©® @ ® @

\ Conjunto V Especie € [V] /

Figura 3.14: Elementos de V' y especie e.

Ejemplo 3.4.2. La Figura 3.14 nos muestra un ejemplo de un conjunto

V = {v1,v9,v3,v4,v5,v6, v7}, donde la especie € sobre V es:
G[V] = 6[{"[)1,"UQ,"U371)4,’U5,’U6,'U7}] = {1)1,1)2,1)3,1)4,1)5,1)6,1)7}.

Para cada conjunto finito V, existe una tinica e-estructura sobre V' (elemento de la especie €).
La cardinalidad de la especie € es igual al nimero de los elementos de V, es decir |e(V)| = |V,

donde |V| representa al nimero de elementos de V.
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3. La especie X. Dado un conjunto V, la especie X es caracteristica de los conjuntos con
un elemento (singletones) y se define por:
{V} si|V|=1

X[V]=
0 en otro caso

® ©

©
©

\ Elementos de V Especie X[V] /

Figura 3.15: Especie singleton.

Ejemplo 3.4.3. La Figura 3.15 nos muestra un ejemplo de un conjunto V' = {v1,vs}, donde
|V | = 2, dado este conjunto esta claro que no se puede formar ninguna X-estructura (elemento

de la especie) entonces la especie X es vacia, es decir:
X[V] = X[{v1,v2}] =0, ya que |[V] # 1

En cambio si se da un conjunto que tiene un solo elemento (ver Figura 3.15), por ejemplo
V = {V1}, donde la cardinalidad del conjunto V" es 1, entonces se puede formar una X-estructura

sobre V', que es la siguiente:
X[V]=X[W]={Vi}, yaque [V[=1

La cardinalidad de la especie X es:
|X (V)| =1 si el conjunto V tiene un elemento.

|X (V)| = 0 si el conjunto V' tiene dos o mds elementos.
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4. La especie 1. Dado un conjunto V, la especie caracteristica del conjunto vacio () de el
conjunto dado, se denota por:
{V} siV =0,

1[V] =
0 en otro caso

Ejemplo 3.4.4. Dado un conjunto V' = {vy,ve, v3,v4,vs,v6,v7} que tiene 7 elementos, no se
puede formar una l-estructura (elemento de la especie 1) con este conjunto dado. En cambio
se puede ver que si se da un conjunto V = (), el cual no tiene elementos, la definicién de esta

especie nos permite formar un elemento de la misma.

1[V] = 1[{v1, va, v3,v4, v5, v, v7}] = 0, es decir la especie 1 no tiene elementos.
1[V] = 1[0] = {0}, es decir la especie tiene al elemento vacio.
La cardinalidad de la especie 1 es:
|1(V)] =1 si el conjunto V no tiene elementos, es decir es vacio.
|1(V)] = 0 si el conjunto V' tiene dos o més elementos.
5. La especie Fs. Esta especie es caracteristica de un conjunto de dos elementos y se denota
por:
v = { V) svI=2,
0 en otro caso
Solo para un conjunto con dos elementos, se puede formar una FEs-estructura de la especie

E, (ver Figura 3.16).

/@@@ @\

@@

® ®
©) ®)

\ Conjunto V Especie E:2[V] /

Figura 3.16: Especie Ej.
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6. La especie vacia. Dado un conjunto V, la especie se representa con el conjunto vacio ()

del conjunto dado, y se denota por:
o[v] = 0.

Es decir, para cualquier conjunto dado V', siempre habrd un 0-estructura (elemento de la

especie vacia) sobre V.

3.4.3. Definicién de especies usando operaciones combinatorias

Algunas especies de estructuras se pueden definir mediante operaciones que se realizan a
especie conocidas, las operaciones que se utilizan para obtenerlas son: la suma, multiplicacién,

sustitucién, diferenciacién, entre otras.
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ESPECIES DEFINIDAS USANDO OPERACIONES COMBINATORIAS

Especie

Operacion

Descripcion

E:1+E+

Esta especie de conjuntos E también resulta de
la suma de la especie 1 y la especie E (la especie

E. representa a los conjuntos no vacios).

E3

E3=FE-FE-FE

E3 es la especie de tricoloracién y se obtiene de

multiplicar tres veces la especie de conjuntos E.

S =F - Der

La especie S de permutaciones o endofunciones
biyectivas y resulta de multiplicar la especie E'y
la especie Der (Der es la especie que representa

a los desarreglos).

H=L(A)

La especie H representa a los setos (o listas) de
arboles enraizados, y se obtiene de sustituir a la

especie A en la especie L.

Bol

Bol = L(E,)

La especie Bol representa a las particiones or-
denadas y resulta de la sustitucién de la especie

FE en la especie L.

Cuadro 3.3: Especies definidas usando operaciones combinatorias.
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3.4.4. Especies de estructuras que se describen mediante una ecuacion fun-

cional

La tabla (3.4) muestra las especies que satisfacen una ecuacién funcional.

ESPECIES DESCRITAS POR UNA ECUACION FUNCIONAL
Especie Descripcion Funcion

" Esta especie representa A=X E(A)
a los arboles con raiz.

. Esta especie representa L—14+X-L
a los ordenes lineales.
Esta especie representa

Ar a los arboles con raiz AL =X - L(AL)
con ramas ordenadas.

Cuadro 3.4: Especies descritas por una ecuacién funcional.

Hasta aqui se han presentados los conceptos bésicos de la teoria de especies de estructuras.

Como se vié la definicién de especie de estructuras pone énfasis en el transporte de estructuras

a lo largo de biyecciones, lo cual es 1til para la numeracién de estructuras etiquetadas y no

etiquetadas, asi como para analizar el concepto de series de potencias el cual se presenta en el

siguiente capitulo.
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En este capitulo se vera que existen series formales de potencias que se pueden asignar a una
especie F, las cuales estdan relacionadas con el conteo de sus elementos, es decir, con el conteo
de F-estructuras. Con estas series se pueden tener representaciones algebraicas de las especies

que permiten manipularlas y/o analizarlas.

4.1. Series asociadas a especies de estructuras

Como se vio en el Capitulo 3, las F-estructuras pueden estar etiquetadas o no, ya que si se
tiene s € F[V] en un conjunto V', este se denomina estructura etiquetada, mientras que, una
estructura sin etiqueta es un tipo de isomorfismo de F-estructuras. Se ejemplifican tres series

que se pueden asociar a las especies F.

1.- Serie generadora o exponencial de F. Esta serie esta relacionada con el conteo de

F-estructuras etiquetadas y se denota como F(x).

2.- Serie generadora de tipos de F: Esta serie esta relacionada con el conteo de F-

estructuras no etiquetadas y se denota como F(z)

3.- Serie de indices de ciclo de F'. Esta serie se utiliza como una herramienta general de

conteo y se denota como Zp(x1,xa,...).

Estas series sirven para “codificar” toda la informacién relativa a la enumeracién de F-
estructuras etiquetadas o no etiquetadas. Observe que para cualquier conjunto finito V', el
numero de F-estructuras sobre V solo depende de la cantidad de elementos de V' (y no de
los elementos de V), es decir, |F[V]| sélo depende de |V, sin importar la naturaleza de los

elementos del conjunto V.

Notacién
» Se utilizard [n] para designar el conjunto {1,2,3,...,n}.
» Se usard F'[n] para designar el conjunto F[{1,2,...,n}], en lugar de F[[n]].

79
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Si la cantidad de elementos del conjunto V' es n, entonces el conjunto V se definird de la
siguiente manera:

V:=[n] ={1,2,...,n}, ya que las cardinalidades |F[V]| estan caracterizadas por la sucesién
de valores f,, y por lo tanto f,, = |F[n]| := numero de estructuras que se pueden formar con el

conjunto [n].

4.1.1. Serie exponencial de F

La serie generadora exponencial es una herramienta que nos permite enumerar las F-estructuras
etiquetadas en F[U] para una especie F. Esta informacion se registra en los coeficientes de la

serie infinita.

Definicion 4.1.1. La serie generadora o serie exponencial de una especie de estructura F

es la serie formal de potencias:

Fz)=Y_ f””fn (4.1)
n=0

n:

donde f, = |F[n]| representa al nimero de F-estructuras etiquetadas sobre un conjunto V de n

elementos.
Observe que esta serie es de tipo exponencial en la variable z, es decir, es del siguiente tipo

x™ 2 2l
TR I TR
En general, si

G(x) = Zgnx”
n=0

entonces el coeficiente que acompana al término x™ se representa de la siguiente manera
n —
[z"]G(x) = gn

Recuerde que g, = |G[n]|, ya que este coeficiente representa al nimero de G-estructuras
etiquetadas sobre un conjunto V' de n elementos.
En cambio para la serie formal de potencias de la ecuacién (4.1), el coeficiente esté repre-

sentado por:
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Ademas al utilizar la serie de Taylor de F'(x) y evaluarla en cero se obtiene

e F(a) = T L)

’x:U (42)

Definicién 4.1.2. La serie de Taylor de una funcion f(x) infinitamente derivable definida

alrededor de x = a con a un intervalo abierto, se define como la siguiente suma

o~ A" f(a) (z —a)"

dz™ n!

= f(@)+ LD o

L fMa)@ —a)? f"(a)
1!

91 +...+ oy

n=0
En el caso donde a = 0 se le conoce como la serie de Maclaurin.

A continuacién se daran dos ejemplos de especies de estructuras: Especie L y la especie C
mencionadas anteriormente, donde la naturaleza de sus elementos seran vértices de un grafo.
Obteniendo la cardinalidad de estas especies y utilizando la serie de Maclaurin se calculara el

numero de F-estructuras sobre V y se demostrara su respectiva identidad.
Definicién 4.1.3. Sea V' un conjunto finito, L[V] denota los drdenes lineales sobre [V].

Ejemplo 4.1.1. Sea V = [3] = {v1,v2,v3} un conjunto que consta de tres vértices (elementos),

el conjunto L[V] de érdenes lineales se puede expresar de la siguiente manera:

L[V] = {(’011)21)3), (1)21)1’1)3), (1231)11)2), (1)11)3112), (7)2’031)1), (1)31)21)1)}.

En la Figura 4.1 se pueden analizar utilizando estructuras de grafos.

4 )

\ /

Figura 4.1: Especie de orden lineal.
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Como Ln| son los érdenes lineales sobre [V] entonces |L[n]| = n!. Observe que se pueden
construir 6 L-estructuras etiquetadas sobre [V], ya que si se sustituye n = 3 se tiene que
|L[3]| = 3! = 6. De aqui se puede concluir que:

|L[n]| =1, =n!

Proposicion 4.1.1. Si L es una especie, entonces se cumple la siguiente igualdad combinatoria

Demostracion. Usando la Definicién 4.1 se tiene: O

L) = 5 S ) S = S~ S =

! ! ! 11—z
n>0 n>0 n>0 n>0

0

Al aplicar dndl;(f) |lz—0 al ejemplo en particular, se deben obtener las primeras tres derivadas

de la funcién L(x) ya que L se forma con el conjunto V que consta de tres elementos, lo que
implica que sélo se obtendran los primeros tres términos de la serie de Maclaurin, por lo que se

tiene

dL@) AN 1
de " da \1—2) """ 1 =)0

d’L(x) d? 1 2
o= () = s
dx dz?> \1—x (1—x)
d3L(x) d? 1 6
3 |w=0 = 3 |I=0 = 4 |:E=0 =6
dx dz3 \1—x (1—x)

Observe que 6 es el mismo resultado obtenido en la Seccién 2.1 donde el total de permuta-
ciones que se pueden obtener con tres elementos (vértices) es 3!=6, el cudl es un caso particular

de esta generalizacion.

Definicién 4.1.4. Sea V un conjunto finito, C[V] denota las permutaciones ciclicas sobre [V].
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Ejemplo 4.1.2. Analizando las C-estructuras que se pueden formar con los conjuntos

Vi=2] = {vi,v2} y V? = [3] = {v1, vq,v3}, se obtendrd |C[n]] .

En el conjunto V! solo se puede construir una C-estructura C[V!] = {(vi,v2)} (Esta per-

mutacién manda a v; a va y a v2 a vi.) y en el conjunto V2 se forman dos C-estructuras:

ClV# = {(v1,v2,v3), (v1,v3,02)}

En el conjunto V! se tiene que n = 2 entonces se obtiene que |C[2]| = 1. En el conjunto V2
se tiene que n = 3 entonces |C[3]| = 2. En la Figura 4.2 se analizan mediante estructuras de
grafos.

Figura 4.2: Especie de permutacion ciclica para n = 2 y n = 3 respectivamente.

Se analizara la especie de permutacién ciclica para n = 3:

\4 A
(V1,V2,V3) (V1,V5,0>)

Figura 4.3: Permutaciones ciclicas para n = 3.

Observe la Figura 4.3, al tomar un elemento para permutar, por ejemplo el vértice vy se

tienen dos posibles permutaciones el v9 0 el v3, suponga que v; permuté en vy (por lo tanto ve
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permuté en v1), entonces vs solo puede permutar en si mismo, ya que sélo queda un elemento
disponible, esto se escribe como (2)(1) = 2!.
En general para un conjunto de n-elementos, la especie ciclica se puede analizar de la siguiente

manera (ver Figura 4.4):

(@1 @1 @11--'1@)

(C)l <> ] C) ] qb PR <> )

Figura 4.4: Permutaciones ciclicas para n elementos.

El primer elemento se tendria n—1 casillas disponibles, el segundo tendria n— 2 posibilidades
y el ultimo una posible permutacién.

Entonces para un conjunto V' de n-elementos se tiene que la cardinalidad de la especie C se
obtiene:

Cll| = (n—1)(n = 2)(n — 3)(n — 4)...(3)(2)(1) = (n — 1!

Es decir, como C[n| son las permutaciones ciclicas sobre [V] entonces |C[n]| = (n — 1)!. Con

esto se puede concluir que

|ICn]| = cn = (n— 1)

Proposicion 4.1.2. Sea C' la especie de permutaciones ciclicas, entonces se tiene la siguiente

iqualdad combinatoria:

C(z) = —In(1 —x).

Demostracion. Usando la Definicién 4.1 se tiene:

O =3 =S el = - =T () = (- ),

n>0 ’ n>0 ’ n>0 ’ n>0
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d"F(z)

i |z=0 al ejemplo en particular para n = 3, se tiene que derivar 3 veces la

Si se aplica

funcién C(x), por lo que se tiene:

d®(—In(1 — x)) 2

d3C(x) B B
— = lo=0 = m\xzo =

= 2.

‘xZO =

Proposicion 4.1.3. Sean S, E,e, X, 1 especies, entonces se tiene la siguiente igualdad combi-

natoria:

. Especie de permutaciones: S(z) = 1.

~

T

2. Especie de conjuntos: E(x) = e*.

3. Especie de elementos: €(x) = xe®.

4. Especie de subconjuntos: p(z) = e**.

5. Especie singular: X (z) = x.
6. Especie caracteristica: 1(x) = 1.

7. Especie vacia: 0(x) = 0.

n
2) an

n! -

o

. Especie de graficas simples: G = ano 2<

Demostracion. 1. S(z) =37, 54 57;17?” =Y oISl =30 ntlr =30 2" = ﬁ
2. B(z) =350 25 =350 |EIIEr = 0D =350 4 = €

n—1

3. €(x) = X0z i = Lo el 51 = Xz [l 57 = Xz nfir = 25,50 (o = v

n n 2 n
4 9(@) = Cuzo B = Tuso lolnl|ZF = K,z 25 = G = e

B X(2) = Lz B = Lnso X[l 5r = Xso 1 X A5 = @
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n n 0
6. 1(z) = D ,50 125 = Y50 [N % = 2,50 11015

7. 0(z) = 350 225 = 2,50 0[] %7 = 32,50(0) %7 =

nl n!

y
8. G(z) =3 >0 % =2 n>0 |9[”]|% =2 >0 2<2 o

n:
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4.1.2. Serie generadora de tipos de F

En el Capitulo 3 se analizaron grafos, los cuales por medio de una biyeccién se podian
transportar a otros grafos, de manera que, se mantenia la adyacencia en el conjunto de sus
vértices. De esta manera, se obtiene como resultado, estructuras que eran isomorfas entre si o
bien que comparten el mismo tipo de isomorfismo. Esto se verd a detalle en la Definicién 4.1.7
donde se presenta la serie generadora de tipos, que es la que se encarga de la enumeracién de

los tipos de isomorfismo de F-estructuras.

)
®

J

)

®
°d
®

Figura 4.5: Ejemplo de especies isomorfas.

Definicion 4.1.5. Considerando el conteo de F-estructuras isomorfas, es decir la enumeracion
de los tipos de isomorfismo de F-estructuras. Para dicha enumeracion se acotard el estudio a
estructuras sobre conjuntos V- = [n] = {l,2,...,n}. Definiendo una relacion de equivalencia (~)

sobre el conjunto F|n| dada por Vs,t C Fn]
s~ t siy solo si, s yt tiene el mismo tipo de isomorfismo.

Dicho de otra forma, s ~ t si y sdlo si existe una permutacion 7 : [n] — [n], tal que
F[r](s) = t. Por definicion, un tipo de isomorfismo de F-estructuras de orden n es una clase
de equivalencia (modulo de la relacion ~) de F-estructura sobre [n]. Una clase de equivalencia,

también llamada una F-estructura de orden n no etiquetada.
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Definicién 4.1.6. Sea T'(F,,) el conjunto cociente F[n]/ ~, de los tipos de F-estructuras de

orden n y sea

T(F) =Y _T(F). (4.4)

n>0
Definicién 4.1.7. La serie generadora de tipos (de isomorfismo) o serie generatriz de

una especie de estructura F' es la serie formal de potencias:

Flz) =) fo" (4.5)

n>0
donde f, = |T(F,)| es el niimero de F-estructuras sin etiqueta o tipos de isomorfismo sobre un
conjunto V finito.

Se puede notar que, esta serie es una serie ordinaria formal de potencias, ya que no tiene
factoriales en los denominadores. Esto puede verse como el calculo del nimero de “formas”
diferentes que puede obtenerse una estructura F' de un tamano dado, independientemente de las
etiquetas. En otras palabras, esto se puede considerar como clases de isomorfismo de estructuras

etiquetadas bajo la permuta de etiquetas.

Ejemplo 4.1.3. Observe que mientras hay ocho G-estructuras en el conjunto G[{vi,va,v3}]
(Figura 4.6), s6lo se pueden obtener cuatro G-estructuras sin etiqueta sobre tres vértices (Figura

4.8), ya que existe una permutacién 7 : [n] — [n], tal que

F[r](G2) = G4
F[rn](G4) = G3
Flr)|(Gs) = G2
Flr|(Gs) = Ge
Flr|(Ge) = Gr
Flr|(G7) = G5

De esta manera Ga, G3 y G4 tienen el mismo tipo de isomorfismo y entonces se cuenta como
una sola estructura, del mismo modo para G5, Gg y G7. La particion de la Figura 4.8 nos muestra

el conjunto cociente, que tiene cuatro elementos del conjunto de la especie G sobre 3 vértices.
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(@ g ©0e

@ Gs=(V, As)
@ @ V,A3) @(v,m)

@ Ge=(V, As)
Gi1=(V, A1)

) V—vy—w)
\ Ga=(V, A2) G7=(V, A7)

Figura 4.6: Conjunto G[3] que tiene 8 G-estructuras.

®)

<_
@ G2=(V, Az) Ga=(V, Az) Ga=(V, Aa)
Gi=(V, A1) ~— —

5 | 00— o0 —o—o—®

G7=(V, A7) Ge=(V, As) Gs=(V, As)

Lo Y,

Figura 4.7: Cuatro clases de equivalencia de G[3].

/Touasen] @ ® O
® o > — @

4 Y4 o )
00 %Q O
O o/o O

\_ AN J

4 N/ N\

O0—0-0 O—0-0 0O—0-0

\_ VAN J

Figura 4.8: Los cuatro elementos del producto cociente G[3]/ ~, es decir 4 tipos de isomorfismo.
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Ejemplo 4.1.4. Usando la Definicién 4.1.7 las series tipo generatriz para estructuras no eti-

quetaslas de las especies L, S,C, E, ¢, p, X, 1,0, estan dadas por:

1. Especie de ordenes lineales: f/(x) =1

o] 1
n=1 1—gk"

2. Especie de permutaciones: S(z) =[]

3. Especie de permutaciones ciclicas: C(x) = T

4. Especie de conjuntos: E(z) = —.

1—x

J

5. Especie de elementos: é(z) = 1.

6. Especie de subconjuntos: g(z) = ﬁ

7. Especie singular: X (z) = .
8. Especie caracteristica: 1(z) = 1.
9. Especie vacia: 0(z) = 0.

Analizando en particular las especies L y S, se puede notar que tienen la misma serie ex-

%, sin embargo, no tienen la misma serie generadora de

ponencial, es decir S(z) = L(z) = =

tipos (5’ (x) # ﬂ(a:)), lo que implica que las especies L y S no son iguales. De hecho, los érdenes
totales y las permutaciones no se transportan de la misma manera a lo largo de las biyeccio-
nes. En particular, un orden total sélo admite un automorfismo, mientras que, en general una

permutacion admite varios automorfismos.
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4.1.3. Serie de indices de ciclo de F

Si se permutan las etiquetas de un conjunto dado y se obtienen las estructuras que quedan
fijas bajo cada permutacién, se puede obtener la informacion sobre la forma en que se relacionan
entre si. La serie de indices de ciclo de F', denotada por Zp, es una serie formal de potencias en

un numero infinito de variables x1, x2, x3, ... y contiene mas informacién que las series F'(z) y

Definicion 4.1.8. Dado un conjunto finito V y o una permutacion de V. El tipo de ciclo de
la permutacion o es la sucesion (o1,02,03,...), donde para k > 1, o = ndmero de ciclos de

longitud k, en la descomposicion de ciclos disjuntos de o.
Se utiliza la siguiente notacion:
» Fix 0 = {v; € V | o(v;) = v;}, denota el conjunto de puntos fijos de o.
» fix 0 = |Fix o/, denota el nimero de puntos fijos de o.
Se puede notar que o; es el nimero de puntos fijos de o.
El tipo de ciclo de o se escribe en forma de vector con n componentes, (01, 02,03, ...,0y).

Ejemplo 4.1.5. Sea V = {vy,v9, v3, v4, v5, V6, U7, v8} un conjunto de vértices y sea o la permu-

tacion dada por:

o(vy)) = v o(vs) — vg
o(vy) +— w3 o(vg) — vr
o(vs) — w9 o(vy) — vs
o(vy) = g o(vg) — vs

Los ciclos disjuntos de la permutacién o son: (vy)(va, v3)(vs), (vs, ve, v7,v8). De aqui se puede

obtener oy:

= 01 := es el nimero de ciclos de tamano uno, en este caso se tienen dos ciclos de tamano

uno: (v1) y (vq4). Observe que Fix o1 = {v1,v4} y fix 01 = 2.

» 09 := es el nimero de ciclos de tamano dos, en este caso se tiene un ciclo que es (v, v3).
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= 03 := es el nimero de ciclos de tamano tres, en este caso no se tiene ciclos de tamano tres.

= g4 := es el namero de ciclos de tamano cuatro, solo hay un ciclo de tamafno cuatro

(U5a Ve, U7, U8)~

Asi el tipo de ciclo de la permutacién o es (2,1,0,1) (observe la Figura 4.9).

()

D
& | € | \e—a

Ciclos de Ciclo de Ciclos de
tamaio uno tamano dos tamano cuatro

Figura 4.9: Permutacién de tipo (2, 1, 0, 1).

Sea F' cualquier especie. Cada permutacién ¢ de V induce, por transporte de estructuras,

una permutacién F[o] del conjunto F[V] de F-estructuras en V.

Definicion 4.1.9. La serie indicadora de ciclos de una especie de estructuras F, es una serie

formal de potencia Zr en un numero infinito de variables x1,x2,x3,... y estd dada por

Zp(x1,0,23,...) = Y % <Z FiaFlo)(z1)7 (22)72 (23)%, .. > , (4.6)

n>0 gESy
donde S,, denota a las permutaciones de [n], S,, = S[n] y fizFlo] = (F[o])1 corresponde al
nimero de F-estructuras en [n] fijas por F[o], es decir, el nimero de F-estructuras en [n] para

las que o es un automorfismo.
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Ejemplo 4.1.6. Considérese la especie G de grafos simples y la permutacién G[o] del conjunto

V = {v1,v9,v3} dada por la Figura 4.10.

4 2

® @
@) @)

® o )
®
4—4—

‘@

Figura 4.10: Permutacién o dada por el conjunto V.

La permutacién o es de tipo (2,0,2) permutando los 8 grafos simples de V. En particular, se

obtiene fix G[o| = 2.

Ejemplo 4.1.7. El célculo directo de la serie indicadora de ciclos sélo se puede realizar en casos

simples, por ejemplo para las especies 0,1, X, L, S, F, e:
1. Zp(x1,x9,23...) =0.
2. Zl(xl,{[,‘g,:l)g . ) =1.

3. Zx(xl,fljg,xg ‘e ) =T1.

4. ZL(ﬂfl,.’Eg,:Eg),,,): 1

_ 1
5. Zs($1,$2,1‘3 .. ) = O—21)(—=a2)(1-w3)..."
6. Zp(x1,2z0,23...) = exp(er + F + 2 ...).
7. Ze(x1,x0,23...) = xrexp(x + B + 5 ...

Ejemplo 4.1.8. Sea V = {v1, v, v3,v4} un conjunto de vértices, Sy las permutaciones sobre [4],
y fizElo] = (E[o]):1 el nimero de E-estructura fijas por E[o]. Se calculard la serie indicadora
de ciclos de la especie E de conjuntos.

Primero se obtendra las cuatro “formas generales” de las permutaciones posibles sobre V,

es decir, una primera forma es la permutacién identidad (todos los elementos quedan fijos y
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s6lo se tiene una permutacién), una segunda forma es donde quedan dos fijos (6 permutaciones
posibles), la tercera “forma general” es donde hay dos ciclos de longitud dos (3 permutaciones
posibles) y una tltima forma donde solo un elemento queda fijo (8 permutaciones posibles). De

aqui se obtienen las permutaciones totales de cada “forma general”.

ovy) — v o(vy) — v9
o(v2) +— o o(ve) — v1
o(vs) — w3 o(v3) — v3
o(vy) — vy o(vy) — vy
o(vy) — w9 o(vy) — vo
o(vy) — v o(vg) — v
o(vs) — vy o(v3) — vy
o(vy) — w3 o(vg) — v1

Donde sustituyendo se obtiene:

Zo(w,anms )= (Z FiaElo](21)7 ()% (23)°, . )
n>0 0ESh
= 14+x+ % [(21)® + x2] + é [(21) + 3(z1) (z2)" + 2(23)"] +
% (@) + 6(21)2(22)" + 3(2)? + 6(z4)" + 8(x1) (3)] + ...
La serie de indices de ciclo de la especie E es:
Zp(r1,22,23...) = exp(r1 + 5 + 3 ...).
Una generalizacién simultédnea de las series F(x) y F(z) la da la nocién de serie de indice

de ciclo Zg. Observe el Teorema 4.1.1.

Teorema 4.1.1. Dada cualquier especie de estructuras F, se tiene

1)F(z) = Zp(,0,0,...) (4.7)

2)F(x) = Zp(x,x?,23,..)). (4.8)
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Demostracion. 1) En la serie indicadora de ciclos se remplaza 21 = 2 y x; = 0 para todo j > 2

por lo tanto se tiene:

Zp(2,0,0,...) = > % (Z fizFlo](x)71(0)72(0)72, .. ) (4.9)

nZO UESn
Ahora para cada valor de n > 0, (z)?'(0)?2(0)?3,... = 0 excepto si 01 = n y o; = 0 para

i > 2. Esto quiere decir que o = Id,,. Esto contribuye a la suma, asi

Zp(2,0,0,..) = Z%(ﬁxF[Idn]:p”)

n>0

= > %T fix (F[Id,))

n>0

= IR

n>0
= F(x).

Ya que F[Id,] = Ids, = f, y dado que todas las F-estructuras son fijas por el transporte de
estructuras a través de la identidad.

2) Para esta igualdad se utilizar4 el lema de Burside!. De hecho, se tiene que:

1 ,
Ze(e,atias) = Dy D fieFlolafi 00, .
n>0 oc€Sh

= Z% Z fixFlo]z"

n>0 ogESy

= Y |F]/ ~|z"

n>0

O]

Con esto se finaliza la revisién y presentacién de los conceptos de la teoria de especies de

estructuras.

Lema Burnside. Si G es un grupo de simetrias de un conjunto X, el nimero de érbitas distintas de G viene

dado por: # érbitas distintas = \Tl;| >geq [F(9)]-



Conclusiones

Se ha presentado una revisién no exhaustiva de los temas de grafos y especies de estructuras,
buscando en todo momento que la explicacion sea lo més explicita, sencilla e ilustrativa posible,
para que, quienes lean este trabajo, como un primer acercamiento al tema, puedan hacerlo sin
dificultad. En la actualidad se realizan investigaciones de frontera [6] sobre los dos principales
temas tratados en este trabajo: Grafos y Especies de Estructuras, ya sea con objetivos meramente
tedricos y abstractos o con interés en la aplicacién préactica del tema, por ejemplo, en dreas como
las ciencias de la computacion, la sociologia, etc.

Para finalizar este trabajo se presenta a continuacién una aplicacién de la teoria de grafos
en la soluciéon de un problema que se puede considerar de la vida cotidiana. Este problema fue
resuelto por primera vez, por Euler en 1736 y con el método que utilizé para su solucién surgio

lo que hoy se conoce como la teoria de grafos.

Aplicacion en teoria de grafos

Problema 1. El siguiente problema surge en la ciudad de Kaliningrado, Rusia, que antiguamen-
te se llamaba Konigsberg. Los habitantes disfrutaban recorrer su ciudad, la cual estaba dividida
en varias secctones por el rio Pregolya. En el centro de la ciudad habia dos grandes islas las
cuales estaban conectadas a la ciudad por 7 puentes (Ver Figura C.1). Para entretenerse, los
habitantes de la ciudad crearon un juego, este consistia en dar solucion a la siguiente pregunta:
;Se pueden atravesar todos los puentes pasando sélo una vez por cada puente? Esta pregunta la
logré responder Leonhard Euler, dando una solucion muy completa y demostrativa de por qué
no existia un recorrido que cumpliera con las condiciones establecidas, con esta demostracion

definio y caracterizo los grafos.
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e

Figura C.1: Los 7 puentes de Konigsberg.

Solucién 1. Lo primero que hizo FEuler fue: 1.- Recurrir a una abstraccion del mapa que le
llamo grafo, donde representd tanto a las secciones de la ciudad como los puentes, enfocdndose
exclusivamente en las relaciones entre ellos (observe Figura C.2). Cada puente de la ciudad se
represento mediante lineas, en la figura C.2 estdn etiquetados con niumeros, que llamd aristas.
Cada arista une dos puntos, cada uno de estos puntos representan las secciones de la ciudad y

los nombro vértices, en la imagen estdn etiquetados con v, va,v3 Yy v4, donde vy y v4 Tepresentan

S O
l ABSTRACCION > !
2
7
v

Figura C.2: Abstraccién del mapa.

las islas 1 y 2, respectivamente.

2.- Analizé los siquientes 3 casos, los cudles le ayudaron a determinar que hay un punto de

«inicio» y un punto de «saliday.

» Caso 1. Primero estudid el caso mds simple (observe la Figura C.3), quitd 8 puentes
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(aristas) del grafo y observd que cada vértice tenia una entrada y una salida, es decir, en
cada vértice incidian 2 aristas y asi concluyo que en este caso si se podia recorrer cada

una de las aristas una sola vez (camino de Euler).

Par

(v,
Par @ @ Par
©)

Par

Figura C.3: Grafo con tres aristas menos.

= Caso 2. Agrego una arista a la figura C.3 que va de vo a v3, dando como resultado el grafo
de la Figura C.4 lado izquierdo y observd que era posible pasar una sola vez por cada arista
st comenzaba y terminaba en un vértice de grado impar. Después, agrego una sequnda arista
de vy a vy (ver Figura C.4 lado derecho) y también concluydé que era posible recorrer todas
las aristas solo una vez. Observe que los grafos de la Figura C.4 se diferencian del grafo

de la Figura C.3 porque ambos tienen dos vértices con grado par y dos con grado impar.

Par Impar

Impar @ @ Par Par @ @ Par

g e

Impar Impar

Figura C.4: Grafos agregando una y dos aristas respectivamente.

w Caso 3. Finalmente analizo el caso de los 7 puentes o 7 aristas y se dio cuenta que era
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imposible pasar solo una vez por las 7 aristas, ya que, en este grafo todos los vértices tienen

una cantidad impar de aristas que inciden en ellos. (ver Figura C.5).

Figura C.5: Grafos agregando 3 aristas (grafo abstracto de la ciudad de Konigsberg).

Concluyendo que, para los grafos que tengan las siguientes propiedades si es posible recorrer cada

una de las aristas una sola vez (camino de Euler).

e Si en un grafo todos sus vértices tienen una cantidad par de aristas, es decir si en cada

vértice inciden dos aristas.

e Si en un grafo hay vértices con cantidad par y solo dos vértices con cantidad impar de

aristas y se comienza en uno de los vértices impares.

Hoy en dia en la ciudad de Kaliningrado antes llamada Koénigsberg solo quedan 5 puentes
de los 7 que habia, ya que durante la segunda guerra mundial se destruyeron 2, debido a esta
reduccién de puentes, finalmente es posible recorrer todos los puentes pasando solo una vez por

cada puente, lo que se le conoce como camino de Euler.
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