UNIVERSIDAD DE SONORA

“El saber de mis hijos DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

hara mi grandeza”

Programa de Licenciatura en Matematicas

La bifurcacién pseudo-Hopf en sistemas Filippov en el
plano

TESIS

Que para obtener el titulo de:

Licenciada en Matematicas
Presenta:

Valeria Campa Moran

Director de Tesis: Dr. Fernando Verduzco Gonzalez

Hermosillo, Sonora, México, 17 de diciembre de 2024







SINODALES

Dra. Jocelyn Anaid Castro Echeverria
Tecnolégico de Monterrey, Monterrey, México

Dr. Martin Aaron Carrillo Carranza
Universidad de Sonora, Hermosillo, México

Dr. Juan Andrés Castillo Valenzuela
Universidad de Sonora, Hermosillo, México

Dr. Fernando Verduzco Gonzélez
Universidad de Sonora, Hermosillo, México






Indice general

Introduccion
1. Preliminares

2. Sistemas Filippov en el plano

2.1. Definiciones . . . . . . . . ..o

2.2. Formanormal . . . . . . . ... ... ... ...

3. La bifurcaciéon pseudo-Hopf

3.1. La Bifurcacién Pseudo-Hopf (caso genérico) . . . . .

3.2. La Bifurcacién Pseudo-Hopf (caso no genérico) . . .

3.3. La Bifurcacién Pseudo-Hopf (caso sin deslizamiento)
4. Aplicacion

5. Conclusiones

111

11
11
23
28

33

39



11

INDICE GENERAL




Introduccion

Alguna vez te has preguntado jcémo cambian los sistemas cuando cambias sus ajustes?
La teoria de bifurcaciones nos da pistas sobre eso. Nos ayuda a entender cémo los siste-
mas dindmicos cambian su comportamiento de manera cualitativa cuando variamos ciertos
parametros. Una de esas formas interesantes de cambio es la bifurcacién pseudo-Hopf, que
ocurre cuando aparecen y se estabilizan patrones periddicos en sistemas en el tiempo.

En este trabajo, nos sumergiremos en el mundo de los sistemas Filippov, ver [2], [5]. Estos
sistemas son modelos mateméaticos que tratan con saltos abruptos o discontinuidades. Son de
un nivel més complejo y van maés alla de lo que pueden predecir los modelos matematicos
tradicionales en sistemas suaves. Queremos entender como estas discontinuidades afectan la
forma en que aparecen y se mantienen los patrones periddicos en este tipo de sistemas. Y tam-
bién buscamos saber qué significa esto en el mundo real, como puede influir en aplicaciones
practicas. Nuestro objetivo aqui es entender el mecanismo por el cual ocurre la bifurcacién
pseudo-Hopf en los sistemas Filippov, ver [6].

Para lograr esto, vamos a profundizar en lo que sabemos sobre sistemas Filippov y la teoria
detras de tres casos de bifurcaciones pseudo-Hopf: el caso genérico, un caso no genérico y
el sin deslizamiento. Después desarrollamos algunas técnicas matemaéticas y herramientas de
computacion que nos permitan estudiar estos sistemas de manera efectiva. Finalmente, vamos
a aplicar todo esto a un caso de estudio para ver como afectan estas bifurcaciones pseudo-Hopf
en una situacion del mundo real.

Este viaje no solo nos ayudard a entender mejor cémo funcionan estos sistemas complica-
dos, sino que también puede tener aplicaciones practicas en campos como la ingenieria, la
fisica y la biologfa. Entender cémo las discontinuidades pueden influir en sistemas complejos
es esencial para disenar y controlar mejor todo tipo de tecnologias y procesos en el mundo real.

II1
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Capitulo 1

Preliminares

Previo al contenido principal, nos es necesario definir algunos recursos que nos seran de
gran ayuda para futuros calculos y demostraciones a lo largo del desarrollo de este trabajo
de tesis. A continuacién encontramos mencionados teoremas conocidos de teoria de sistemas
suaves junto a su respectiva demostracién en caso de ser necesaria.

Flujo de un sistema diferencial lineal

El flujo de un sistema diferencial lineal representa el comportamiento de las soluciones en
un tiempo t, dependiendo de las propiedades y parametros del sistema. Este flujo puede ser
aproximado por el siguiente lema.

Lema 1. Sea & = f(x) = Ax + b, donde z,b e R" y A € R”X”, con x(0 ) = x9. Entonces el
flujo estd dado por x(t) = xo + tM(t) f(zo), con M(t) =1+ 1 2, + th?Q £ A .

Demostracion

T = Az + b tiene como solucién

t
z(t) = et (a:o —|—/ e‘Ades> .
0

Observe que en la integral anterior

242 343 4 74 525
CsA, s°A° sPA° s"AT s°A
e b—<I—sA+ TR + TR +-- )b

b sAbt A% a4 S aty S a5
R TR TR TR TR

Por lo tanto, como la funcién exponencial converge uniformemente tenemos que

t t t t 52 t83 t 84 t 55
/e_SAbds:/ bds—/ Absds+/ A2bds—/ A3bds+/ A4bds—/ Z_A’bds + - - -

t2 2t3 5 4 5
= bt — Ab_, + A% — A% b—+A b—!—m
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Asi,
242 343 At A5 U B
4 7
I )

Ab A%z A% A% A% Pz
= tb+ A 2 -= Ab | +83 — - — 4+ =
x0+(+xo)+<2+2+>+<6 2+2+6>

AS
+ 1! <f(xo)> +oo
4!
entonces,
t2 B, ¢4 o
x(t) = xzo + tf(xo) + 2'Af($0) + ?A fxo) + $A3f(:c0) + EA flxo)+---
B ;A 247 343 At
=x0+t tor T T T T f(zo)

=20+ tM(t) f(z0).

Teorema de la Funcién Implicita

El teorema de la funcién implicita, ver [4], es parte de la teoria basica del célculo integral
y diferencial. Este teorema busca establecer las condiciones bajo las cuales podemos despejar
una variable en término de otra libre al rededor de una vecindad.

Teorema 1. (Teorema de la funcion implicita)

Sea la funcion F : R? — R con derivadas parciales continuas, y un punto (zg,1yo) con
x0,Yo € R tal que

OF
F(xo,90) =0y (ny(ﬂcoayo) # 0.

Entonces existe una vecindad U que contiene a (xo,y0) tal que existe una funcidn unica
y = g(z) definida para (x,y) € U que satisface F(x,g(z)) = 0. Mds ain, si (x,y) € U satisface
F(x,y) =0, entonces y = g(x). Finalmente, y = g(x) es continuamente diferenciable, con la
derivada dada por

1
9' () = —gp——DsF(z,y)

ay (%) y=g(z)

Teorema de la Estabilidad de Puntos Fijos

Un punto fijo estable tiene la propiedad de que los puntos a su alrededor se acercan a él
bajo la dinamica del sistema en el que estan. Para un punto fijo inestable, los puntos a su
alrededor se alejan. Esta estabilidad puede determinarse gracias al siguiente teorema. Ver [1].



Teorema 2. (Teorema de la estabilidad de puntos fijos)

Sea f: R — R una funcién diferenciable y p un punto fijo de f, esto es f(p) = p.

i) Si|f'(p)| <1 entonces p es un punto fijo estable.

it) Si |f'(p)| > 1 entonces p es un punto fijo inestable.

Demostracion

Parte i). Sea a cualquier nimero entre |f'(p)| y 1, es decir, |f/(p)| < a < 1. Més especifi-
camente, digamos que
1 !
Y]

Como sabemos, la derivada de f(x) en p esta dada por
e @) = )]
)= i L

Existe entonces una vecindad V;(p) para algin ¢ > 0 suficientemente pequetio con x € V.(p)
tal que

|f(z) = f(p)]

<a,
|z — pl

pues |z — gl < &,
|f(x) = f(p)| < alz —p| < ae.

Pero p es punto fijo, por lo tanto

|f(z) — pl < alz —p| < ae.

Esto quiere decir que f(z) estd méas cerca de p que x, por lo menos por algin factor de a. Por
lo tanto llegamos a dos conclusiones:

a) Si z € V.(p), entonces f(x) € V.(p), lo mismo para f2(z), f3(x),--- .

b) |f*(z) —p| < aflz —p| VY k> 1.

Asi, como a < 1, p es punto fijo estable (atractor).

Parte ii). Sea a cualquier nimero entre 1y |f/'(p)], es decir, 1 < a < |f'(p)|. Y definimos a a
igual que en la parte anterior, es decir,

o SO
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Existe entonces una vecindad V.(p) para algin ¢ > 0 suficientemente pequeno con x € V(p)

tal que
x —
s@=pl
|z — pl
pues
|f(x) —p| > ae >e.

Es decir, f(z) se aleja de p.
Por lo tanto, p es un punto fijo inestable (repulsor).



Capitulo 2

Sistemas Filippov en el plano

En este capitulo encontramos teoria bésica sobre los sistemas Filippov en el plano que sera
utilizada en el desarrollo de esta tesis.

2.1. Definiciones

Comenzamos por definir conceptos generales de los sistemas Filippov.

Sea el sistema lineal por pedazos discontinuo en R? con dos campos separados por la recta de
conmutacién ¥ = {z € R%|o(z) = 'z — ¢g = 0}

f(x)=A1z+b sio(z) <0,
= (2.1)
ft(z) = Aoz + by  sio(x) >0,

donde A;, € R2%2, b2 € R?, ¢ € R? el vector normal a ¥ y ¢y € R. A este sistema le
llamamos sistema Filippov, ver Figura 2.1.

Figura 2.1: Sistema Filippov.
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En la recta de conmutacién ¥ podemos encontrar dos tipos segmentos, el segmento de cruce
e ={z e S| fH(z)! f~(z) > 0}
y el segmento de deslizamiento X, el cual puede ser atractor
Yos = {z € S|l f~(2) >0, fT(x) < 0}

o repulsor
s = {z €|l f(x) <0, fH(z) > 0},

y sobre estos existe una dindmica dada por la convinacién convexa de Filippov, ver [5], la cual
se define por fq(x)

fs() = (1= ~(x) [~ () + 7(2) [ (2),
donde

€(0,1) VzeXeUp, el (f ()= fH(z)) #£0

y es tal que ¢! fy(x) = 0.
Es asi como tenemos una expresién explicita para la dindmica deslizante fs(x) generada por
(2.1),
(7 f~ @) F+(@) = (@) F~ (@)
fs(@) = Ax

donde Az = ¢! (f~(x) — f(z)) # 0. Ver Figura 2.2.

Figura 2.2: a) Segmento de cruce. b) Segmento deslizante atractor. ¢) Segmento deslizante
repulsor.

Definicién 1. i) Un punto p € R? es un equilibrio admisible de (2.1) si

f~(p)=0ya(p) <O,

() =0yo(p)>0.



2.1 Definiciones

i) p € R? es un equilibrio virtual de (1.1) si

f~(p)=0ya(p) >0,

fT(p)=0ya(p) <0,

i11) Un punto T € ¥ es un pseudo-equilibrio de (2.1) si fs(p) = 0. T es admisible si T €
Yas UXrs. T es virtual si T € Y.

Definicién 2. i) Un punto q € ¥ es punto de tangencia cuadrdtica de (2.1) si
df@)=0yrm=cAf (g #0,
0 St
TfH(g) =0yry=c"AsfT(q) #0.

A partir de aqui nos referimos a los puntos de tangencia cuadrdtica solo como puntos
de tangencia.

i1) q € ¥ es punto de tangencia invisible (visible) para f~ si
A (@)=0yr >0(<0).
iii) ¢ € ¥ es punto de tangencia invisible (visible) para f si

(@) =0yry <0 (>0).
Ver Figura 2.3.

iv) Cuando f~ y fT comparten el mismo punto de tangencia q, diremos que se trata de un
punto de doble tangencia, ver Figura 2.4.

Figura 2.3: a) Puntos de tangencia visibles. b) Punto de tangencia invisible en f~, punto de

tangencia visible en f*. ¢) Punto de tangencia visible en f~, punto de tangencia invisible en
/1. d) Puntos de tangencia invisibles.
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Figura 2.4: a) Punto de doble tangencia visible. b) Punto de doble tangencia, invisible en f~,
visible en fT. ¢) Punto de doble tangencia, visible en f~, invisible en f*. d) Punto de doble
tangencia invisible.

2.2. Forma normal

Para facilitar ciertos calculos y aplicaciones, definimos un cambio de coordenadas que nos
da como resultado la forma normal para sistemas Filippov con dos puntos de tangencia.

Suponemos que el sistema Filippov (2.1) satisface la siguiente hip6tesis genérica:
(Hp) El par de vectores {c, ATc} y {c, Al'c} son linealmente independientes.

Bajo la hipétesis (Hy), el sistema Filippov (1.1) tiene dos puntos de tangencia ¢; y g2. Esto
es sencillo de ver ya que, si definimos las rectas

L;: CT(AZ‘.’E +b;) =0,

entonces L; N Y = {¢;}, para i = 1,2. Ademds, existen 1 y 2 con v2 # 0 tales que
Alc=yic+pATec.

Teorema 3. Bajo la hipdtesis (Hp), el cambio de coordenadas

_ | wThi(z—q) sio(x) <0,
y=w(z) = { Ty(x — q1) si o) >0, (2.2)

T T
donde Ty = ( ) , Th = (CTCA ) y 2 > 0, transforma al sistema (1.1) en
2

c
CTA1
(0 1)+<0) sig <0
(e e) Y 7271 a ’

0 1 o .
<ﬂ1 ﬂQ) vt (7’2 + 52#) sty >0,
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donde

a1 = —det(4y),

a9 = tT(Al),

51 = —det(Ag),

52 = t?“(AQ),

r=cl Ay (Arqr + by),

ro = ¢! Ay (Aaga + b2),

p=c’ (Aaqs +b2).
con

Ver Figura 2.5.

o N, P e

Q2

))

gl

Figura 2.5: Cambio de coordenadas y = w(x).

Observacion 1. Es importante mencionar que el cambio de coordenadas y = w(x) nos ase-
gura la existencia de un ciclo limite de cruce en el sistema original (2.1) si este existe en el
sistema en su forma normal (2.3).

En este cambio de coordenadas el signo de 72 nos dice si tenemos una ventana de cruce o de
deslizamiento. Ver Figura 2.6.
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u>0, 7y, <0 n>0,7,>0

Figura 2.6: Si 72 < 0 el sistema (2.3) tiene una ventana de cruce. Si 72 > 0 el sistema (2.3)
tiene una ventana de deslizamiento.



Capitulo 3

La bifurcacion pseudo-Hopf

La bifurcacién Pseudo-Hopf es un fenémeno de creaciéon o destruccién de ciclos limite de
cruce de gran importancia en el estudio de sistemas lineales por pedazos discontinuos, donde
la estabilidad de un ciclo limite surge a partir de los parametros del sistema. En este capitulo
desarrollamos tres casos para dicha bifurcacién.

Para el caso genérico, determinamos las condiciones a cumplir para la aparicién de un ciclo
limite de cruce y la estabilidad del mismo, y enunciamos el teorema de la bifurcaciéon pseudo-
Hopf para este.

En un primer caso no genérico, fijamos el parametro de control igual a cero, el cual define la
estabilidad del ciclo limite, desarrollamos las condiciones a cumplir para la existencia de un
ciclo limite de cruce y su estabilidad y adaptamos el teorema de la bifurcacién pseudo-Hopf
para este caso.

Por 1ltimo un segundo caso no genérico, el caso sin deslizamiento, donde observamos el com-
portamiento del ciclo limite y reescribimos el teorema de la bifurcacion pseudo-Hopf por ter-
cera vez tomando como base aquellos sistemas Filippov en los que ambos puntos de tangencia
se encuentran colapsados en el mismo punto.

3.1. La Bifurcaciéon Pseudo-Hopf (caso genérico)

La bifurcacién pseudo-Hopf se caracteriza por la aparicion de un ciclo limite a partir del
cambio de estabilidad de un segmento deslizante, cuando dos puntos de tangencia invisibles
se colapsan. Este mecanismo se ilustra en la Figura 3.1.

11
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qz q1

K<Ho H=Ho H>Uo

Figura 3.1: Aparicién de un ciclo limite de cruce al variar el parametro y por un valor nominal
Ho-

3.1.1. Mapeo de Poincaré

El mapeo de Poincaré es muy util para comprender el comportamiento de soluciones
a través de secciones transversales. En el contexto del desarrollo de la bifurcacién pseudo-
Hopf, dicho mapeo nos permite analizar las trayectorias del sistema Filippov cuando estas se
proyectan en un campo fijo, lo cual nos simplifica el estudio de la dindamica cerca de puntos
fijos. Es por esto que hacemos uso de esta herramienta analizando a p € Vp con Vy una
vecindad de 0 y p < 0. Para p > 0 este andlisis es analogo.

Sea el sistema Filippov en forma normal

<0 1>x+<0) siz; <0,
a1 Qo 7271

0 1 I .
(/81 52) T (7“2 + 62#) st@ >0,

con z € R2, 72,712 € R, donde v9 >0, 71 >0y ry <O0.

Sean ¢; y v el flujo para f~ y fT respectivamente. Para probar la existencia de un ciclo
.. 0 0

limite de cruce tenemos que encontrar q; = uw) Y=\, ) conu > —py v <0, tales que

el flujo ¢4 lleva a g al punto g2 en un tiempo de vuelo ta, es decir ¢, (q1) = g2. Andlogamente
¢ lleva a g2 a g1 en un tiempo de vuelo t1, es decir ¢ (¢2) = ¢1. Ver Figura 3.2.
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:X1

Figura 3.2: Flujos ¢ y 1

Por lo tanto, para obtener un ciclo limite de cruce hay que resolver el sistema

Vio (q1) = @2, (3.2)
b1, (q2) = @1 (3.3)

Por el Lema 1, sabemos que
i(q1) = g +tM () f T (q)-

De este modo, cuando ¢t = t2 en la escuacién (3.2)

@2 = q +taM(t2) [T (q),
()= () (e o).

donde e; = (é) y eg = (?)

Es facil ver que de esto obtenemos las siguientes dos ecuaciones:

toeT M (t2) f (q1)
u+ toed M(t2) fH (qr)

0, (3.4)

V.

Vamos a trabajar con (3.4). Para ellos definimos

flt2,u) = ef M(t2) f* (@)
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Con el fin de calcular del tiempo de vuelo ¢y verificamos que este puede expresarse en funcién
de u, es decir t9 = ta(u). Para esto utilizamos el teorema de la funcién implicita (TFI). Observe
U+

, entonces
T2+ Ba(u + ,u)>

que f(0,—p) = 0, comprobamos esto teniendo que f(q1) = (

F(0,u0) = el M(0)f*(qn)

=ef fT(q)
- (L 0>f+(QI>
=up + p
por lo tanto f(0,ug) = 0 cuando ug = —pu. Ahora, calculamos la derivada parcial de f(t2,u)
con respecto a ty y evaluamos en (0, —pu).
0 .
i(t% u) = €?M(t2)f+(q1),
Oty
of T 0
210, —p) = XM (0
o0 =it (1)

n ()
1 0 1) /(0
B 2(1’0) <51 /82> <T2>

_ %(1,0) (522)

1
_2r2

£ 0.

Por lo tanto, podemos despejar a ty en f(t2,u) = 0. Para llegar a una aproximacién de esta
funcién la proponemos como funcién polinomial, de la siguiente forma

to(u) = ar(u + p) + ag(u + p)* + as(u + p)® + ag(u + p)* + as(u+ @) +-- - . (3.6)

Para encontrar cada coeficiente ag, K = 1,...,5, procedemos con la segunda parte del TFI.
Tenemos entonces que

f(t2(u),u) =0 para u € V,,

con V,, vecindad de uy.

Pero como en f(ta,u) = el M(t2) f*(q1), conM (t2) = I + % + tzé?z + t3£3 +--+, M(t2) es una

matriz de 2x2 de la forma
mi1p Mmi2
Mo M2
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con cada my; en funcién de ty = to(u), Az = (Bol 612) vy [T () = <r2 —i—%;lft—i- ,u))’ lo

reescribimos como
f(ta(u),u) = e M(ta(u)) f(q1)
. mi1p M1 U+
= (1,0) <m21 m22> <7“2 + B2(u + N))

_ u+t p
= (mn,mm) <r2 +52(U+,U)>

= (u+ p)mir + (r2 + (u + p)B2)mi2
Es asi como f(ta(u),u) =0 siy sélo si (u+ p)miy + (r2 + (u+ p)B2)miz2 = 0.

El desarrollo de esto puede ser agrupado por factores de (u + p), resultando en un polinomio
de la forma

c1(u+ p) +ea(u+ p)? + ez(u+p)’ + ca(u+ p) + es(u+p)° +---=0

donde ¢ =0con k =1,2,3,---. Al despejar los primeros coeficientes ¢, realizamos el despeje
de los coeficientes ay:

2
ay = ——,
T2

0 = 252

2 37‘%’

_2(3B81+263)

as = _977”%’
. _ 4275152 + 1153)

! 135r4 ’
. 2(818% + 1805182 + 5233)

5 = — .

40575

Con esto tenemos la funcién t2(u) (3.6) la cual nos da el tiempo de vuelo que le toma al flujo
iy llevar a ¢; a un punto gs.

Ahora tomamos la ecuacién (3.5)
u+ taey M(ta) f* (q1) = v
y a partir de ella definimos una funcién que nos arroje los puntos en los cuales colisiona cada

trayectoria del lado derecho de nuestro sistema, es decir una funcién v = g; (u, p). Ver Figura
3.3
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(con)
(U

Figura 3.3: v = g1 (u, ).

Tenemos entonces u + ted M(t2) f(q1) = g1(u, i) y sustituimos to con ta(u)
g1(u, 1) = u+ ta(ues M(t2(w) 7 (q1).

_ 282 (utp)® AR (utp)® | 2(9B81B2+2283) (u+p)t  4(278185+2683) (utp)®
g1(u, ) = —u —2pu + =250 — 29r§ + 1357«32 B 24057512 T

Realizamos de forma anéloga los célculos del tiempo de vuelo t1 = t1(v) = byv + bav? 4 b3v3 +
byv* + bsv® + - -+ que toma go para llegar a un punto ¢; y el sistema de ecuaciones es

tr(v)e] M(ti(v)) f~ (g2) = 0,
v+t (v)es M(01(0))f (a2) = u,

obteniendo las siguientes expresiones para los coeficientes para t1(v) :

-2
bl = )
172
209
by = ——
2 3r12y3’
2(3a1 + 203)
by=———"( 53
172
42710 + lla%)
by = 14 )
1357775
. 2(81a% + 180an a3 + 52a3)
5= — .

4057"?75’
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Por ultimo realizamos los cédlculos necesarios, igualmente andlogos, para obtener una funcién
g2(v), ver Figura 3.4.

202y 4vdad 20 (9aran +2203) 405 (27aiad + 2603)

371772 B 97"%7% 1357“?7% 4057“‘1173

g2(v) = —v+

> X1

(")

Figura 3.4: u = g2(v).

Con esto hemos obtenido los llamados mapeos laterales v = g1(u, ) y u = g2(v). Entonces
tenemos un ciclo limite de cruce cuando g¢a(g1(u,n)) = u. Para encontrar ciclos limite de
cruce, debemos primero encontrar los puntos fijos de P. Ver Figura 3.5.
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.’ -
N >X4

Figura 3.5: P(u,pu) = u

Sea P el Mapeo de Poincaré dado por la composicion de las funciones g; y go, es decir,
P =gyo0g:
2( ax P

Plup) =+ 0G) + 1+ OGN+ + (5 (22 = 2) 000 ) (w4

P(u,p) = usiy solosi P(u, ) —u = 0. Sea H la funcién definida como H (u, p) = P(u, u) — u,
donde u es punto fijo de P(u, ) cuando H = 0.

H (1) = 4+ O(s%) + (1 + O(2)(u+ ) + (§ (‘“7—5) +0(u)> (Wt p) =t

Como vemos, tenemos una expresion en funcién de u y p, asi que comprobamos que existe un
despeje para alguna de éstas con el TFL.

Observe que H(0,0) = 0. Calculamos las derivadas parciales de H con respecto a u y p.

OH
0 (00 =0
OH
%(07 0) —_ 2.

ASl’a pOdemOS deSpejaI' % de la ecuacién H('LL7 N) =0. Proponemos
n= h(u) =dju + d2u2 + d3U3 + d4u4 + d5u5 +e

la cual representa la curva de puntos fijos.
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De la segunda parte del TFI, la cual dice que H(u,h(u)) = 0, calculamos los primeros cinco
coeficicentes d, k =1,2,3,---.

& — 1(a2 ﬁz)
o=—2|—--—1,
3\ry2 1o

g — 20 < Qg ﬁz)
3= — =,
Ir1ve \r1v2 12

r%(Qalag + 22a%) — 25r1r§agﬁgw + 37“%52(—3& + B%)’yg’

d p—
4 135r3r3~ys ’

g = 20(2(1";’(270410(2 + 26a§’) - 7‘17“%(90z1 + 3204%)@72 + 67“:1)’62(—351 + B%)’yg)
0 4057“117“5’73 '

Para simplificar los coeficientes en la curva de puntos fijos definimos los pardmetros

az o
— T T T
172 T2
o1 B1
v= <22—2>042v az #0
Y2 T3

con ag # 0. Introducimos estos parametros despejando

By =2 <a1 - V)
- )
i

(0%)
B2 =12 ( - 77) .
172

Entonces la curva de puntos fijos se reduce a

1 209 v+ O(n) 4o + O(n)
p= h(u,n) g+ oy " < 5y )" + 1572 u+---, (3.9)
y el mapeo de Poincaré
2
Plapn) = i O) + (14 O+ )+ (Ju+ 0G0 ) (wtw? + (310

Si as = 0, solo introducimos el parametro n en los cdlculos y la curva de puntos fijos y el
mapeo de Poincaré se reducen a

(=361 +r30°) 4

1
p=h(u,n) =— §nu2 + 52
2

2
P(u, 1) =g+ (u+ p) + gn(u+ p)* + O(ju+ pf’).
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3.1.2. Teorema de la Bifurcacion Pseudo-Hopf

Haciendo un anélisis de relacion de signos y graficando la curva de puntos fijos obtenemos
los siguientes dos casos, independientemente de si as # 0 0 ap = 0. Ver Figura 3.6.

0 "

'Y >

a) b)

Figura 3.6: a) n < 0. b) n > 0.

Es asi como procedemos a establecer el Teorema de existencia de un ciclo limite de cruce (clc).

Teorema 4. (Teorema de existencia de un ciclo limite de cruce)

Considere el sistema (3.1) cuya curva de puntos fijos estd dada por (3.9), donde vy >
0,71 >0 yry <0. Sinu < 0 existe localmente alrededor, de x = 0, un unico ciclo limite de
cruce.

Determinamos entonces la estabilidad del ciclo limite de cruce utilizando el Teorema de la
Estabilidad de Puntos Fijos.

|P'(4, ii,n)] > 1 = CLC inestable.
|P' (@, i,m)| < 1 = CLC estable.

con (u, 1) punto fijo.
Observe que, independientemente de s,

%(u, h(u),n) =1+ %nu +0(u?) (3.11)
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Al ser u un valor muy pequeno y positivo concluimos que

Sin < 0= |P'(u,h(u),n)| < 1= punto fijo estable (atractor).
Sin > 0= |P'(u,h(u),n)| > 1= punto fijo inestable (repulsor).
Es de esta manera, al haber realizado todo este desarrollo que podemos establecer el teorema

que le da nombre a este trabajo de tesis.

Teorema 5. (Teorema de la Bifurcacion Pseudo-Hopf)

Considere el sistema (3.1), donde v2 > 0, r1 > 0 y ro < 0. Entonces, para p suficientemente
pequena, existe un unico ciclo limite de cruce si nu < 0. Cuando n < 0, el ciclo limite de
cruce es estable, y cuando n > 0 es inestable.

Especificamos que se trata del caso genérico debido a que en las condiciones que se establecen
ningdn parametro es cero.

3.1.3. Ejemplo académico

2 - (!} i x4 ap <1
0_1.7}0 St T1 T T2 < 1,

&= (3.12)

5 1 —16
(1 2)33—&-(%) st T +x2 > 1,

donde ¢ = (1,1).De este modo verificamos si este cumple la hipétesis (Hy).

Ay = (1,1) (g j)
=(2,-2),

Ay =(1,1) (_51 ;)
= (4,3).

wata={(;). (%) }reata={(}).(;) }

son linealmente independientes, por lo que la hipdtesis (Hy) se cumple y estos se pueden
escribir como

Sea el sistema Filippov

Podemos ver que
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Afc=yic+ 1Al c

donde v = % VYo = %.

Ahora hay que encontrar los puntos de tangencia g1 y ¢o del sistema (3.12) a partir de que se
cumple que

CTf_ (Q1) = 07
' fH(g) = 0.
Entonces llegamos a que
1 1
4 3
q1 = Yy q =
3 2
1 3

Y ambos son de tangencia invisible pues

r = CTAl(Alth + bl) =3>0,
Tro = CTAQ(AQQQ + b2) =-3<0.

Ver Figura 3.7.

Figura 3.7: Ly, Ly y ¥ del sistema (3.12).

Asi, para poder aplicar el teorema de existencia de un ciclo limite de cruce y posteriormente
el teorema de la bifurcacién pseudo-Hopf, usamos (2.3) para calcular ag, B2,y 7 .
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ag =tr(4;) =1,
Bo =tr(A) =71,
1
_ T _ =
p=c (Aaq1 +b2) = 13’
_ e P _1
r1Y2 T2

Entonces tenemos que 2 > 0,71 > 0,72 < 0y nu < 0, por lo que existe localmente un tinico
ciclo limite de cruce, y ademads, como 7 > 0, este es inestable. Ver Figura 3.8.

0.8
0.6
04F

0.2F

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) Retrato fase (b) cle

Figura 3.8: Retrato fase y ciclo limite de cruce del sistema (3.12) simulados en reversa.

3.2. La Bifurcaciéon Pseudo-Hopf (caso no genérico)

En este primer caso no genérico fijamos el parametro n = 0 para ver como es que esto
afecta la estabilidad de los ciclos limite y establecemos un nuevo parametro de estabilidad.

3.2.1. Teorema de la Bifuracién Pseudo-Hopf caso no genérico.

Fijamos ahora el pardmetro n = 0. Entonces la curva de puntos fijos (3.9) para este nuevo

caso es
v oy 4oy i

— h(u,0) = —
a (u,0) 157’172u 457"%722u

(3.13)
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Haciendo un anélisis de signos vemos las siguientes relaciones entre la curva de puntos fijos y
v. Ver Figura 3.9.

a) b)

Figura 3.9: a) v < 0. b) v > 0.

Esto nos lleva a que existe un ciclo limite de cruce cuando vu < 0. Lo que nos resta por hacer
es determinar la estabilidad de puntos fijos. De (3.11) obtenemos que

oP 8v 4
il -1
5 (u, h(u,0),0) + u’ +

157‘1’)’2

Como u es muy pequenio y positivo, el signo que domina en el segundo coeficiente es el de v.

Procedemos entonces a enunciar el teorema para este caso no genérico.

Teorema 6. (Teorema de la Bifurcacion Pseudo-Hopf: caso no genérico)

Considere el sistema (3.1), donde y5 >0, 11 > 0, ro <0 yn = 0. Entonces, para u suficiente-
mente pequena, existe un unico cliclo limite de cruce si v < 0. Cuando v < 0, el ciclo limite
es estable, y cuando v > 0, este es inestable.

3.2.2. Ejemplo académico

Sea el sistema Filippov

i = (3.14)
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con a =~ 1. De este modo verificamos si este cumple la hipdtesis (Hp).

N
\_/

Podemos ver que

et ={(). ()} ():(7))

son linealmente independientes, por lo que la hipétesis (Hp) se cumple. Ahora, podemos
escribir la siguiente combinacion lineal

Agc =yc+ ’ygACch
1
5.
A continuacién calculamos los puntos de tangencia del sistema (3.14) a partir de que

donde 1 = 3 y 72 =

Entonces
(-1 (3 —4a
Y ambos son de tangencia invisible pues
ri =c" A1(A1q + b)) = 1 >0,

1
rfq%@mMﬂwg:—1<a

Para poder asegurar la existencia de un ciclo limite de cruce y aplicar el teorema de la
bifurcacién pseudo-Hopf usamos (2.3).

3
a9 :tT’(Al) = 5,

1
/82 :tT'(AQ) = _17
1 :CT(AQCH +b2)=1-a,
_e Py

172 T2
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Como vemos, n = 0, entonces este ejemplo se trata de un caso no genérico, por lo que
procedemos con el calculo de los parametros faltantes

1
o] = — det(Al) = —57

1
f1 = — det(Az) = T
1/:<a1 —61> ag = —9
s 3

Tenemos entonces que vo > 0,71 > 0,79 < 0y vu < 0, por lo que, para u suficientemente
pequena, existe un Unico ciclo limite de cruce, y ademas, como v < 0, este es estable.

Este ejemplo nos es de gran utilidad para ilustrar la importancia de tener una p lo suficien-
temente pequena. Puesto que p = 1 — a, fijemos dos valores para a.

4
19

Para a = 55, p = % y g2 = <_15> Por lo que el retrato fase es el siguiente. Ver Figura 3.10

5

Figura 3.10: Retrato fase del sistema (3.14).

La Figura 3.11 nos muestra el ciclo limite estable.
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Figura 3.11: Ciclo limite de cruce estable del sistema (3.14).

_17
Paraa =322 p=2yq = < 825). Por lo que el retrato fase es el siguiente. Ver Figura 3.12
25

Figura 3.12: Retrato fase del sistema (3.14).

En este retrato fase vemos como no existe un ciclo limite de cruce debido a que g no es lo
suficientemente pequena.
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3.3. La Bifurcacién Pseudo-Hopf (caso sin deslizamiento)

Una de las variables mas esenciales en todos estos procedimientos ha sido u ya que este
es el pardmetro de bifurcacién. Es por esto que consideramos un tercer caso del Teorema de
la Bifurcacion Pseudo-Hopf, donde p = 0. Esta nueva condicién impacta tanto que la forma
normal de nuestro sistema se ve modificada. Asi el sistema Filippov toma la forma

<0 1> ( 0 ) .
x4+ siz; <0,
(e e) 7271

i = (3.15)

<ﬂ0 ﬁ1>m+<7?> sixzp > 0.
1 P2 2

En este tercer caso nuestros puntos de tangencia se colapsan en un punto de doble tangencia,
en este caso en el origen puesto que la distancia entre ellos se ve reducida a 0. Las demas
condiciones se mantienen como en el caso general.

Comenzamos factorizando u? de la curva de puntos fijos (3.9) y tenemos que

3 97179 157179 457“%722
1 20 v+ O(n) dagv 4+ O(n)
2 2 2 2 3
_ _ = _ ) =0
Y ( 377 + 97179 n < 15717y ut 457‘%7% u
=u?(h(u,n))

Asi, buscamos resolver h = 0. Como vemos, ésta estd en funcién de u y 7, por lo que utilizamos
el TFI para despejar alguna de éstas.

Observe que l~1(0, 0) = 0. Calculamos entonces las derivadas parciales de h con respecto a u y
n.

oh

6?(0,0) =0
oh 1
077(0’0) =3

Asi, podemos despejar a 1 de la ecuacion B(u, n) = 0. Proponemos
Vu,v) = kiu+ kou? + ksu® + kgu* + - - -

Calculamos cada coeficiente k analogamente a los casos anteriores y obtenemos la curva de

puntos fijos
v o5 209V

n="V(uv)= ud - (3.16)

— U

9Y271 157%7“%
Haciendo el andlisis de signos correspondiente y graficando la curva de puntos fijos tenemos
que cuando nr < 0 existe un ciclo limite de cruce. Ver Figura 3.13.
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a) b)

Figura 3.13: a) v < 0. b) v > 0.

Lo ultimo por realizar es establecer la estabilidad de los puntos fijos. Como en casos anteriores,
calculamos la derivada de P con respecto a u.

oprP 4 4
(u,0,V(u,v)) =1+ Y3 - a§y2 u’
157971 157571

ou

Es sencillo ver que, sobre el segundo término, el signo dominante es el de v pues u es un valor
muy pequeno y positivo.

Teorema 7. (Teorema de la Bifurcacion Pseudo-Hopf, caso sin deslizamiento)
Considere el sistema (3.15), donde vo > 0, 11 > 0, 19 < 0 y u = 0. Entonces, para n
suficientemente pequena, existe un ciclo limite de cruce si ny < 0. Cuando v < 0, el ciclo
limite es estable. Por otro lado, cuando v > 0, este es inestable.
3.3.1. Ejemplo académico

Sea el sistema Filippov

—1 3 _2T
x4+ & st x1+ 2we < 2,
0 2 — 18
&= (3.17)

—6 -2 4 .
(1 O)x—i—(_l) st x1 + 229 > 2.
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Verificamos que este cumple la hip6tesis (Hp).
-1 3
Tar=2) () =1,

Ay =(1,2) (‘16 _02> = (—4,-2).

eata={(;).(7) preata={(;)-()}

son linealmente independientes, por lo que la hipétesis (Hp) se cumple. Ahora, la combinacién
lineal

Entonces

Afc=r1c+1Afc
es cierta cuando y; = —% Vo = %

Ahora calculamos los puntos de tangencia del sistema (3.17) tomando que

Entonces

Y ambos tienen tangencia invisible pues

27
r1=cT A1 (A1qr + by) = 16 > 0,

o =cl Ag(Aaggy + bo) = —6 < 0.

Como ¢q; = go, entonces . = 0, por lo que este ejemplo se trata de un caso sin deslizamiento.
Para asegurar la existencia de un ciclo limite de cruce y aplicar el teorema de la bifurcacion
pseudo-Hopf usamos (2.3).

ay; = —det(Ay) =2,
ag =tr(A;) =1,
f1 = — det(As) = -2,
P2 =tr(Az) = —6,

ay  Pp 1

CTy2 T 9’
Lo (o Py 265
r2v3  r3 27 162

Tenemos entonces que v2 > 0,71 > 0,79 < 0 y nv < 0 existe un unico ciclo limite de cruce, y
ademads, como v > (, este es inestable. Ver Figuras 3.14 y 3.15
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Figura 3.14: Retrato fase del sistema (3.17) simulado en reversa.

Figura 3.15: Ciclo limite de cruce inestable del sistema (3.17).
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Capitulo 4

Aplicaciéon

A pesar de ser un campo relativamente nuevo, los sistemas Filippov cuentan con aplicacio-
nes en distintos &mbitos de la ciencia como la fisica, biologia, etc. A continuaciéon encontramos
uno de ellos, ver [2].

Ejemplo. Piloto automdtico de dos posiciones para controlador de barcos

Sea ¢ la desviacién de un barco con respecto a su ruta asignada, 1 es la posicién de su
timén y M = M (y) el momento generado por dicho timén.

Ruta asignada

Y
/g

Figura 4.1: Desviaciéon de un barco con respecto a su ruta asignada.

33
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También contamos con el momento de fuerza de resistencia —H Cgll—f y el momento I de inercia
con respecto a la vertical, es decir, la ruta asignada. La ecuacién que nos da la rotacién del
barco es
I d27<p +H dp =M (4.1)
dat? dt ' '
Cuando el timén y el barco estan alineados con el eje vertical tenemos que ¢» =0, M =0y
el rumbo del barco esta en ¢ = 0.

El piloto automatico de dos posiciones es uno de los controladores de ruta mas sencillos de uti-
lizar. El timén puede tomar una de dos posiciones 1) = £ty generando momentos M = +Mj.
La posicién del timén depende de la posicién del barco, ¢ y Cfl—f. El piloto automatico mas
simple de este tipo actua cuando el barco cruza el eje ¢ = 0 y podemos asumir que el redi-
reccionamiento del timén ocurre de forma instantanea. Es natural pensar en que seria mas
efectivo que el movimiento del timén se dé antes del devio del barco. Ese control anticipatorio
se puede conseguir por dos métodos: el llamado correcciéon de velocidad o por retroalimenta-
cién paralela o dura.

En el caso de la correccién de velocidad o accién derivada, el movimiento del timén ocurre
cuando la siguiente combinacién lineal de la desviacién de rumbo ¢ y la velocidad angular Ccll—f
se reduce a cero

dp

dt’

Es facil ver que para b > 0 el cambio de posicién del timén ocurrird antes del paso del barco
por ¢ = 0. Dicho cambio de posicién es a babor (¢ = —tpg y M = —My) para o > 0y a
estribor (¢ = +19 y M = +M;) para 0 < 0. Si 0 = 0, el timén puede asumir una posicién
arbitraria entre los dos extremos: —1)g < ¢ < 4oy —My < M < +Mp.

Podemos escribir las ecuaciénes del control de dos posiciones y del motor de direccién que
realiza la correccién de velocidad de la siguiente forma

c=p+b

M = MyZ (np + b?’;) , (4.2)
donde
-1 st o0>0,
Z(o) =
1 st o <0,
y 1Z(0)] < 1.

Para obtener un sistema Filippov de este problema con el cual podamos trabajar, primero
debemos simplificar (4.1) y (4.2) introduciendo las variables z, t,e, y 2z definidas como

p=Ax, t =T1, M = Myz,
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donde

Mol I
A=20 op_
H2 Y H

Asi mismo, notamos las siguientes equivalencias:

de
127:14/
v dr o

2 . . 80”

(p//:Ax//:Tgpj(p:ﬁ’
. dy dpdt ) % .
Tt " dtar TS T AT
p =AzL.

Comenzamos entonces por la ecuacién (4.1) y las equivalencias anteriores tenemos que

. ) I H
I+ Hp=MyZ(o) ﬁgo” + ?go’ = Myz
mas aun
I H IA HA
ﬁﬁ,@// + ?90/ = M()Z < ﬁl’ﬂ + Tl" = M()Z

Ahora multiplicamos esto ultimo por %:

T? (1A T? (HA , T?

A <T2”3 ) 7 (N) = 74 Mo)
TH , _ MozT?
I 1A

"
T+

TH Mol
y T =1 A="g

con z = Z(p + bp). De aqui reajustamos o:

o=p+bp
b
— Az +
33+T80
b
= A(z + Ba')
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con 3 = %. Entonces Z(p +bp = Z(A(x + Bz")) pero como A es fijo, solo nos interesa el signo
de x + B’ para saber el valor de Z, asi z = Z(x + 2').

Sea el plano fase ordinario x, # donde 2’ = #. Decimos que & = y entonces "/ +y =z y

-1 siz+py >0,

z=X(x+Py) =
1 sizx+4+pPy<0,
tenemos que §y = & = —y + z con & = z”. Asi
((i=y
six + Py > 0,
=y y=—-y—1
<~
y=-y+t=z T =y
siz+ By < 0.
y=-y+1

Es sencillo ver que este plano fase z,y estd dividido por la recta de conmutacién X =
{(z,y)|z + Py = 0} en dos regiones que llamamos S; y Se para z 4+ By < 0y x + Sy > 0
respectivamente. Ademads es importante notar que sus trayectorias son simétricas entre si con
respecto al origen.

Esto plano fase lo expresamos como el siguiente sistema Filippov:

<8 —11> @ * <(1)) siz+ By <0,
(8 —11) @ - <_01) si @+ By > 0.

Verificamos que este cumple con la hipétesis (Hp).

T4 = (1,p8) <8 _11) =(0,1—p) = As.

{c,Alc} ={c,AJc} = {(;) ’ (1 E 5) }

son linealmente independientes, por lo que la hipétesis (Hy) se cumple. Ahora, la combinacién
lineal

Entonces

Afc = yc+pAfc

es cierta cuando 71 =0y v = 1.
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Ahora calculamos los puntos de tangencia del sistema (4.3) tomando que

Entonces

Y ambos tienen tangencia invisible pues

71 :cTAl(Alql + bl) =1>0,
ro =c! Ag(Aaga + by) = —1 < 0.

Para poder asegurar la existencia de un ciclo limite de cruce y aplicar el teorema de la
bifurcacién pseudo-Hopf usamos (2.3).

ag =tr(A) = —1,
B2 =tr(Ag) = —1,
= c"(Ayq + b)) = —28,
az P

nN=———=-2.
172 2

Entonces tenemos que v > 0,71 > 0,790 < 0y nu < 0 para 8 < 0, por lo que localmente
existe un unico ciclo limite de cruce, y ademads, como 1 < 0, este es estable. Ver Figura 4.2

y
20

. b I L x
_2 \ / | 2

Figura 4.2: Simulacién del ciclo limite de cruce estable de la aplicacion.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo analizamos detalladamente las caracteristicas y el comportamiento de la
bifurcacion pseudo-Hopf en los sistemas Filippov en el plano. Este fenémeno, relevante tanto
en teoria como en aplicaciones practicas, muestra cémo los cambios en pardmetros del siste-
ma pueden inducir la apariciéon de ciclos limite de cruce y modificar la estabilidad de este.
A través del desarrollo de tres casos especificos ilustramos distintas dindmicas asociadas a
esta bifurcacian, resaltando las condiciones necesarias para su ocurrencia y la influencia de
parametros clave como el parametro de bifurcacion p y los parametros de control n y v.

La metodologia que utilizamos incluyé una combinacién de técnicas analiticas, como la cons-
truccion de mapeos de Poincaré y curvas de puntos fijos, con ejemplos académicos que sirvie-
ron para ilustrar los resultados tedricos y demostrar su aplicabilidad en sistemas establecidos.
Ademsds, presentamos un ejemplo practico de aplicacion en el disefio de un piloto automético
para control de ruta de barcos, lo que destacd la relevancia de los sistemas Filippov en el
modelado de sistemas con discontinuidades en ingenieria y fisica.

Los hallazgos de este trabajo no solo ampliaron nuestro entendimiento de los sistemas Fi-
lippov, sino que también abrieron la puerta a futuras investigaciones en la generalizacién de
estos resultados para sistemas en dimensiones superiores y su implementacién en campos in-
terdisciplinarios como la biologia, ingenieria, fisica, entre otros. De esta manera, destacamos
la importancia de la teoria de bifurcaciones como herramienta para comprender y predecir
comportamientos complejos en sistemas dindmicos discontinuos.

39
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Conclusiones
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