“El saber de mis hijos
hara mi grandeza”

UNIVERSIDAD DE SONORA

Di1vISION DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES

Programa de Licenciatura en Matematicas

Series de Tiempo y el Problema de Regresiéon Espuria

TESIS

Que para obtener el titulo de:

Licenciado en Matematicas
Presenta:

Valeria Cienfuegos Colunga

Director de Tesis:

Dra. Gudelia Figueroa Preciado

Hermosillo, Sonora, México, Noviembre 2016.



II




SINODALES

Dr. José Arturo Montoya Laos
Dra. Maria Teresa Robles Alcaraz

MC. José Maria Bravo Tapia

Dr. Francisco Cienfuegos Velasco



v




A mis padres y hermano
Alicia, Francisco y Pablo



VI




Agradecimientos

La gratitud es el acto mds humilde que alguien puede expresar por un beneficio
recibido. Ya que no encuentro palabras que expresen mi agradecimiento por el apoyo
que he tenido durante este tiempo, lo unico que me resta por decir es un sincero
gracias.

Gracias, primeramente, al creador de la vida, y de este maravilloso arte, Dios.
Gracias a todos mis maestros, por darme a conocer el increible mundo de las ma-
temdticas. En especial, gracias a la maestra Maria Teresa Robles Alcardz, al Dr.
Jose Arturo Montoya Laos, al Dr. Martin Gildardo Garcia Alvarado, al Dr. Jorge
Ruperto Vargas Castro, por las ensenianzas de cada uno de usedes dentro y especial-
mente fuera del aula, por sus consejos y por las palabras de dnimo que brindaron,
y por ese ejemplo de como ser un matemdtico. Gracias a mis comparneros de ge-
neracion, por los conocimientos compartidos y el apoyo brindado. Muchas gracias
amigos, a todas esas persomas que me acompaaron en este no tan corto viaje, y que
Jjunto conmigo, vieron nacer poco a poco, este trabajo.

Especialmente, gracias a mi directora de tesis, Dra. Gudelia Figueroa Preciado,
por sus consejos, por su tiempo, y su interminable paciencia.

Gracias a la Universidad de Sonora, a los bibliotecarios y todo el personal con el
que alguna vez tuve contacto en este periodo. No hay persona menos importante que
otra, pues todos tienen un papel fundamental en el crecimiento de un matemdtico.

Y lo mejor a lo dltimo, gracias infinitas a mi familia, mis pilares, mi papds y
mi hermano, gracias por su apoyo incondicional y constante; gracias por inyectar
la energia de sequir en este camino no fdcil, soy lo que soy por el ejemplo que he
recibido de ustedes. Gracias.

VII



VIII Agradecimientos




Indice general

O

|Agradecimientos |

T Tacaidn

2. Conceptos Basicos|

[2.1. Series de tiempo| . . . . . . . ...

[2.1.1.  Algunos ejemplos de series de tiempo|. . . . . . .. . .. ...

[2.2. Series de tiempo y procesos estocasticos| . . . . . . . . ... ... ..

[2.3. Técnicas descriptivas graficas| . . . . . . . . .. ... ... ... ...

3. Algunos Modelos para Series de Tiempo Univariadas|

|3.1. Procesos autorregresivos| . . . . . . . . . . ... oo

|3.2. Procesos de promedios moviles| . . . . ... ... ... 00000,

[3.3. Generacion de algunos procesos| . . . . . .. ..o

[3.3.1.  Ejemplos de correlogramas para algunos procesos| . . . . . . .

[3.4. Otros procesos importantes| . . . . . . . . ... ... ... .....

4. El Problema de Regresion Espurial

[4.1. Regresion espurial . . . . . . . . ... Lo o

[4.2.1. Prueba de Dickey-Fuller, 1979. . . . . . ... ... ... ...
[4.2.2. Prueba de Phillips-Perron, 1988|. . . . . . .. ... ... ...
4.3. Ejemplos| . . . ...
[4.3.1. Indices bursatiles: SAX y PX| . . . . . .. ... ... .. ...

[4.4. Algunas observaciones| . . . . . ... ..o oL

B Smonlaciones

[5.2.1. Modelos autorregresivos de orden uno con interseccion| . . . .

IX

VII

10
12
17

21
21
24
28
33
37

39
39
46
48
52
54
54
57
57

59
59
60
61



INDICE GENERAL

X
[5.2.2. Modelos autorregresivos de orden uno con interseccion y ten- |
| dencial . . . . . .. 64
b.3. Conclusionesl . . . . . . .. ... 66
AL 69
|A. 1. Operador de retraso|l . . . . . . . . . . . . . 69
|A.2. Algunas propiedades de los estimadores| . . . . . .. ... ... ... 70
[A.3. Funcidon Potencial . . . . . . . . ..o 71
|A.4. Tamano de una pruebal. . . . . . . . ... ... ... ... .. ... 71
[A5. Covarlanzal . . . . . . . .. L 71
B.] 73
[B.1. Modelo de regresion lineal| . . . . . ... ... ..o 73
IB.2. Estimacion por minimos cuadrados| . . . . . ... ... ... L. 74
[B.2.1. Propiedades de los estimadores de regresion lineall . . . . .. 74
IB.3. Prueba de hipotesis e intervalo de confianza para 5, . . . . . . . .. 75
B.4. Coeficiente de correlacionl . . . . . . . . ... ... Lo L. 76
B.5. Coeficiente de determinacionl . . . . . . . . . .. ... .. ... ... 76
[B.6. Coeficiente de determinaciéon ajustado| . . . . . . . .. ... ... .. 76
B.7. Prueba de Durbin-Watson| . . . . . . ... ... ... L. 77
79
[C.1. Valores de ruido blancal . . . . . . ... ... oL 79
[C.2. Valores de la seccion 4.3.21 . . . . . . .. . .. .. ... ... ... .. 80
|C.3. Valores criticos de Dickey-Fuller|. . . . . . . .. ... ... ... ... 81




Capitulo 1

Introducciéon

Las series de tiempo son un conjunto de datos u observaciones generadas secuen-
cialmente en el tiempo. Entre estas observaciones existe una dependencia que por
lo general es més fuerte entre més cercanas se encuentren. En general supondremos
que sus mediciones han sido tomadas en tiempos que estan igualmente espaciados.
A diferencia de muchos anélisis estadisticos en los que el orden en que se seleccio-
na la muestra puede ser irrelevante, en series de tiempo, ese orden resulta de gran
importancia. Si los valores futuros de una serie de tiempo pueden ser determinados
por medio de una funciéon matematica, la serie se dice determinista; pero si éstos son
descritos en términos de una distribucion de probabilidad, la serie se conoce como
no-determinista o serie de tiempo estadistica.

Las observaciones de una serie de tiempo estadistica, que en adelante llamare-
mos simplemente serie de tiempo, pueden considerarse como una realizacién de un
proceso tedrico llamado proceso estocédstico. Uno de los objetivos principales del
andlisis de series de tiempo es el de realizar prondsticos, para ello es necesario desa-
rrollar modelos matematicos que proporcionen descripciones plausibles de los datos
y asi poder realizar inferencias acerca de las propiedades o caracteristicas del proceso
estocdstico para el cual se propone un modelo, el cual se espera tenga propiedades
similares a las del mecanismo que genera este proceso.

Para analizar un fenémeno mediante series de tiempo, o sea, para identificar la
estructura de una serie, es necesario conocer la distribucién conjunta de X1, ..., X,;
sin embargo, esto no es muy realista en el caso de series de tiempo, por lo que
cual se trabaja con su primer y segundo momento, que resumen en buena medida
su distribucion, y el analisis se enfoca generalmente en propiedades de la serie que
dependan sélo de estos momentos; con ellos es posible obtener medidas y construir
graficas que permiten analizar el comportamiento de la serie. Todo esto es presentado
en el Capitulo [2] junto con algunos ejemplos de series de tiempo y el proceso de
ruido blanco, muy 1til en la construccion de procesos estocasticos mas complejos,
como caminatas aleatorias, proceso de promedios méviles, procesos autorregresivos,
etcétera.

En el Capitulo3|se amplia el estudio de los procesos presentados en el Capitulo
construyendo, a partir de datos generados por medio de un proceso de ruido blanco,
un proceso de promedios méviles, un autorregresivo y una caminata aleatoria. Para el
andlisis de estas series se utilizan las técnicas descriptivas presentadas en el Capitulo

2

En muchos dambitos, particularmente aqui consideramos el econémico, las se-



2 Introduccion

ries de tiempo muestran generalmente una tendencia positiva o negativa y en oca-
siones presentan una varianza no constante; ello origina que estas series sean no-
estacionarias y esa caracteristica dificulta describir el fenémeno en ciertos intervalos
de tiempos, asi como el realizar predicciones. El problema de no-estacionariedad ha
sido uno de los grandes temas en econometria, ya que el analisis de series de tiempo
esta fundamentado en la teoria de estacionariedad y como la mayoria de las series
econdémicas no lo son, es importante verificar la estacionariedad de éstas. Es por ello
que abundan pruebas estadisticas que permiten detectar este tipo de series y evitar
obtener regresiones espurias, tema central en el Capitulo

Actualmente se cuenta con una amplia variedad de pruebas de estacionariedad,
las cuales pueden diferir en supuestos, potencias, tamano necesario para detectar
no-estacionariedad, etcétera. Este trabajo se enfoca en estudiar el uso de las prue-
bas de Dickey-Fuller y Phillips-Perron, muy utilizadas en la literatura y practica
econdmica. Estas pruebas se presentan en el Capitulo 4] y se analizan indicadores
sencillos que permiten detectar regresiones espurias. Se presentan varios ejemplos;
dos de ellos para mostrar lo comin de observar o construir regresiones espurias y
otros donde se utilizan las pruebas de Dickey-Fuller y Phillips-Perron, se delimitan
los modelos a probar y se efectiia una comparacion de los resultados obtenidos de
éstas. Es importante senalar que en la seleccién del modelo es fundamental el cono-
cimiento sobre el problema de aplicacién. Aunque existen muchas otras pruebas de
estacionariedad, como Zivot & Andrews| (1992), Elliott et al. (1996)), [ Kwiatkowski
et al. (1992)), su uso es similar y pueden diferir, como se mencioné previamente, en
los supuestos, potencia, asi como en la especificacién de la hipdtesis nula y alterna-
tiva. En las pruebas que se utilizan en este trabajo, la hipdtesis nula plantea que
la serie de tiempo es no-estacionaria, a diferencia por ejemplo de la prueba KPSS
donde la hipétesis nula plantea que la serie es estacionaria frente a una alternativa
de que no lo es.

Finalmente, en el Capitulo [5| se presenta una serie de simulaciones, en donde se
generaron conjuntos de 10000 muestras aleatorias provenientes de diferentes procesos
autorregresivos, donde se hizo variar el valor p, tomando éste valores de 0.8, 0.9,
0.95, 0.99, 1, 1.02 y 1.05. Los tamanos de estas muestras fueron de 50, 100 y 200
datos. Las series se simularon a partir de un modelo autorregresivo de orden 1 sin
interseccion, y con interseccion, coeficiente que se fijé en 0.1 y 0.5. En todas las series
simuladas se aplicaron las pruebas de estacionariedad de Dickey-Fuller y Phillips-
Perron, y se contabilizé el porcentaje de veces que se rechazo la hipétesis nula de no
estacionariedad, utilizando un nivel de significancia de @ = 0.05. En este capitulo
se muestra la importancia del valor que toma p y el tamano de muestra, pues como
se verd, en muchas de las series estacionarias simuladas, donde p es menor que uno
pero muy cercano a éste, puede facilmente concluirse que la serie proviene de un
proceso no-estacionario. Por otra parte, al generar series con valores de p cercanos a
uno, pero mayores que éste, se tendran series de tiempo explosivas; en esos casos las
hipétesis cambian, pues en la hipotesis alternativa se plantea que la serie es explosiva,
lo cual debe establecerse claramente en el software estadistico que se esté utilizando,
de otra manera los resultados obtenidos no seran confiables.

Dado pues, que generalmente las series de tiempo que se utilizan en el drea de



economia son no-estacionarias, y éste es un aspecto que cominmente se pasa por
alto, resulta de interés el reconocer dichas series y transformarlas a estacionarias
para no obtener resultados espurios. Conociendo también que cualquier resultado
estadistico conlleva cierto grado de incertidumbre, resulté de interés estudiar cémo
influye el tamario de muestra, el valor de p y la prueba a utilizar, en la conclusion
obtenida. Es importante mencionar que la seleccién del modelo a probar en estas
pruebas de hipétesis es fundamental y requiere de un conocimiento del problema
bajo analisis, siendo ahi donde el trabajo interdisciplinario entre investigadores de
la estadistica y la economia resulta fructifero.
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Capitulo 2
Conceptos Basicos

En este capitulo se presentan algunos conceptos béasicos de series de tiempo. Se
exploran ciertas técnicas descriptivas y graficas que permiten identificar ciertos pa-
trones en las series, los cuales permiten identificar caracteristicas propias de algunas
series que se presentaran en el Capitulo

2.1. Series de tiempo

Las series de tiempo son un conjunto de datos u observaciones realizadas
en forma secuencial, durante un periodo de tiempo. La medicién entre tiempos es-
pecificos se considera por lo general igualmente espaciada y estos tiempos pueden
ser medidos en minutos, horas, semanas, hasta en anos. Por lo general su mediciéon
es discreta aunque la variable en estudio sea continua, por ello, este tipo de serie de
tiempo se denomina serie de tiempo discreta, que seran las aqui tratadas. Algunos
ejemplos de este tipo de series de tiempo son: la venta semanal de autos, la tasa
mensual de inflacién de los precios al consumidor, produccién semanal de lacteos,
el crecimiento anual de la poblacién de cierta especie, etcétera; conjuntos pues, que
modelan la evolucién de cierta(s) variable(s) a lo largo del tiempo.

Las series de tiempo se aplican muy cominmente en areas como climatologia, ad-
ministracién de riesgos, economia, control de procesos, demografia, entre otras. Por
ejemplo, para determinar las caracteristicas de las estaciones del ano fue necesario
estudiar el comportamiento del clima, pues las estaciones son periodos donde ciertas
condiciones climatoldgicas se mantienen; de igual manera es necesario el conocimien-
to del clima de dias anteriores para poder pronosticar el comportamiento climatico
de dias futuros, o prever fenémenos naturales que puedan aquejar una ciudad, como
tormentas, maremotos, etcétera. Las series de tiempo también permiten optimizar
ciertos procesos que influyen en la mejora de algiin producto, ya sea perfeccionando
el producto en si, aumentando las ganancias, logrando un ahorro de energia, mejo-
rando el tiempo de produccién, etcétera. A través de series de tiempo también es
posible comparar dos sucesos en el tiempo, por ejemplo, la tasa de mortalidad en
cierto ano y algin evento catastrofico (guerra, hambre, sequia, etcétera). Asi pues,
como éstos, hay cientos de ejemplos que ilustran el uso de las series de tiempo.

Las series de tiempo pueden ser clasificadas como deterministas, cuando los va-
lores de la serie pueden ser calculados exactamente con alguna funcién matematica,
esto es, futuros valores de la serie puede predecirse de valores anteriores; pero, si es
necesaria una distribucion de probabilidad para obtener dichos resultados, entonces
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la serie se dice no-determinista o aleatoria. La mayoria de las series son aleatorias,
esto es, los valores futuros en la serie son parcialmente determinados por los valores
anteriores.

El anélisis de datos de series de tiempo involucra el uso de elementos descriptivos
como graficas y medidas descriptivas y elementos de inferencia que permiten respon-
der preguntas acerca de la poblacién en estudio, que podria considerarse como el
conjunto de series de tiempo formadas por la parte determinista o semideterminista,
combinada con todas las posibles realizaciones imaginables de la parte estocéastica
(Guerrero, . Dentro del aspecto grafico se analizara la metodologia de descom-
posicién de las series de tiempo, la cual permite identificar las partes determinista
y no-determinista de una serie.

A través de los anos las graficas han sido una de las herramientas més utilizadas
para representar informacion y asi ha ocurrido con las series de tiempo, ya que por
medio de éstas es posible visualizar la variabilidad de una manera mas sencilla. La
Figura [2.I] muestra una ilustracién que data aproximadamente del siglo X u XI; en
el fondo de ésta se observa una cuadricula que permite ubicar las curvas que repre-
sentan la inclinacién de las érbitas planetarias, en funcién del tiempo. Esta grafica
aparece en un manuscrito descubierto en 1877 relacionado con trabajos de la fisica
y la astronomia de aquella época. Cabe mencionar que esta ilustracion es al parecer
el ejemplo mas antiguo que se conoce de una representacién grafica del cambio de
un fenémeno en el tiempo y es una misteriosa y aislada maravilla en la historia de
los graficos, ya que la siguiente grafica de series de tiempo conocida surge alrededor
de 800 anos después (Tufte, . Es hasta finales de 1700 cuando los gréaficos de
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Figura 2.1: Representacién gréafica de una serie de tiempo: astrénomo desconocido, siglo X
u XL

series de tiempo empiezan a aparecer en publicaciones cientificas. En la Figura
se observa una gréafica desarrollada por Johann Heinrich Lambert y corresponde a
una de las series mas grandes de esos tiempos. Esta muestra la variacién periddica
en la temperatura del suelo y su relacién con la profundidad bajo la superficie. Entre
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mas profundidad mayor es el rezago de tiempo en la respuesta de la temperatura.
Los graficos actuales de periodicidad de series de tiempo difieren sélo un poco de
aquellos de Lambert, aunque hoy en dia las bases de datos son todavia mas grandes.
Los disenos de gréficas de series de tiempo se basan principalmente en las aportacio-

Figura 2.2: Variacién periédica en la temperatura del suelo y su relacion con la profundidad
bajo la superficie.

nes del matemético suizo-alemén J.H. Lambert (1728-1777) y el economista sueco
William Playfair (1759-1823). Al parecer, la primera serie de tiempo usando datos
econémicos fue publicada en el libro de Playfair “The Commercial and Political
Atlas” (Londres, 1786) y se presenta en la Figura Para Playfair los graficos eran
preferibles a las tablas, ya que éstos muestran la estructura de los datos en una
perspectiva que puede ser comparable. En la primera edicién de su libro, Playfair
incluye 44 gréaficas y lo que puede ser el primer grafico de barras, al cual llega por la
necesidad de representar datos anuales que necesitaban ser visualizados facilmente;
sin embargo, de acuerdo con Tufte (1983), Playfair se encontraba un poco escéptico
sobre su creacién.

Existen muchas razones por las cuales analizar series de tiempo, pero los objetivos
principales, segin (Chatfield (2000), por los cuales se estudia este tipo de datos son:

» Descripcion. Describir los datos usando un restimen estadistico y/o métodos
graficos. Una grafica de tiempo de los datos es particularmente importante.

= Modelado. Encontrar un modelo estadistico adecuado que describa el proceso
de generacién de datos. Un modelo univariado para una variable dada esté ba-
sado solamente en datos anteriores; en cambio, un modelo multivariado para
una variable dada puede estar fundado no sélo en los valores pasados de tal
variable, si no también en el presente y el pasado de valores de otras varia-
bles predictoras, esto es, la variacion en una serie puede ayudar a explicar la
variacién en otra serie. Por supuesto, siempre debemos recordar que todos los
modelos son aproximaciones y que la construccion de modelos es tanto un arte
COMo UNG ciencia.
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Figura 2.3: Serie de tiempo usando datos econémicos: The Commercial and Political Atlas
(1786)

= Prediccion. Estimar los valores futuros de la serie.

= Control. Buenas predicciones permiten al analista tomar medidas a fin de con-
trolar un proceso dado, ya sea industrial, econémico o de alguna otra indole.

El observar y analizar graficas de series de tiempo permite encontrar ciertos patrones,
los cuales ayudaran en el proceso de realizar inferencias sobre el comportamiento de
la serie. Los principales patrones que pueden observarse son los siguientes (Chatfield,

2000% p. 22, 23):

= Tendencia. Se puede definir como una cambio a largo plazo en la media, sin
embargo, no hay una definicién matemaética establecida. Esta tendencia puede
ser positiva o negativa, y a su vez lineal, cuadrética o de orden mayor.

= Fstacionalidad. Se refiere a la variacién periddica de cierto evento que sucede
en un plazo de igual o menor a un ano.

s (liclicos. A diferencia del componente estacional, la variacién ciclica se da
en plazos mayores a un ano. Estas variaciones pueden o no ser periédicas. Es
comun encontrar este tipo de ejemplos en actividades econémicas. Sin embargo,
estos patrones también se pueden encontrar en comportamientos biolégicos de
criaturas vivas y pueden presentarse en periodos de un dia, a lo que se conoce
como variaciones diurnas.

Mittal afirma que los efectos estacionales son debido a razones o periodicidades
conocidas, como las estaciones del ano, y los patrones ciclicos son debido a razones
desconocidas (Mittal, 2007, p. 82).
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Asi pues, una serie de tiempo puede ser analizada descomponiéndola segin los
patrones ya mencionados, ademas de un componente que se considera como aleatorio.
Por lo general una serie se puede escribir en su forma aditiva de la siguiente manera:

Xt:ﬂ‘i‘st‘i‘lt‘f‘ﬁt, (211)

donde denotamos por:

= T;: valor del componente de tendencia en el periodo t
= S;: valor del componente estacional en el periodo t
= [;: valor del componente irregular en el periodo ¢

También se puede dar el caso de descomponer la serie en su forma multiplicativa,
todo depende del comportamiento de los datos (Cowpertwait, 2009, p. 19). Los com-
ponentes de la serie [2.1.1| son considerados deterministas y solo ¢, es considerado la
parte no determinista 6 estocéstica de la serie de tiempo. Sin embargo, en una visién
mas moderna, se considera que existen componentes estocéasticos en la tendencia, la
estacionalidad y el componente irregular (Enders, 2015, p. 3).

En la siguiente seccién se presentan algunos ejemplos de series de tiempo en
los que pueden identificarse, facilmente, ciertos componentes en particular, aunque
existen herramientas muy sencillas para distinguir éstos, como la descomposicién que
se realiza con la serie de tiempo correspondiente a los datos mensuales de pasajeros
internacionales de una aerolinea entre 1949-1960, presentado por Box et al.| (2008)),
y cuya descomposicion aditiva puede observarse en la Figura construida con el
uso del software R, y donde se separan los componentes de tendencia, estacionalidad
y el correspondiente al componente aleatorio.

Descomposicién aditiva de serie de tiempo

500

300

45000

300

40 150

0

EstacionalidadTendencia Observado
-40

Error
0 40
| I I |

-40
|

T T T T T T
1950 1952 1954 1956 1958 1960

1949-1960

Figura 2.4: Pasajeros de una aerolinea, entre 1949 y 1960.
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2.1.1. Algunos ejemplos de series de tiempo

A través de las siguientes series de tiempo se mostraran los diferentes patrones
mencionados en la Seccion Por lo general, la mayoria de las series que se pre-
sentan en la practica combinan uno o varios de estos patrones, aunque en ocasiones
también serd posible observar la presencia de datos atipicos, que corresponden ge-
neralmente a eventos extranos con una probabilidad de ocurrencia pequena, que en
la mayorfa de los casos sera casi imposible predecir y por ello no formaran parte del
modelo. Por eso, es importante notar que una serie de tiempo no explica en su to-
talidad el comportamiento del fenémeno, sino una aproximacion a éste; cuando esta
aproximacion no es buena, las inferencias realizadas pueden ser totalmente erréneas.

En la Figura [2.5] se puede apreciar la serie de tiempo correspondiente a los datos
del producto interno bruto en Sonora, desde 2003 hasta 2014, cifras que se repre-
sentan en millones de pesos. En esta serie puede observarse una tendencia positiva,
aunque en los anos 2008-2009 parece que no hubo cambios. Por otra parte, en la
Figura[2.6)se observan los porcentajes de poblacién ocupada en México, mayor de 15
anos y con primaria incompleta; esta serie presenta una tendencia negativa. Ademds
de la tendencia, se pueden apreciar ciertos picos, que aunque no muy pronunciados
pudieran ser el componente estacional de la serie. En la Figura[2.7se construyé una
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Figura 2.5: Producto Interno Bruto en Sonora.

serie de tiempo con datos referentes a los ingresos del sector publico en México, que
no provienen de recursos petroleros. Esta serie presenta un componente de estacio-
nalidad, tiene una tendencia positiva en sus valores y puede observarse que ano con
ano hay mayor variabilidad en el comportamiento de estos datos.
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Figura 2.6: Poblacion ocupada mayor de 15 afos y con primaria incompleta.
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Figura 2.7: Ingresos al sector ptiblico que no provienen del petroleo.

Por otra parte, en la Figura [2.8] se muestra una serie de tiempo construida con
los indices de precios de la canasta basica en México, desde Enero del 2000 hasta
Mayo del 2016. En esta serie se observa una tendencia positiva, ademas de tener
componentes estacionales.
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Figura 2.8: Indice de precios de la canasta basica.

Por tltimo, en la Figura [2.9] se muestra la serie de tiempo del indicador global
de la actividad econémica en México desde 1980 hasta Marzo del 2016. En esta
serie puede notarse un componente ciclico, el cual recordemos se observa en plazos
mayores a un ano.
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Figura 2.9: Indicador global de la actividad econémica en México.

2.2. Series de tiempo y procesos estocasticos

Cuando se analiza una serie de tiempo, de manera formal, ésta puede concebir-
se como una sucesiéon de observaciones generadas por un proceso estocastico, cuyo
indice se toma con respecto al tiempo. Esta realizacion generalmente se denota co-
mo {z;}¥, mientras que el proceso estocastico serd la familia de variables aleatorias
{X:}°°,, definida en un espacio de probabilidad apropiado. Cada una de estas su-
cesiones es una realizacién o trayectoria producida por un mecanismo probabilistico
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subyacente al sistema en estudio. Asi pues, una trayectoria representa una obser-
vacién del proceso, o bien, una serie de tiempo. Por lo tanto, existe una relacién
entre series de tiempo y procesos estocasticos, por ello consideraremos las siguientes
definiciones.

Definicién 2.1 Un proceso estocdstico, {X;}, es una familia de variables alea-
torias indexadas port € T C R, y definida en un espacio de probabilidad.

Por lo general T denota un conjunto de indices ordenados, tipicamente identificado
con el tiempo. En la literatura podemos encontrar conjuntos de indices como los
siguientes:

= tiempo discreto T' =1, 2, ...
= tiempo discreto T' = ..., —2,—-1,0,1,2, ...
» tiempo continuo 7' = [0,00) 0 T' = (—00, 00)

aunque usualmente 7T se asocia al conjunto de los niimeros enteros.

Asi pues, una realizaciéon de un proceso estocédstico con 1" observaciones, es una
sucesion de datos observados que se utilizaran para estudiar el proceso

{X1 = 131,X2 = T9y... ,XT = I'T} = {th}?:l'

El objetivo de la modelizacién con series de tiempo es describir el comportamien-
to probabilistico del proceso estocéastico que subyace y que se supone ha generado las
observaciones. Para caracterizar bien este proceso seria necesario conocer la funcién
de densidad conjunta de las variables involucradas en éste, aspecto poco realista. Sin
embargo, considerando que los primeros momentos de variables aleatorias describen
en gran parte su distribucién, en un proceso estocastico es posible calcular ciertas
caracteristicas que permitan describir su comportamiento, como: medias, varianzas
y covarianzas. Estas caracteristicas pueden variar a lo largo del tiempo, por lo que
seran funciones de éste.

Definicién 2.2 Media de un Proceso Estocdstico. Sea {X:} un proceso es-
tocdstico con V(X;) < oo para todo t € Z, la funcion px : Z — R, definida por:

px(t) = E(Xy),

es llamada la media del proceso estocdstico.

Definicién 2.3 Funcion de autocovarianza. Sea {X:} un proceso estocdstico
con V(Xy) < oo, para todo t € 7, se denomina funcion de autocovarianza a la
funcion que asigna a cualesquiera dos periodos de tiempo t y s:

vx (t,s) = Cov(X¢, Xs), donde t,s =0+£1,£2,... (2.2.1)

En el analisis de series de tiempo es muy importante el concepto de estacionariedad,
por ello a continuacién se enuncia cuando un proceso estocdstico es estacionario.



14 Conceptos Bdsicos

Definicién 2.4 Proceso estacionario. Un proceso estocdstico { Xt} es estaciona-
ri0 st y solo si para todo entero h, s y t, se cumple lo siguiente:

1. E(Xt) =M
2. V(Xy) = 02,
3. yx(t,s) =vx({t+h,s+h).

La idea basica de estos procesos es el equilibrio estadistico que presentan, el cual se
refiere a que las propiedades mencionadas anteriormente no cambian con el tiempo.
Un proceso con las propiedades anteriores se conoce también como débilmente esta-
cionario, covarianza-estacionario o estacionario de segundo orden. En la mayoria de
las series de tiempo se cuenta con una observacién para cada tiempo fijo t, esto es, la
media p; no es la misma en cada periodo y hay sélo una observacién para estimarla.
Sin embargo, si se cumple el supuesto de que todas las observaciones comparten el
mismo parametro, se tienen todas ellas para estimarlo.

Es muy usual que el modelo de algunas series de tiempo econdmicas sean no-
estacionarias, por ejemplo, indices como el PIB, INPC o INB, el crecimiento econémi-
co de cierto palis, el ahorro nacional bruto, etcétera. Cuando las series son no-
estacionarias, no es recomendable utilizar ciertos procesos que se presentardn en
el Capitulo [3] aunque existen métodos para convertirlos a estacionarios, como dife-
renciacién, aplicar logaritmos, etcétera.

Si t = s, tendremos que vx(t,s) = yx(t,t) = V(X;). Por lo tanto si X; es
estacionario, yx(t,t) = V(X;) = cte. Por otra parte, la covarianza yx(t,s), no
depende de los puntos t y s, si no del nimero de periodos que estan entre ellos, t — s.
De esta manera, para procesos estacionarios vemos a la funciéon de autocovarianza
como funcién de un argumento, por lo tanto, se tiene lo siguiente,

Definicién 2.5 Sea {X;} un proceso estocdstico estacionario con V(X)) < oo para
todo t € Z. La funcion de autocovarianza entre X; y Xs, donde h =t — s, se denota
por vx(h), y se define como:

vx (h) = Cov(Xy, Xi—p), para todo h € N. (2.2.2)

Como la covarianza es simétrica en t y s, vx(t,s) = vx(s,t), entonces
7x(h) = ’yx(—h), Vh € Z.

La autocovarianza mide la direcciéon de la dependencia lineal entre X; vy X y
depende de las unidades de medida, por lo cual es dificil evaluar esta dependencia;
una medida maés til es la funcién de autocorrelacion, con la cual puede cuantificarse
mejor dicha dependencia.

Definicién 2.6 Funcion de autocorrelacion. La funcion de autocorrelacion px (h)
de un proceso estacionario { X}, se define como:

_x(h)
vx(0)

px(h) = Corr(X¢, X¢—n), (2.2.3)

para todos los enteros h.
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Es comin denotar px(h), como p;, y ambas notaciones se usaran indistintamente.
Como puede observarse, esta definicién es equivalente a:

Cov(Xy, Xe—p)
V(X)V(Xin)

px(h) = (2.2.4)

ya que la estacionariedad implica que V(X;) = V(X;_},) con lo cual
V(X)V(Xi—p) = V(Xy) = vx(0).

La autocorrelacién mide tanto la direccién como la fuerza de la dependencia lineal
entre X; y Xy p, por sus siglas en inglés también se le abrevia com “ACF”. La
funcién de autocorrelacién es independiente de la escala de medicién de la serie de
tiempo y es simétrica alrededor del cero.

Antes de presentar el concepto de autocorrelaciéon parcial, primero veamos el
siguiente ejemplo que presenta Montgomery, (2008}, p. 248); considérese tres variables
aleatorias, X,Y, Z. Al calcular la regresion lineal de X en Z y de Y en Z, se tiene
que:

- Z. X
X =a+0Z, dondeb = C";;((Z))
N 7Y
Y =as+b:Z, donde by = CO;((Z’)).

Los errores pueden ser obtenidos como:

X*=X-X=X—a1+b72,
Y=Y -Y =Y —ay+ b Z.

La correlacion parcial entre X y Y después de ajustar para Z se define como
la correlacién entre X* y Y*. Esto es, la correlaciéon parcial se puede ver como la
correlacién entre dos variables después de ser ajustadas por un factor comin que
las esté afectando. Ahora bien, intuitivamente, si se tienen dos series de tiempo, X
v Xi_n, la funcion de autocorrelacion parcial de X; y X;_p, es la correlacion entre
estas dos variables después de ajustar para X;—1, X;—2,- - Xy—p+1. Formalmente, se
define de la siguiente manera:

Definicién 2.7 Funcion de autocorrelacion parcial. Sea {X;}, cont € Z, un
proceso estacionario. La funcion de autocorrelacion parcial, en el retraso h, para
h > 2 se define como la correlacion directa entre Xy y X;_p, una vez removida la
dependencia lineal de las variables intermedias Xs, cont — h < s < t.

Basicamente lo que esta funcion realiza es determinar la correlacién entre Xy y X;_p,
después de eliminar el efecto de las variables: X;—1, X;—2,..., Xy_p+1. Generalmente
a esta funcién se le puede denotar por ¢pp, h > 1, y por conveniencia se define ¢gg = 1
(Mittal, 2007)).

En la mayoria de las situaciones basta con observar los primeros dos momentos,
sin embargo, puede haber ocasiones en que sea necesario observar la distribucion
completa, para ello se utiliza el concepto que se presenta a continuacién.
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Definicion 2.8 Proceso estrictamente estacionario. Un proceso estocdstico

{X:} es estrictamente estacionario si la distribucion conjunta de (X, Xy, - -, Xt,,)
Y (Xt 4h, Xtgthy - - Xt +h), €5 la misma para todo h € Z.
Esto es,

P{th S Cly: - 7th S Cn} - P{Xt1+h S Cly: - 7th+h S cn} . (225)

Esta definicién implica que todas las funciones de distribuciéon conjunta de un
subconjunto de variables deben ser las mismas a las del subconjunto de variables
separadas por una distancia h, por ejemplo, si n = 1 en (2.2.5)), entonces

P{th S Cl} = P{Xt1+h S Cl} . (226)

Por otra parte, si la media existe, entonces lo anterior implica que i, = f4¢,+h, POr
lo tanto 4,4+, debe ser constante. Esta condicién es fuerte para la mayoria de las
series de tiempo reales, ya que es dificil asegurar la estacionariedad estricta en un
conjunto de datos; es por ello que generalmente se utiliza la Definicién [2.4

Existe un proceso que se conoce como ruido blanco y es muy util para cons-
truir procesos estocasticos més complejos, como caminatas aleatorias, proceso de
promedios moviles, procesos autorregresivos, etcétera, y su definicién se presenta
enseguida.

Definicién 2.9 Ruido blanco. {Z;} es proceso de ruido blanco, si {Z:} es un
proceso estacionario y cumple que:

L] E(Zt) = 0,

2 —N-
=1 520

Lo anterior se denota por Zy ~ WN(0,a?).

La funcién de autocorrelacién de este proceso es igual a 0 si h # 0, pero si h = 0,
entonces el resultado de ACF es 1. Cuando se cumple la condicién de que las Z; son
independientes a través del tiempo, esto es Z; y Z; son independientes para i # j,
se tendra un proceso independiente de ruido blanco y ello implica la no-correlacion,
sin embargo el reciproco no siempre es cierto.

Definicién 2.10 Caminata aleatoria. Sea Z; ~ WN(0,0?%) un proceso de ruido
blanco, entonces el nuevo proceso

t
Xe=Xp1+Zi=Xo+ ) Z, (2.2.7)
j=1

con t >0, se denomina caminata aleatoria.
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A continuacién puede verse que este proceso es no-estacionario.

Dada una variable aleatoria inicial X, para ¢t > 0 se tiene lo siguiente:
¢
Xi=Xo+Z1+Zot++Zi=Xo+ Y _Z
j=1

Si la media de Xy es finita, entonces X; cumple con la primera condicion de esta-
cionariedad. Luego se calcula la varianza de X; — X

V(X = Xo) =V > Z; | = V() =to. (2.2.8)
j=1 j=1

Como puede observarse en (2.2.8)), la varianza aumenta con el tiempo, por ello una
caminata aleatoria es un proceso no estacionario, aunque su media sea constante en
el tiempo.

2.3. Técnicas descriptivas graficas

Como en todo analisis estadistico es fundamental contar con graficos apropiados
que sean informativos. Aparte de graficar una serie de tiempo, lo cual permite eva-
luar, en el tiempo, los patrones y comportamiento de la serie, se puede realizar otro
tipo de grafico de gran utilidad, obtenido a partir de la funciones de autocorrelacién
y autocorrelacién parcial.

El correlograma es una herramienta muy importante en el anélisis de las series
de tiempo; en el eje y se grafica la funcién de autocorrelacién, o bien, la funcién de
autocorrelacién parcial, y en el eje x se consideran unidades de tiempo t. Segun el
proceso y la condicién de estacionariedad que se esté trabajando es la informacién
que el correlograma va a proporcionar. Guerrero (1990, pp. 113) describe minucio-
samente los comportamientos tipicos de los correlogramas obtenidos a partir de las
funciones de autocorrelacién y de autocorrelacién parcial, para el caso de proce-
sos autorregresivos de orden p, AR(p); procesos de promedios mdviles de orden g,
MA(q) y los autorregresivos de promedios méviles ARM A(p, q). Estos procesos se
presentaran formalmente en el Capitulo

En general, el andlisis del correlograma es el siguiente. En el caso de un modelo
MA(q), el correlograma obtenido a partir de la ACF tendré tantos valores signifi-
cativos distintos de cero como orden del proceso de promedios méviles, ¢, y en el
correlograma de la PACF se verd que la funcién decrece hacia cero, ya sea regular,
sinusoidal o alternando valores de positivo a negativo o viceversa; por el contrario si
se tiene un modelo AR(p), entonces, se podria esperar que el correlograma de la ACF
decrezca hacia cero (regular, sinusoidal o alternando valores de positivo a negativo o
viceversa), y en el correlograma de la PACF, tendra tantos valores significativos dis-
tintos de cero como orden del proceso autorregresivo, p. Lo anterior es para modelos
sin estacionalidad. El caso del modelo ARM A(p, q), no es tan sencillo de visualizar,
pero tiene asociada una PACF que no desaparece después de un numero finito de
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retrasos. Es por ello necesario contar con la experiencia del investigador para dar
una apropiada interpretacién a los correlogramas. Fn el caso en el que el proceso sea
no-estacionario, el correlograma sélo sirve para verificar ésto.
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Figura 2.10: Serie de tiempo no-estacionaria: Johnson & Johnson

Ahora bien, consideremos la Figura la cual muestra la serie de tiempo
correspondiente a 84 datos que se encuentran en la base de datos JohnsonJohnson del
Software R y que representan las ganancias trimestrales de la compaiia Johnson &
Johnson, entre 1960 y 1980. Claramente ésta es una serie de tiempo no-estacionaria,
cuya media aumenta en el tiempo y el incremento en la variabilidad alrededor de
esta tendencia, provoca cambios en la funcién de autocovarianza. Se observa también
un componente ciclico, por afo.

Generalmente se hacen transformaciones a la serie original aplicando el logaritmo
a los datos, ésto con el fin de convertir una tendencia exponencial a una lineal.
También suaviza la tendencia, si la serie muestra una variacién creciente sobre el
tiempo (Franses, 2014, p. 8). De acuerdo a lo anterior, se aplica a los datos la
funcién logaritmo en base 10, su representacion puede observarse en la Figura [2.11
efectivamente con esta transformacion se logra visualizar que la tendencia de la serie
es lineal y se logra estabilizar la varianza de la serie. Puede apreciarse que en los
correlogramas siguientes se incluyen dos lineas horizontales punteadas en color azul.
Estas son muy informativas pues en el caso de ruido blanco y n grande, la funcién de
autocorrelacién muestral, px(h) con h =1,2,..., H y H fijo y arbitrario, tiene una
distribucién aproximadamente normal con media cero y desviacién estandar dada
por

5 = 1 2.3.1)

g pa(h) \/ﬁ ( ..

Entonces, un método aproximado para evaluar si los picos en px (h) son significativos,
es determinando si éstos estan fuera del intervalo +£2/4/n. Para una sucesién de ruido
blanco, aproximadamente el 95% de la muestra de funciones de autocorrelacién
debieran estar dentro de estos limites (Shumway & Stoffer, 2011). En el caso de la

serie de Johnson & Johnson, que cuenta con 84 datos, el rango del correlograma se



2.3 Técnicas descriptivas graficas 19

obtiene de la siguiente manera:

2 2 +0.218,

:I:%::I:\/871

lo cual explica la posicién en la que se grafican estos limites.
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Figura 2.11: Serie de tiempo no-estacionaria, Johnson & Johnson con log(10)
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Figura 2.12: Funcién de autocorrelacién: datos Johnson & Johnson con log(10)

En la Figura se muestra el correlograma de la funcién de autocorrelacion
de la serie de los datos aplicando el logaritmo en base 10, y en la Figura de la
funciéon de autocorrelacion parcial de la misma serie; nétese que en la primera, los
datos decaen lentamente, se puede ver que alcanzard el valor de cero para h muy
grande, lo cual sugiere que nos encontramos ante una serie no-estacionaria, y en el
siguiente correlograma se observa que sélo un dato es significativamente diferente
de cero. De acuerdo al anélisis previo que se hizo de la PACF, esto sugiere que el
modelo subyacente proviene de uno AR(1), sin embargo, es preciso que se haga un
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Figura 2.13: Funcién de autocorrelacién parcial: datos Johnson & Johnson con log(10)

mayor analisis para tener certeza de dicha afirmacién. Para estimar el coeficiente
de correlacion p; entre X; y X;_1 podemos utilizar el coeficiente de correlacion
muestral: N
= ~ — ) .3.
> i1 (¢ — T)

donde
1 N
T = N t_g - xT,

es la media de las primeras N observaciones.

Para calcular el coeficiente de autocorrelacién entre dos observaciones con una
distancia h entre ellos, se tiene la siguiente formula:

_ Zi\ih—&-l (zt — &) (0p—p — f)

Zi\il (xt — T)?

(2.3.3)

con 0 <h< N —1.

En el analisis de series de tiempo es muy importante realizar un anélisis descrip-
tivo, que combine la informacién grafica y la numérica. Debe considerarse también
la posibilidad de que sean necesarias transformaciones para lograr la estacionariedad
en las series, aspecto importante en el andlisis de éstas, ya que es un supuesto en
muchas de las inferencias a realizar. Dado que en el ambito econémico abundan las
series no-estacionarias, en el capitulo [4| se presentan problemas que surgen a partir
de violar este supuesto de estacionariedad.



Capitulo 3

Algunos Modelos para Series de Tiempo
Univariadas

En el Capitulo [2] se presentaron algunos procesos, como el de ruido blanco y de
caminata aleatoria, con los cuales es posible crear procesos mas complejos. En este
capitulo se estudiaran los procesos autorregresivos y de promedios moviles; se pre-
sentard el proceso autorregresivo de promedios méviles (ARMA) y el autorregresivo
integrado de promedios méviles (ARIMA). Todos estos procesos estacionarios son
muy utiles para representar la dependencia que tienen los valores de una serie de
tiempo, con sus valores pasados.

Los modelos mas simples son los llamados autorregresivos; éstos generalizan la
idea de regresion para representar la dependencia lineal entre una variable depen-
diente y una variable explicativa. En estos procesos la funciéon de autocorrelacion
decae lentamente; se dice tienen una memoria larga pues el valor actual puede estar
correlacionado con todos los valores previos a éste, aunque con coeficientes que van
decreciendo. Estos procesos no pueden representar series de tiempo con memoria
corta, como pueden hacerlo los procesos de promedios moéviles, que son funciones
de un numero finito, generalmente pequeno, de mediciones pasadas. Combinando
las propiedades de los procesos autorregresivos y los de promedios moviles, surgen
los llamados procesos ARMA (autorregresivos de promedios méviles), que abarcan
una amplia familia de procesos estacionarios muy utiles para representar series de
tiempo.

3.1. Procesos autorregresivos

La idea principal en un proceso autorregresivo es explicar el valor actual de la
serie en funcién de valores pasados, anadiéndole un término de error. La notacion
de estos modelos es generalmente AR(p), donde p indica el orden del proceso, deter-
minando el nimero de saltos, en el pasado, que se necesitan para predecir el valor
actual.

Definicion 3.1 Proceso autorregresivo de primer orden. El proceso autorre-
gresivo de primer orden, por sus siglas en inglés se denota como AR(1), y se define
de la siguiente manera:

X = ¢Xi 1+ Z donde Z; ~ WN(0,0?)
y ¢ e R

21
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Miés delante veremos que este proceso es estacionario cuando |¢| es menor que 1.
Notese que si ¢ = 1 se tiene un proceso de caminata aleatoria.

Para calcular la funcién de autocorrelacién de este proceso, primeramente se
calculara la covarianza entre X; y X;_1, donde

Xt = ¢Xp1+ Z,
y como E(X;) = 0 Vt, sélo basta multiplicar la ecuacién anterior por X; i:
XeXeo1 = X2+ Xe1Zy,
para la cual calculamos su esperanza, obteniendo:
B(XiXi1) = OE(X{ )+ E(Xi-1)E(Z)

= ¢E(X},)
= ¢o.

Finalmente la funcién de autocorrelacién estd dada por:

Cov(Xt, Xi—1)
VVar(Xy)Var(X;—1)
¢o?
Voro?
o’
o2

= 6.

Corr(Xy, Xi—1) =

En general, la autocorrelacion entre los procesos X; v X;_p, donde h > 1, puede
expresarse (Chatfield, 2000, p. 44) como:

Cov(Xy, X¢—p)

o2

Corr(Xy, Xi_p) = = o (3.1.1)
Por otra parte, puede deducirse que la funcién de autocorrelacién tendrd un de-
caimiento del tipo exponencial cuando 0 < ¢ < 1 y con signos alternados cuando
-1<¢<O.

La dependencia entre el valor presente y el pasado que un proceso AR(1) esta-
blece, puede generalizarse permitiendo que X; pueda depender no sélo de X;_; sino
de varios valores pasados, como puede verse en la siguiente definiciéon de un proceso
autorregresivo de orden p, AR(p), el cual establece que una realizacién a un tiempo
t es una combinacion lineal de los p valores previos, mas un término de ruido.

Definicion 3.2 Proceso autorregresivo de orden p. El proceso autorregresivo
de orden p se denota por AR(p), y se define de la siguiente manera:

Xi=01 X4 1+ +0p Xy p+ 72y con Zy ~ WN(0,c?). (3.1.2)
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Si el grado del proceso es de orden uno, entonces:
Xy =0Xy 1+ Zy.

Como se dijo anteriormente, si ¢ = 1 se tiene una caminata aleatoria; cuando en
ésta se toma la primera diferencia, se obtendrd un proceso estacionario, como puede
verse a continuacién:

Xy = X1+ 4,
Xi—Xi1 = Zy,
AX; = Zy Zy~WN(0,6?%).

Ahora, si |¢| > 1 la serie se considera explosiva y es no-estacionaria.

Para verificar que un proceso autorregresivo es estacionario cuando |¢| < 1, ha-
remos uso del operador de retraso B, y se probaran las tres condiciones de estacio-
nariedad. Ademads de facilitar el calculo, este operador permite hacer mas compactas
las ecuaciones que se manejan en el andlisis de series tiempo. Basicamente, la funciéon
de este operador B, es la de recorrer el subindice ¢ un tiempo atras:

BX; = X1,

por ello se le llama operador de retraso; algunas de sus propiedades se muestran en
el Apéndice Utilizando este operador tenemos que:

X, = ¢BX;+ Z,
(1-¢B)X, = Z.

Luego, para |¢| < 1

X, = (1+¢B+¢*B*+...)Z
E(X:) = E(Z)+¢E(Zi1)+¢°E(Zi—2)+...=0
V(X)) = oc?Q+¢>+¢*+..)

02
)
Cov(Xy, Xi—n) = FEl(X:— E(X)(Xi—pn — E(Xi—p))]
= E(X:X;_p)
= E[(1+¢B+ ¢*B>+...)(Z,)(1+ ¢B + ¢*B%*+ .. )(Zi_p)]

= 0.

Esto es, la media, la varianza y la covarianza de la serie son constantes, si [¢| < 1y
las autocorrelaciones, como se vié en (3.1.1)) son de la forma ¢", con h > 1, la cual
tendera a cero conforme h crece.

Ahora, el proceso AR(p),

X =01 X1+ + 0 Xep + Z4,
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puede escribirse en términos del operador de retraso, como:
op(B)Xy = (1 — ¢1B — ¢p2B* — ... — $,BP)X; = Zy, (3.1.3)

donde la ecuacioén ¢,(B) = 0, en la que B se considera un nimero, real o complejo,
es llamada la ecuacion caracteristica. En particular, para un proceso autorregresivo
de orden 2, AR(2), el cual puede expresarse como:

(1-¢1B — 2B Xy = Z,

la estacionariedad requiere que |¢p2| < 1, pa + 1 < 1y ¢p2 — ¢1 < 1. En el Apéndice
se muestran tres ejemplos que muestran cémo calcular estas raices. Por otra
parte, Guerrero (1991, p. 72) muestra que un proceso AR(p) serd estacionario si y
sélo si las raices de la ecuacion caracteristica se encuentran fuera del circulo unitario.

3.2. Procesos de promedios moviles

Los procesos conocidos como de promedios moviles son aquellos que explican
el valor de una determinada variable en un periodo ¢, en funcién de un término
independiente y una sucesion de errores correspondientes a periodos precedentes, que
se componen de una suma de ruidos blancos, como podra verse en las definiciones
que aqui se presentan.

Definicion 3.3 Proceso de promedios mdoviles de primer orden. El proceso
de promedios mdviles de primer orden se denota por MA(1), y se define como:

Xy =2y + 071 con Zy ~ WN(0,0?).

Para este proceso la media es constante e igual a cero y la funcién de autocorrelacion
puede obtenerse considerando que los términos Z; son procesos independientes y por
lo tanto:

E(Zt,th) = 0, Vh,

luego
Var(X;) = E[X;— E(Xy)]* = E(X?)
= E(Zi+0Z1)*
E(Z} + 202,71+ 0*Z7 )
E(Z}) +20E(ZZs 1) + 0*E(Z2 )
= o024 6%?
(1 +6%), (3.2.1)

Cov(Xi1, X)) = E[(Xio1 — E(Xr—1))(X; — E(X2)]

(Xe—1)(Xt)]

(Zt1+0Z42)(Zy + 02, -1))

Zi 1 Zy) +0E(Z2)) + 0B (Z1Zy2) + 0*E(Zy 974 1)

= 00°. (3.2.2)

I
e e e
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De (3.2.2) y (3.2.1), se tiene que:

o Cov(X¢—1,Xy) Oo? 0
v V(Xy) 021462 1462

p1 (3.2.3)

Noétese que en , la correlacién de dos procesos con distancia h > 1, ¢", tiende
a cero, si ¢ < 1 y h tiende a infinito; pero en , la correlacién es constan-
te, sin tomar en cuenta que tan separadas estén las variables de dicho proceso. A
continuacién se define el proceso de promedios méviles de orden g. Los procesos
de promedios moéviles son muy populares pues suavizan los datos de una serie y
permiten identificar tendencias; esto es muy 1til en mercados volatiles.

Definicion 3.4 Proceso de promedios mdviles de orden q. El proceso de pro-
medios mdviles de grado q, denotado por MA(q), y se define como:

Xe=Z+0Zy 1+ + 0,72, donde Zy ~ WN(0,0%). (3.2.4)

Al igual que se hizo en los procesos autorregresivos, puede utilizarse el polinomio de
retraso para escribir la ecuacion anterior como:

X, = 0(B)Z, (3.2.5)

donde §(B) =1+ 6B+ --- 4+ 0,B es el polinomio en B de orden gq.

Por otra parte, es posible escribir cualquier proceso estacionario AR(p) como un
M A(c0). Por ejemplo considere:

Xi = ¢Xi 1+ 74y,
X1 = Xy o+ 24,

luego,

Xe = oo Xio+Zi1)+ Zy
¢’ X0+ 0Z11 + Z
= P*Xi 3+ *Zi o+ ¢Zi1+ Zy.

Considerando que |¢| < 1, el valor ¢ serd pequefio cuando i sea grande y al final
obtendremos:

Xe=Zi + 91241+ P22 2+ ...

que resulta un proceso M A(oco). En el caso de procesos de promedios moviles, éstos
pueden convertirse en procesos autorregresivos si satisfacen el que sean invertibles,
lo cual se define a continuacién.
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Definicién 3.5 Proceso MA(p) invertible. Un proceso MA(p) es invertible si
puede escribirse de la forma siguiente:

o
X, = qujxt,j + 27, donde Z; ~ WN(0,02).
1

Por ejemplo, consideremos un proceso de promedios moéviles de primer orden,
MA(1)
Xy =24, — 07,4, (3.2.6)

el cual puede reescribirse como:
Zy=X+07Z;4. (3.2.7)
Ahora, de la ecuacién anterior, se intercambia ¢ por ¢-1:
Zy1=X41+0Z; o, (3.2.8)

y sustituyendo (3.2.8)) en la ecuacion (3.2.7)) se tiene:
Zy=Xe +0Xi 1+ 07 2.

Si 0] < 1, continuamos el proceso de diferenciacién anterior infinitas veces y obte-
nemos lo siguiente:

Zi =X +0Xe 1 +0%Z o4+ 03Z 34 -

o bien,
Xe =2 —0Xy 1 —0°Z4 20— 037 53— -

Y asi, el modelo MA(1) ha sido convertido en un modelo AR(c0). Se dice que el
modelo MA (1) es invertible si y s6lo si |§| < 1. Entonces, dado un modelo de probabi-
lidad de una serie de tiempo, podemos encontrar diferentes maneras de representarlo
v la seleccion dependerd del problema a trabajar. La importancia de la condicién
de invertibilidad es que todo proceso invertible estd determinado, de una manera
Unica, por su funcién de autocorrelacion, aspecto que no se cumple en los procesos
que no son invertibles. La importancia de esta condicién se enfatiza para los modelos
de promedios méviles, a continuacién se presenta un ejemplo que muestra cémo dos
procesos de MA(1) tienen la misma funcién de autocorrelacién, es decir, para estos
procesos la ACF no es suficiente si se pretende especificar el modelo subyacente, ya
que se puede prestar ficilmente a confusiones.

Ejemplo 3.1 Considérese los siguientes procesos MA(1):

Xt =2+ 074,
1
Xi{= 7+ 571,

donde Z; ~ WN(0,0%), Z| ~WN(0,02) y 6 e (-1,1).
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Para calcular la funcién de autocorrelacion de cada proceso es necesario calcular
su varianza y covarianza. Suponiendo que Zy es un proceso independiente, entonces

E[(Z-n)(Z1)] =0, Vh.

En el caso del proceso Xy = Zy + 0Z;_1, en se mostré que su funcién de
autocorrelacion resulta p; = ﬁ"eg.
Ahora, para el proceso X| = Z; + $Z|_; calculemos

V(X)) = EB[X{-EX))P=E(X}) (3.2.9)
1
522—1)2
/ 1

, 1
= E(z2)+ 2§E(Z;Zg,1) +

= BE(Z{+

1
= 7%)
1
02

Z,7Z, 1+
E(Z?))

1
= o*+ ﬁaz

1
- 02(1 + ﬁ%

Cov(X; 1, X{) = E[(X; ;- E(X{)(X{—-EX}) (3.2.10)
= E[(X{)&X])]

1

0

1 1
= B(Z1Z)+ GE(ZE) + 5B (271 +

1
= E((Zi_1+ ;Z 5)(Z + 522—1)]

1
Lz,2)
1
50’2.

A partir de (3.2.9) y (3.2.10]), tenemos que:
, Cou(X]_,X{) o2 0
MTTTVE) T P20t h) 116

(3.2.11)

Y asi, los procesos mostrados en este ejemplo tienen la misma funcion de autoco-
rrelacion. Por ello, dada una funcion de autocorrelacion, no es posible estimar un
Uunico proceso de promedios moviles, sin establecer alguna otra restriccion, como las
expuestas por Guerrero (1991, p.78).

Para un proceso M A(q), la funcién de autocorrelacién puede escribirse como
(Chatfield, 2000, p. 46):

1 sih=0,
pp=1 Zeglln Gip—1,2,...,q, (3.2.12)
=0 "1
0 si h>q.

Donde 6y = 1. Nétese que si el valor de h es mayor a g, la funciéon de autocorrelacion
se anula; esto quiere decir que la correlaciéon entre dos procesos, X; y X, es cero si
la distancia entre ¢ y s es mayor a ¢. Entonces éste es un indicador que nos ayuda
a calcular el orden del proceso de promedios méviles.
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3.3. Generacion de algunos procesos

Para ilustrar el comportamiento de los procesos que se explicaron anteriormente,
consideremos el siguiente ejemplo donde se genera una muestra aleatoria de 100 datos
de un proceso de ruido blanco Z; N(0, 1), los cuales servirdn para crear un proceso
de promedios méviles, un proceso autorregresivo y una caminata aleatoria. En la
Tabla pueden observarse las primeras ocho realizaciones y en el Apéndice se
muestran todos los datos generados.

Tabla 3.1: Construccién de un proceso estocastico

Tiempo Ruido blanco Promedios méviles Autorregresivo Caminata aleatoria

1 -1.6331 NA -1.6331 -1.6331
2 -0.3666 -1.8363 -1.8364 -1.9997
3 -0.8728 -1.2027 -2.5255 -2.8725
4 -0.2469 -1.0324 -2.5198 -3.1194
5 0.1266 -0.0956 -2.1413 -2.9928
6 -0.2462 -0.1322 -2.1733 -3.2390
7 0.8541 0.6325 -1.1019 -2.3849
8 1.5789 2.3475 0.5871 -0.8060
N

1 /\AAAW\M o b
/V\/V V \] VVUL

-1

-2

Figura 3.1: Ruido Blanco

En la Figura se muestra la serie de tiempo que se obtiene con los datos de
ruido blanco, mientras que en las Figura[3.2] se observa el correlograma de la funcién
de autocorrelaciéon de estos datos. Recordemos que este proceso es estacionario, por lo
tanto, se espera que los valores que toma la funcién de autocorrelacion se mantengan
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Figura 3.2: Funcién de autocorrelacion de ruido blanco
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Figura 3.3: Funcién de autocorrelacion parcial de ruido blanco

dentro del rango 0.2, es decir, que no sean significativamente diferentes de cero. En
realidad se espera, debido a la variacién muestral, que aproximadamente un 5% de
los valores de esta funcién sean significativamente diferentes de cero (Cowpertwait &
Metcalfe, 2009, p. 70). La Figura muestra la funcién de autocorrelacion parcial
que se obtiene para esta serie.

Ahora, con los datos de ruido blanco se contruye el proceso de promedios méviles
de orden 1. Para ello consideramos 6 = 0.9, y mediante el calculo X; = 07, 1 + Z,
t = 2,3,...,100, obtenemos la serie de tiempo mostrada en la Figura donde
puede apreciarse cémo cambia el comportamiento de este proceso; en la segunda
columna de la Tabla se pueden observar los primeros siete datos de esta serie.
Por otra parte, en la Figura [3.5] se muestra el correlograma de la ACF, y segin
el andlisis de los correlogramas que se realizé en la seccién ésto nos da un
indicio del orden del modelo subyacente, en este caso, se sabe que el orden es 1; esto
puede observarse en el correlograma ya que el primer grafico de linea corresponde a
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Figura 3.4: Promedios Méviles

k =0, y alcanza una altura de 1, como era de esperarse a partir de . Ahora,
tedricamente esperariamos que para k = 1, p; = % = 0.4972, y a partir de la
Figura[3.5] podria decirse que p; es significativamente diferente de cero; ésto no puede
afirmarse para ps, con lo cual deducimos que se trata de un proceso de promedios
moéviles de orden uno. Por ultimo, en la Figura se muestra el correlograma de la
PACF del modelo con 8 = 0.9; en esta grafica se observa que el comportamiento de

la grafica es alternando valores de positivo a negativo.
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Figura 3.5: Funcién de autocorrelacion de promedios méviles con 6§ = 0.9

En la Tabla[3.I] también se presentan las primeras realizaciones del proceso auto-
rregresivo de orden 1, X; = ¢ Xy 1+ Z; cont = 2,3,...,100, mostrado en la Figura
en la cual se considera ¢ = 0.9. La gréfica de la funcién de autocorrelacién pue-
de observarse en la Figura en este caso el comportamiento es sinusoidal, por lo
cual es importante sefialar que la funcién de autocorrelacién muestral raramente se
ajustard de manera perfecta al patrén tedrico esperado. En la Figura se observa
que en el correlograma de la PACF sélo un valor es significativo, lo cual sugiere que
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Figura 3.6: Funcion de autocorrelacién parcial de promedios méviles con 6 = 0.9
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Figura 3.7: Proceso autorregresivo con ¢ = 0.9
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Figura 3.8: Funcién de autocorrelaciéon de un proceso autorregresivo con ¢ = 0.9
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Figura 3.9: Funcién de autocorrelacién parcial de un proceso autorregresivo con ¢ = 0.9

el orden del modelo subyacente es 1.

Finalmente, para construir el proceso de caminata aleatoria se tomaron las sumas
acumuladas de ruido blanco, es decir, E,}gﬂ Zy, o bien, también puede generarse por
medio de un proceso autorregresivo con ¢ = 1, Xy = Xy_1 + Z;; el comportamiento
de este proceso se puede observar en la Figura [3.10

2 4 6 8
|

:
3

0 20 40 60 80 100

Figura 3.10: Caminata aleatoria
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Figura 3.11: Funcién de autocorrelacién de caminata aleatoria
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Figura 3.12: Funcién de autocorrelacion parcial de caminata aleatoria

Su correspondiente funcién de autocorrelacién puede observarse en la Figura
donde evidentemente se deduce que se trata de una serie no-estacionaria, pues
los valores que toma la funcién estan fuera del rango 0.2, que tedricamente define
los limites para n = 100.

3.3.1. Ejemplos de correlogramas para algunos procesos

La Tabla [3:2] es un restimen del comportamiento en el correlograma de los pro-
cesos expuestos en la seccién anterior (Shumway, 2011, p. 75).

A continuacién, se mostrardn ejemplos de correlogramas de la funcién de auto-
correlacion y de la funcién de autocorrelacién parcial para procesos de promedios
moviles de orden dos y de orden tres; y también para los procesos autorregresivos de
orden dos y de orden tres. Estos fueron creados con el Software R, con una N(0,1).
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Tabla 3.2: Comportamiento de modelos AR(p), M A(q) y ARM A(p, q)

MA(q) AR(p) ARMA(p, q)
ACF  Se corta antes del retraso ¢ Decrece Decrece
PACF Decrece Se corta antes del retraso p Decrece

En la Figura se aprecian dos correlogramas para un proceso MA(2); el que se

MA(2) con 6, =86,=0.9
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Figura 3.13: Correlograma de un proceso M A(2)

tomard en cuenta para visualizar el orden del modelo subyacente sera el de la ACF,
en éste se aprecia que el primer valor es uno, y después vienen los valores significa-
tivos, los cuales son dos, por lo tanto, se puede intuir que el orden del proceso es
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dos, y efectivamente asi es, ya que el modelo del cual se originé es de tal orden. De
la misma forma, se concluye para Figura[3.14] en este caso, los valores significativos
son tres, para un modelo de orden tres. Ademads se puede decir que ambos procesos
son estacionarios. Por otra parte, se puede observar que en el correlograma para la
PACEF, los valores se van alternando, ademés se puede notar para estos casos en
particular, que depende el orden, es el nimero de valores negativos que se toman
antes de tornar uno positivo.
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Figura 3.14: Correlograma de un proceso M A(3)
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AR(2) con ¢,=-0.9, ¢,=-0.9
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Figura 3.15: Correlograma de un proceso AR(2)

Luego, en la Figura [3.15] y [3.16] se aprecian los correlogramas para un procesos
AR(2) y AR(3); en este caso, el correlograma que ayudara a visualizar el orden del
modelo subyacente serd el de la PACF; por ejemplo en la Figura[3.15|se tiene que son
dos los valores significativos los cuales son valores negativos, ésto pudiera dar una
idea del signo del coeficiente del modelo subyacente. De igual manera, en la Figura
los valores significativos son tres, y éstos se alternan de acuerdo al signo que
corresponde cada coeficiente del modelo que fueron creados. Por otra parte, si se
visualiza el correlograma para la ACF, éstos parecen tener relacién con el signo de
cada coeficiente, alternando valores.
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AR(3) con ¢,=¢3=0.9, ¢,=-0.9
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Figura 3.16: Correlograma de un proceso AR(3)

3.4. Otros procesos importantes

Al igual que un proceso de ruido blanco permite generar procesos mas comple-
jos, como el autorregresivo y el de promedios méviles, a su vez, a partir de éstos
también pueden generarse otro tipo de procesos, tal es el caso de los ARMA(p,q).
La importancia de estos procesos es que muchos datos reales pueden ser aproxima-
dos, utilizando menos parametros, cuando se mezclan procesos autorregresivos con
procesos de promedios moviles. Por lo general, cuando se habla de procesos de Box
& Jenkins, se tiene una mezcla de procesos autorregresivos de orden p con procesos
de promedios moviles de orden ¢. Por otra parte, cuando un proceso tiene que ser
diferenciado d veces antes de ajustar un proceso ARMA (p,q), entonces, el modelo
original para la serie no diferenciada serd un modelo ARIMA (p,d,q). A continuacién
se proporciona la definicién de estos dos procesos.
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Definicién 3.6 Proceso autorregresivo de promedios mdviles de orden (p,q).
Al proceso estocastico Xy, t € 7 se le llama proceso autorregresivo de promedios
mdoviles de orden (p,q), y se denota por ARMA (p,q), si el proceso es estacionario
y satisface la ecuacion de diferencia estocdstica lineal de la forma:

Xe— 01 Xp 1 — =0 Xs p=Zs + 02y 1+ -+ 042y, (3.4.1)

con Zy ~WN(0,0%), con ¢, 0 €R y ¢,0,#0.

Usando el operador B, la ecuacién (3.4.1) se puede reescribir como:
¢(B)X: = 0(B)Z;. (3.4.2)

Ahora, X; es llamado un proceso ARMA (p,q) con media p, si X; — p es un proceso
ARMA (p,q).

Como se ha mencionado a través de esta tesis, muchas series de tiempo son no-
estacionarias y por lo tanto no es correcto ajustarles un modelo AR(p), M A(q), o
ARM A(p, q) directamente; por ello se realizan ciertas transformaciones que logran
la estacionariedad de estas series de tiempo. Una de estas transformaciones es la
diferenciacién, la cual se utiliza cuantas veces sea necesario para remover la no-
estacionariedad de la serie de tiempo. Por ejemplo, la primera diferencia seria X; —
X;1 = (1 = B)Xy, la d-ésima diferencia serfa (1 — B)?X;. Es claro que después
de estas transformaciones cierta informacién puede perderse, por ello es preciso
preguntarnos si lo que se va a eliminar es importante o no para las inferencias
del proceso; si ese es el caso, habra que buscar otros métodos para quitar la no-
estacionariedad.

Definicion 3.7 Proceso autorregresivo integrado de promedios moviles de
orden (p, d, q). Se dice que un proceso X; es un proceso ARIMA (p,d,q), el cual
puede expresarse como:

¢(B)(1 — B)'X, = 0(B)Z,

si la serie de tiempo se diferencia d-veces antes de ajustar un modelo ARMA (p,q).

La letra I del acrénimo ARIMA, denota la palabra integrado.

En este capitulo hemos visto sélo algunos de entre varios procesos que permiten
modelizar series de tiempo. Se ha retomado también el concepto de estacionariedad,
aspecto importante que debe cumplirse y para el cual deben tenerse herramientas
especificas que permitan identificar cuando una serie es o no-estacionaria. Cuando
se realizan inferencias con una serie no-estacionaria, se corre el riesgo de obtener
resultados erréneos, los cuales se identifican como resultados espurios. Algunas de
las pruebas mas utilizadas para verificar la estacionariedad de una serie, se presentan
en el Capitulo 4l Estas pruebas son muy utilizadas en investigaciones econémicas,
donde abundan las series de tiempo no-estacionarias.



Capitulo 4

El Problema de Regresion Espuria

Uno de los supuestos de los modelos clasicos de regresion es que las series de
datos que se estén considerando sean estacionarias y que los errores del modelo
tengan media cero y una varianza finita. En la practica esto raramente se cumple;
por ejemplo, en el &mbito econdémico las series de tiempo por lo general muestran una
tendencia positiva o negativa, a veces con una varianza no constante, y ello origina
que éstas sean no-estacionarias. El concepto de estacionariedad es importante pues
sin ella, estadisticos como medias, varianzas y correlaciones no podrian describir
adecuadamente a los datos, para cada tiempo o puntos de interés. Por ello, este
capitulo se centra en presentar y utilizar dos pruebas de raiz unitaria, las cuales son
las mas recurridas en el area de economia, estas son: la prueba de Dickey-Fuller y
la prueba de Phillips-Perron para verificar la estacionariedad en series de tiempo.

4.1. Regresiéon espuria

Cuando dos series de tiempo independientes muestran una fuerte correlacién, nos
encontramos ante un fenémeno denominado correlacion espuria. Al parecer [Yule
(1926) fue el primero en mostrar este fendmeno, en un articulo donde estudia la
proporcién de casamientos ocurridos en los templos de Inglaterra y el indice de
mortalidad, esto durante el periodo de 1866 a 1911 y donde obtiene una correlacion
de 0.95, valor a partir del cual erréneamente podria concluirse que hay una relacion
causa-efecto entre contraer matrimonio y el indice de mortalidad, lo cual no tiene
sentido y es similar a muchos otros ejemplos, como el que anos mas tarde [Hofer
et al| (2004) retoman, con datos obtenidos en Berlin y donde observan una fuerte
correlacién entre el aumento de la poblacién de ciglienas y nimero de nacimientos
que no son atendidos en hospitales, ejemplo con el cual podria pensarse que es cierto
el cuento tradicional de la cigiiena.

Un pasatiempo interesante es tomar dos series de tiempo cuya relaciéon no tenga
sentido, esto es, que no exista causa-efecto, pero tales que la tendencia de ambas se-
ries sea similar, o bien, una contraria a la otra, y tratar de predecir el efecto que una
variable tiene sobre la otra por medio de una regresién, que puede resultar significa-
tiva pero que en realidad serd una regresion espuria. En 2014 se volvié viral el sitio
de internet http://tylervigen.com/spurious-correlations, que muestra la correlacién
que resulta al analizar diferentes series de datos. Como ejemplo, al correlacionar lo
que en Estados Unidos se gasta en ciencia, espacio y tecnologia, con lo que se gasta
en mascotas, resulta una correlacién de 0.979564; y asi como ésta, el sitio muestra
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una gran variedad de correlaciones espurias que bien podrian confundir a mas de
uno y que resultan de no considerar que las series bajo andlisis son no-estacionarias.

Granger & Newbold| (1974)) efectuaron un andlisis detallado de las consecuencias
de violar, en los modelos de regresion, la suposicién de estacionariedad; mostraron,
a través de simulaciones Monte Carlo, que dadas dos caminatas aleatorias es muy
probable que la regresién de una en la otra produzca un coeficiente para la pendiente
que resulte significativo, de acuerdo con la prueba ¢ usual, mostrada en el Apéndice
B.3| Para analizar esta situacién, |Granger & Newbold| (1974) basicamente simularon
dos caminatas aleatorias:

Y=Y, 1+ 2 t=1,2,....n, (4.1.1
Xt :Xt_1+Z£ t= 1,2,...,71, (412)

en las que Z; y Z; son procesos de ruido blanco, independientes uno del otro y
calcularon la regresion:

Y = ag + a1 X: + €, (4.1.3)

obteniendo, al nivel de significancia del 5%, que aproximadamente rechazaban la
hip6tesis nula Hy : a3 = 0, el 75% de las veces, cuando una prueba adecuada
conducirfa a un rechazo en aproximadamente un 5% de las veces (Apéndice [A.4]).
Por otra parte, observaron valores muy altos para el coeficiente de determinacion
R? (Apéndice , observando residuales correlacionados.

Cuando se realiza un anélisis de regresion en series no-estacionarias, generalmente
(Granger & Newbold, [1974)):

» Los estimadores de minimos cuadrados no son consistentes (Apéndice |A.2)).

= Las predicciones basadas en las ecuaciones de regresiéon son sub-6ptimas.

= Las pruebas comunes para realizar inferencia estadistica no son véalidas.

En realidad, cuando las series de datos en una regresion son no-estacionarios, el
calculo del coeficiente de determinacién R? y los valores que toman los estadisticos
de prueba del modelo de regresién, no siguen las distribuciones usuales.
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Figura 4.2: Logaritmo de los precios por tonelada de pimienta, Estados Unidos

Consideremos las series que se muestran en la Figura donde se aprecian los
datos de precios promedio de pimienta blanca (serie en color rojo) y los datos de
precios promedio de pimienta negra (serie en color negro), ambos de Estados Unidos;
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los datos estan dados por precio por tonelada en délares y son periodos mensuales
de octubre de 1973 a abril de 1996, con un total de 271 observaciones. Como estos
productos pueden ser sustitutos, es razonable esperar que los precios de ambos se
parezcan a través del tiempo.

En la Figura puede observarse que ambas series tienen un comportamiento si-
milar. Consideremos el siguiente modelo de regresion lineal sin intercepto:

Y, = BX; + ¢,

en donde se tiene como variable dependiente, Y3, el precio de pimienta blanca y como
variable independiente, X, el precio de pimienta negra, y € el error residual. Si se
realiza la prueba de hipdtesis siguiente:

Ho:BZO,
Hliﬁ#(),

se obtienen resultados que se muestran en la Tabla y se observa que el coeficiente
asociado a la pendiente del modelo es significativo (p-valor<2e-16), es decir, hay
relacién entre las variables; ademds el coeficiente de determinacién resulta 0.9809, es
decir, el modelo explica aproximadamente un 98 % de la variabilidad en los precios
de pimienta blanca. Por otra parte, cuando se tiene el estadistico de Durbin-Watson,
se tiene la siguiente prueba de hipotesis:

Hy:p=0,
Hy:p>0,

toma un valor de cercano a cero, resultando significativo (p-valor ~ 0), es decir,
existe correlacién serial positiva en los errores (ver Apéndice [B.7). De acuerdo con
Granger y Newbold (1986), cuando R? > d se tiene un buen indicador de que nos
encontramos ante una regresién espuria. Sin embargo, esta aseveraciéon no se puede
tomar a la ligera, por ello estos autores exponen una discusién mas amplia de la que
se proporciona en el presente trabajo. Por otra parte, analizando el logaritmo de los
datos se logra, de cierta manera, estabilizar un poco la varianza, como se muestra
en la Figura pero atn asi, la regresion entre ellas resulta también significativa,
con errores correlacionados.

Tabla 4.1: Regresion lineal: datos de pimienta blanca y negra.

Modelo de regresién: Y; = 8X; + ¢
Estimacion | Error est. | Estadistico t | p-valor
Coeficiente | § = 1.3660 0.0116 117.7 <2e-16

R?=0.9809 | d=0.2400

p-valor =~ 0

Sin embargo, al tomar las diferencias en los datos con logaritmo, se observa cémo
la variabilidad disminuye considerablemente, como puede observarse en la Figura4.3
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En este caso, el modelo de regresion lineal que se considera es el siguiente,
AY; = BAX + &,

en donde, AX; = log(X;) —log(Xi—1) y AY; = log(Y:) —log(Yi—1). Los resultados se
muestran en la Tabla [I.2} se observa que el coeficiente de determinacién es 0.3058,
es decir, el modelo explica aproximadamente un 30.58 % de la variabilidad en los
precios de pimienta blanca. Por otro lado, el estadistico de Durbin-Watson toma un
p-valor=0.288, el cual resulta no significativo y se concluye que no existe correlacién
serial entre los errores. Sin embargo, si se observa el coeficiente asociado a la pen-
diente del modelo, se ve que es significativo (p-valor<2e-16), lo cual, a simple vista,
pone en duda los resultados de la regresion; este ejemplo es peculiar, ya que a pesar
de que se logra la estacionariedad en los datos como se vera mas adelante, el andlisis
de regresién es confuso, la recomendacion es aplicar las pruebas de raiz unitaria a los
residuales de la regresién lineal, (Kleiber & Zeileis, 2008|, p.167), sin duda es preciso
realizar un estudio mas detallado para tener resultados concluyentes.

Tabla 4.2: Regresion lineal de la diferencia del logaritmo de los datos de Pimienta

Modelo de regresion: AY; = SAX; + ¢
Modelo de regresion | AY; = SAX; + &

Estimacién Error est. Estadistico t | p-valor
Coeficiente B = 0.54920 0.05045 10.89 <2e-16
R?=0.3058 d=1.8585

p-valor = 0.288




44 El Problema de Regresién Espuria

Como éstas, existen muchas situaciones que muestran fuerte correlacién entre
las variables involucradas cuando en realidad no existe tal; ello debido a que ambas
pueden presentar la misma tendencia, se cruzan, o bien, posiblemente una variable
oculta es la que esta causando su correlacién.

Otro caso que se puede estudiar es el de analizar el efecto que una serie indepen-
diente integradas de orden uno tiene sobre otra del mismo tipo. A continuacion se
presentan dos casos; en el primero se analizan dos series de tiempo independientes
integradas de primer orden y después se les aplica una diferencia a los datos, y se
compara el efecto que tiene esta transformacién en los resultados.

1. Primer caso: usando datos simulados

Primero considérese las siguientes observaciones que se generaron a través del
software R, utilizando las semillas set.seed(15) y set.seed(70) para generar
valores de X e Y, utilizando la funcién rnorm(), con la cual se generaron 100
numeros aleatorios provenientes de una distribucion normal. Después de ello,
se utilizd la funcién cumsum() para formar series de caminata aleatoria dadas
por:

Y=Y 1+2, t=1,2,...,100, (4.1.4
X=X +2Z t=1,2,...,100,

donde Z; y Z} son observaciones de ruido blanco.

Noétese que ambos modelos son procesos no-estacionarios. Para este caso se
considera el modelo de regresion lineal con intercepto: Y; = a+ 8X; + € y se
utiliza la misma prueba de hipotesis que el ejemplo anterior,

Hoiﬁ:(),
Hlﬂ#o

Como Z; y Z; son independientes entre si, esperarfamos que el coeficiente de
determinacién R? tome un valor cercano a cero, es decir, que no se observe
correlacion entre las series. Sin embargo, en la Tabla se observa que R?
es 0.5386, y que la pendiente resulta significativa (p-valor<2e-16), con lo cual
errébneamente se concluiria que existe una relacién entre ellas, cuando real-
mente no la hay, porque asi se construyeron dichas variables. Por otra parte, el
estadistico de Durbin-Watson toma el valor de 0.27949 y resulta significativo
(p-valor=a 0), ésto indica que hay correlacién serial en los residuos. En este
caso se puede observar la caracteristica de que R% > d, lo cual segiin Granger
vy Newbold sugiere que nos encontramos ante una regresion espuria.

En la Figura [4.4] se presentan las graficas de cada una de estas caminatas
aleatorias, asi como el grafico de dispersion y la regresién lineal de Y; sobre
X;. Obsérvese los cambios abruptos en cada serie de tiempo y la tendencia que
presentan cada una, a simple vista podria concluirse que efectivamente no se
presenta estacionariedad en éstas.
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Tabla 4.3: Regresién lineal de Y; en X,

Modelo de regresion: Y; = a + 5X: + €

Modelo de regresiéon | YV; = a+ X; + €
Estimacién Error est. Estadistico t | p-valor
Intercepto a = -0.27491 0.39113 -0.703 0.484
Coeficiente B = -0.42469 0.03971 -10.696 <2e-16
R?=0.5386 d=0.27949
p-valor=0
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Figura 4.4: Regresién lineal de Y; sobre Xy, datos sin diferenciar.
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2. Segundo caso: usando datos con las primeras diferencias

Para el segundo caso, se toma el modelo de regresién siguiente:

donde

AYy = o+ BAX + €,

AXy =Xy — Xy,
AY; =Y, Y,

100
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y se prueba la hipétesis sobre el coeficiente de A Xy,

Hy:5=0,
Hy:p#0.

Cuando se realiza una regresién sobre las primeras diferencias, mostrada en
la Tabla se nota que el valor de R? resulta aproximadamente 0.02769, y
el valor del estadistico de Durbin-Watson es de 1.9609, muy cercano a 2, la
prueba resulta no significativa y podria decirse que la correlacién desaparece.
En cuanto p—valor asociado al coeficiente de la pendiente de la regresién, éste
toma el valor de 0.0997, por lo cual resulta no significativo. En la Figura

Tabla 4.4: Regresion lineal con datos diferenciados

Modelo de regresion: AY; = a + SAX; + &

Modelo de regresion | AY; = a+ SAX; + &
Estimacién Error est. Estad. t | p-valor
Intercepto a = 1.4231 0.0957 14.87 < 2e-16
Coeficiente B = -0.1581 0.0951 -1.662 0.0997
R%=0.02769 d= 1.9609
p-valor= 0.854

se muestra la grafica del mismo modelo pero con las primeras diferencias, y la
regresion asociada a ésta. Al parecer, estas series de tiempo no-estacionarios,
han pasado a ser estacionarias.

Granger y Newbold (1986) afirman que “cuando una caminata aleatoria o un
proceso integrado de promedios médviles esta involucrado, las posibilidades de obtener
una relacién espuria usando los procedimientos de prueba convenciales son muy altos,
aumentando con el nimero de variables independientes incluidas en la regresién”.

El problema de regresién espuria es de gran interés en el estudio de series de
tiempo econdmicas, pues la mayoria de ellas son no-estacionarias y si no se verifica
este supuesto puede ocasionar consecuencias graves. Es por ello la importancia de
contar con herramientas que permitan verificar si una serie es o no estacionaria; as-
pecto que se estudiara en las siguientes secciones. Sin embargo, no hay que olvidar el
analisis descriptivo que debe acompanar a todo estudio es fundamental, pues permite
muchas veces visualizar lo que después es corroborado con pruebas estadisticas.

4.2. Pruebas de estacionariedad

Cuando una serie de tiempo es estacionaria, su media, varianza y autocovarianza
permanecen constantes sin importar el momento en el cual se miden, esto es, son
invariantes con respecto al tiempo. Si para un conjunto de datos se observa que la
media o la varianza cambian en el tiempo, seguramente se tendra una serie de tiempo
no-estacionaria; en éstas su comportamiento sélo puede ser analizado por periodos
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Figura 4.5: Regresién lineal de las diferencias de Y; sobre las diferencias en Xy

y lo observado en un periodo no puede generalizarse a otros. El aplicar técnicas
estadisticas que suponen estacionariedad cuando no la hay, resulta en un sesgo no
deseable. Es necesario pues, contar con herramientas que permitan identificar cuando
una serie de tiempo es no-estacionaria.

En el ambito econémico, en series asociadas a precios de valores como son ac-
ciones o tasas de cambio, es usual observar un comportamiento similar al de un
modelo de caminata aleatoria, esto es, son no-estacionarias y muchas veces puede
distinguirse aquellas que son caminatas aleatorias con o sin un término constante o
interseccion.

Para verificar si una serie es estacionaria o no, es comun utilizar las pruebas de
raiz unitaria. Cuando la serie resulta no-estacionaria, en ocasiones es posible conse-
guir la estacionariedad a través del calculo de diferencias. Por ejemplo, considérese
el siguiente modelo:

YVi=pYii1+Zp,  t=1,2,-- - (4.2.1)

donde Z; ~ N(0,0?%). Si en la ecuacién (4.2.1) p = 1, se tendrd un modelo de
caminata aleatoria, que se sabe es no-estacionario. Sin embargo al tomar la primera
diferencia se obtiene un modelo estacionario, puesto que Z; es ruido blanco:

Y=Y, 1 = Z,
AY, = Z, (4.2.2)
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De acuerdo al orden del modelo serdn las veces que sea necesario diferenciar; en este
caso se diferencié una vez, por lo tanto, se le llama modelo integrado de orden 1,
esto es, I(1).

En general, en un modelo

Y =pYi1 + Z4, (4.2.3)

el cual puede escribirse como:
Yi—-Yi1 = (p—1)Y1+ Zy, (4.2.4)
AY; = Y1+ Zy, (4.2.5)

con p — 1 = J, se observa que cuando 0 < 0, la serie original es estacionaria, en
el caso que & > 0, equivalente a p > 1 corresponde a lo que se conoce como series
explosivas y cuando p = 1, se tendran series no-estacionarias. Este es el enfoque que
generalmente se maneja para las pruebas de raices unitarias.

Existen varias pruebas de raiz unitaria; entre las mas utilizadas esta la prueba
de Dickey-Fuller, sobre la cual Baumohl & Lydcsa (2009) mencionan posee baja
potencia (Apéndice , por lo cual se han desarrollado mejores pruebas. Otras
pruebas muy utilizadas pueden encontrarse en |Phillips| (1987), [Zivot & Andrews
(1992), Kwiatkowski et al.| (1992)), Elliott et al.| (1996), etcétera. Tanto la potencia,
el tamano (Apéndice como los supuestos a cumplir, varian de una prueba a
otra; inclusive hay cambios en el planteamiento de la hipétesis nula, pues cuando
la mayoria de ellas establece en su hipotesis nula que la serie en estudio es no-
estacionaria, la prueba de KPSS plantea que la serie es estacionaria frente a una
hipdtesis alternativa de que no lo es. Asi pues, en la mayoria de las pruebas, el
rechazo de la hipdtesis nula llevaria a la conclusion que la serie es estacionaria, para
un nivel de significancia dado.

En el presente trabajo solamente se estudian las pruebas maés utilizadas en el
ambito econdémico, que son las pruebas de Dickey-Fuller y de Phillips-Perron. Estas
pruebas difieren, principalmente, en la forma en que tratan la correlacién serial en
las pruebas de regresién.

4.2.1. Prueba de Dickey-Fuller, 1979

La prueba de raiz unitaria de Dickey-Fuller considera la hipdtesis nula § = 0,
donde el valor estimado del coeficiente Y;_1 en sigue la distribucién del es-
tadistico 7 o de “Dickey-Fuller”; sin embargo, cuando la hipdtesis se rechaza, es decir,
si es posible concluir que la serie es estacionaria, se podria utilizar el estadistico ¢
usual, que sigue una distribucién t de Student.

Lo que Dickey y Fuller hicieron para determinar los valores de la tabla de valores
criticos fue basicamente generar cientos de sucesiones provenientes de modelos de
caminatas aleatorias, en donde a cada modelo se le estimé el valor del coeficiente
que acompana al término independiente; la mayoria de estos estimadores serd cer-
cano a la unidad, o bien mayores a éste. Al realizar dicho experimento encontraron,
por ejemplo, que al tomar en consideracién un modelo con interseccién, ocurria lo
siguiente (Enders|, 2015)):
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= 90% de los valores estimados del coeficiente son menores que 2.58 errores
estandar de la unidad.

= 95% de los valores estimados del coeficiente son menores que 2.89 errores
estandar de la unidad.

= 99% de los valores estimados del coeficiente son menores que 3.51 errores
estandar de la unidad.

Ahora bien, para evaluar la presencia de raiz unitaria Dickey y Fuller consideraron
la posibilidad de los siguientes modelos de regresién en su prueba:

1. Y; Caminata aleatoria
AYy =01 + Zy,

2. Y; Caminata aleatoria con interseccién

AY; :OC+5)/;§_1 +Zt,

3. Y; Caminata aleatoria con interseccién y tendencia

AY; =a+ Bt + 61+ Z;.

En las ecuaciones anteriores a y 8 son elementos deterministas, ¢ es el tiempo o la
variable de tendencia y § = p — 1. En cada uno de los casos, se prueba la hipétesis
nula de no-estacionariedad, frente a la alternativa de que la serie es estacionaria,

HO S O,
H,:§ <0,
que es equivalentemente a:
Hy:p=1,
H,:p<1.
Denotemos por 7, 7, y -, los estadisticos de prueba de los modelos respec-

tivamente, mencionados anteriormente; éstos se obtienen al tomar el cociente del
parametro estimado p y el error estandar de dicho estadistico.

__pr-1
"= NS (4.2.6)

Donde el estimador de p, segiin Neusser| (2015)), se calcula como:
ﬁ Z?:l Yi 12

1 .
el D) Y2,

Y el error estandar del estimador, M.SE(p), de acuerdo a Box et al| (2008), es igual
a:

p= (4.2.7)

—1/2
: (4.2.8)

n

> (Vi - )

t=2

MSE(ﬁ) =5,
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donde S, es igual a \/ZL? Yf—ﬁg?ﬁ Yioa¥s

Al efectuar una prueba de hipotesis de raiz unitaria, utilizando Dickey-Fuller, se
compara el valor que toma el estadistico 7, con los valores criticos de Dickey-Fuller
de la Tabla mostrada en el Apéndice [C} cuando el valor del estadistico resulta
menor que el de la tabla, para un nivel de significancia dado, entonces se rechaza la
hipétesis nula. Por otro lado, si el valor de 7 es mayor que el valor critico de tablas,

entonces no se rechaza la hipdtesis nula y se dice que la serie es no-estacionaria.

Cuando se rechaza Hy en el caso [l se concluye que la serie de tiempo es es-
tacionaria con media cero. Si se rechaza Hy en el caso [2] entonces se dice que la
serie es estacionaria con media distinta de cero. Para el caso |3} el rechazo de Hy
implica que hay evidencia de que la serie es estacionaria alrededor de una tendencia
determinista.

A continuacién se retoman los datos de los precios mensuales promedio de pi-
mienta negra y blanca, que se presentaron al inicio de este capitulo, y se efectia
una prueba de estacionariedad de Dickey-Fuller, considerando modelos sin intersec-
cién, con interseccién y también con interseccion y tendencia. Para esta prueba se
utilizo la libreria URCA del software R, la cual modela

p
AY, = a+Bt+0Yi 1+ Y AYj+ Z. (4.2.9)
j=1

Ya que bésicamente interesa probar la hipdtesis Hy : § = 0, a continuacién se
presentan las estimaciones de § y el error estandar de su estimador. Es necesario

Modelo Estimacion | Error Estandar
AY; =6Y, 1+ Z; 0.0002246 0.0005016
AY, =a+6Y1 + Z4 -0.01540 0.008629
AY;=a+ pt+0Y;1 + Z4 -0.01591 0.00892

escoger uno de los tres modelos anteriores. Sin embargo, antes de eso, es necesario
analizar el valor de J, por ejemplo, en el primero caso, § > 0, por lo tanto p > 1,
es decir, se tiene una serie explosiva, por lo tanto este caso se descarta, y sélo se
analizan los modelos restantes. Y asi, utilizando la informacién vertida en la tabla
anterior tenemos que:

—0.01540

= Goosez0 L78% prualor=0.0753,
—0.01591

T, = 0.008026 —1.782, p-valor = 0.0759.

Como el valor de 7, y 7, son mayores que los valores criticos de la tabla de Dickey-
Fuller (Tabla |C.3|), entonces, no se rechaza la hipdtesis nula. Esta conclusién se
corrobora al observar el p-valor asociado a los valores que tomaron estos estadisticos,
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en todos los casos no resulté significativo, al nivel significancia de 0.05, por lo que
los datos no proporcionan evidencia para rechazar Hgy y entonces concluimos que
no existe estacionariedad. Es importante observar que para cada estadistico se tiene
una tabla de valores criticos, que considera ademds el tamano de la muestra.

Ahora bien, si se diferencian los datos de estas series, se esperaria resulten esta-
cionarias.

Para este caso, las estimaciones de J y el error estandar de su estimador son:

Modelo ‘ Estimacion | Error Estdndar
Sin interseccién ni pendiente 0.7165 0.0586
Con interseccion 0.7174 0.0587
Con interseccién y pendiente 0.7176 0.0588

Utilizando la informacion de la tabla anterior, se tiene que:

—0.7174
Ty = A = —12.2214, p-valor < 2e — 16,
—0.7176
;= ———— = —12.2040, - 2e — 16.
- RE 040 p-valor < 2e — 16

De igual manera, se compara el valor de cada estadistico con los de la tabla de
Dickey-Fuller; en este caso se encuentra que los estadisticos calculados son menores
que los de la tabla, por lo tanto, en todos los casos se rechaza la hipdtesis nula
de no-estacionariedad y se concluye que las series son estacionarias. Este hecho se
reafirma al observar el p-valor asociado a los valores de cada estadistico; en los tres
casos el p-valor es menor al nivel de signficancia de 0.05.

La prueba de raiz unitaria de Dickey-Fuller, que hemos utilizado, es adecuada
si la serie de tiempo Y; puede caracterizarse por un modelo autorregresivo de orden
uno, donde el error se considera ruido blanco. Es claro que muchas series de tiempo
econdmicas tienen un comportamiento mas complicado, por lo cual [Said & Dickey
(1984) generalizaron esta prueba para que pueda utilizarse en modelos generales
ARM A(p,q); a esta prueba se le conoce como prueba de Dickey-Fuller Au-
mentada (ADF). Las tablas de valores criticos para los estadisticos permanecen
invariantes, ya que la distribucién asintdtica del estadistico que se utiliza es la misma.
Los modelos de regresiéon que se plantean en la prueba ADF son los siguientes:

= sin interseccién y sin tendencia

m
AY, =0V 1+ MY AV i+ Z (4.2.10)
i=1
= con interseccién y sin tendencia

m
AY,=a+0Y 1+ MY AV i+ 7 (4.2.11)
=1
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= con interseccién y tendencia

AY; = o+ Bt+ Y1+ N Y AV + Z, (4.2.12)
=1

Béasicamente, lo que se hace es aumentar los términos de rezago en la variable de-
pendiente AY; ;. La idea es incluir los términos suficientes para que el término de
error en cualquiera de los tres modelos anteriores no esté serialmente correlacionado.
Un criterio para ello, que se utiliza mucho en el software de series de tiempo, es el
criterio de Akaike (Box et all, 2008, pp. 59).

4.2.2. Prueba de Phillips-Perron, 1988

La prueba de Phillips-Perron (PP), es una alternativa a la de Dickey-Fuller, en
la cual se utiliza el siguiente modelo:

Y =a+ pY;_1 + €. (4.2.13)

En esto caso, ¢; no necesariamente es un proceso de ruido blanco; pudiera ser cual-
quier proceso estacionario de media cero (Neusser, [2015]), que cumple con las pro-
piedades expuestas en el articulo de [Phillips| (1987)).

De acuerdo con |G. S. Maddala (1998), los estadisticos para estimar el pardmetro p
de la regresién (4.2.13)), son los siguientes:

1 (52 — s2)

Z,=T(p—1)— = : 42.14
g (=1 272 Zf:l(yt—l —7-1)? ( :
. 1 2 2
Zy =204, = T@ 597 . (4.2.15)
s 25725 (g1 — §-1)?]1/2)

En donde 31 = Zthl y/(T —1). Luego, un estimador consistente de o2 estd dado
por s2 = T-! Zle e?. Ademds, el estimador consistente de o2 es, s%l el cual, por

simplicidad, se denota por s2. Véase Maddala, 1998, p. 79.

En las pruebas de PP, Z, es la transformacién del estimador T'(p — 1) y Z; es
la transformacion del estadistico ¢. La ventaja principal de esta prueba sobre las de
Dickey y Fuller, es que es una prueba no paramétrica, lo cual amplia las situaciones
en que puede aplicarse. Se ha demostrado que la prueba de PP es mas potente que
la de DF, es decir, rechaza la hipdtesis nula méas a menudo cuando ésta es falsa
(Neusser| (2015))).

Los estadisticos de prueba de PP tienen la misma distribucién que los utilizados
en la ADF, es decir, se pueden utilizar las mismas tablas para los valores criticos,
con la tnica diferencia que ahora se consideran dos casos:

1. Y; Caminata aleatoria con interseccién

Yi=a+pYia+e, (4.2.16)
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2. Y, Caminata aleatoria con interseccién y tendencia

Yi=a+ ft+ pYi_1 + €. (4.2.17)

Considerando nuevamente los datos de los precios mensuales promedio de pimienta
negra y blanca, a continuacion se aplica la prueba de estacionariedad de Phillips-
Perron, obteniendo lo siguiente:

Y, = 48.3093 4 0.9860Y;_1 + ¢, (4.2.18)
(30.9494)(0.0096)
Y, = 48.6838 4 0.0094t + 0.9859Y;_; + €. (4.2.19)

(31.8562)(0.1835)(0.0099)

Notese que debajo de cada coeficiente estd su respectivo error estandar, ademds en
estos modelos, el coeficiente que acompana a Y;_1 es g, por lo tanto, serd necesario
restar 1 a dicho valor, de tal forma obtendremos el valor de 5, y asi se tiene lo
siguiente:

0.9860 — 1
= —— =-14 - =0.14
Tu 0.0096 583, p-valor = 0.149,
0.9859 — 1
= —————— = —1.4242, p- = 0.160.
T, 3.0099 p-valor = 0.160

Como el valor de 7, es mayor que el de la tabla de Dickey-Fuller (Tabla ,
entonces no se rechaza la hipdtesis nula, lo cual se corrobora al observar el p-valor, ya
que es mayor al que se habia fijado desde un principio, 0.05; se obtiene una conclusion
andloga con el valor de 7,. A continuacién se muestran los modelos lineales con los
datos ya diferenciados.

Y, = 5.4287+0.2825Y;_; + ¢, (4.2.20)
(13.3446)(0.0587)
Y, = 5.4501 —0.0393t — 0.2823Y;_; + €. (4.2.21)

(13.3686)(0.1720)(0.0588)

De igual manera, al valor de p se le resta 1, luego se calcula el estadistico de 7:

0.2825 —1
= ——— = -12.2231 - 2¢ — 1
T 0.0587 31, p-valor < 2e 6,
—0.2823 —1
Tr = W = —12.2057. p-'UCLZOT’ < 2e — 16.

Una vez que se han diferenciado los datos, se obtiene que los estadisticos 7,
y Tr, son menores que los correspondientes valores criticos de la tabla de Dickey-
Fuller, por lo tanto, se concluye que existe estacionariedad, aspecto que también
puede concluirse observando el p-valor asociado a los valores que tomaron estos
estadisticos, los cuales son menores que el nivel de significancia establecido.
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4.3. Ejemplos

A continuacién se presenta un par de ejemplos. El primero de ellos tiene por
objetivo mostrar los resultados espurios que pueden surgir cuando se trabaja con
series no-estacionarias y la necesidad de transformaciones adecuadas para lograr la
estacionariedad. La intencién del segundo ejemplo es la de establecer la importancia
de verificar los supuestos, antes de utilizar cualquier prueba de estacionariedad. En
ambos ejemplos se utilizan tanto la prueba de Dickey-Fuller como la de Phillips-
Perron.

4.3.1. Indices bursatiles: SAX y PX

En el ejemplo siguiente se utiliza el indice SAX Eslovaquia, indice bursatil que
rastrea el desempeno de las grandes empresas que cotizan en la bolsa de Bratislava,
y el indice PX de la Reptiblica Checa, el mas importante de Praga. Los datos son los
precios diarios al cierre del 1 de septiembre de 1999 al 1 de septiembre del 2009, pre-
sentados por Baumohl & Lydcsal (2009). Cuando se analiza la relacién entre el cierre
de los indices bursatiles de estas bolsas de valores, se obtiene que todos los parame-
tros de la regresion resultan significativos, en el Cuadro [4.7] se observa un valor alto
para el coeficiente de determinacién (0.8297) y un valor pequeno para el estadistico
de Durbin-Watson, con (0.0082) si la variable dependiente es PX o (0.0077) si es
de SAX. Si el andlisis terminara ahi, podriamos concluir erréneamente que hay una
relacion causa-efecto entre estas series, que en verdad se estdn correlacionando por
ser no-estacionarias, como se muestra a continuacion.

En la Figura (a) y (a) se presentan la series de tiempo de cada indice
bursatil; a juzgar por estas graficas se podria decir que las series son no-estacionarias.
En las Figuras (b) v (b) se muestra las diferencias de los logaritmos. Si
se comprueba que ambas series son no-estacionarias, entonces los resultados de la
regresion seran enganosos, ya que la relacién espuria es causada por la tendencia
que presentan ambos indices, no por la posible relaciéon entre los precios al cierre.

Niveles Diferencias logaritmicas

3 o
[te]} T

i o
s |
8 g

_ o
8 | o |
= T T T T T T CI> T T T T T T

0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500
(a) Datos a niveles (b) Diferencias logaritmicas

Figura 4.6: Indice de valores de Eslovaquia en niveles y en diferencias logaritmicas

Después de aplicar las pruebas de Dickey-Fuller y Phillips-Perron a cada conjun-
to de datos, se obtiene lo mostrado en las Tablas[£.5]y en las que se observan los
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Niveles Diferencias logaritmicas
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Figura 4.7: Indice de valores de Reptiblica Checa en niveles y en diferencias logaritmicas

resultados de 7, 7, y los p-valores que surgen de aplicar estas pruebas de estaciona-
riedad a los datos originales y a los datos diferenciados, tanto para SAX como para
PX; en estas tablas “i” y “t” denotan interseccion y tendencia, respectivamente.

Recordemos que en la practica, un p-valor pequeno implica un rechazo a la
hipoétesis nula, concluyendo que la serie de tiempo es estacionaria. Si se establece
un nivel de significancia a = 0.05 vemos que el p-valor de los diferentes andlisis
presentados en la Tabla resulta mayor que «, por lo que se concluye que las
series son no-estacionarias, esto es, presentan una raiz unitaria y no hay evidencia
para rechazar la hipétesis nula en ambos casos.

Por otra parte, en la Tabla que corresponde a los resultados de las pruebas
de estacionariedad de las diferencias del logaritmo de los datos, todos los p-valores
son menores que 0.05, por lo tanto se rechaza la hipdtesis nula y se concluye que las
series son estacionarias.

Tabla 4.5: Pruebas de estacionariedad con datos originales

DF PP
Indice i it i it
SAX | -1.1738 0.0854 | -0.3185 -0.1245
p-valor | 0.2186  0.3091 0.99 0.99
PX -1.0534 -0.2271 | -0.3364 -0.1287
p-valor | 0.0294  0.0626 0.99 0.99

Tabla 4.6: Pruebas de estacionariedad con datos diferenciados

DF PP
Indice i it i it
SAX | -34.3620 -34.4110 | -2516.947  -50.055
p-valor | 0.0000 0.0000 0.01 0.01
PX -35.9380 -35.9510 | -2189.144 -46.1824
p-valor | 0.0000 0.0000 0.01 0.01

Los resultados mostrados en las Tablas [4.5] y [4.6] también se pueden analizar de

la siguiente manera. Consideremos los valores que toman los estadisticos de prueba
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y comparemos éstos con los valores criticos de la Tabla de Dickey-Fuller (Apéndice
; puede verse que en todos los casos el valor del estadistico es mayor que el valor
critico de la Tabla de DF, para un nivel de significancia de 5 %; concluyendo con ésto,
como anteriormente se hizo, que la hipdtesis no se rechaza y que las series son no-
estacionarias. Luego, haciendo un andlisis similar en la Tabla puede observarse
que los valores que asumen los estadisticos 7, y 7 son menores a los de la Tabla de
Dickey-Fuller y en todos los casos se rechaza la hipdtesis nula, esto es, no existe raiz
unitaria como ya se habia encontrado.

A continuacién se presenta la regresién lineal que se efectud con los datos de SAX
y de PX, para los datos originales y los datos transformados; en éstas se considero,
alternadamente, cada indice bursatil como variable tanto dependiente como indepen-
diente. Los estadisticos que se tomaron en cuenta para el andlisis son el estadistico ¢
usual, el coeficiente de determinacién R? y el estadistico de Durbin-Watson, d. Las
sospechas de no-estacionariedad se verifican al calcular las diferencias logaritmicas.
En la Tabla se observa que R? pasa de ser mayor a 0.8, a tomar un valor cercano
al 0; por otra parte d, que era casi cero en la Tabla , resulta d ~ 2 en la Tabla
. Nos encontramos pues ante una regresion espuria, no importa que conjunto de
datos se tome por variable dependiente. Por otra parte, es conveniente notar en la

Tabla 4.7: Resultados de la regresion con datos a niveles

Variable dependiente

SAX PX

t-test 108.69

SAX | R? 0.8297

d 0.0082
t-test | 108.69
PX | R? |0.8297
d 0.0077

Tabla 4.8: Resultados de la regesién con datos diferenciados logaritmicamente

Variable dependiente
SAX PX
t-test 0.026
SAX | R? 0.0000
d 1.8761
t-test | 0.026
PX R? | 0.0000
d 2.0323

Tabla que R? > d, y d es cercano a cero, y como se dijo al inicio del capitulo,
ésto es un buen indicador de la presencia de regresion espuria.
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4.3.2. Inconsistencia de resultados

Se analizaron datos presentados en el sitio: http://stats.stackexchange.com,
en donde uno de los participantes plantea la siguiente pregunta, que se transcribe
integramente: “Tengo dificultades en resolver pruebas de raiz unitaria usando las
pruebas de R, adf.test y pp.test; el resultado del p-valor usando adf.test es 0.2677 (lo
cual significa que existe raiz unitaria), y el resultado del p —valor utilizando pp.test
es 0.01696 (lo cual significa que no existe raiz unitaria). ;Qué significa esto? Me
prequnto si tengo que usar funciones diferentes para remover raiz unitaria o no”. El

participante en el blog proporcioné los datos que utilizd, mismos que se encuentran
en la Tabla [C.2] del Apéndice [C]

Al trabajar los datos en referencia, se obtienen efectivamente los p-valores que
se mencionan en el blog. Sin embargo, la problematica principal no radica en cudl de
las dos pruebas de estacionariedad confiar, sino en verificar primero que se cumplan
los supuestos que establecen algunas de las pruebas de estacionariedad. Particular-
mente la prueba de Dickey-Fuller supone que los errores no estan correlacionados
y la prueba de Phillips-Perron puede manejar situaciones donde los errores estén
correlacionados e inclusive exista heterocedasticidad. Los datos en referencia no sa-
tisfacen los supuestos de la prueba de Dickey-Fuller y por ende, los resultados de
ambas pruebas son muy diferentes.

4.4. Algunas observaciones

Es importante tomar en cuenta los supuestos que se consideran al hacer uso de
las pruebas de raiz unitaria, pues esto dara luz sobre qué pruebas pueden ser las
mas adecuadas para el conjunto de datos bajo andlisis.

Con respecto a la potencia de una prueba, que es la probabilidad de rechazar
la hipotesis nula cuando ésta es falsa, ya se ha mencionado que las pruebas de raiz
unitaria no son muy potentes, aspecto que se ha mostrado a través de simulacio-
nes Monte Carlo (Enders, 2015)). En general, las pruebas de raiz unitaria no tienen
la potencia suficiente para distinguir entre modelos que tienen una raiz unitaria y
aquellos cuyo coeficiente estd muy cercano a considerarse una raiz unitaria. Para
estudiar este aspecto mas a fondo y comparar herramientas estadisticas que propor-
ciona el software R, en el siguiente capitulo se presentan diversas simulaciones que
se realizaron, bajo diferentes consideraciones, y en las que se utilizaron las pruebas
de Dickey-Fuller o de Phillips-Perron, incluidas en una de las tantas librerias de R,
con las que se puede trabajar series de tiempo.
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Capitulo 5

Simulaciones

El propdsito de este capitulo es efectuar una comparacion entre las pruebas de
estacionariedad mas utilizadas en la practica, las cuales son la prueba de Dickey-
Fuller y la prueba de Phillips-Perron. Esto se puede realizar de diversas maneras;
aqui sélo se analizard el efecto que tiene el valor de p y el tamano de muestra en la
decisién de rechazar o no la hipétesis nula que se plantea en estas pruebas de raiz
unitaria. Esto es importante pues proporciona una idea de qué tan posible es llegar a
conclusiones erréneas cuando se analiza de manera inadecuada una serie de tiempo.

La idea de efectuar estas simulaciones surge del trabajo de [Baumohl & Lydcsa
(2009), titulado “Stationary of time series and the problem of spurious regres-
sion”, donde se realizd la simulacion siguiente: se generaron series de tiempo no-
estacionarias e independientes entre si, a partir de procesos de caminata aleatoria,
tal como se presenté en el Capitulo [2| donde se mostré que estas series son no-
estacionarias. Estos autores consideraron también procesos de caminata aleatoria
con interseccién y estudiaron la potencia de varias pruebas, entre las que se incluyen
la prueba de Dickey-Fuller y la de Philllips-Perron.

5.1. Escenarios de Simulaciéon

En el presente trabajo se realizan varias simulaciones en las que se utiliza tanto
un proceso autorregresivo de primer orden con interseccién como un autorregresivo
de primer orden con interseccion y tendencia:

» AR(1) con interseccién
}/t :O[—f_p}/;f—l +Zt7

= AR(1) con interseccién y tendencia,

Yi =a+ Bt+pYi1 + Z;.

Los cuales se utilizaron para generar series de datos de tamano 50, 100 y 200. Los
términos Z; de cada modelo son generados a partir de una distribucién normal de
media 0 y varianza o2, ademaés se fija el valor inicial como 0, es decir Yy = 0; a es
el coeficiente de interseccion, y 3 el coeficiente de tendencia, que se fijaron en 0.5 y
0.1, respectivamente. Se consideraron diferentes valores para p: 0.8, 0.9, 0.95, 0.99,
1, 1.02 y 1.05; ello con el fin de analizar el efecto que tiene este coeficiente en la

59
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prueba de estacionariedad. Por ejemplo, un valor de p = 0.99, es decir, un modelo
tedricamente estacionario pudiera generar resultados que indiquen que se trata de
un modelo no-estacionario, ya que es un valor muy cercano a 1, y podriamos concluir
que tenemos un modelo de caminata aleatoria. Por otro lado, se probé con valores
de p mayores a 1, pero muy cercanos a éste, con el fin de comparar los resultados
de estas pruebas en series de tiempo explosivas.

Con base en las consideraciones anteriores, en cada una de las simulaciones efec-
tuadas se generaron 10000 muestras, y a cada una de ellas se les aplicoé las pruebas de
estacionariedad utilizando la prueba de Dickey-Fuller y la prueba de Phillips-
Perron . Se analizé el efecto que tiene el tamano de muestra y el valor de p
en el rechazo o no de la hipotesis nula, contabilizando las veces en que el p-valor era
menor que cierto nivel de significancia, «, el cual se fijé 0.05.

Recordemos que el planteamiento de la hipdtesis nula es que la serie es no-
estacionaria, frente a la alternativa de que si lo es, es decir,

Hy:6=0,
Hy:6<0,

lo cual es equivalente a plantear:

Hy:p=1,
Hy:p<l1.

En el caso de analizar datos que provienen de modelos donde se consideraron valores
de p > 1, las hipétesis se plantean como:

Hy:p=1,
Hi:p>1,

esto es, la hipdtesis nula establece que la serie es no-estacionaria frente a la alterna-
tiva de que es explosiva. En el software de R la funcién que se utiliza para probar la
estacionariedad de la serie debe especificar la hipdtesis alternativa como explosiva,
de no ser asi, la hipdtesis nula se rechazaria y se concluiria que la serie es estaciona-
ria, cuando en realidad no lo es. El definir adecuadamente la hipétesis alternativa en
la prueba de DF y PP es un aspecto importante pues de lo contrario se puede llegar
a una conclusién errénea, como puede observarse en el articulo de [Dickey & Fuller
(1981), Tabla VII, donde se analizaron datos generados con valores de p = 1.02
y p = 1.05, para los cuales se rechaza la hipdtesis nula de no-estacionariedad y se
concluye la estacionariedad de la serie. Una correccién a este articulo la presenta
Chandra/ (1981)), donde prueba la invalidez de ese procedimiento y corrige la prueba
de Dickey-Fuller, de esta manera es posible probar la no-estacionariedad de modelos
explosivos.

5.2. Simulaciones

A continuacién se presenta una serie de tablas donde se contabiliza el nimero de
veces que se rechaza la hipdtesis nula de no-estacionariedad, utilizando la prueba de
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Dickey-Fuller y la prueba de Phillips-Perron; todo esto bajo el criterio de comparar
si el p-valor que se genera es menor que el nivel de significancia de la prueba, el cual
se establecié en a = 0.05.

Para las simulaciones se tomaron en cuenta procesos estacionarios AR(1) con
interseccién, cuyos resultados se presentan a partir de la Tabla[5.1] hasta la Tabla
También se consider6 el modelo AR(1) con interseccién y tendencia; sus resultados
pueden observarse de la Tabla a la[5.11] Por otra parte, se modelaron también
procesos de caminata aleatoria con interseccién, y con interseccién y tendencia; los
resultados aparecen de la Tabla[5.5] a la Tabla El an4lisis obtenido a partir de
los procesos explosivos con interseccion fueron registrados en las Tablas y y
aquellos explosivos con interseccién y tendencia, pueden verse en las Tablas y

B.14

5.2.1. Modelos autorregresivos de orden uno con intersecciéon

Al comparar las Tablas a se puede observar que el tamano de muestra
influye considerablemente en los resultados. Por ejemplo, en la Tabla donde
se simularon series considerando p = 0.8, se observa que cuando se aumenta la
muestra a n = 200 se tiene mayor informacién que cuando n = 50, aspecto que
era de esperarse pero que es importante analizar su comportamiento a través de los
diferentes valores de p. Usando la prueba de DF, en 1126 de las 10000 muestras de
tamano 50 el p-valor fue menor que 0.05, es decir el 11.26 % de las veces se rechazé la
hipétesis nula de no-estacionariedad, por lo cual se concluye que ese porcentaje de
series provienen de un modelo estacionario, como en realidad fueron simuladas. Es
con muestras de tamano n = 200 donde DF detecta en un 83.98 % que las series son
estacionarias. Por otro lado, la prueba de PP, para n = 50, muestra que el 21.47 %
de las veces rechaza la hipotesis nula, y con n = 200, este porcentaje aumenta a un
99.91 %.

Tabla 5.1: Resultados

p=0.8

n

50 100 200

Prueba de estacionariedad
Dickey-Fuller 0.1126 | 0.3087 | 0.8398
Phillips-Perron 0.2147 | 0.7085 | 0.9991

En la Tabla se tienen modelos AR(1) en donde el valor p es igual a 0.9.
Notese que con ambas pruebas el niimero de muestras que presentan un p-valor
inferior a 0.05 es menor en los tres casos respecto a la Tabla esto es debido a
que el valor de p se aproxima a 1, es decir, al de un proceso de caminata aleatoria con
interseccion, el cual es no-estacionario. A comparacion de la prueba de DF, la prueba
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de PP detecta mas veces la estacionariedad sin importar el tamafio de muestra, ya
sea n = 50, n = 100 o n = 200.

Tabla 5.2: Resultados

p=0.90

n

50 100 200

Prueba de estacionariedad
Dickey-Fuller 0.0687 | 0.1349 | 0.4242
Phillips-Perron 0.0929 | 0.2418 | 0.6938

Los procesos que se simularon con p = 0.95 estan registrados en la Tabla al
igual que en los casos anteriores se puede observar que la prueba de PP concluy9 la
estacionariedad mas veces que la prueba de DF.

Tabla 5.3: Resultados

p=0.95

n

50 100 200

Prueba de estacionariedad
Dickey-Fuller 0.0558 | 0.0728 | 0.1769
Phillips-Perron 0.0649 | 0.0997 | 0.2555

Por otra parte, en la Tabla el valor de p = 0.99 es muy cercano a la unidad;
en este caso se observa que el tamano de muestra no es tan determinante en la
contabilidad del porcentaje de veces que se detecta estacionariedad. De igual forma,
la prueba de PP sigue detectando ligeramente més veces la estacionariedad de las
series.

Tabla 5.4: Resultados

p = 0.99

n
50 100 200

Prueba de estacionariedad
Dickey-Fuller 0.0465 | 0.0464 | 0.0486
Phillips-Perron 0.0530 | 0.0563 | 0.0519

Cuando el valor de p es la unidad, se generan procesos de caminata aleatoria con
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interseccion y los resultados se registran en la Tabla [5.5] Nétese que los resultados
son muy parecidos cuando se toma p = 0.99. Si el tamafio de muesta es n = 50
usando la pueba de DF, el 4.68 % de las veces resultaron p-valores menores a 0.05, y
con la prueba de PP el porcentaje fue de 5.38 %, pero si n = 200 con DF se obtuvo
un porcentaje de 4.9% y con PP de 6.21 %.

Tabla 5.5: Resultados

p=1
n
50 100 200
Prueba de estacionariedad
Dickey-Fuller 0.0468 | 0.0458 | 0.0490
Phillips-Perron 0.0538 | 0.0590 | 0.0621

Por otra parte, en la Tabla y se presentan los resultados a partir de los
modelos explosivos, esto es, aquellos en donde el valor de p > 1. Recordemos que
en este caso se mantiene la hipdtesis nula de p = 1, es decir, de no-estacionariedad
frente a la alternativa de p > 1.

Nétese que en ambas tablas, cuando n = 200, las dos pruebas de estacionariedad
identifican en su totalidad que las series son explosivas; el resultado en cada Tabla
no varia mucho, excepto cuando p = 1.02 con n = 50.

Tabla 5.6: Resultados

p=1.02
n
50 100 200
Prueba de estacionariedad
Dickey-Fuller 0.2791 | 0.9875 1
Phillips-Perron 0.2608 | 0.9905 | 1
Tabla 5.7: Resultados
p=1.05
n

50 100 | 200

Prueba de estacionariedad
Dickey-Fuller 0.9906 | 0.9998
Phillips-Perron 0.9913 | 0.9998
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Para el andlisis de estas series se utilizé el software libre R, versién 3.3.1. En el
caso de las pruebas de estacionariedad, se utilizé el paquete de tseries, el cual tiene
la funcién adecuada para probar series de tiempo explosivas.

5.2.2. Modelos autorregresivos de orden uno con intersecciéon y tenden-
cia

Para las siguientes pruebas de estacionariedad donde se utilizan modelos AR(1)
con interseccion y tendencia, se fijé 0.5 para la interseccion y 0.1 para la tendencia.
En la Tabla [5.8] se muestran los resultados cuando se trabajé con p = 0.8; de igual
manera se observa como el tamano de muestra influye en los resultados, al tener
n = 50, y usar la prueba de DF, el 10.85 % de las veces se rechazé la hipdtesis nula,
en cambio con n = 200 la prueba de DF detecta que el 83.59 % de las series provienen
de un modelo estacionario. También se observa que la prueba de PP detecta mas
veces que DF que los modelos son estacionarios, independientemente del tamano de
muestra. Si ésto se compara con los resultados de la Tabla se vera que son muy
similares entre si, sin embargo, cuando no hay tendencia, la prueba de PP detecta,
ligeramente, més veces que las series son estacionarias.

Tabla 5.8: Resultados

p =038

n
50 100 200

Prueba de estacionariedad
Dickey-Fuller 0.1085 | 0.3022 | 0.8359
Phillips-Perron 0.2137 | 0.6995 | 0.9988

En la Tabla[5.9] se registran los resultados con p = 0.90 y puede observarse como
la proporcion de veces que se rechaza la hipétesis nula, disminuye considerablemente
en ambas pruebas.

Tabla 5.9: Resultados

p=10.90
n
50 100 200
Prueba de estacionariedad
Dickey-Fuller 0.0663 | 0.1313 | 4215
Phillips-Perron 0.0920 | 0.2378 | 6955

Los procesos estacionarios que se modelaron con p = 0.95 estan registrados en
la Tabla En este caso, a diferencia de los presentados en la Tabla[5.3] el incluir
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una tendencia parece influir positivamente en los resultados, ya que las pruebas de
DF y PP detectan més veces que las series son estacionarias.

Tabla 5.10: Resultados

p=0.95

n

50 100 200

Prueba de estacionariedad
Dickey-Fuller 0.0504 | 0.1453 | 0.5201
Phillips-Perron 0.0660 | 0.2339 | 0.7829

En el caso de la Tabla[5.11] también se observa cierta diferencia en los resultados
respecto a la Tabla ya que la tendencia hace que ambas pruebas detecten la
estacionariedad mas veces. Ademds se puede ver que DF y PP detectan casi en
su totalidad que los modelos provienen de uno estacionario cuando el tamano de
muestra es n = 200.

Tabla 5.11: Resultados

p=0.99
n
50 100 200
Prueba de estacionariedad
Dickey-Fuller 0.0106 | 0.0930 | 0.9934
Phillips-Perron 0.0204 | 0.2094 1

Por otra parte, en la Tabla se tienen los resultados con p = 1, es decir,
usando caminata aleatoria con interseccién y tendencia. Particularmente en este
caso, puede notarse que el porcentaje de veces que detecta la estacionariedad es
menor que 1% para todos los casos. Lo cual tiene sentido puesto que los modelos
simulados provienen de uno no-estacionario.

Tabla 5.12: Resultados

p=1

n

50 100 200

Prueba de estacionariedad
Dickey-Fuller 0.0028 | 0.0019 | 0.0010
Phillips-Perron 0.0047 | 0.0023 | 0.0008
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En las Tablas y se registran los resultados usando modelos explosivos,
con p = 1.02 y p = 1.05. En la Tabla se rechaza la hipétesis nula de estacio-
nariedad el 99.81 % de las veces con n = 50; por otra parte, en la Tabla puede
verse que la hipétesis nula se rechaza el 100 % de las veces, para cualquier tamano
de muestra.

Tabla 5.13: Resultados

p=1.02

n
50 [ 100 [ 200

Prueba de estacionariedad
Dickey-Fuller 0.9981 | 1 1
Phillips-Perron 0.9990 | 1 1

Tabla 5.14: Resultados

p=1.05

n
50 | 100 | 200

Prueba de estacionariedad
Dickey-Fuller
Phillips-Perron

Es un hecho evidente que al aumentar el tamano de muestra, se tiene mayor
informacién, es por eso que en la mayoria de las tablas presentadas se obtienen
mejores resultados cuando n = 200.

La importancia de las diferentes simulaciones que se han realizado y que se
presentan en este capitulo, reside en proporcionar informacién préactica sobre el por-
centaje de error en las pruebas de Dickey-Fuller y Phillips-Perron, bajo diferentes
circunstancias como son diferentes valores de p y distintos tamano de muestra. Es
importante pues, saber que podemos tener series estacionarias, en las que las prue-
bas de raices unitarias detectaran lo contrario, como es el caso de las simulaciones
efectuadas con valores de p cercanos a la unidad y con tamanos de muestra pequenos.

5.3. Conclusiones

En esta tesis no se pretende presentar diferentes formas de modelar una serie de
tiempo, tema para el cual existen diversos y muy buenos libros. Tampoco se pretende,
en los estudios de simulacion efectuados, abarcar la gran cantidad de pruebas de
raices unitarias que existen hoy en dia. El objetivo principal es concientizar en el



5.3 Conclusiones 67

hecho de que el andlisis de una serie de tiempo conlleva diferentes etapas, requiere
diferentes herramientas, que deben ser adecuadas al problema en estudio.

En todo anilisis estadistico es de vital importancia el aspecto descriptivo y en el
analisis de series de tiempo, las herramientas presentadas en el Capitulo[2]son funda-
mentales, pues a partir de una simple grafica pueden detectarse problemas como la
no-estacionariedad de una serie, problema detallado en el Capitulo 4] y tema central
de esta tesis. La no-estacionariedad en las series de tiempo pareciera un aspecto sen-
cillo, pero en realidad éstas abundan en diferentes areas, como el ambito econémico
en el cual se centré la mayoria de los ejemplos incluidos. La no-estacionariedad en
una serie y sus repercusiones en resultados espurios, es una razén de peso que jus-
tifica el tema bajo analisis, pues en la profunda revisiéon bibliografica que se llevé a
cabo, se pudo constatar que a pesar de ser éste un problema ya detectado desde
hace tiempo, siguen apareciendo publicaciones con resultados espurios.

Las simulaciones aqui presentadas pueden extenderse facilmente a otras pruebas
de raices unitarias, para las cuales es recomendable tener en cuenta la manera en
que se plantean las hipdtesis, ya que como se mencioné anteriormente, hay pruebas
como KPSS, en donde el planteamiento de la hipétesis nula es la estacionariedad.

Es importante notar que es una practica comin y recomendable, el utilizar varias
pruebas de estacionariedad en el mismo conjunto de datos, con el fin de asegurar
que se tiene una idea clara de los resultados. Esta practica, aunada siempre a la
experiencia del investigador, permitird un mejor analisis de los datos.



68

Simulaciones




Apéndice A

A.1. Operador de retraso

El operador lineal de retraso B (“backshift” en inglés) permite compactar las
ecuaciones estocasticas que se utilizan en las series de tiempo, ademéas permite ana-
lizar la estructura interna de los procesos ARMA. Este operador retrasa una posicién

en el tiempo el subindice ¢,
BX: = X 1. (A.1.1)

Las propiedades del operador B son las siguientes:

1. Si Xy =c¢, donde c € R

2. Si B se multiplica n-veces

B - BX,=B"X,=X;_n

n-veces

3. El inverso es un operador que adelanta una posicién en el tiempo
B71X, = X,1.
4. Como B~'BX,; = X;, tenemos que
B =1.
5. Sean m,n € Z, tenemos que
B™B"X; = B™""X; = Xi_m—n.
6. Sean a,b € R, m,n € Ny Xy, Y; procesos estocésticos

(aB™ +bB") (Xt +Y;) = aXpom + 0X—p + aYip + 0Yi .

A continuacion se muestran tres ejemplos de procesos autorregresivos que ilustran
el procedimiento para determinar si el proceso es o no estacionario. Estos ejemplos
fueron tomados de |Cowpertwait & Metcalfe (2009).

69



70

1. El modelo AR(1), x; = %xt_1 + z; es estacionario, ya que la raiz de 1 — %B =0

es B =2, el cual es mayor que 1.

. El modelo AR(2), z; = —L2, 5 + 2 es estacionario, ya que las raices de

14 %Bz = 0 son B = £2i, los cuales son numeros complejos con i = /—1,
cada uno con un valor absoluto igual a dos.

. El modelo z; = %ajt,l + %wt,g + z; es no-estacionario ya que una de sus raices

es la unidad. Para probar esto, primeramente se expresa el modelo en términos
del operador de retraso, —%(B2 + B —2)x; = z; e, —%(B —1)(B+2)z; = 2.
El polinomio ®(B) = —4(B — 1)(B + 2) tiene unidades B = 1, —2. Ya que se
tiene una raiz unitaria (B = 1), el modelo es no-estacionario. Nétese que la
otra raiz (B = —2) excede a la unidad en valor absoluto. Es suficiente que una
de las raices sea unitaria para que el proceso sea no-estacionario.

A.2. Algunas propiedades de los estimadores

= Decimos que 0 es un estimador insesgado de 0, si E(g) =0.

Si E(é\) # 0, entonces se dice queAé\ es sesgado; el sesgo de un estimador

puntual 0 estd dado por B(f) = E(0) — 6. En el caso que el lim,_,ocB(8) =0
entonces el estimador es asintéticamente insesgado.

Dados dos estimadores insesgados 671 y 1/9\2 de un parametro €, con varianzas
V(61) vy V(02), respectivamente, entonces la eficiencia de #; con respecto a
0o, denotada ef f(0;,62) se define como la razén:

~ ~  V(0h)
eff(01,00) = ——=.
ff(61,62) V(6

>

Sieff(61,02) > 1 se tiene que f) es un estimador més eficiente que 6y

Se dice que el estimador GAn es un estimador consistente de 6 si, para cualquier
ntimero positivo e:
limp—ooP (|0, — 0] <€) =1,

o bien, de forma equivalente:
limp oo P(|0p — 0] > €) = 0.
Usualmente los MLE son consistentes e insesgados.
El error cuadrético medio de un estimador puntual 9 de un pardmetro 0 es:

MSE(8) = E[(6 — 6)?).

~

Si B(0) representa el sesgo del estimador (/9\, se puede demostrar que:

~

MSE(8) = V(8) + [B(8))*.
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A.3. Funcién Potencia

Sea I' una prueba para una hipétesis nula Hy. La funcion potencia de la prueba I,
denotada por 7 (), se define como la probabilidad de que Hy sea rechazada cuando
la distribucion de la que se obtuvo la muestra fue parametrizada por 6 (Mood}, |1974}
pp. 406).

A.4. Tamano de una prueba

Sea I' una prueba para una hipotesis Hy : 0 € ©g, donde Oy € O; esto es O es
un subconjunto del espacio parametral ©. El tamano de la prueba I' de Hy se define
como supyeg, [mr(#)] (Mood, 1974, pp. 407).

A.5. Covarianza

La covarianza entre dos variables aleatorias X e Y, se define como el valor es-
perado del producto de las desviaciones de éstas de de sus respectivas medias, u, y
by, €sto es:

Cov(X,Y) = E(X — pg)(Y — My>
y el correspondiente estadistico muestral es:

1

n

Covla,y) = =3 (s = ) (i — )
i=1
donde (z;,v;),7 = 1,2,...,n son los valores muestrales de las dos variables aleatorias

X e Y, y sus respectivas medias muestrales se denotan por T y 4 respectivamente.

Ahora, si Y7, Y3, ..., Y, v X1, Xo, ..., X}, son variables aleatorias y a1, as, ..., @y, b1, ba, ..., by
constantes, dadas las funciénes lineales

Ur = a1Y1,a2Ys, ..., a,Y, = Z%’Yi

Us = b1 X1,b2 X0, ., by Xy = ijyj,
donde E(Y;) = pi y E(Xj) =&y

Cov(Y;, Xj) = E[(Y: — i) (X5 — &),
entonces, se cumple que:

CO’U(Ul, Ug) = Z Z aibjCOU(Yi, Xj).

Un valor cero de covarianza indica que las funciones lineales no estan correlacio-
nadas y que no hay dependencia lineal entre U; y Us. Entre mas grande es el valor
absoluto de la covarianza entre U; y Us, mayor se espera sea la dependencia lineal
entre ellas. Sin embargo, esta medida depende de la escala de medicién por lo que
resulta dificil determinar a simple vista si alguna covarianza en particular es grande
0 pequena.
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Apéndice B

B.1. Modelo de regresion lineal

Un modelo estadistico que relaciona una respuesta aleatoria ¥ con un conjunto
de variables independientes x1, xo, ..., Tk

Y = Bo + Br21 + Bawa + ... + Bk + €, (B.1.1)

donde By, B1, ---, B son parametros desconocidos, € es una variable aleatoria y las
variables 1, z2, ..., £, toman valores conocidos. Supondremos que E(e) =0y por lo
tanto que:

E(Y) = Bo + fix1 + Poxa... + Prrk. (B.1.2)

Para manejar los resultados y deducciones sobres los modelos de regresién lineal
multiple se hace uso del algebra de matrices; para esto suponemos el modelo lineal
y hacemos n observaciones independientes, y1, 42, ..., yn €n Y.

Podemos escribir la observacién g; como:

Yi = Bo + Brxi + Boziz + ... + Brxik + €, (B.1.3)

donde z;; es el ajuste de la i-ésima observacién para la j-ésima variable independien-
te, con ¢ = 1,2, ...,n. Ahora definimos las siguientes matrices con zg =1:

U1 To T11 12 ... L1k
Y2 To T21 T22 ... T2k
Y = ; X=1 . ;
Yn g Tpl Tp2 --- Tpk
Bo €1
B1 €2
B=1 . |, e=| .
5k €n

Asi las n ecuaciones que representan y; como funcién de las x, las § y las € se pueden
escribir sumultdneamente como:

Y =8X +e (B.1.4)

73



74

B.2. Estimacion por minimos cuadrados

Para estimar los parametros de cualquier modelo lineal hacemos uso de las ecua-
ciones de minimos cuadrados.
Para n observaciones de un modelo lineal simple de la forma:

Y:ﬁo—l-ﬁlm—l-e.

tenemos

n 1 = €1

Y2 | ) €2

Y- L X - Ce= | 7/3:[50]
: B

yn 1 T, €n

Las ecuaciones de los minimos cuadrados para By y (1 son:
nBo+ B> wi=> ui
Bod wi+ By xl= iy
1 I
1 1 --- 1 1 z9 .
Dado que X’'X = . = ! Z3%2 )
Ty Ty e Ty P 2T DT
1 n
y X'Y = { szy; }, vemos que las ecuaciones de minimos cuadrados estan
1I1
dados por:
X'XB=X'Y,
en donde:
B = fo , (B.2.1)
B

de ahi que:

B=(X'X)"'X'Y.

B.2.1. Propiedades de los estimadores de regresion lineal
1. E(B) = Bi,i=0,1,....k.

2. V(@) = ¢;02, donde ¢;; es el elemento en la fila i e columna j de (X’/X~1).
(Recuerde que esta matriz tiene una fila y una columna enumerados con 0).

3. C’ov(,@,ﬁj) = ¢;;02, donde ¢;; es el elemento en la fila i y columna j de
(X'X71.
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4. Un estimador insesgado de o? es 5* = SSE/[n — (k + 1)], donde SSE =
Y'Y -3’ X'Y . (ObServese que hay k+1 valores 3; desconocidas en el modelo).

Si ademas, las ¢; para i = 1,2, ...,n estan distribuidos normalmente:
5. Cada BZ estd distribuida normalmente.
6. La variable aleatoria

n—(k+1)92

o2 ’

tiene una distribucién x? con n — (k + 1) grados de libertad.

7. Los estadisticos 52,/6’; son independientes para cada ¢ =0,1,2,..., k.

B.3. Prueba de hipétesis e intervalo de confianza para

Bi

Sea a’f8 una combinacion lineal de los parametros y a’f3; el estimador insesgado
con la misma combinacién lineal de los estimadores paramétricos con varianza:

V(a'B) = V[a'(X'X) " a]o?,

donde X es una matriz de tamano n X 2 de n variables aleatorias de un modelo
lineal simple.
Una prueba para a’ Hp : a'8 = (a/f)o

a'p > (a'B)y (regién de rechazo de cola superior)
Hy:< df < (a'B)y (regién de rechazo de cola inferior)
ap # (a'B)y  (regién de rechazo de dos colas)

L. . . a’B—(a’ﬂ) _ _
Estadistico de prueba: T = Ve X x) s’ donde S = \/SCeTmr/(n 2) es el

estimador de o.

t > to (alternativa de cola superior)
Regién de rechazo : t < —to (alternativa de cola inferior)
| # tas2  (alternativa de dos colas)

Observe que t,, estd basada en [n — (k + 1)] grados de libertad.

Con base en el estadistico t dado y con coeficientes de confianza 1 — « se tiene
que el intervalo de confianza 100(1 — ) % para a’f,

a'f+ ta/QS\/(a’(X’X)_la).
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B.4. Coeficiente de correlacion

Para corregir el problema de escalas de medicién en el cdlculo de la covarianza,
se utiliza el coeficiente de correlaciéon p.
Si denotamos por (x1,y1), (z2,Y2), .-, (Tn, yn) una muestra aleatoria de observacio-
nes, un estimador de p estd dado por el coeficiente de correlacién muestral:

— Z?Zl (l‘l — .’f)(yz — g)
- Vo (@i =223 (vi— 92 (B.4.1)

Con la finalidad de recordarlo facilmente, es usual denotar Sy, = > i (z; — )2,
Syy =20 (yi—9)%y Suy = D1 (zi — %) (y; — J) v asi expresar r en estos términos

r

Sy
= B.4.2
r=— (B.42)

V/ SzaSyy

En el caso de un modelo de regresion lineal simple, es facil ver que r = S 4 /%
vy

y a partir de una tabla de andlisis de varianza, el coeficiente de correlacién puede

s . . SC
calcularse directamente de la siguiente manera: r = SO
ota

B.5. Coeficiente de determinacion

Por lo general se denota con R? al coeficiente de determinacién, que mide la
proporcién de la variacion en los valores observados de la variable Y, explicada por
el conjunto de variables independientes X1, X, ..., Xi. Se puede calcular utilizando
los elementos de la tabla de anélisis de varianza:

SC@T‘TOT

R?=1- =&,
SCtot

(B.5.1)

Si se tiene que R? = 1 entonces significa que la regresién lineal explica 100 % de
la variabilidad en Y. Por otro lado, si R? = 0 entonces el modelo no explica la varia-
bilidad en Y. Un modelo se considera bueno si tiene un coeficiente de determinacién
aceptable, de acuerdo al investigador.

B.6. Coeficiente de determinacién ajustado

Cuando se comparan dos modelos con base en su coeficiente de determinacion
R?, pero tienen diferente ntimero de variables independientes, es conveniente utilizar
un coeficiente de determinacién alternativo, que es el coeficiente de determinacion
ajustado, que se calcula como:

SC2. /(n—k)
R2 =1 error
“ SCiy/(n=1)

donde k es el numero de pardmetros en el modelo, incluyendo el término de inter-
seccién (Gujarati, [2004).

(B.6.1)
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B.7. Prueba de Durbin-Watson

Los residuales se definen como la diferencia e; = y; — 4;,¢ = 1,2,...,n, donde
y; representa el dato observado y ¢; es el valor obtenido del modelo de regresién
ajustado. Al realizar el andlisis de regresién se realizan varios supuestos sobre estos
errores, como son su independencia y el que siguen una distribucién normal con
media cero y varianza constante o2 (homoscedasticidad).

La prueba de Durbin-Watson ayuda a identificar la presencia de autocorrelacién
entre los residuales obtenidos del modelo de regresion. Cuando se trata de dos series
de tiempo, se puede pensar en una hipdtesis nula que plantea que los residuales no
estan correlacionados frente a una hipdtesis alternativa que establece que las series
siguen un modelo autoregresivo de primer orden, AR(1), esto es:

Hy:p=0,
Hy:p>0. (B.7.1)

El estadistico de prueba se calcula como:
= 2=z (e =€)’
PO ’

donde n es el tamano de la muestra, e; = y; — 3;, es la diferencia entre el valor
observado, y;, y el valor que resulta de la regresién, g;.

(B.7.2)

El estadistico de Durbin-Watson esta relacionado con el coeficiente de correlacion
de la siguiente manera:
d~2(1-r),

donde d € (0,4) y r € (—1,1). Si d = 2 entonces r =~ 0, lo cual indica que no existe
correlacién; pero si d =~ 0 entonces r & 1, es decir la correlacion es positiva; por el
contrario, si d =~ 4 entonces r =~ —1 y se tendra correlacién negativa.

Para este estadistico se tienen tablas que toman en cuenta el tamano de la muestra
y el nurhero de regresores, las cuales arrojan dos datos, cota inferior (dL) y cota
superior (dU).

= Sid < dL, entonces se rechaza Hy : p = 0.
= Sid > dU, entonces no se rechaza Hy: p = 0.

» Sidl < d < dU, entonces se tienen resultados inconclusos.
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Apéndice C

C.1. Valores de ruido blanco

] Tiempo ‘ Ruido blanco ‘ Tiempo ‘ Ruido blanco ‘

1 -1.6331 o1 0.0861
2 -0.3666 92 -0.9212
3 -0.8728 93 1.3203
4 -0.2469 54 1.4953
5 0.1266 95 -0.7741
6 -0.2462 56 0.5621
7 0.8541 o7 0.9901
8 1.5789 o8 -1.3516
9 -0.8701 99 1.9353
10 -0.4990 60 0.9839
11 -0.3573 61 0.2706
12 0.8395 62 -0.2419
13 0.9196 63 0.2640
14 0.6115 64 -0.2171
15 0.4214 65 -0.1377
16 -0.0239 66 -0.7410
17 0.0215 67 -2.0317
18 -0.9138 68 0.1148
19 0.1371 69 0.5314
20 1.6610 70 1.2934
21 -1.2366 71 -0.5716
22 1.8132 72 1.0440
23 -0.6895 73 -0.2226
24 0.4729 74 1.1477
25 -1.2603 75 -0.3741
26 -0.0357 76 1.3701
27 0.8874 77 0.5940
28 -0.6194 78 -1.9247
29 -1.0852 79 0.5682
30 -2.0275 80 -0.5572
31 1.2682 81 0.9881
32 -0.0463 82 0.4649
33 0.5193 83 -2.0508
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34 0.6355 84 -0.5911
35 -0.1332 85 0.0923
36 -2.2015 86 -0.4776
37 1.6054 87 2.3655
38 -0.4461 88 0.3631
39 0.7574 89 0.8107
40 0.9140 90 -1.3084
41 1.1581 91 -1.4298
42 1.1783 92 0.1450
43 -0.6974 93 0.3964
44 0.4911 94 0.2056
45 -1.7856 95 1.1121
46 1.2921 96 1.2811
47 0.3684 97 0.9187
48 0.7027 98 1.4922
49 -0.8775 99 -0.7264
50 -0.7986 100 -0.6485

Tabla C.1: Valores de ruido blanco con u =0y 02 < oo

Valores de la seccion 4.3.2

]Tiempo‘ Valor ‘Tiempo‘ Valor ‘

1 2935833 37 1474727
2 2622529 38 1523331
3 2719635 39 2122667
4 2625179 40 2571006
5 2311187 41 2252161
6 2101758 42 2422347
7 2552638 43 2155973
8 2883423 44 2294976
9 3128904 45 2809652
10 2959348 46 2436293
11 2759000 47 2561852
12 2233755 48 2199544
13 2560858 49 2674423
14 2548821 50 2551363
15 2625675 51 3110508
16 2326076 92 3177925
17 1662956 93 3046952
18 1772409 54 2850904
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19 1797275 95 3002830
20 2639852 56 2910913
21 2799990 57 2809172
22 3133285 58 3136842
23 2438296 99 3355368
24 2583766 60 3604565
25 2610157 61 3013310
26 2493415 62 3125751
27 2094163 63 2548605
28 2174301 64 2646575
29 2283420 65 2231458
30 2505128 66 1962095
31 2873785 67 1958019
32 2339727 68 2143073
33 2985829 69 2305966
34 3037351 70 2620302
35 1828265 71 2356447
36 1038562 72 2427571

Tabla C.2: Valores dela seccién 4.3.2

Valores criticos de Dickey-Fuller

| I

1% 5% [ 1% 5% | 1% 5%
25 |-2.66 -1.95|-3.75 -3.00 | -4.38 -3.60
50 |-2.62 -1.95|-3.58 -2.93]|-4.15 -3.50
100 | -2.60 -1.95 | -3.51 -2.89 | -4.04 -3.45
250 | -2.58 -1.95|-3.46 -2.88|-3.99 -3.43
000 | -2.58 -1.95 | -3.44 -2.87|-3.98 -3.42
oo | -2.58 -1.95|-3.43 -2.86|-3.96 -3.41

Tabla C.3: Valores criticos de Dickey-Fuller
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